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0. Introduction.

Le but de cet article est de démontrer dans le cas finslérien 1’analogue
du théoréme riemannien suivant, dtt & Hopr [9].

TutoriME DE HopF. — Les fores riemanniens a deux dimensions sans
poinls conjugués sont isométriques a des fores riemanniens plats.

Pour cela, on appellera tore finslérien plat (4 deux dimensions) un tore
dont la structure finslérienne est obtenue par passage au quotient d’une
structure finslérienne de R? invariante par translation.

Si on identifie I'espace tangent & R?, TR?, 4 R* X R? une telle structure
finslérienne est définie par une énergie :

E: R*xXR*->R*+, (z,v)—E(@).
Le principal résultat prouvé est le suivant :

THEOREME. — Les fores finslériens de Landsberg a deux dimensions sans
points conjugués sont isométriques a des tores finslériens plats.
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Pour démontrer ce théoréme, on donne une forme nouvelle en dimen-
sion 2 a la formule de Gauss-Bonnet en géométrie finslérienne, établie
par A. LicaNnerowicz [10]. Puis on démontre que, pour une variété
finslérienne, de dimension n > 2, (M, E), sans points conjugués, I'intégrale
dela courbure de Ricci sur la variété U (M) des vecteurs tangents d’énergie
unité [E(v) = 1], munie de la structure riemannienne canoniquement
définie par (M, E), n’est nulle que si (M, E) est & courbure sectionnelle
nulle. De cela, il résulte qu’une variété de Landsberg sans points conjugués,
homéomorphe a un tore, est a courbure sectionnelle nulle. On introduit
alors le scalaire principal J d’une variété finslérienne. On inclut a cet
endroit quelques résultats déduits de I'utilisation de ce scalaire et de la
formule de divergence d’Akbar-Zadeh [1].

Dans une derniére partie, on établit le théoréme proprement dit,
ce qui repose sur l'utilisation du scalaire J et les propriétés particuliéres
des géodésiques des tores.

Certains de ces résultats (théorémes 1, 3 et 4 ci-dessous) ont été annoncés
dans une Note aux Comptes Rendus de I’ Académie des Sciences [6].

1. Bref rappel de géomeétrie finslérienne (cf. [5]).

Le fibré tangent d’une variété différentiable M (connexe, C=, para-
compacte) sera noté w: TM — M. m,: M — M désigne le sous-fibré
des vecteurs tangents non nuls. Une carte locale de M [notée z — (z%)]
définit canoniquement une carte locale de TM [notée v — (x/, v')].

Pour tout fibré F — M, F, désigne la fibre en x.

DEFINITION. — Une variété finslérienne est un couple (M, E) d’une
variété différentiable et d’'une application énergie E : TM — R+, lelle que :

(i) E est C* sur TM, C= sur 5M.
(ii) E est positivement homogéne de degré 2.

1 0*E _ o
(tenseur sur n3* TM) est défini

(iii) V xe€ M, le tenseur g,;(v) = 2 ViV

positif.

Remarques.

1° Si E est C*, (M, E) est une variété riemannienne.

20 La géométrie finslérienne « est » I’étude des problémes de calcul
des variations réguliers positivement homogénes de degré 2. L’appli-
cation v — E(v)"* de TM dans R sera notée L.

La structure finslérienne, donnée sur (M, E), définit donc une structure
euclidienne g sur le fibré p : n;* TM — M. Le produit fibré sur M de
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deux vecteurs tangents 4 M, v et X, étant noté v X X, on pose, pour tout
couple (X, V) e(T.M),

3.(X Y)=9gwxX,vXxY).

Si on désigne par % le morphisme canonique :

A TM - ﬁM

To

¥ ¥
M —>M

¢t et n appartenant & ny'vTM,
9E 1) = goey (RE, Am).

On désigne par U(M) - M le fibré des vecteurs tangents d’énergie
unité.

— A la structure finslérienne est associée canoniquement une gerbe G
sur M au sens de [5]; G est une section du fibré TTM — TM pour sa
structure naturelle de fibré tangent et pour la structure fibrée définie
par ©7, ou 77 est ’application linéaire tangente a m; G est C' sur TM
et C” sur S M; enfin G est positivement homogéne de degré 2.

— Deux variétés (M, E) et (M’, E’) sont isométriques par I'isométrie f
si f est un difféomorphisme de M sur M’ tel que E'o fT=E. Si G et G’
sont les gerbes respectivement de (M, E) et (M’, E'), G'= (f") 7G.

— La structure finslérienne permet de définir canoniquement une
scission 8 : TTM — n*TM (resp. Y : = 'TM — TTM) de la suite
exacte de fibrés sur TM :

o> ' TM-5>TTM Z -t TM — o,

ou ZeT,.TM, jZ =vXn"Z, B et v sont C> sur M et C° sur TM.
Enfin G=v-V, ot V désigne la section canonique du fibré
p:m'TM — TM, v — vXv.

— On désigne par D la loi de dérivation -covariante dans
p:m;' TM — ©M, associée 4 la connexion finslérienne d’Elie Cartan,
et par R, P, Q respectivement le premier, le second et le troisiéme tenseur
de courbure d’Elie Cartan. R, P et Q sont des éléments de

7' TM @ Q3! T M,

ou T"M — M est le fibré dual de TM — M.
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— On appelle courbure sectionnelle en v € M du 2-plan P, contenant v,
le scalaire
K, (P) =— gR(V,vxX) V,vxX)
g g(V, V)gox X, vxX)—g(V, vx X)?,

ot X est n’importe quel vecteur de P non colinéaire & v. K, (P) ne dépend
que de v et P. De plus, si A est un réel positif, K, (P) = K, (P).

On appelle courbure de Ricci, en v € M, le scalaire

Ricy =—Trace{ X > R(V,oxX) V}.

— A la connexion finslérienne est associé un transport par paral-
l1élisme le long des arcs C' & vitesse non nulle, i. e. si f: I - M, ou I est
un intervalle de R, f est C! et df/dt % o pour tout tel. Si (a, b)e I,
le transport par parallélisme 7/, est un isomorphisme de T M
sur Ty M qui échange les structures euclidiennes de Ty, M et Ty, M
relatives respectivement a (df/dt) (a) et (df/dt) (b). D, désignant la dériva-
tion covariante relativement au champ canonique d/df de R, X &€ Ty, M,
) s X =E(D), ou t : [a, ] - TM est telle que mf = f, et

D,(%{ x&(t)) —o,
£ =X.

Remarque. — Si f est une application d’un voisinage de o dans R,
dans M, f—* désignant I'application { — f(—{), on a en général 7} ., %7} ,,

— Les géodésiques de (M, E) sont les géodésiques de la gerbe G, et
peuvent encore étre définies comme les courbes autoparalleles de la
connexion. G, désignant le flot de G sur TM, I'unique géodésique maxi-
male v,, telle que (d/dt) 1. ({) |:=0 = v, est définie par

t— Yv(t) =Ty GV

Soit Q I'ouvert de TM formé des v tels que G,v existe; I’application
exponentielle de la gerbe exp: 2 — M est définie par expv = m, G0,
exp est C! sur Q, C* sur N SM et, pour { > o, Y. () = expiv. Les champs
de Jacobi le long d’une géodésique v, sont les applications X & valeurs
dans TM telles que 7, X =v,, et

D,D.{ = R(p, £) p,
ol

dy,
E=TdYt-— XX;
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R est le premier tenseur de courbure de Cartan;

dy..

P=Vogr

— A la connexion finslérienne est associé un « tenseur de torsion

finslérienne », Te 1o TM ® @’ n;* T*M. j désignant le morphisme de
fibrés vectoriels canoniques TTM —n'PM, on a, en posant J :
TTM —~ PPM, J =i, j, (Z:, Z,))e T, M,

D)) (21, JZy) = T(jZ, jZ,).

109
2 o’

On desngne par Sen;'TMo@’n;' T" M le tenseur S = DgT,
et par T I’élément de nO‘TM défini par contraction a partir de T,

En coordonnées locales naturelles, T = —

(T) = ¢/ T;}. On sait que T = o si, et seulement si, (M, E) est rieman-
nienne (DieckE). On a évidemment g(V, T) =o,

Définition. — Une variété finslérienne est de Landsberg si S = o.

La structure finslérienne permet de munir M d’une structure
riemannienne § :

(Z1, Z2)e TV%M, g(zh Z2) = g(jzi’jz2) + g(BZ“ ﬁ22)‘

On désigne par (U(M), g) la structure de sous-variété riemannienne
de (3M, §) dont est naturellement munie U(M).

%M [resp. U(M)] est munie, d’autre part, d’une structure symplectique
(resp. cosymplectique) définie par une 2-forme dA (resp. une 1-forme A),

A(2)=g(V,j2).

Si o (resp. go) désigne la forme volume de (BM, §) [resp. U(M), g] :

. _(—1)min—ri2
ArdA [resp.ao = h=nT

(— 1)nin=12

o= nl

A AA"-idA]-

Enfin appelons chemin de M, toute application C° de I'intervalle (o, 1)
dans M continue, C* par morceaux. Pour tout couple de points (p, ) € M?,
on pose

dc
d(p, ) = int L<d1> di,

Cew

ou W est I’ensemble des chemins tels que C (o) = p, C(1) = ¢.
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d a toutes les propriétés d’'une distance sauf la symétrie. Par abus
de langage, on appellera d(p, q) « distance de p 4 ¢ ». On définit une véri-
table distance sur M,

@ 9—~>1pgl=d(, q) +d(@, 9-

On peut montrer [3] que la topologie de M coincide avec la topologie
déduite de la distance (p, ) - | pgq|.

Pour les variétés finslériennes, on peut prouver un « théoréme de Hopf-
Rinow » (cf. [5]). En particulier, si M est compacte, d(p, ¢) est réalisée
par un arc géodésique joignant p a q.

2. Formule de Gauss-Bonnet.

TrEOREME 1. — Si (M, E) est une variété de Landsberg de dimension 2,
orientée compacte (connexe), de caractéristique d’Euler-Poincaré, y (M)

Ricv.oy = 42y (M).

UM)

Démonstration. — On adapte la méthode de BERGER [2] en géométrie
riemannienne. On montre d’abord le lemme suivant :

Lemme 1. — Soit veUM), ten;'vTM. Alors y(t) est tangent
a U(M). De plus, i(t) est tangent a U (M) si, et seulement si, g(V, &) = o.

On introduit pour toute variété finslérienne (M, E) orientée une
(n — 1) forme sur U (M) ainsi définie :

1° w(Zi, ..., Zp1) = o, pour un i au moins, 3(Z;) = o.

20 w(Zyy ooy Zn—y) = 1 si, pour tout j, Z;=i(s), ot ¢(V,&;) = o;
9Ci &) = 0i; (U, REy, ..., TEu—y) forment un repére direct de M au
point mv.

11 résulte de la condition 2° que w | U.(M) est la forme volume de
(U.(M). 7| Ux(M)).

Si (M, E) est une variété finslérienne de dimension 2, la courbure
sectionnelle est une application K de U (M) dans R et, pour tout ve U (M),
K (v) = Rico.

LemmE 2. — Si (M, E) est une variété finslérienne de dimension 2
orientée, w A\ do =— Ko,.

Démontration. — Soit we T, M, tel que ¢.(», w) = o, ¢.(v, W) = o,
go(w, w) = 1, et (v, w) est un repére direct de M. Posons G = y(V),
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n=y@xXw), {=iwxXw). (G,m,¢) est un repére orthonormé
de (U (M), g). D’autre part, comme woy = o:

[} /\ d&)(G, T, C) = d(‘)(Gs 7)),
soit
o A do(G, 1, ©) =—woiB[G, 7.

Or B[G, n] =— R(V,®) V ou & = vXxw.

Donc o A do(G, n,§) =— K (v), ce qui prouve le lemme puisque
(G, m, §) =+ 1.

— (8% go) désigne la sphére unité de R"*' considérée comme sous-
variété riemannienne de R*+! avec sa structure riemannienne canonique.

DEriNITION 1 [10]. — Une variété finslérienne (M, E) est de Berwald-
Cartan si son troisiéme tenseur de courbure de Cartan Q est identiquement
nul.

En particulier, toute variété finslérienne de dimension 2 est de Berwald-
Cartan.

Pour les variétés de Berwald-Cartan, on prouve la proposition suivante :

ProrosiTioN 1.—Si (M, E) est une variété de Berwald-Cartan, alors, pour
tout xre M, (UM, g|U.M) est isométrique a S*—, ¢,) oit n=dimM > 2.

Démonstration. — Plusieurs lemmes sont nécessaires.

LemME 3. — Si (M, E) est de Berwald-Cartan, et si la dimension n de M
est supérieure ou égale a 3, (UM, g| U.M) est isoméltrique a (S*, g.).

En effet, si (M, E) est de Berwald-Cartan, la structure riemannienne,
définie sur 3. M : (.M, §| %, M), est & courbure sectionnelle nulle.
11 résulte alors des formules de Gauss-Codazzi que la sous-variété rieman-
nienne (U.M, g| U.M) est a courbure sectionnelle constante 1.
Comme n > 3, U, M est simplement connexe et donc, d’aprés un théoréme
d’Elie CArTaN (cf. [2] par exemple), (U.M, g| U.M) est isométrique
a (S, gv).

Le lemme suivant est trivial :

LemMmE 4. — Si (M, E) et (N, F) sont deux variétés de Berwald-Cartan,
alors (M X N, E X F) est de Berwald-Cartan.
La proposition 1 sera démontrée quand n aura examiné le cas n = 2,

ce qui est ’'objet du lemme suivant :

LeMMmE 5. — Si (M, E) est une variété de Berwald-Cartan de dimension 2,
(UM, g| U.M) est isométrique a (S, go).

BULL, S00. MATH, — T. 99, FASC. 3, 12
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Démonstration. — Soit R la droite numérique avec sa structure rieman-
nienne canonique. Il résulte du lemme 4 que la variété M,= M xR
est munie d’une structure de Berwald-Cartan et donc, si x; € M, ¢, dési-
gnant le tenseur métrique de ny' TMy— M, (Ux, My, 9. | U, M,) est
isométrique a (S?, g,). Soit  cette isométrie. Soit V (resp. V) la connexion
riemannienne de (.M, § | €. M) (resp. Uy, M, g, | Uz, M,). V: =— (v XD).
Donc $:¢ = o. Il en résulte que, si = (z,f), U.M est géodésique
de (Up,M,. gi| Ur,M,). Donc ¢(U.M) est un grand cercle de (S?, ¢.),
et on en déduit que (U.M, g| U.M) est isométrique a (S!, ¢,), ce qui
prouve le lemme 5 et acheéve la démonstration de la proposition 1.

— On désigne par s€ (o, 27 ( I'arc de (S!, ¢go). (M, E) étant une
variété finslérienne (de dimension 2) compacte, il existe un champ de
vecteur Y de M n’ayant qu’un nombre fini de zéros. Soit

M={zeM| Yl
On définit une section Y du fibré U(M) — M en posant, pour tout z€ M,

Y ()

YO ER@

M étant orientée, il existe, pour tout re M, une isométrie directe unique,

Pt (S 90) > (U=(M), g| U=(M)),
$—> 92 (S),
telle que 9. (0) = Y (2).
On désigne par ¢ lapplication de $'x M dans U(M), définie par
o (s, ) = ¢=(s), et, pour tout s€ (o, 27 ( par ¢, la section de U (M) —~M,
z—>9(s, ) :
o A\ do= oA do = .q)*(m/\dco).

U(M) (i) St<M

M étant de dimension 2, ¢*w = ¢ w + @jw, et ¢, étant une isométrie,
9»w = ds. La 3-forme ¢} (» A dw), étant une 3-forme sur M, est nulle.
La variété étant de Landsberg £ (p)» = o et donc

9*(w A dw) =ds A do;w.
Donc
f o ANdo= |ds .d?:w.
U(M) St M

Or,

f ordo= [ do.
" @.(M)
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95 (M) est une sous-variété de U(M) qui peut étre considérée comme
une variété & bord, de bord dg, () = @ Uy, (M), ott { m;} =M —M

i
et ou a; est I'indice de Y en m;. Donc

f 9, dw =Z a,f o,
in ; Uy, (M)

or, (U, (M), g) est isométrique a (S, ¢°), donc f w=am}
Upy, (M)
comme

o= x(M)ﬁ(M)w A do =— Gaty (M),

donc
f Ric(0) o0 = 4wt (M).
U (M)
C. Q. F. D.

Cette formule donne une nouvelle expression dans le cas S = o de la
formule d’A. Licunerowicz [10], dont elle peut se déduire en remarquant
que do est précisément la forme de Chern restreinte & U(M), et que
toute variété finslérienne de dimension 2 est de Berwald-Cartan.

Les variétés de Berwald-Cartan sont telles que les volumes des fibres
(U.(M), g | U.(M)) sont tous égaux au volume de la sphére S*— consi-
dérée comme sphére unité dans R*—!, oit n = dim M. Pour ces variétés,
il est donc naturel de définir le volume par

Vol(M, E) = - f oo,
U(M)

n—1

oll ¥, est le volume de (S*, g,). En particulier, pour les variétés
finslériennes de dimension 2 compactes, on pose

Vol(M, E) = ?17? o

U(M)

DErFINITION. — On dira que, sur une variété finslérienne compacte, la
distance de deux points conjugqués est toujours supérieure ou égale a un
scalaire o si, pour tout point x€ M, et tout arc géodésique y:R+—> M,
Y(0) = z, le premier point conjugué y de x sur y est tel que d(z, y) > o.

Remarque. — Ceci équivaut & dire que Ilapplication exponentielle
de la gerbe (cf. [5]) est de rang maximal, en tout point ze€ M, sur
B.(d) ={veT.M|L(v) < d}. De plus, M étant compacte, il existe
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toujours un tel d > o. Enfin, si on change E en p*E (p constante stric-
tement positive), ¢ est changé en pd.

Dans [5], on établit le théoréme suivant :

TutoriME 2. — Soit (M, E) une variété finslérienne de dimension n
compacte connexe, telle que la distance de deux points conjugués soit toujours
supérieure ou égale a o. Le volume ¥ de (U (M), 9) est tel que

o2

- " .
V= (n—1) U(M)Rlc(v) o

et légalité n’est atteinte que si la variété est a courbure sectionnelle
2
constante:%o

Du théoréme 1 et du théoréme 2, on déduit alors le corollaire suivant :

CoroLLAIRE 1. — Soit (8%, E) une structure de Landsberg sur la sphére,
telle que la distance de deux points conjugués soit supérieure ou égale a m,

alors
Vol(S?, E) > 47,

et Uégalité n’a lieu que si (S*, E) est isoméfrique a (S?, ¢.)-

3. Variétés finslériennes compactes sans points conjugués.

TutoriME 3. — Si (M, E) est une variélé finslérienne compacte, de
dimension n, sans points conjugués :

Ricve, <o et f Ricvo, = o
U(M) U(M)

si, et seulement si, (M, E) est a courbure sectionnelle nulle.

Démonstration. — La premiére partie du résultat se déduit immédia-
tement du théoréme 2. La démonstration va reposer sur I'utilisation de
I’équation de Riccati, ce qui est 'idée de HopF [9] en géométrie rieman-
nienne de dimension 2 et sur les techniques de comparaisons de [8] adaptées
au cas finslérien.

— M étant compacte, les géodésiques sont définies sur R. M étant
sans points conjugués, pour tout couple de réels distincts (£, £,), les champs
de Jacobi le long d’une géodésique y sont déterminés par leur valeur
en f, et en £;, Pour tout ve U(M), pour tout we TM, et tout s réel non
nul, on désigne par

t—h;(v, t, w)
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I'unique champ de Jacobi le long de la géodésique y tangente a I’origine 4 v,
défini par
hs(v, 0, w) =w,
{ hs(v, s, w) =o.

L’application (s, £, v, w)— h;(v, t, w) est C*. De plus, pour tout ¢
compris entre o et s, s exclus, w — h, (v, {, w) est un isomorphisme linéaire
de Ty(o)M sur TYU)M°

— Dans ce qui suit, le transport par parallélisme le long de y de Ty M
sur Ty M, 7Y, sera noté t.. Pour ‘tout ¢ compris entre o et s, s exclus,
on définit un isomorphisme linéaire de Ty )M, U, (v, f), en posant

TyoyMaw—Us@, hw=1"hs(, {, w)€ Ty o) M.

Soit B le sous-ensemble de R? formé des couples (s, f) tels que £ est
compris entre o et s, s exclus. Posons £(TM) = TM X yT*M.

On a construit un morphisme C* de fibrés vectoriels sur M :

BxUM) - £(TM),
(s, t, v)—> Us(v, ?).
Posons
n:(, 1, w) = G:vXh;(, t, w).

t— h;(v, t, w), étant un champ de Jacobi, est solution de I’équation
D,Din = R(p, n) P,

et donc Us(v, f) est solution de I’équation de Jacobi dans £(Ty)M) :

(1) U+@oU=o

(les points désignant les dérivations par rapport a f), @ étant I’endo-
morphisme de T'y )M, défini pour tout £ par

aw) =—1v%{ R, GoXTw)p}.

De plus, U, (v, o) est I'identité de -T'y M et U, (v, f) se prolonge conti-
nlment par o pour f = s.

Pour f compris entre o et s, £ 2 s, U, (v, t) est inversible, et on peut donc
définir un endomorphisme de Ty )M, V,({, v), en posant

Velt, v) = U@, 80 Us(0, ),
endomorphisme qui est solution de I'équation de Riccati dans £2(Ty ) M):

(2) V+Vipa=o.
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Soient w;i = 1, 2 deux vecteurs de Ty )M, et soient

Yi: t— Yi(t) = h(v, £, w), = GewX Y

De l'identité g(Din, m:) — g(Din2, m1) = o, on déduit :
G (V7' Yy, 71 Vo) — g (V7' Yo, 771 YY) =0,

ce qui prouve que V; est autoadjoint pour le produit scalaire g,. Donc :

ProposiTioN 1. — Si U, (v, t) est une solution de (1) telle que U, (v, s) = o,
Vs(t, v), défini pour t compris entre o et s, s exclus, est solution de (2) auto-
adjointe pour g,.

— Pour s’ compris entre o et s, s'2 s, posons

O =r1_sUs(@, s—s)w.

Les champs de Jacobi Y et Y, définis par
YO) =7Us@ hw et  Y(t) =1 Us(Ggv, t—s+5)D

coincident pour les valeurs f =s—s’ et t =s; donc Y=Y. Il en
résulte que
Vs(t, v) =1 Voi(o, Gi1) T2
et en particulier
&) Trace V,(f, v) = Trace V,_,(o, G/v)
Trace V;(t, v) = Trace V;_,(o, G.)
pour { compris entre o et s, s exclus.

Admettons, ce qui sera prouvé plus loin, qu’il existe une solution V
de I’équation de Riccati, définie sur (o, 4 o), autoadjointe pour g,
et telle que

V({t, v) = lim V. v).
$>+w®

Alors
) V+Vita=o;
(ii) Trace V (1, v) = Trace V(o, G1v).

De (i), on déduit

Trace V + Trace V? + RicG:v = o.
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Soit en sommant sur (o, 1), compte tenu de (ii) :
1 1
Trace V (o, G:v)—Trace V (o, v) + f Trace V2(t, v)dt =— f RicG.v dt.
[} 0

Admettons (cf. infra) que les différentes fonctions de v qui interviennent
sont intégrables sur U(M). Compte tenu de l'invariance de o, par G,
on peut écrire :

1
f f Trace V*(t, 0)dt =— [ Ricoan.
U(M)vo

U(M)

V étant autoadjoint pour le produit scalaire g¢,, f Ricvoo> o,
r(M)
et ’égalité n’a lieu que si Trace V2(t, v) = o, et donc V({, v) = o. Compte
tenu de l’équation de Riccati, cela implique @ = o, ce qui équivaut
a K,(P) = o.
C. Q. F. D.

Démonstration de I'existence de V. — L’existence de

V{, v) =S;i£nw vV, v)

seraméne, d’aprés (3), 4 'existence de la limite de V (o, v) quand s — +- co.
L’existence de V étant assurée, il en résulte alors que :

1° V est définie sur (o, + o),

20 V est limite uniforme au sens de la convergence compacte sur R+
des V,(t, v) quand s— -+ oo, et est solution de I’équation de Riccati.
V sera alors autoadjoint pour g. si, et seulement si, V(o, v) est auto-
adjoint pour g, puisque I’équation de Riccati est invariante par adjonction.

L’existence de V sera donc assurée si on prouve l’existence de
V(o, v) = lim V,(o, v) autoadjoint pour g..
S>4o

Soit Y, la forme quadratique sur Ty M, définie par
s (Wi, ) = ¢, (Vs (o, v) wy, ).

11 suffit de prouver l’existence d’une forme quadratique { sur Ty M
limite de ¢, quand s — - co.

LemME 1. — Pour tout we Ty o) M, s—y,(w) est croissante.

Démonstration. — Soient Y, le champ de Jacobi le long de v|]o, s],
Yo (f) = ho (v, t, w), et Z le champ de Jacobi brisé le long de v|[o, §']
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ainsi défini :
( te[o, s, Z(f) = hs(v, t, w),
| te[s, s'], Z(f) =o,
olo<s<s'.

Comme les champs Z et Y, ont mémes valeurs pour l =o et { = s/,
et que y est sans points conjugués :

10 (Z) > By, (Ys),

ou E3, désigne la forme de Morse (variation seconde) de v | [o, ']
Posons

-4 _ &
E—‘ dt XZ’ N = dt XY.,’.

Comme Y, est un champ de Jacobi,

BY (V) =— gD, (o), me(o)).
Soit
E'~(,, (Yy) =—g.(Vy (0, D) W, W) =— 1y (w).

Comme Z|[s, s'] = o,
v (Z) = EY,(Z) =— g(D:£(0), £(0)).
Soit EY, (Z) =— Y, (w). D’ott le lemme 1.

— Remarquons que M étant compacte, il existe une constante ¢> o
telle que K, (P)>— c¢* pour tout 2-plan P et tout ve M, vc P.

LemME 2, — Pour fout we Ty )M,

— i 0 (@, ) Z 4 (@) Z cg. (@, w).

Démonstration. — Soit (M,, ¢g.) une variété riemannienne compléte de
dimension n a courbure sectionnelle constante — ¢?. Soient z,€ M,,
et u un isomorphisme euclidien de (TyM, g.) sur (T», M, ¢:). Dans
ce qui suit, on adapte au cas finslérien une méthode de comparaison
de [8].

Soient s>o, ¥ la géodésique de (M, g.) issue de u(v), et ¥, le champ
de Jacobi le long de ¥, tel que ¥ (o) = u(w) 17(3) = 0. V désignant la loi
de dérivation covariante dans TM,— M, définie par la connexion
riemannienne,

V. Vi=—c¥, ou V,=V,

dt
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shC(s—1)

shCs ™ u(w) ou, par abus de notation, 7,

ceci entraine Y,(f) =
désigne 73 .

Donc E= (Y.) = cg.(w, w) cothcs, jon E~ désigne la forme; Morse
relative a ¥|[o, s].

Soit ¢ I’application associant a tout champ de vecteurs Z le long de ¥ le
champ de vecteur le long de y¢ Z, défini par

0 Z(t) =touot* Z(f).

On vérifie aisément que :
10 gl(z’ Z) (t)=ngV(<PZ: CPZ),
20 DE(t) = GoxoV Z(D),

ot £(t) = G.ox ¢ Z(f). Posons % () = G.ox ¥ (1),
B (¥) = [{g:(V: ¥ Vi 2) +0q (P 2} a

=f { g(D: 7, Di7) + ¢ (3, )} dt.
[1]

La courbure sectionnelle de (M, E) étant minorée par — c?,

g(R(®, T)p, N) < ctg(@, 1),

Done Ez ( V) > EY (¢ ¥,); or ¢ ¥ est un champ de vecteur le long de ¥,
ayant mémes valeurs pour { =o et {==s que le champ de Jacobi,
Y, = h;(v, {, w). Comme (M, E) est sans points conjugués :

Er.(o ¥) > EL(Y) =— ¢ ().

Or EZ (¥) = cg.(w, w) cothes. Done ¢, (w) >— cg.(w, w) cothes.

Pour obtenir I’autre partie de I'inégalité, on considére un réel a> o et
le champ de Jacobi brisé Z le long de v | [a, s] ainsi défini :
tela, o], Z(f) = h.(v, t, w).
tefo,s], Z(f)=h(,t, w).

Comme 7v|[a, s] est sans points conjugués, EY i, (Z)>o0. Soit

Ya(@) — §s (@) > o.
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Soient alors Y, le champ de Jacobi le long de y|[a, 0], défini par
Y.(f) = ho(v, t, w) et Y, le champ de Jacobi le long de 7|[a, o] tel
que ¥.(a) =0, ¥.(0) = uw),

E%H(Y',,) =— c¢g.(w, w) cothca.
Par la méme méthode que précédemment, on prouve que

E3 (V) > B2 (0 Vo) > E7,(Ya) = $u ().
Donc
s (W) £ Yo (W) < — cg. (w, w) cothca.

Ceci étant vrai pour tout a < o, on en déduit :

bs (W) < cg. (w, w).
C. Q. F.D.

— L’existence de V (o, v), et donc de V(, v), découle alors des lemmes 1
et 2. Posons ¢(w) = ¢.(V(o, V) w, w). Il résulte du lemme 2 que

[ () | < cg. (w, w).

Questions d’intégrabilité. — Soit (v, €;, ..., e.—) une base ortho-
normée de (Ty )M, g.) :
Trace V;(o, v) = Z $s (e).
i=1
Donc
Trace V;(o, v) <L c(n—1).

v — Trace V (o, v) étant limite simple de la famille croissante de fonc-
tions continues (v — Trace V,(o, v))s, uniformément bornée par la fonc-
tion constante c(n—r1), est intégrable.

D’autre part, (t— V({, v)); converge uniformément au sens de la
convergence compacte vers ¢t — V (¢, v). Donc

1 1
f Trace V*(t, p)di = lim | Trace V2 (, v)dt.
0

s>+0y

Or
Trace V3 ({, v) = Trace V2_,(o, G:v)> o.
Donc

1
0L f Trace V2(t, v) df < ¢*(n —1).
0

1
v—> f Trace V2(t, v) df, étant limite simple de fonctions continues
o

uniformément bornées par c*(n —1), est intégrable.
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Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.
Des théorémes 1 et 3, il résulte alors le théoréme suivant [6].

TutorEME 4. — Si (M, E) est une variété de Landsberg sans points
conjugués, homéomorphe au fore a 2 dimensions T?, alors la courbure section-
nelle K de M est identiquement nulle, et donc R= o.

En effet, Ricv.g, = 42y (M) = o, car M est homéomorphe & T2,
U(M)

4. Scalaire principal.

Dans ce paragraphe, on désigne, pour tout ve %M, par X (v) I'élément
de ©y*TM défini par X(v) =— L(v) T (). En coordonnées locales,

Xi= i g% L(v) —d—dv—,;logg, ou ¢=détg;.

On suppose dorénavant la variété finslérienne (M, E) de dimension 2
orientable, et on choisit une orientation de M. On désigne par (v, w)
un repére orthonormé de T, M pour ¢.. v—vXw définit une section
globale de ' TM | UM — UM.

DErFINITION 1. — On appelle scalaire principal de la variété finslé-
rienne( M, E), le scalaire v— J (v) défini par X (v) = J(v) (v X w).

Remarque. — Si J = o, alors T = o, et donc (M, E) est une variété
riemannienne. £ (G) J = o caractérise les variétés de Landsberg.

— (M, E) étant orientée, on obtient une base orthonormale directe
de (U (M), 9) en tout point v, en considérant les champs de vecteurs G,
YOXWw) =m, c(XW) =¢C.

La démonstration des formules suivantes, dues & E. CARTAN [3], est
classique (cf. [11] par exemple) :

ProrosiTION 1. — K désignant la courbure sectionnelle de (M, E),
(I) [G! 7)] = K¢,
(@ [G, ] =—n,
3 [7C¢=G+JIn+4£(G)J.E,
) LK +JK + £(G) £(G)J =o.

(4) représente Uidentité de Jacobi écrite pour G, n, §, compte tenu de (1), (2)
et (3).
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Pour une variété finslérienne de dimension 2, orientée compacte,
la formule de divergence d’AKBAR-ZADEH [1] s’écrit, pour tout
Y:8M—>n,'TM :

f (divY — £(G) Jog(Y, vXW)} 0= o.
ugH)

11 en résulte alors :

ProrosiTION 2, — Pour toute application ¢ : U (M)—R,

@ £(6)gor=0

(M)

() f £@)9o=[ ¢£(G)J.o.
uM) U(M)

La démonstration résulte de la considération des sections ¢ V et ¢ (v X w)
de ;' TM - S M.

Appliquant la proposition au scalaire principal J, on obtient le corollaire
suivant :

COROLLAIRE 1, — £(GQ)Joy=0= £(n) Ja..
U(M) Y U(M)

De plus, en utilisant la formule (4) de la proposition, on prouve le
résultat suivant.

ProposITION 3. — Si (M, E) est une variété finslérienne de dimension 2
compacte orientée, de courbure sectionnelle K,

(@) siK=1,

f Joy=o; f Jzao=f (2(G) J)*ae
U(M) U(M) Ju(m)
et

f 2@Jo=— (2(6C)J)a..
UM) U

() SiK=o,
£(G)J =o.

Pour les variétés compactes & courbure constante négative, on prouve
la proposition suivante :

ProposITION 4. — Si (M, E) est une variété finslérienne de dimension 2
compacte a courbure sectionnelle constante —i1, (M, E) est riemannienne.
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Démonstration de la proposition 3 (b). — K étant nul, [ G, n] = o. Donc
£(G) £(n)J = £() £(G) J,

ce qui entraine, compte tenu de la proposition 2,

£() £(G) Jos= o,

U(M)

ce qui peut encore s’écrire
[ (@@ dya=o,
U(M)

ce qui entraine £(G)J = o.

Démonstration de la proposition 4. — On travaille sur le revétement
orientable M. Pour tout couple ¢, ¢, de fonctions sur U (I1),

£(G) (¢¥) 9= o,
u(fr)

fmwmwmf(w@wm

174 u(®)

et donc

Prenant ¢ = £(G) J, ¢ = J, et tenant compte de ce que (4) s’écrit
alors £(G) £(G) J = J, on obtient

f 2(G) oo =— [ Jo,

u(®) U(a)

et donc J = o, ce qui entraine que M et donc M est riemannienne.

5. Tores finslériens sans points conjugusés.

D’apreés le théoréme 4, si (M, E) est une variété finslérienne homéo-
morphe & un tore, et sans points conjugués, telle que £(G) J = o, K = o.

Comme la courbure sectionnelle de (M, E) est nulle, [G, n] = o, et
donc £(G) £(n) J = o, ce qui peut encore s’écrire :

L@ L@ £LE)J =o, car £(m)J =—£(G6) () J,
ce qui entraine que
£)J(Gsv) = £(8) T () +5£(6) £() I ©).

Donc le long d’une géodésique périodique £(G) £(%) J = o.
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Lemme 1. — Soit (T?, E) un tore finslérien sans points conjugués. Alors,
pour fout x€ T?, Uensemble des ve U (T?), qui sont tangents a des géodé-
siques périodiques, est dense dans U.(T?).

Démonstration. — Soit (R?, E) le revétement finslérien de (7%, E),
et soient (A,.) ((p, n)€ZXZ) les sommets du réseau de T? dans R2.
U,(R?) sera noté U,.

U, est difféomorphe & S! et donc orienté, ce qui donne un sens & la
notation v, <v <v, ou les v; et v sont des éléments de U,. Si ’ensemble
des ve Uy, qui sont tangents & des géodésiques passant par un point
du réseau différent de o, n’est pas partout dense dans U,, il existe un
élément de U, qui n’est pas point d’accumulation de cet ensemble,
et donc il existe v, et v, appartenant & U,, vecteurs tangents en o & des
géodésiques passant par un point du réseau différent de o et tel que,
pour tout v, vi<v<v, la géodésique y,, issue de v, ne passe par
aucun point du réseau distinct de o. vy, passe par A, ,72o, et v,
par A, ,,72 o. Donc v,, (resp. Y.,) passe par Ayp, p, n, psq (T€SP. Ayp, ponapig)
pour tout ¢ entier. Or K étant nul, deux géodésiques issues de o ne se
recoupent pas. Comme pour tout v Xv,<<v <v,, Y, ne passe par aucun
sommet du réseau distinct de o,

|n1p2q—"n2p1(I|éI.

Ceci étant vrai pour tout g€ Z, n,p. = n.p,, et donc y,, et v,, passent
par le point A, ,, », », qui est distinct de o si p.72 0. Si p,= o, alors v,,
et v,, passent par le point A, , .. Donc, dans les deux cas, y., et vy,
se recoupent, ce qui est absurde et démontre le lemme, les géodésiques
périodiques de T* se relevant en géodésiques joignant des points du
réseau dans R2,

Soit alors z€ T?, £(G) £(%) J étant nul sur I'ensemble des ve U.(T?),
tels que v, soit périodique, est donc nul sur U, (T?). Donc £ (G) £(£) J =o,
ce qui équivaut a4 £(n)J =o.

Les conditions £(G)J = o = £(n)J peuvent encore s’exprimer
ainsi : pour tout Yeny'TM, D,y T = o.

LeMME 2. — Soit (M, E) une variété finslérienne de dimension n telle que,
pour tout Yen;* TM, DyyT = o. Alors la gerbe finslérienne de (M, E)
est C* sur TM.

Démonstration. — P désignant le deuxiéme tenseur de courbure de
Cartan,

g(P(Xu Xﬁ)X:x, Xs) = g((DY X, P) (Xn Xz), X:{)

— g((Dy \,T) (X4, Xo), Xi) + 9(T (S (X3, Xo), X4), X.)
- g(T(S(Xu Xz)g X1), Xs).
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Comme S = DgT = o et DyyT = o, P est nul, ce qui se traduit, dans
ce cas (cf. [1]), par

ou I"" désigne le premier groupe de symboles de Christoffel de la connexion
ﬁnslerlenne rapportée a la base (dz!, 3/). Il en résulte que G est C* sur TM.

Remarque. — On peut prouver que, réciproquement, si G est C* sur TM,
alors D,, T = o pour tout Yeny'TM.

Il résulte du lemme 2 que la gerbe d’un tore finslérien, sans points
conjugués, est C”. Il en est donc de méme pour la gerbe G du revétement

finslérien de (T2, E): (Rz, E‘)

Lemme 3. — Soit (R, E) une structure finslérienne sur R*(n> 2)
telle que :

(1) R est complet pour la métrique associée a la structure finslérienne.

(2) la gerbe G de R™ est C* sur TR,

(3) la courbure sectionnelle K est identiquement nulle.

Alors (R, E) est isométrique a (R*, E,), ot E, est invariant par les
translations de R".

Démonstration. — Soit x€R*. Des conditions (1) et (2), il résulte
([5] et [7]) que exp. est définie sur T.R* et C*. On peut donc munir 7R
d’une structure finslérienne (T R?, exp}E) qui vérifie les conditions (1),
(2) et (3) et qui est telle que les géodésiques issues de o sont des droites.
Les champs de Jacobi X le long d’une géodésique — tv de (T.R”, expLE),
nuls pour { = o, sont donc de la forme #v,, ot v, € T-R", et v Xv; = Dy%(0),
ou £ =1{twxX(). Or la courbure sectionnelle étant nulle, DD, = o,
ce qui implique X (f) = ¢t vy, soit 7,v, = v,. Le transport par parallélisme
le long des géodésiques {— fv est donc le parallélisme usuel. Dans les
coordonnées (y'), relatives 4 une base de TR~ ceci s’écrit :

I ()vi=0o, LER,

olt f“,- x est le premier groupe de symboles de Christoffel de la connexion
finslérienne de (T.R?, exp.E) dans la base (dy, 8/).
Or des conditions (2) et (3), il résulte (cf. [4] ou [11]) qu’il existe, pour
tout ye T R?, un difféomorphisme local ¢, tel que
0%9f | d9}
oyoy + de I‘,, =
ce qui entraine
d‘lq’v

s wr=o
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donc que y—9*(y) est positivement homogéne de degré 1, et donc
que I/ () est positivement homogéne de degré —1 en y.
11 en résulte que 1“‘,- # () = o, et donc que toutes les géodésiques de

(T.R*, exp,E) sont des droites, ce qui entraine que exp:F est invariant
par les translations de T.R"; le lemme 3 est donc prouvé.

Des lemmes 1, 2 et 3, il résulte que le revétement finslérien universel
de (T2, E) est isométrique & (R?, E,) ce qui entraine que (T2, E) est
isométrique 4 un tore finslérien plat.

C. Q. F. D,
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