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Bull, Soc. math, France,
99, i97i»P. i93 à 289.

TOPOLOGIE ET TRACES SUR LES C*-ALGÈBRES

PAR

FRANÇOIS PERDRIZET.

Dans [15], E. EFFROS et F. HAHN ont introduit un nouveau spectre
pour les C*-algèbres unifères. Rappelons brièvement sa construction.

Soient A une C*-algèbre unifère. A' son dual, et C l'ensemble des traces
finies de norme i sur A, c'est-à-dire l'ensemble des formes linéaires f
sur A positives, de norme i, telles que f(xy) == f(yx) pour tous x, yçA.

Munissant l'ensemble C de la topologie faible a- (A', A), on démontre
que C est un simplexe de Choquet. La théorie élaborée dans [14] permet
de considérer sur l'ensemble C6 des points extrémaux de C, une topologie
importante dite « faciale », définie de la façon suivante :

Un ensemble X est fermé dans 0e si, et seulement si, il existe une face
fermée de C dont l'ensemble des points extrémaux est X.

L'ensemble C6, muni de cette topologie, est le nouveau spectre de A.
L'hypothèse « unifère » semble gênante; il n'est qu'à penser au cas

de la C*-algèbre des fonctions complexes continues tendant vers zéro
à l'infini sur un espace localement compact. D'autre part, l'existence
de traces finies non nulles est relativement exceptionnelle.

Notre Mémoire va donc essayer d'étudier dans un cadre général un
spectre associé aux traces (finies ou non) d'une C*-algèbre. Les notations
dont nous ferons usage seront autant que possible celles de [9].

Soient A une C-algèbre, K(A) l'idéal de Pedersen de A ([2l], p. i33)
et T(A) l'ensemble des traces semi-continues inférieurement sur A4-
à idéal de définition dense dans A. On sait qu'on peut associer biunivo-
quement à tout élément de T(A) une forme linéaire 9 sur K(A) positive
telle que <^(xy) === (Q(yx) pour tout xçK(A) et tout yeA.

Le paragraphe 1 consiste essentiellement à mettre en forme des
résultats connus ([5], [23]), et à définir notre nouvelle notion de spectre.
Plus précisément, après un bref rappel des propriétés de l'idéal de Pedersen,
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nous remarquons que T(A) muni de la topologie faible o-(r(A), K(A))
est un cône saillant réticulé faiblement complet. De manière analogue
à celle de [15], on peut mettre sur l'ensemble T^A) des génératrices
extrémales de T(A), une topologie faciale que nous appellerons topologie
d'Efîros. L'ensemble T^A), muni de cette topologie, sera appelé spectre
d'Efîros de A. Supposons A postliminaire. On montre alors l'existence
d'une injection continue <ï> du spectre d'Efîros de A dans A muni de la
topologie de Jacobson. L'application <1> est une bijection si, et seulement si,
A est une (7-algèbre liminaire. Dans ce cas, on peut identifier les
ensembles T^A) et A. Cependant les topologies d'Efîros et de Jacobson
ne sont pas identiques en général, comme nous le verrons par la suite
(voir aussi [15], th. 2.16).

Au paragraphe 2, nous étudions deux classes particulières de C-algèbres
postliminaires, à savoir les C*-algèbres U. C. C. R. et les C*-algèbres
postliminaires à spectre séparé. La première notion a été introduite
par J. M. G. FELL dans un Mémoire non publié. Nous en donnons ici
une nouvelle caractérisation qui permet de répondre à une question
de J. DIXMIER ([7], p. 260). Nous montrons que, dans ces deux classes,
les spectres d'Efîros et de Jacobson coïncident. Enfin, nous démontrons
que, sur A, dans le cas liminaire, la topologie du spectre régularisé de A
est plus fine que la topologie d'Efîros.

Soit 1 un idéal bilatère fermé de A. Le paragraphe 3 compare les spectres
d'Efîros de A, A/J et J. Dans l'obligation de reformuler certains résultats
de J. DIXMIER ([7], § 6), nous en profiterons pour en donner une nouvelle
démonstration à l'aide du théorème de décomposition de G. K. PEDERSEN.

Au paragraphe 4, nous établissons quelques résultats auxiliaires
avec deux objectifs principaux. Le premier est de déterminer un procédé
pour construire des faces fermées dans les cônes convexes réticulés
faiblement complets. Le second est de ramener la convergence simple
des traces sur une sous-algèbre involutive B dense dans A, à la convergence
simple sur l'idéal de Pedersen -K"(A), ce que nous pourrons faire quand B^
est stable par extraction de racine carrée.

Raffinant un exemple de J. M. G. FELL ([9], 10.10.5), nous construisons
au paragraphe 5 une infinité de C*-algèbres liminaires séparables pour
lesquelles il est facile de déterminer explicitement les spectres d'Efîros
et de Jacobson. En particulier, il existe une suite infinie de telles
C*-algèbres, qui ont même spectre de Jacobson, et des spectres d'Efîros
deux à deux distincts.

Soient G un groupe de Lie réel niipotent simplement connexe,
^(G) l'ensemble des fonctions complexes indéfiniment différentiables
à décroissance rapide sur G, et dD(G) l'ensemble des éléments de ^(G)
à support compact. On sait que la C*-algèbre du groupe G est liminaire.
Développant une méthode de J. DIXMIER, nous établirons au paragraphe 6
l'existence d'un calcul fonctionnel à valeur dans ^(G) pour les éléments
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de <P(G). A l'aide des résultats du paragraphe 4, on peut étudier sur &
les topologies d'Efïros et de Jacobson. On peut montrer qu'elles sont
identiques pour les groupes de dimension ^ 4 (nous indiquerons le
calcul en dim 3), mais nous verrons qu'il n'en est plus ainsi pour ceux
de dimension 5.

L'auteur remercie très vivement J. DIXMIER pour son aide et ses
encouragements constants. Il se doit aussi de mentionner l'intérêt amical
de F. COMBES qui lui a été précieux.

1. Spectre et topologie d'Effros.

1.0. Notations générales.

Soient A une C*-algèbre, et A4- la partie positive de A. Nous noterons À
l'ensemble des classes d'équivalence unitaire de représentations irré-
ductibles non nulles de A. L'ensemble À, muni de la topologie de
Jacobson, est appelé spectre de A (voir [9], 3.1.5). Nous noterons A
la C*-algèbre déduite de A par adjonction d'une unité.

Nous appellerons idéal d'ordre de A (voir par exemple [3], 1.1), un sous-
espace vectoriel J de A tel que : (i) J^^ JnA"4" est une face de A^;
(ii) le sous-espace vectoriel lin J-1- de A engendré par J^ est égal à J.
Nous appellerons idéal bilatère facial de A ([3], déf. 1.4), un idéal bilatère J
de A qui est un idéal d'ordre de A.

Supposons que la C*-algèbre A soit réalisée sur un espace de
Hilbert H. Pour tout élément a de A, nous noterons [a] la projection
orthogonale de H sur la fermeture de l'image de a, et rg(a) la dimension
hilbertienne de cette fermeture.

1.1. Rappels sur l'idéal de Pedersen ([2l], § 1 et [22]).

1.1.1. — Soient A une C*-algèbre, et KQ(A) l'ensemble des éléments a
de A4- possédant la propriété suivante :
(i) II existe b € A4- tel que, pour tout entier n > o, on ait a17^ [| a ̂ /n. b.
On appelle idéal de Pedersen de A, l'idéal d'ordre K(A) de A engendré
par K^(A) ([2l], bas de page i33).

1.1.2. — Supposons que la C*-algèbre A soit réalisée sur un espace
de Hilbert H. Alors la condition (i) est équivalente à
i') II existe &eA4- tel que l'on ait [a]^b.

1.1.3. — L'idéal de Pedersen K(A) de A est le plus petit idéal
bilatère facial de A dense dans A ([2l], th. 1.3). Plus précisément on peut
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remarquer que, pour tout xçA-^, il existe une suite (a;i, x^ ..., Xn^ ...)
dans K^(A) telle que Xn^x et lim^ ̂  == a:.

1.1.4. — Comme il est signalé dans ([22], p. 267), d'après 1.1.3,
on peut affirmer que -K'(A) est l'idéal d'ordre de A engendré par les
éléments a de A-4- tels que
(i") II existe bçK^(A) tel que, pour tout entier n > o, on ait

a^^a^.b.

1.1.5. — Soit x un élément de K(A). D'après ([22], prop. 4), la plus
petite sous-C*-algèbre de A contenant { x } est contenue dans K(A).
En particulier, soit a;€X(A)4-, l'élément rc172 appartient à K(AY~.

1.1.6. — Soient A une C*-algèbre, 1 un idéal bilatère fermé de A,
et 6 l'application canonique A ->- Ail. D'après 1.1.3, il est facile
de voir que l'on a K(I)cK(A)r\I et, d'après ([22], cor. 6), on a
HK(A))=K(AII).

1.1.7. — Soient A une C*-algèbre, 1 et J deux idéaux bilatères
fermés de A. D'après ([3], prop. 2.12), on a

K ( I + J ) = K ( I ) + K ( J ) ; K(I+J)^=K(I)^+K(JV.

1.1.8. — Soit A une C*-algèbre avec unité. On a K(A) == A.

1.2. Un exemple de détermination de l'idéal de Pedersen.

Soit B l'algèbre des matrices complexes à deux lignes et à deux colonnes
que l'on peut supposer réalisée comme algèbre des endomorphismes de C2.
Pour tout ae(o, i) et tout <pe(o , 27r(, soit m (a, cp) l'élément de B
défini par

m (a, cp)i,i==a, m (a, 9)2,2 ==i—a.
m(a, cp)i,2=m(a, 9)2,1= (a—a2)1/^?,

Il est immédiat que l'application (a, 9) i->m(a, cp) est une bijection
de (o, i) x (o, 27r( sur l'ensemble des projecteurs de B différents de o
et i.

Pour tout entier n > o, soit Bn une C-algèbre isomorphe à B. Soient D
la (7-algèbre produit des Bn, et A la sous-C*-algèbre de D formé des
éléments x ==(x(i), x(ï), ..., x(n), ...) de D tels que

lim,,a;(n)i,2 = \imnX(n)^ == lïmnX(n)^ = o

et lim^a;(n)i,i existe dans C.



TOPOLOGIE ET TRACES SUR LES C-ALGÈBRES. 197

La C*-algèbre est séparable et n'a pas d'unité. Montrons qu'un élément a
de A-^ appartient à K^(A) si, et seulement si, il existe une suite
((ai, cp-i), (a.2, 92), .... (a^., c^), ...) dans (o, i) x (o, 27r(, une suite
(Ai, ^2» ..., ^, . . .) dans R-4- et un entier Jio> o tels que

lim^ oc^ i et a(n) = ̂ -^m(a,,_^, ^n-n) si n > no.

Soit xçK^(A). Il existe donc freA^ tel que, pour tout entier n > o,
l'on ait [x (n)] ̂  b(n). Si l'on avait Tg(x(n)) = 2 pour n = Hi, n^,..., n/,...
on aurait b(n)^^î. En conséquence, il existe un entier Ho> o tel que,
pour tout n ̂  Ho, l'on ait rg(a;(n)) ̂  i. Soit k un entier > o.

Si Tgx(rio+k) ==i, il existe (o^, c^)e (o, i) x (o, 27r( et ^eR4-,
tels que

:ï;(no + ^) = ^m(a^ cpÂ:) et o^i — a^ é(no + *)2,2.

Si rg x(no 4- Je) = o, posons

aA=i, cp^===^=o.

Il est facile de vérifier que les deux suites et l'entier Ho choisis possèdent
les propriétés désirées. La vérification réciproque est laissée au lecteur.

Soient rceA4- et t = |j x [| + 3. Pour tout entier n > o, posons
^ (n) == (x(n)^Y\ Considérons une suite (6 (i), 6 (2), ..., 9 (n), ... )
dans )o +00 [telle que

lim.9(n)=o, lim^^+^^l = o.

Pour tout entier n > o, posons

g (n) = (. m (cos2 ̂  (n), o), z (n) == m (cos2 6 (n), o)
et

a(n) = y(n) + z(n)—x(n).

Il existe, dans (—i, + i), trois suites (^(i), A((2), ..., A'i(n), ...),
i = i, 2, 3, et un entier Ho > o, tels que, pour tout n ̂  Hi, on ait

a(n)i.i = < + 3 + ̂ (nyk^n) —x(n)^,
a(n)^= e(^)2+^(^)2+e^A^n)—^^)^,
a(n)i,2== ô(^) + OWfe^) + ̂ (n)—a;(7i)i,2.

Il existe donc un entier Tïi^ no tel que, pour tout n ̂  /ii, on ait

a(n)i,^ J, 0(71)2,2^ 19(n)2, | a(n)^ \ ̂ {//^ 9(n),

ce qui implique a(n)i,i 0(^)2,2:^ | 0(^)1,212 et a(n)^o.
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Il est alors facile de construire y ' et ^çK^ÇA) avec y ' ( n ) = y(n)
et z ' ( n ) == ^(n) pour n suffisamment grand tels que x ^ y ' + 2'. On a
donc K(A) = A.

1.3. Rappels sur les C*-intégralesjinvariantes positives.

Soient A une C*-algèbre et K(A) l'idéal de Pedersen de A. Nous
noterons T(A) l'ensemble des traces cp semi-continues inférieurement
sur A4- telles que M(cp)-+-= { rceA- 4 - ] ^(x) <+oo} soit dense dans A4-.

On sait que M(cp)4" est la partie positive d'un idéal bilatère facial M(cp)
de A que l'on appelle idéal de définition de cp.

D'après ([2l], p. 189), une C*-intégrale invariante positive de A est
une forme linéaire positive ^ sur K(A) telle que

(2) ^(uxu') == ^(u) pour tout xç.K(A) et tout u unitaire de A.

La condition (2) est équivalente à

(2') +(^y)=+(S^) po111' tout xçK(A), tout yeA.

Soient xçK(A)~^ et u un unitaire de A. Supposons que la forme
linéaire ^ sur K(A) vérifie la condition (2). D'après 1.1.5,
ux(== ux^.x1^) et xu appartiennent à K(A). On a donc

^(ux) = ̂ (u(xu) u*) === ^(xu).

Comme tout élément de A est combinaison linéaire d'unitaires de A
et comme lin K(A)+= K(A), ̂  vérifie la condition (2'). Réciproquement,
supposons que ^ vérifie la condition (2'). Comme uxï/2çK(A), on a

^(uxu') == ̂ ((u^)^^)) == ̂ (^u*u^) === ^(x).

Par linéarité, ^ vérifie la condition (2).
Soient ^ une C*-intégrale invariante positive de A, et (Ua)aeA une

unité approchée filtrante croissante de A formée d'éléments de K(A).
Posons, pour aeA4-,

E^(a) == supa ^(a2 "a a^).

D'après ([2l], cor. 3-3), l'application a-^E^(a) de A-^ dans (o, + oo)
est un élément de T(A), indépendant du choix de l'unité approchée,
dont la restriction à K(A)^~ est égale à ̂ . De plus, l'application a \-^ E^(a)
est une bijection de l'ensemble des C*-intégrales invariantes positives
de A sur T(A). Par la suite, nous identifierons ces deux ensembles.
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Enfin, pour tout TTC 4, nous noterons TTTT 'la trace x-^Trn(x)
sur A4-.

1.4. PROPOSITION. — Soient A une ^-algèbre, K(A) V idéal de Pedersen
de A, e< T (A) l'ensemble des ^-intégrales invariantes positives de A muni
de la topologie faible o-(T(A), K(A)), Alors T(A) est un cône convexe
saillant faiblement complet réticulé pour son ordre propre. Si la ^-algèbre A
est séparable, le cône T(A) est bien coiffé ([24], § 11).

L'assertion résulte de ([23], th. 3.1), ([5], lemme 3.2) et de considé-
rations triviales.

1.5. COROLLAIRE. — Soit T(A) le cône des C-intégrales invariantes
positives de A muni de la topologie o-(T(A), K(A)). L'intersection d'une
famille quelconque de faces fermées de T(A) et la somme d'un nombre fini
de faces fermées de T(A) sont des faces fermées de T(A).

L'assertion relative à l'intersection est immédiate. La seconde résulte
de ([18], prop. 2.4 et cor. 3.3).

1.6. Notations et définitions.

Soit F une face fermée de T(A) pour la topologie o-(r(A), K(A)).
Nous noterons T^A) (resp. F^ l'ensemble des génératrices extrémales
de T(A) (resp. F).

Nous appellerons topologie faciale d'Efîros (nous dirons souvent plus
simplement topologie d'Efîros), la topologie définie sur T^A) de la
manière suivante (voir 1.5).

Un sous-ensemble X de T^A) est fermé si, et seulement si, il existe
une face fermée de T(A) telle que Fe= X.

L'ensemble TC(A) muni de cette topologie sera appelé le spectre
d'Efîros de A.

1.7. Exemple. — Soient Y un espace topologique localement compact,
et A la (7-algèbre des fonctions continues sur Y à valeur dans C s'annulant
à l'infini. Alors K(A) est l'idéal des fonctions continues à support
compact, T(A) est l'ensemble des mesures de Radon positives sur Y
et le spectre d'Efîros de A est homéomorphe à Y.

1.8. Remarque. — Un élément cp de T(A) appartient à une génératrice
extrémale de T(A) si, et seulement si, c'est un caractère de A ([9], 6.7.1)
à idéal de définition dense dans A comme le montre une simple vérification.

Faisant le lien avec [15], la proposition qui suit, justifie la terminologie
de 1.6.
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1.9. PROPOSITION. — Soient A une C*-algèbre avec une unité e,
et C l'ensemble des traces finies 9 de A telles que cp(e) ==i. Muni de
la topologie a-(C, A), C est un simplexe de Choquet. Notons C6 V ensemble des
points extrémaux de C et considérons sur 6e la topologie faciale de ([14], § 4).
Soit y un élément de T^A). Désignons par ©(cp6) Vêlement <p de y tel
que cp(e)==i. A/ors l'application © est un homéomorphisme du spectre
d'Effros de A sur 0e muni de la topologie faciale.

D'après 1.1.8, on a K(A) == A. L'application 0 est donc bien définie,
et l'on a r(A)cA'. Montrons que 0 est un homéomorphisme pour les
topologies considérées (les autres assertions de l'énoncé sont faciles
à vérifier). Soit H l'ensemble des feA' tel que f(e)==î. Il est classique
que les applications F^->Fr\H et G^U ^ G sont des bijections réci-

^€R-+-

proques entre l'ensemble des faces coniques 7^ { o { et non vides de T(A)
et l'ensemble des faces non vides de C. Soient G une face de C fermée
pour Œ(C, A) et F = I J ^ G. Alors co(Gu { o }) est un ensemble convexe

)^€R-+-

compact égal à l'ensemble des f e jF tels que || f \\ ̂  i. D'après le théorème
de Krein-Smùlian, F est fermée pour o-(r(A), A). L'assertion demandée
en résulte facilement.

Comparons maintenant le spectre d'Effros de A et le spectre de A.
La proposition qui suit généralise ([15], th. 2.15 (a) et (6)).

1.10. PROPOSITION. — Soit A une C^-algèbre postliminaire.

(i) Soit cp0 un élément de Te(A). I I existe un élément unique ^(cp6) de À
tel que la trace x^Trn^Çx), rrcA4- appartienne à cp6. L'application
^ : ̂ \-> nÇy) de T^A) dans À est une injection.

(ii) L'application <Ï> de (i) est une surjection de T^A) sur A si, et seule-
ment si, A est une C^-algèbre liminaire.

(iii) Enfin ^ est une application continue du spectre d'Effros de A dans
le spectre de A,

(i) résulte de 1.8 et de ([9], 6.7.6).
(ii) Supposons que A soit une C*-algèbre liminaire. Soit TT^A.

D'après ([9], lemme 4.4.3), l'idéal bilatère des éléments a; de A tels que
n(x) soit un opérateur de rang fini, est dense dans A. En conséquence,
la trace x }-> Tr n(x), xçA^, semi-continue intérieurement d'après
([91,6.1.4) a un idéal de définition dense dans A. D'après 1.8 et ([9], 6.7.6)
cette trace appartient à T^A), et donc <D est une surjection de T6 (A)
sur A. Réciproquement, supposons que 0 soit une surjection de T6(A)
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sur 4. Soit TTC À. L'idéal de définition MÇn) de la trace x h> Tr TT (x),
rceA4-, est dense dans A. Alors 7:(x) est compact pour tout xç.M(r:),
et par suite pour tout xçA. Ceci montre que A est liminaire.

(iii) Soit X un sous-ensemble fermé de À. Il existe un idéal bilatère
fermé J de A tel que n e X si, et seulement si, n (J) = o. D'après 1.1.6,
on peut considérer l'ensemble F des éléments cpeT(A) tels que
9 (K(JY) = o. Alors F est une face fermée du cône T(A). Soit cp^e T(A).
On a les équivalences

n(y)(J)=o ^ n(y)(K(J)+)==o <=» Trn^)^^) = o.

On a donc 1^= O-^X), d'où (iii).

1.11. Remarque. — Dans le cas d'une C*-algèbre A liminaire, nous
identifierons désormais par la bijection ^ les ensembles T^A) et À.
Même dans ce cas, <î> n'est pas en général un homéomorphisme (voir 5.4.3).

2. Comparaison des topologies d'Effros et de Jacobson
pour certaines classes de C-algèbres.

2.1. Notations et définitions.

Soit A une C-algèbre. Avec ([23], lemme 3.6), nous noterons J(A)
l'idéal bilatère facial de A engendré linéairement par les éléments x
de A4- tels que la fonction TT \-> Tr n(x) définie sur 4 soit bornée. Nous
noterons F (A) l'idéal bilatère facial des éléments x de A tels qu'il
existe r€R4- avec rg(7r(a;)) ̂  r pour tout TTC 4. Dans un Mémoire non
publié, J. M. G. FELL a nommé C*-algèbre U. C. C. R (nous dirons
C*-algèbre uniformément liminaire) une C*-algèbre A telle que F (A) soit
dense dans A. Une telle C*-algèbre est évidemment liminaire.

2.2. LEMME. — Soient A une C-algèbre et (TTa)aeA [resp. (ûa)a€A]
une famille dans À (resp. )o, + oo (). Supposons que, pour tout xçKÇA)^,
Von ait supa fla Tr 7Ta(a;)< + oo. Alors on a supa fla rg 7Ta(^) < + oo pour
tout xçK(A).

Soit x e A-^ vérifiant la condition ( i//) de 1.1.4. Il existe donc y e K (A)^-
tel que rr1/^ [| x ̂ ^g pour tout entier n > o. Pour tout a € A, on a donc

TTo^)1/^ |) X H^Tra^), d'Où [7:0 (̂  ̂  7Ta(y).

On en déduit :
rg7Ta(:c) ==Tr[7ra(rr)]^Tr7ra(y)
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et
supa ûarg7ra(^)^supa a^Tm^) < + oo.

D'après 1.1.4, on a le résultat par linéarité.

2.3. PROPOSITION. — Soit A une C^-algèbre. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) A est une C^-algèbre uniformément liminaire.
(ii) Uidéal bilatère facial J(A) de A est dense dans A.

(m) Pour toute mesure de Radon positive p. sur À ([7], § 3, déf. 5), la
fonction çp(^.) : a \-> \ Trn(a) d^.(n), définie sur A4-, est une trace semi-J^
continue inférieurement à idéal de définition dense dans A.

(i)=>(iii) : Supposons A uniformément liminaire. D'après 1.1.3,
comme F(A) est dense dans A, il contient K(A). Soient ^ une mesure
de Radon positive sur A, et aeA4- tel qu'il existe bçK(A)^ avec, pour
tout entier n > o, a1/^ |j a [|1/^ ((i)"). Montrons que aeM(cpp) (nota-
tions de 1.3). Posons

C=\nçÂ\\\n(b)\^^= (^ ^e4 \\n(b)[\>^-^
- 2 ) 1 1 ( ——— I u - v^ il - 2 ^

n entier ^>"0

D'après ([9], prop. 3.3.2 et 3.3.7), c'est un ensemble quasi compact
qui est un Go du spectre de A. Soit TT € À. On a

(3) o^=^(à)^\\a\\[n(a)}^\\a\\n(b).

D'après (3), la fonction TT h> Tr7r(a) est bornée sur A. D'autre part,
pour TT^C, (3) implique 7r(a) == o. La fonction TT \-> Tr7r(a) qui, d'après
([9], prop. 3.5.9), est semi-continue inférieurement, est donc intégrable
pour la mesure p. et aeM(cp^). L'assertion résulte alors de 1.1.4 et de
([7], § 3, lemme 17).

(iii) ==> (ii) : Supposons que J(A) ne soit pas dense dans A. Nous allons
en déduire une contradiction avec l'hypothèse (iii); ceci montrera
l'assertion. Il existe donc yçK(A)-i• et une suite (n^, 7:2, ..., T^, ...)
dans À tels que l'on ait n^Tr^^) pour tout entier n > o. Sur A,

-(- 00

considérons la mesure jjLo==V-1^^. Il est facile de vérifier que ^o est
71=1

une mesure de Radon positive sur À au sens de ([7], § 3, déf. 5), et l'on a

txoO/)- fTr7r(y)^o(7r)=+^.? ^ W = = / lr7r(ff}d^oW=+oo.
^̂
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L'idéal bilatère facial M(<^) ne contient donc pas K(A). D'après 1.1.3,
il n'est pas dense dans A, d'où la contradiction voulue.

(iii) => (i) résulte immédiatement du lemme 2.2.

2.4. COROLLAIRE. — Soit A une ^-algèbre uniformément liminaire.
L'application ^ H» ̂  est une bijection de l'ensemble des mesures de Radon
positives sur À, sur l'ensemble des traces semi-continues inférieurement
sur A-^ à idéal de définition dense dans A.

L'assertion résulte de la proposition 2.3 et de ([7], § 3, th. 2).

2.5. Remarque. — Soit A une C*-algèbre liminaire non uniformément
liminaire (nous en verrons notamment des exemples au paragraphe 5).
D'après la proposition 2.3, il existe une mesure de Radon positive p.
sur À telle que la trace (pp. n'ait pas un idéal de définition dense dans A.
On répond ainsi à une question de J. DIXMIER ([7], p. 260, problème).

La proposition qui suit généralise ([15], th. 2.15 (c)). Compte tenu de
la remarque 1.11, elle peut s'énoncer :

2.6. PROPOSITION. — Soit A une C-algèbre uniformément liminaire.
Alors la topologie d'Effros sur À est égale à celle de Jacobson.

Avec les notations de la proposition 1.10, rappelons que <D est une bijec-
tion continue de T^A) sur À. Soit XcT^A) un fermé du spectre
d'Efîros de A. Il existe une face F de T(A) fermée pour o-(T(A), K(A))
telle que F6^ X. Montrons que <Ï>(X) est fermé dans A pour la topologie
de Jacobson. Soit Tï-o € ^(X). Il existe un ultrafiltre (7Ta)aeA à base
dans <I>(X) tel que ImiaTTa = 7:0. Pour tout xçKÇA)-^, posons

r(x) = sup rg n(x) < + oo.
Tt€^

Considérons l'application co :

7rh>(Tr7r(a;))^e^(^)4- de A dans ĵ |[ [o, r(x) |j x [|].
XÇK(^}+

Par l'intermédiaire de co, l'ultrafiltre associé aux sections de A définit
une application 9 de jK'(A)4- dans R-*- telle que

^ + y) = ?GC) + ?(y), ?(^) == ^?(.r), CP(TOU*) = ̂ (x).
pour tous x, yçK(A)^ u unitaire de A, et ÀeR-^.

Soit ^ le prolongement linéaire de cp à JK'(A). C'est une C-intégrale
invariante positive de A. Comme v(T(A), K(A)) = o-(r(A), K(Ay\
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on a ^€F. D'après ([9], 3.5.9), on a, pour tout xçK(A)+,

(4) TrTTo (x) ̂  lim infa Tr TTa (x) ̂  ̂  (x).

Comme F est une face de T(A), (4) montre que 7To€^(X). L'assertion
est alors immédiate.

2.7. COROLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple
linéaire. Identifions d et C*(G)". Alors la topologie d'Effros sur ô est égale
à celle de Jacobson,

L'assertion résulte de ([16], lemme 3.4) et de la proposition 2.6.

Le lemme suivant est une adaptation de ([9], 4.2.5). Pour être complet,
nous en donnerons la démonstration.

2.8. LEMME. — Soient A une C*-algèbre liminaire 7:1, 7:2, . . . » TT^ des
éléments de A deux à deux distincts, et ai, a^, ..., an des opérateurs de rang
fini dans Hr.,, H^ ..., Jî^. Il existe xçK(A), tel que

7Ti(a;)=ai, 7T:î(x)=a^ ..., ^n(x) == an.

Supposons n = i. Il est facile de voir que K(^e(H^)) est l'ensemble
des opérateurs de rang fini sur H^. D'après 1.1.6, il existe xçK(A)
tels que n(x) == ûr On a donc l'assertion pour n == i.

Supposons-la établie pour n—i, et montrons-la pour n. Il existe y,
zçK(A) tels que

TTi (y) = fli, 7:2 (y) =02, . . ., TTn-l (g) = Cin-i, ^n(z) == dn.

Soit Ik==^er7i:k, pour i^k^n. D'après ([9], 4.1.10), on a Inî>Ik
poMn^k^n—i;donc,d'après([9],2.11.4),Jn3)J=JinJ2n ... n^-r
Comme d'après ([9], 4.1.11), In est un idéal bilatère fermé maximal
de A, on a In + 1 == A. Comme g—zeK(A), d'après 1.1.7, il existe
y ' ç K ( I ) et z ' ç K ^ n ) tels que y — z == z ' — y ' . Posons

x = y + y ' ^ z + z ' ^ K ( A ) .
On a

TTi (X) == ûi, 7T2(a;) == 02, . . . . ^n-i(X) = ûn-i, T1:n(x) = ̂ ,

ce qui démontre l'assertion.

2.9. LEMME. — Soient A une C^'algèbre, (H l'ensemble des représen-
tations de A, A un ensemble filtrant, (7Ta)a€A une famille dans ôi, et ^o un
élément de ôi. Supposons que, pour tout x e A, on ait lima ]] TTa (x) || == ([ TCo (x) [).
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(i) Soient a un élément hermitien de A, et s un nombre réel > o. Notons S
le spectre de 7:0(0). Alors il existe aoeA tel que, pour tout a ̂  ao, le spectre
de 7Ta(a) soit contenue dans un z-voisinage de { o } \jS.

(iï) Supposons TTo irréductible. Soient Xi, x^çA tels que 7:0(^1), 7:0(^2)
soient deux projecteurs non nuls de même rang fini, et tels que, pour
tout açA, 7Ta(rCi), 7:0(^2) soient des projecteurs. Alors il existe aoeA tel
que, pour tout a ̂  ao, 7Ta(rCi) et ny.(Xî) aient même rang.

(i) Pour la démonstration, voir ([19], lemme 3.3).

(iï) Répétons la démonstration de ([6], ^lemme 18). Comme 7To(A)
contient un opérateur compact non nul, d'après ([9], 4.3.7), il contient
tous les opérateurs compacts. Il existe donc y € 7:0 (A), avec

y* y ='"•0(^1), yy'= 7:0(^2).

Il suffit d'appliquer ensuite mot à mot le raisonnement de ([17], lemme 3.2).

2.10. LEMME. — Soient A une C*-algèbre liminaire, A un ensemble
filtrant, (7Ta)aeA une famille dans À, 7:0, 7:1 deux éléments de À distincts,
et po, pi des projecteurs de rang fini dans Hr^ H^ Supposons que pour
tout xçA, on ait lima [| ^y.(x) \\ == \\7i:o(x) [|. Alors il existe xçKÇA)-^
et ao e A tels que :

(i) 7îo(x) = po, 7:1 (x) == pj.

(iï) Pour tout a ̂  ao, 7Ta(a;) est un projecteur de rang fini.

Le raisonnement qui suit est très connu ([6], lemme 17). D'après
le lemme 2.8, il existe zçK(A) tel que 71:0(2) == po et 7:1 (2)= pi.
Remplaçant z par 2*2, on peut supposer 2^0. D'après le lemme 2.9 (i),
il existe ao e A tel que, pour tout a ̂  ao, le spectre de 7:0(2) soit contenue
dans )—1/4, i /4 (u)3 /4 , 5/4 (. Soit 9 une fonction continue ^ o de
variable réelle égale à o sur )—1/4, i/4(» et à i sur )3/4, 5/4 (. D'après
1.1.5, x == cp(2)eK(A). On vérifie facilement que x et ao vérifient (i)
et (iï).

2.11. PROPOSITION. — Soient A une C*-algèbre liminaire, A un ensemble
filtrant, (7Ta)aeA une famille dans À, et 7:0 un élément de 4. Supposons
que, pour tout xçA, on ait lima [| 7Ta(;r) || = || 7:0 (x) [|. Il existe alors une
famille (fla)a€A dans { i , 1/2, i/3, ..., i/n, ... } telle que, pour tout
xçK(A), on ait lima fla Tr7Ta(a;) = Tr7To(a:).

Cette démonstration est inspirée de ([6], prop. 6).
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Soit e un projecteur de dimension i dans Jf^o. D'après le lemme 2.10,
il existe yçK(A)+ et OoeA tels que : 7Co(g) === e; pour tout a ̂  ao,
^aQO est un projecteur de rang fini 7^ o.

Considérons la famille (aa)oceA» définie par

ûa = i pour a ̂  ao, ûa = I . . pour a ̂  ao.

Montrons que, pour tout xçKfA)-^, on a

(5) lim supa do, rg TTa (a;) < + oo.

Considérons l'ensemble M des rce-K^A)"*- qui satisfont à (5); c'est une
face invariante de A4- ([3], déf. 1.1). Le sous-espace vectoriel lin M de A
est donc un idéal bilatère facial de A. Soit I son adhérence dans A.
Soient T: e A avec TT 7^ 7:0, et p, <y des projecteurs de dimension i
sur JaT^, H^. D'après le lemme 2.10, il existe tçKÇA)-^ et aieA tels
que : 7To(0=p, n(f)=q, et 7Ta(0 est un projecteur de rang fini
pour tout a ̂  ai. D'après le lemme 2.9 (ii), il existe 02^ ai, ao tel que,
pour tout aeA avec a ̂  02, on ait rg 7Ta(0 = rg TTaQ/). On a donc <eJ
et TT (t) -^- o. Comme J est l'intersection des idéaux primitifs le contenant,
on a A = J.

Soient xçK(A)^ et s > o. D'après (5), il existe 03 e A et aeR tels
que
(6) SUpa^ ûa rg TTa^) < û.

D'après les lemmes 2.10 et 2.9 (ii), il existe Xi, Xî, ..., Xr dans K(A)4-,
r

Ai, ^2? . . . » ^•eR4', et aie A, tels que, si a;'=VÀ,a;,, on ait :
ï'==i

(i) Pour i = i, 2, ..., r, les 7:0 (Xi) sont des projecteurs de dimension i
deux à deux orthogonaux, et l'on a 7:0 ( x — x ' ) == o.

(ii) Pour i == i, 2, ..., r et a^ 04, 7Ta(^) est un projecteur tel que
OargTTa^) == I.

On a donc, pour tout a ̂  04,
r r

(7) fla Tr 7ra(rc') =^ ̂ aa rg7Ta(^) =^ ̂  === Tr 7:,(x).
i=:l î'==l

Par hypothèse, il existe ag e A avec 05^ 04, 03 tel que, pour tout o ̂  og,

|j7^a(rr—a:/)[|^£(a+^-l•



TOPOLOGIE ET TRACES SUR LES C*-ALGÈBRES. 207

Compte tenu de (6), on a alors, pour tout a ̂  ag,

|aaTr7ia(^)—aaTr7Ta(a01
/ /^ \

=\a^^rna.(x—xf)\^a„\\n^(x—xf)\\ ̂  rgn^(x) +^rg^a(^) )^£.
\ ^=1 /

Compte tenu de (7), on a, pour tout a ̂  ag,

] ûa Tr 7Ta(^)——Tr 7To(a;) | ̂  £.

On a donc l'assertion.

Le lemme facile et bien connu qui suit, aide à manipuler les topologies
faciales.

2.12. LEMME. — Soient E un espace vectoriel topologique, C un ensemble
convexe fermé de E, et (ca)açA une famille d'éléments de C indexée par
l'ensemble filtrant A. Supposons que liniaCa= c. Notons F la plus petite
face fermée de C contenant c. Soient d un élément de F, et G une face fermée
de C ne contenant pas d. Il existe alors ao e A tel que, pour tout a ̂  ao,
Ça n'appartient pas à G.

Dans le cas contraire, on a ce G, d'où F c G et de. G; la contradiction
donne le lemme.

2.13. Rappel. — Soit A une C-algèbre. Considérons sur À la topologie
la moins fine rendant, pour tout xçA, les applications TT h> || 7r(rc) |j
continues. Dans [17], cette topologie est appelée par J. M. G. FELL la
topologie du spectre régularisé de A. Rappelons qu'elle est séparée, moins
fine que la topologie de Jacobson et qu'elle se déduit de celle-ci par un
procédé purement topologique ([17], 2.2).

2.14. PROPOSITION. — Soit A une C^algèbre liminaire. Sur À. la topo-
logie d'Effros est moins fine que la topologie du spectre régularisé de A.

Soient (7Ta)aeA une famille dans À indexée par l'ensemble filtrant A,
et TTo un élément de 4. Supposons que lima7Ta= 7:0 pour la topologie
du spectre régularisé. On a donc

lima[| 7Ta(^) [] = [| ^o (x) [| pour tout rreA.

D'après la proposition 2.11, il existe une famille (aa)aeA dans )o, + oo(
telle que

lima fla Tr7Ta(a;) == Tr'no(x) pour tout xç. K(A).

Soit U un voisinage ouvert de 7:0 dans À pour la topologie d Eifros.
Il existe une face G fermée de T(A) pour o-(T(A), K(A)) telle
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que 6e == A — U. Appliquant le lemme 2.12, avec C = T(A), c ==. d = TrTTo
et Ca=aaTr7Ta, il existe ao tel que, pour tout a^ao, QaTrTTa^G,
d'où TTa e t7 et l'assertion.

2.15. COROLLAIRE. — Soit A une C*~algèbre postliminaire à spectre
sépare (d'après [9], 4.7.15, elle est liminaire). Alors la topologie d'Effros
sur À est égale à celle de Jacobson.

L'assertion résulte facilement des propositions 1.10 et 2 14 avec
([9], 3.3.9).

3. Topologie d'Effros et idéaux.

Dans l'obligation de reformuler certains résultats de J. DIXMIER, nous
en profiterons pour en donner une nouvelle démonstration.

3.1. LEMME. — Soient A une C-algèbre, et cp une C-intégrale invariante
positive de A. Alors, pour tout xçK(A), l'application y\->^(xy) de A
dans C est une forme linéaire continue.

Comme K(A) = linjK^A)-^ il suffit de montrer l'assertion pour
xçK(AV. Soit yeA-^. D'après (2') de 1.3, on a ^(xy) == îpO/172^1/2) ̂  o.
La forme linéaire y \-> ^(xy), étant positive, est continue; d'où l'assertion.

La proposition qui suit est une autre forme de ([7], prop. 5).

3.2. PROPOSITION. — Soient A une C^algèbre, T(A) le cône des
C-intégrales invariantes positives de A, et 1 un idéal bilatère fermé de A.

(i) Soit cpeT(A). Il existe un élément, et un seul, J^cp de T(A) tel
que (R^) (x) = sup cp(i) pour tout xçK(A)+.

O^i^x, ici

(ii) L'application cp h> jR^cp dans T(A) est un projecteur tel que
o ̂  ̂ ?/? ̂  ? pour tout cp ç r(A).

(i) Pour tout xeK(AV, posons (Ri^)(x) = sup 9(1). On a
0^i^x,içl

(8) o^(R^)(x)^^(x).

Montrons que l'application x ^(Rj^)(x) de K(A)^ dans R-1- est
additive. Il suffit évidemment de montrer qu'elle est sous-additive.
Soient Xi, XzçKÇA)^ et s > o. Il existe ici tel que

o ̂  i ̂ Xi + Xî, (Jîjcp) (0:1 + Xî) — s ̂  <p(i).

D'après le théorème de décomposition de [22], il existe yi et 1/2 € A
tels que
(9) i==yiyî+y2S;, o^y^y^x,, o^y^y^x,.
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Comme 1 est un idéal bilatère fermé de A, d'après ([3], th. 2.7),
on a y\ 1/1, y; 17.2 e J. D'après 1.3, on a

(10) <p(i) == (?(yiy;) + ? (y2y0
== ?0/;^) + ?(9;yO^(^?W +(A?)(^).

Comme £ est quelconque, on a l'assertion en comparant (9) et (10).
Comme ImKÇA)^^ K(A), il existe donc un prolongement linéaire de
cette application à K(A), noté encore JRjcp. Montrons qu'il vérifie la
condition (2) de 1.3. Pour tout yçK(A)^, nous poserons

J ( y ) = { i e l \ o ^ i ^ y } .

Soient u un unitaire de A et xçK(A)~{•. On a

(Rj cp) (u x u*) = sup cp (i) = sup cp (u* m)
iç.f(n .vu*) iç:J{uxu*)

= sup ?(j)=CR7?)(^).
/e,y^r)

L'assertion est alors immédiate.
(ii) Soient jçK(A)+r\I. On a (^?) 0') == ?0)* Soit maintenant

rceJ^A)4-. On a alors

J?,(Acp) (x) == sup (i?79) 0') = sup cp0') == W?) (^)-
/e^(a') e./^)

Compte tenu de (8), l'assertion est immédiate.

3.3. Notations. — Soient A une C*-algèbre, J un idéal bilatère fermé
de A, Rj le projecteur de T(A) donné par la proposition 3.2. Nous
noterons T(A)/ (resp. T(A)7) l'ensemble des cpeT(A) tels que R^ = o
(resp. Rj^== 9). De plus, T^A)/ (resp. T^(Ay) désignera l'ensemble des
génératrices extrémales du cône T(A)/ (resp. T(A)1).

3.4. COROLLAIRE. — Soient A une C^-algèbre, 1 un idéal bilatère fermé
de A, et (Ua)açA une unité approchée filtrante de J. Pour tout <peT(A),
et tout xç. K(A), on a lima ̂ (xuy) == (Jî/cp) (x).

Soient (peT(A) et a;eJÏ(A)+. On a o^^^Ua^172^^ avec
^^Ua^^eJ pour tout açA. Donc d'après (2') de 1.3, on a

(n) o^(p(^l/2uarcl/2)=cp(rcua)^(^/?)(^).

D'autre part, soit meR tel que m <(Ri^)(x). Il existe jeJ, tel que
o^J^^ 772 < ?0)- Comme liniaj^Ua^J172, d'après le lemme 3.1,
il existe ao€ V tel que

m < pO'^.J^Ua) = ?0'"a) pour a^ao.
BULL. 800. MATH. — T. 99, FASO. 3. 14
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On a donc

(12) m < ̂ (u^ju^^^u^xu^) = cp(a;ua).

Compte tenu de (n), on a lima9(™a) ==(JR/9)(^) et, par linéarité,
l'assertion.

3.5. COROLLAIRE. — Soient A une C-algèbre, 1 un idéal bilatère fermé
de A, et T(A) le cône des C^-algèbres invariantes positives de A muni de
la topologie o-(T(A), K(A)). Reprenons les notations qui précèdent.

(ï) T(A)i est l'ensemble des ^çT(A) tels que (p(JC(A)nJ) == o. Cest
donc un sous-ensemble fermé de r(A).

(ii) T(A)i et T(A}1 sont deux faces directes supplémentaires de T(A)
([4],déf.l.l8).

(iii) Ï^A)/ [resp. T^A)7] est un sous-ensemble fermé (resp. ouvert)
de T^A).

(i) Soit çper(A). D'après 1.1.5, on a cp(K(A)nJ) === o si, et
seulement si, ^(K(A)-^(\I) - o. La proposition 3.2 (i) donne alors le
résultat.

(ii) L'assertion résulte immédiatement de 3.2 (ii) et de ([4], déf. 1.18).

(iii) est une conséquence de (i) et (ii).

La partie (i) de la proposition qui suit prolonge ([7], prop. 3).

3.6. PROPOSITION. — Soient A une C'algèbre, I un idéal bilatère fermé
de A, et 8 l'application canonique A -^A/J.

(i) Pour tout cpe T(A)z, il existe un élément, et un seul, ©/(cp) de T(A/I)
tel que ÇA?) (ô W) == 9 (x) P0^ tout X^K(A)Ï L'application cp^O/Cp)
est une bijection de T(A), sur r(A/J). Elle définit de façon naturelle une
bijection Cf de T^A^ sur T^A/J) qui est un homéomorphisme.

(ii) Pour tout 9 € T(Ay, nous noterons ©^cp) Vêlement de T(I) restriction
de cp à K(I). L'application cp ̂  C^) est une injection de T(A)1 dans T(I).
Elle définit de façon naturelle une application continue 6e'7 de T^AY
dans T^J). Supposons A liminaire. Alors ©eîj est une bijection de T^Ay
sur T^J).

(i) Soit cpçr(A). Le corollaire 3.5 et 1.1.6 montrent l'existence
et l'unicité de ©1(9). On vérifie aisément que ©/ est une bijection. Remar-
quant que ©/ est un homéomorphisme de T,(A) sur r(A/J) pour les
topologies a(r(A), K(A)) et <7(r(A/J), K(A/J)), la fin de l'assertion
découle de vérifications faciles.
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(ii) D'après 1.1.6, on a K(I)cK(A). Soient cpi, ^çTÇAyetwçT^I).
Supposons o^ûû^O^cpi). Pour tout x çK(AY~, posons

(i3) jRco(a;)= sup ût)(i).
0^i^x,tç.K[I)

D'après 3.2 (i), on a o^R(ù(x)^^i(x) <+ oo. Comme dans la
démonstration de 3.2 (i), il existe ^eT(A) tel que ^(x)==Rw(x)
pour tout xçK(A)^~, On a

©^)==û), o^^cpi.

En particulier si &)= ^(92)» comme ^ et 92 sont semi-continues infé-
rieurement sur KÇAV, on a ^ | K(Ay n I = 921 -K(A)4- n I d'après 1.1.3,
d'où 4' = ?2 (3.2 (i)). Il est alors immédiat que l'application 07 est une
injection de T(A)7 dans T(I) qui transforme une génératrice extrémale
de T(A)1 en une génératrice extrémale de T(J). Elle définit une appli-
cation 0e'7 de T^A)7 dans T^J). Montrons que ©<?'7 est continue.
Soit X un fermé de 7^(7). Il existe une face F de T ( I ) fermée pour
cr(T(J), K(I)) telle que .F^X. Soit M l'ensemble des cpeT(A) tels
que cp | K(I)ç.F. Comme jC(J)cX(A), M est une face fermée de T(A)
pour o-(T(A), K(A)). Soient ^e un élément de P'(A), et ^ un élément
non nul de ̂ . On a les équivalences

^eAPnT^A)7 <==> ^ \ K ( I ) ç F — { o } <==> ô^^^eX.

On a donc l'assertion.

Supposons A liminaire. Soit cp^er6^). D'après la proposition 1.10 (i),
il existe nÇ^çî tel que cp = TrTr^e^. D'après ([9], 2.11.2), il
existe TreA tel que 7Ï J==7^(îpe). Comme A est liminaire, ^==Tr^
appartient à T(A). On a ^ | K(J) == cp.

Comme ^ appartient à une génératrice extrémale de T(A), on en déduit,
d'après 3.5 (ii), que ^eT(A)7. L'application 6e'7 est donc une bijection
de T^A)7 sur T^J).

3.7. Remarque. — Au paragraphe 5, nous montrerons que, pour
une C*-algèbre liminaire, 0e'7 n'est pas en général un homéomorphisme.

3.8. COROLLAIRE. — Soient A une C^-algèbre liminaire, et I un idéal
bilatère fermé de A. Supposons que, sur À, la topologie d'Effros soit égale
à celle de Jacobson. Alors il en est de même sur î et (A/J)'\
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4. Quelques résultats auxiliaires.

4.1. LEMME. — Soient E un espace localement convexe séparé, C un
sous-ensemble convexe complet de E, et Y un sous-ensemble compact de C.
Alors V enveloppe convexe fermée co(Y) de Y est compacte. Si, de plus,
o n'appartient pas à co(Y), le plus petit cône convexe fermé de sommet o
contenant Y est égal à U X co(Y).

A€R+
Pour une démonstration, voir ([l], chap. 2, § 4 cor. de la prop. 3,

et § 7 prop. 6).

4.2. PROPOSITION. — Soient E un espace faible séparé ([l], chap. 2,
§ 7, p. 91), et C un cône convexe saillant complet dans E de sommet 0 et
réticulé pour son ordre propre. On considère une face fermée F du cône C,
et une suite (d, €2, ... c,,, ...) de points non nuls de C portés par des
génératrices extrémales de C, telles que limnCn==Co existe, soit non nul et
appartienne à F. Alors le plus petit sous-cône convexe fermé G de C qui
contient F et Cj, €2, ..., Cn, ... est une face de C. Les génératrices extrémales
de G sont celles de la face F et celles du cône C contenant Ci, c,, ..., Cn, ....

Soient E' le dual topologique de E, et Y = { Co, Ci, €2, . . . } • •
L'ensemble Y est compact. Soit cpe2?' tel que cp(Co)^i. Il existe alors
un entier n tel que, pour tout n^Uo, on ait î?(Cn)^i/2. Posons alors

Y, = co ; Co, Cn,, Cn,+i, c^+2, . . . } et Y.. == co { Ci, Ça, . . ., c^_i;.

L'ensemble convexe Ya est compact. D'après le lemme 4.1, Yi l'est
aussi, et on acp(Yi)c (1/2, + oo (.D'autre part, onaco(Y) = co(YiU Y^).
Comme le cône C est saillant, on en déduit que O^co(Y). Soit Gi le
plus petit cône convexe fermé contenant Y. D'après ([24], prop. 1.2) et
le lemme 4.1, pour tout xç. Gi, il existe une suite (Ào, A i , ..., À,,, . . .)
de nombres réels ̂  o tels que

-t-ao -f-oo

(i4) x==^tnCn avec ^À,,<+oo.
n == 0 n = 0

Soit G == Gi + F. D'après ([l], chap. 2, § 6 cor. 2), G est un sous-cône
convexe fermé de C. Montrons que c'est une face de C. Soient donc xç G.
y e C tels que o ̂  g ̂  x. D'après (i 4), on a

+00 +00

x==^^nCn+f, avec ^^o, ^^<+oo et feF.
/î=l n-=.\
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+00

Pour n == o, i, 2, ..., posons Zn= V ^c^. D'après l'axiome de
Â-=/l-+-l

décomposition de Riesz, il existe !/o€C et fo^F tels que y === i/o +/'o,
o^yo^^o. Nous allons construire, par récurrence, deux suites
(Zi, tî, ..., tn, ...) et (Ui, U2, . . . , u/î, ...) d'éléments de C telles que,
pour tout entier n,

(i) o^^À^;
(H) O^Un^Zn;

II

(iii) !/o==^^+^.
Â:==l

Supposons la construction faite jusqu'au rang n. On a

^n == A/l+lC^-+-^ -f~ -^/i-t-l»

D'après (ii) et l'axiome de décomposition de Riesz, il existe Un+i et tn+i € C
tels que

O^^+l^^/î+lC/i+l» O^I^-M^Z/Î+I, U^= U^-n + ^n-M.

Ce qui montre que (i), (ii) et (iii) sont vérifiées pour n +1. Comme
on a lim,^ = o, d'après (ii) et ([1], chap. 2, § 6, n° 8 lemme 1), on a
]imniin== o. Compte tenu de (iii), on en déduit que i/o€ Gr Donc

y=yo+foeG,+F==G.
L'assertion est alors immédiate.

4.3. LEMME. — Soient A une C*-algèbre, D une sous-algèbre involutiue
de A dense dans A, et cpi, cpa deux traces semi-continues intérieurement
sur A^ à idéaux de définition M(q?i) et M(^î) denses dans A. On suppose
que DcM(îpi)nM(cp2) et que, pour tout xçD, on a ^^(x) = 92 (x). Alors
les traces cpi et ^2 sont égales.

Soient 5i, «2 les bitraces maximales associées à cpi, 92 ([9], 6.4).
On a ffts^D, fft^D et Si \DxD == SÎ\DXD. Donc 5i==s.> d'après
([9], 6.5.3), d'où cp,== cp, ([9], 6.4.5).

4.4. LEMME. — Soient A une C-algèbre, U l'ensemble des unitaires
de À, M un idéal bilatère facial de A, et cp une forme linéaire positive sur M
telle que sup \ ̂ (uxu^) \ <+ oo pour tout xçM.

uçU
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(i) Supposons qu'il existe açM^ tel que 9 (a2) 7^0. Alors il existe une
forme linéaire positive f sur A telle que f(a)^o et f(x)^^(x) pour
tout xçM-^.

(ii) Supposons qu'il existe un sous-ensemble E de M-4- stable par extraction
déracine carrée, tel que Uidéal d'ordre de A engendré par E soit M. Alors 9 est
semi-continue inférieurement sur M4-.

Le lemme résulte d'une lecture attentive de la démonstration de
([2l], th. 3.1).

4.5. PROPOSITION. — Soient A une C-algèbre, C un sous-ensemble
de A4- stable par extraction de racine carrée, D la sous-algèbre involutiue
de A engendrée par C, A un ensemble filtrant, et (cpa)a€A une famille d'éléments
de T(A). Supposons D dense dans A, et De /^M(cpa); supposons

açA
que limacpa(^)=f(a;) existe et soit fini pour tout xçD. Alors il existe
une ^eT(A), et une seule, telle que DcM(^) et ^(x)==l(x) pour
tout xçD.De plus, on a lima ̂ (x) = ̂ (x) pour tout xçK(A).

Soient E l'ensemble des éléments de A de la forme uxu* avec xçC
et u unitaire de A. Il est stable par extraction de racine carrée. Soit M-4-
Fensemble des xçA-^- tels qu'il existe une suite finie (ci, e^ . . . ,^)
dans E avec

(i5) o^a:^ Ci.

D'après ([3], cor. 1.5), M^linM^ est un idéal bilatère facial de A.
Comme De M, M est dense dans A ; d'après 1.1.3, il contient donc K(A).
D'après (i5) et l'hypothèse, on a

M c f^\ M (cpa) et lim supa | cpa (x) | < + oo pour tout x e M.
• • a ç A

Soit U un ultrafiltre sur A plus fin que le filtre ^ des sections de A. Pour
tout xç.M, posons l^(x) == lim^cpa(^). Il est clair que x \-> l^(x) est une
forme linéaire positive sur M telle que l^(uxu^) = l^(x) pour tout xç.M,
u unitaire de A et l^(x) = l(x) pour tout xçD. D'après le lemme 4.4,
l^ est semi-continue inférieurement sur M- .̂ Soit ^ la C*-intégrale inva-
riante positive de A obtenue par restriction de l^ à -K'(A). Nous noterons
aussi ^ la trace semi-continue sur A^ à idéal de définition M(^) dense
dans A qui lui est associée. Soit xçM-^-. D'après 1.1.3, il existe
(Xi.Xî, ..., Xn, ...) dans X(A)4- telle que Xn^x et lim^==rc. On a
donc

^(x) = limn^(Xn) = lim^(^) == l^(x).
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Comme DcMcM(^), l'assertion d'existence est alors immédiate.
D'après le lemme 4.3, ^ est unique. Pour tout ultrafiltre V, plus fin que ̂ ,
on a donc

^ (x) = Zy (a;) = lim^ cpa (^), où x e iï(A),

d'où la dernière assertion du lemme.

4.6. Remarque, — Dans la proposition 4.5, le fait que la sous-algèbre
involutive D de A contienne une partie C de A stable par extraction de
racine carré, suffisamment grosse, est essentiel comme le montre l'exemple
suivant adapté de ([2], exemple 1.13). Soient A la C*-algèbre des suites
de nombres complexes tendant vers zéro à l'infini, et D la sous-algèbre
involutive de A des éléments (Sn) de A tels que lim^Â'5^ existe et soit fini.
Pour tout entier k, posons ^k((Sn)) == ks/,. Alors il n'existe aucune trace ^
semi-continue intérieurement sur A4- à idéal de définition dense dans A
telle qu'on ait ^ (x) == Imiyç: 9^ (x) pour tout x € D^.

4.7. LEMME. — Soient A une C-algèbre liminaire, 1 un idéal bilatère
fermé de A tel que Ail soit commutative, et 6 l'application A -^A/J. Soit B
une sous-algèbre involutive de A telle que linB-^ soit dense dans A et telle
que n(x) soit un opérateur à trace pour tout nçÂ et tout xçB. Soient A un
ensemble filtrant, et (7Ta)aeA une famille d'éléments de î ne possédant de
valeur d'adhérence dans î pour la topologie de Jacobson. Considérons un
élément 7:0 de À—î et une famille (ûa)aeA d'éléments de (o, +00 ( tels
que :

(i) limaûa Tr7Ta(a;) existe et est fini pour tout xçB.
(ii) Pour tout voisinage V de 7:0 relatif à la topologie de Jacobson^

il existe i/eB-4- tel que 6 (y) ait son support dans V n ( A — J ) et
limaaaTrTTa^^o.

Alors 7:0 est une valeur limite de (7Ta)aeA pour la topologie d'Effros.
Pour la démonstration, on peut supposer que le filtre des sections

de A est un ultrafiltre. Soit M^ l'ensemble des a;eA4- tel que
limsupa|aaTr7Ta(rc)| <+oo. Alors M==linM4- est un idéal bilatère
facial de A dense dans A. D'après le lemme 2.2, on a

lim supa | ûa rg7Ta(a;) | < + oo pour tout xç K(A).

Pour tout xçM, posons Z(:r)==limaaaTr7ra(rr). Il est clair que x i-> l(x)
est une forme linéaire positive sur M telle que Z(ua;u*)== l(x) pour
tout x e M et tout unitaire u de À.

D'autre part, on a pour, tout xçK(A) et aeA,

ûa Tr TTa (x) ̂  Oy. rgTTa (x) ([ TTa (x) ||.
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On en déduit d'après ([16], lemme 2.3) que l(x) = o pour tout
xç:K(A)r\I. Soit ^ la restriction de Z à K(A). D'après la proposi-
tion 3.6 (i) et^le corollaire 3.5 (i), il existe une mesure de Radon
positive ^ sur 4 — î telle que p. a 9 = ^. Soit F la plus petite face fermée
de T(A) contenant ^. Le support S(^)cÂ—I de la mesure ^ est
égal à F6. Comme d'après le lemme 2.12, tout point de S(^) est un point
limite de (7Ta)aeA pour la topologie d'Effros, on peut supposer que
^o^S(p). Soit V un voisinage de 7:0 dans Â—S(^) pour la topologie
de Jacobson tel que Vn(4—J) soit relativement compact. D'après (iï)
et le lemme 4.4 (i), il existe yçB-^- et une forme linéaire positive fsur A
tels que :

( I 6) f(ff) 7^ o, f(x) ̂  l(x) pour tout x e M4-,

et 6 (y) a son support dans Vn (A —J).
D'après ce qui précède, on a /"(J) = o et p. o 6 (y) == o. D'après 1.1.6,

il existe zçK(A)^- tel que 6(z) = 6(y). On a donc y—zçl et ^(z) = o.
On en déduit, grâce à (16),

o^/'(y)=f(^4^)==o.

Cette contradiction donne le lemme.

5. Exemples.

5.1. Constructions des (7-algèbres D(së).

Nous appellerons subdivision d'ordre m de (o, i), une suite de m +1
nombres réels (,?o, Si, ..., s,n) tels que So = o, 5^ = i et s,. < s^i
pour À:=o, i, . . . ,m—i . Nous noterons d(I) la borne supérieure des
nombres Sk+i—s/, pour k = o, i, ..., m—i.

Nous dirons qu'une subdivision J = (So, Si, ..., s^) est plus fine qu'une
subdivision J = (t,, t,, ..., /,) si l'on a {s,, ..., s, ; 3 { ̂  ..., ^/ i.
Nous appellerons toms de (o, i) une suite (Ji, J^, ..., In, ...) de
subdivisions de (o, i) de finesse croissante telle que \ï.mnd(In) == o.
Soient ^ la mesure de Lebesgue de (o, i), et Jf=Lc((o, i)) l'espace
hilbertien des fonctions complexes de carré intégrable pour p.. Nous
noterons A(oo) la sous-C^algèbre commutative de JÇ(H) formée des
opérateurs de multiplication par les fonctions complexes continues
sur (o, i).

Pour toute subdivision I == (So, s,,.... s,n) de (o, i) etj = o, i,.... m — i ,
nous noterons p(J, 5;) le projecteur />^->^.^/> de ^(H), et B(I)
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la C*-algèbre commutative engendrée, dans ^(H), par p ( I , So),
p ( I , Si), . . . , p ( I , Sm-i).

5.1.1. — Soit 1 = (So, Si, ..., Sm) une subdivision d'ordre m de (o, i ).
Nous allons construire une sous-C*-algèbre A(J) de ^(H), contenant B(I)
et isomorphe à la C*-algèbre des matrices complexes de type (m, m).
Soient k, Ze { o , i, ..., m—i}, et fçH. Posons d^== s^i—s/:.

Définissons alors l'élément Qk,i(f) de H par
Qk,i(f) (r) =o si rç. (o, i) — (s/, 5/4.1 (,

Q^ i (f) (r) = i/^ f(sk + u -^\ si r e (s/, s/+i ( et u = r — S{.

On vérifie facilement que f^->Qk,i(f) est un opérateur partiellement
isométrique de H. Plus précisément, on a, pour i,j, k, l, e { o, i, ..., m—i j ,

Qi, s . ̂ , / == ,̂ / &, y, er,/ = e/,., e/, y == p a, 5,).
Les combinaisons linéaires des Qk, i forment une sous-C*-algèbre A (J)

de ^(H) qui convient.

5.1.2. — Soit ^= (Ji, Iî, ..., J/i, ...) un tamis de (o, i). Pour tout
entier Â:>o, notons A (A:) la C*-algèbre A(J^) construite en 5.1.i.
Soit T = { i , 2, ..., k, ..., oo } le compactifié d'Alexandroff de N.
Considérons l'ensemble 0 des applications x normiquement continues
de F d a n s l J A ( 0 telles que x(t)ç.A(f) pour tout tçT. Alors

tçT

(A(t)tçT,Q) est un champ continu de C*-algèbres ([9], déf. 10.3.1).
En effet, comme limnd(In) == o, pour tout yeA(oo), il existe une suite
(x(i), x(i), ..., x(k), ...) dans ^(H) avec x(k)çB(I,)cA(k) et
\ïmkX(k) =y. Il est ensuite facile de vérifier ([9], 10.1.2 et 10.3). Nous
noterons JO(^) la C-algèbre définie par (A(Q, ©) ([9], 10.4.1). Elle est
séparable d'après ([9], 10.4.7), et possède une unité e.

5.2. Spectre et propriétés de D(^).

Soit ^ = (Ji, 7.2, ..., I k , ...) un tamis de (o, i) , etD(^) la C-algèbre
construite en 5.1. D'après ([9], 10.4.3), 25(^) est réunion de deux
ensembles disjoints X et Y.

(i) X est l'ensemble des représentations p/.(À'eN) définies par
^(x) == 7i:k(x(k)) où xçD(ï>) (n/, est la représentation irréductible
unique de la C*-algèbre A (k)).

(ii) Y est l'ensemble des représentations o-,.(re(o, i )) définies par
c7^ (x) == x(oo) (r) où xç.D(^).
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Par la suite, nous identifierons X(resp. Y) à N (resp. (o, i)), et
munirons (o, i) de sa topologie usuelle.

Déterminons la topologie de Jacobson de i3(^). Nous allons montrer
que les ensembles fermés dans î)(^), pour cette topologie, sont les
ensembles du H, avec dcN et JfiC (o, i) tels que :

(a) Hi est un ensemble fermé dans (o, i).
(b) Si Gi est un ensemble infini, on a Hi == (o, i).

Soit W== G\jH, avec GcN et Hc (o, i), un sous-ensemble dej0(%).
Pour tout tçT, soit E(f)cA(t) l'intersection des noyaux des représen-
tations TT de Â(f) telles que la représentation irréductible x\->n(x(t))
de D(^) appartienne à W. On a :

(i) Pour tout entier k> o, E(k) = o (resp. A(k)) si kç. G (resp. ^ G).
(ii) £(oo) est l'ensemble I des fonctions de A(oo) qui s'annulent sur

l'adhérence H de H dans (o, i).

Soient J l'ensemble des xçD^) tels que x(t)çE(t), pour tout tçT,
et i' un élément de T. Nous noterons J(f) l'image de J par l'appli-
cation x h> x(t') de û(^) dans A (f). On a :

(i) Pour tout entier Â'> o, J ( k ) == o (resp. A(k)) sikçG (resp. ^ G).
(ii) J(oo) est égal à I (resp. { o}) si l'ensemble G est fini (resp. infini).

Soit TT une représentation irréductible de A(f). D'après ([17], th. 1.2),
la représentation x h> TT (x (Q) de £)(%) appartient à l'adhérence W de W
si, et seulement si, kerTTDj^'). D'après ce qui précède, il est alors facile
de voir que W est égal à GuH ou Gu (o, i) , selon que G est fini ou
infini, ce qui donne l'assertion.

Soit e l'unité de D(%). Comme lim^d(J^) == o, on a lim^rgT^(e) =+ oo.
La C*-algèbre D(^) n'est donc pas uniformément liminaire. D'autre part,
d'après ([8], prop. 4.4) elle est à trace continue généralisée ([7], § 10, déf. 4).
On peut vérifier facilement qu'elle est de hauteur 2.

5.3. Spectre d'Effros de D (*@).

Soient ^ == (Ji, J,, ..., J^, ...) un tamis de (o, i), et D(^) la
C*-algèbre liminaire associée. Pour tout entier k > o, notons nik l'ordre
de Ik. Nous supposerons, dans 5.3, qu'il existe une mesure de Radon
positive v sur (o, i) telle que

( 17) lïîïik -1- Tr p^ (x) = v (x (oo)) pour tout x e D (^),
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et noterons ^ la trace finie x\-> v(x(oo)) de D(^). Soit S le support
de v. Déterminons la topologie d'Efîros de D(^). Nous allons montrer
que les ensembles fermés dans i3(^) pour cette topologie sont les
ensembles 62 u 1̂ 2 avec 62 cN et H^c (o, i) tels que :

(a) HÎ est un ensemble fermé dans (o, i).
(b) Si Gi est un ensemble infini, on a H^ 3 S.

Soit W == GuH avec GcN et Jfc (o, i) un ensemble fermé dans D(%)
pour la topologie d'Effros. Montrons que W vérifie les conditions (a)
et (b). Par définition, il existe une face F de T(D(<é)) fermée pour
<7(T(D(fê)), û(^)) telle que F6^ W. Soit re (o, i) et (ri, 7-2, .... r,,, ...)
une suite dans H telle que lim^r,, = r. On a, pour tout a;eZ)(^),

ou encore,
lim^oo) (rn) == x(oo) (r)

lïmn Tr o"̂  (x) == Tr <7^ (a;).

On en déduit que l'on a Tr ^r e i ,̂ d'où r € ff. L'ensemble iî est donc fermé
dans (o, i ). Supposons que G soit un ensemble infini. Soit K la plus petite
face fermée de T(D('ë)) contenant ^. On a K6 == S. D'après (17), ^ appar-
tient à F, d'où KcF et Se G. Réciproquement, soit un ensemble
W == GîUHî avec 62 cN et jFf2C(o, i) qui vérifie les conditions (a)
et (6). Montrons que W est un ensemble fermé dans JÔ(^) pour la topologie
d'Effros. Compte tenu de la proposition 1.10 (iii) et de 5.2, on peut
supposer que 62 est un ensemble infini. D'après (17) et la proposition 4.2,
il existe une face fermée F de T(D(^)) telle que F6 = W, d'où l'assertion.

5.4. Cas particuliers.

Dans ce paragraphe, nous allons préciser deux types de tamis. Soient
un tamis de (o, i) composé de subdivisions Ik d'ordre nik, et D(^)
la C-algèbre associée. Pour tout entier k>o, nous noterons S(k)
l'ensemble des points de la subdivision Ik différents de i. Posons

^k(x, s) == Tr T:k(p(Ik, s) x(k) p{Ik, s))
avec

AeN, sçS(k) et xçD(^).

On a alors les relations

(18) p(lk, s ) x ( k ) p ( I k , s ) = ^ k ( x , s ) p ( I ^ s ) , \^k(x,s)\^\\x\\,

Trp,(a;)= ̂  ^k(x,s).
sGS(k}
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5.4.1. — Soient ri, r^ . . . , r / points distincts de (o, i). Pourj==i ,
2, ...,; et tout AeN, nous noterons V(j, k) l'ensemble des SiçS(k)
tels que 0, 5z+i( c ) ry— a-^, ry+ 2-^ (, et poserons

/
W(k)=S(k)-\^JV(j,k).

y=l

Choisissons alors le tamis % avec la propriété suivante ;
Pour k suffisamment grand, les ensembles V(j, k) (j == i, 2, ..., l)

ont même cardinalité rik et l'on a linu /ru/n^ = Z.
Nous allons montrer qu'on a, pour tout x €£)(%),

(19) linu 73^ Tr ̂ (^ === ? S07/^-
7-1

Soient a;eD(^) et £ > o. Pour j == i, 2, . . . , / , posons ij = a;(oo) (r/).
Il existe un entier ko> o tel que, pour tout k^ko, on ait :

(i) \\x(k)-x(ao)\\^e;
(ii) Pour j = i, 2, ..., Z, les ensembles V(j, k) de cardinal n/c sont

disjoints, et Fon a \x(oo)(s)—ij\^z pour tout seV(j,A).
Compte tenu de (18), pour tout ^c^Ao, on a, d'après (i) et (ii),

|?yi(rc,s)—^|^2£ pour seV(j,k),

d'où, par sommation,

i.2; 2 ^••)-^2;'/—^-Tn^^J ^ • ' v 7 / m^^ mk
7=1 s ç F ( / , k } 7^:1

D'autre part, d'après (18), on a

i S^5)^^-^)^"-
sç^{k)

II existe donc un entier ki^ko tel que, pour tout A^ ki, on ait

^Trp^)-^, ^4s,

d'où l'assertion.

5.4.2. — Soit re(o, i). Notons Vr la mesure de Radon positive
sur(o, i), définie par vr(/) = x ^(/'.^o,r]) avec/'€C((o, i)).
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Pour tout entier k > o, nous poserons

a(^)==r.2-^ et (3(Â-) = (i—r).2-^.

Nous noterons Ri (k) l'ensemble { o, a (k), 2 a (k), 3 a (A),..., (2^ — i) a (k) j,
etJ?^) l'ensemble {r , r+p( /c ) , ..., r+ (2^—1) (3 (A)}.

Considérons alors le tamis ^ = (Ji, 1^, ..., J^, ...) de (o, i) tel que,
pour tout entier k> o, on ait S (A:) = Ri(k)uR^(k).

Nous allons montrer qu'on a, pour tout rceD(%),

(20) linu -!- Tr p^ (x) ==v,(x (oo)) (m^ = 2^' + 2^).

Soient rc e D(^) et £ > o. Il existe un entier ko > o tel que :
(i) Pour tout entier k^ko, on a || x(k) —x(oo) \\ ̂  s;

(ii) Pour tout s G S (ko), il existe ^(s)e C avec

|^(oo)- 2 ^P^5)!^5-
^€^0)

On a donc

^(rc(oo))— ^ HS)^- '̂ ^s.
s e ̂ i (^-o)

Soient un entier k^ko et sçS(ko). D'après (i) et (ii), on a, pour
tout s ' e (s + a (A-o) ( n S(Jc),

[ 9^ (a;, s')—À (s) ^2£.

Par sommation on en déduit

^ 2 ^M-S 2 ^-^^^S-2^23-
•s'efli(Â-) ^e-Ri(^o)

D'autre part, d'après (18), on a, pour tout entier A",

WÂ:
^'€^2 (k)

- ^ ^(^/) x,s')\^^\\x\\.

D'après (18) et ce qui précède, il existe un entier ki ̂ ko tel que, pour
tout k^kï, on ait

mk Tr p^ (x) — ̂  (x(oo)) ^ 5 s,

d'où l'assertion.
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5.5. PROPOSITION.

(i) Toutes les C^-algèbres D(^) ont même spectre de Jacobson deux
à deux.

(ii) II existe une infinité de C"-algèbres fl(^) avec des spectres d'Effros
non homéomorphes.

(iii) II existe une C-algèbre D(^) avec un spectre d'Effros séparé.
(iv) I I existe une C*-algèbreD(^) telle que, surD(^), la topologie d'Effros

soit égale à celle de Jacobson.

Cette proposition permet d'obtenir notamment ([15], th. 2.16).
(i) Elle résulte de 5.2.
(ii) Reprenant 5.4.i, on voit que, pour tout entier ^2, la

C*-algèbre jD(^) a, d'après 5.3, un spectred'Efîros qui contient exac-
tement l points non séparés ([6], p. 116, déf.). Faisons alors varier ; dans N,
on a l'assertion.

L'assertion (iii) résulte de 5.4.i avec Z = = i . Enfin, (iv) découle
de 5.4.2 avec r== i.

5.6. Contre-exemple sur la factorisation.

5.6. PROPOSITION. — I I existe une C-algèbre D liminaire séparable^
et A un idéal bilatère fermé de D, tels que la restriction de la topologie
d'Effros de D à À soit strictement plus fine que la topologie d'Effros de A.

Reprenons les notations de 5.1, 5.2 et 5.4. Soient ̂  = (Ji, 1^,..., Ik,...)
le tamis construit en 5.4.2 pour r = 1/2 et T la mesure de Radon
positive sur (o, i) définie par r(/') = 2^(/' .y/i^^) avec feC((o, i)).
Posons £)==D(^). Soit A (resp. J) l'ensemble des xçD tels que
x(co)(t) = o pour tout tç. (o, 1/2) (resp. (o, i)). Alors A (resp. I ) est un
idéal bilatère fermé de D et A (resp. J) s'identifie à Nu ) 1/2, i) (resp. N).
Sur 4, soient ©i la topologie de Jacobson, ©2 la topologie d'Efîros,
et 0;} la topologie induite par la topologie d'Efîros de D. D'après 5.2
et ([9], 3.2.1) les ensembles fermés dans À pour ©i sont les ensembles
GuH avec GcN et iïc)i/2, i) tels que :

(a) H est fermé dans )i/2, i).
(b) Si G est infini, on a H == ) 1/2, i ).

D'après 5.3, les ensembles fermés dans A pour 63 sont les ensembles
GuH avec GcN et Jfc)i/2, i) tels que H soit fermé dans )i/2, i).
Reprenons les notations de 5.1 et 5.4.2, et posons q(k) = ̂  p ( I k , s).

sç/Ïfik)
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Soit alors B l'ensemble des xçA tels qu'il existe un entier ko(x)>o
avec la propriété suivante : Pour tout entier k^kQ(x), x(k) appartient
à q (k) A (k) q (k). On voit facilement que B est une sous-algèbre invo-
lutive de A telle que lin B~^~ soit dense dans A. Un calcul similaire à celui
fait en 5.4.2 montre que l'on a

lim^ —^ Tr p^ (x) = T (x (oo)) pour tout x ç. B.
Ci

Soit W= GuH avec GcN et Hc ) 1/2, i), un ensemble fermé dans À
pour ©a. Raisonnant comme en 5.3, il est facile de vérifier que H est
fermé dans )i/2, i). Supposons G infini. Le lemme 4.7, appliqué à A,
I,B,(pk)kçG, montre que l'on a 7f==) i /2 , i). Donc ©2==©i, d'où la
proposition.

6. Groupes de Lie réels niipotents simplement connexes
et spectre d'Effros.

6.1. Calcul fonctionnel dans 'S(G).

6.1.i. Notations et rappels. — Soient G un groupe de Lie réel niipotent
simplement connexe de dimension m et ç son algèbre de Lie. On sait
que l'application exponentielle Z \-> Exp / permet d'identifier ces deux
espaces topologiques.

Choisissons une base de Jordan-Hôlder (li, h, . . . , / n ) de <^« Pour
tout rreç, nous noterons (Xt, x^ ...,Xn) le système des coordonnées
de x pour cette base. Nous appellerons monôme une fonction sur ^ de
la forme x\-> s.x^.x^.. .x^' où sçC, ii, 12, ..., l'y sont des entiers
positifs distincts ^m et ai, aa, ..., ay des entiers positifs quelconques
(son image par Exp sera appelée monôme sur G). Rappelons (cf. par
exemple [25], p. 90, ligne i3) que G est un groupe unimodulaire dont une
mesure de Haar dg, compte tenu de l'identification naturelle ci-dessus,
est égale à la mesure de Lebesgue dx = dxi d x z . . . dxn de R71.

Nous noterons LP{G) l'espace de Banach des fonctions complexes
sur G de puissance p16"10 intégrables pour cette mesure, et M1 (G) l'algèbre
de Banach involutive des mesures complexes bornées sur G. Dans M1 (G)
nous représenterons le produit de convolution par ^ et l'involution par *.
Pour tout f e L1 ( G), posons ^f ==/'*/'*...*/' (p facteurs). Nous
noterons eV l'élément de M1 (G) égal à i + f+ 1/2 ! î/'+...+ i/p 1 pf+...
et u(f) l'élément de L^G) égal à e^f—i. Nous noterons^ (G) l'ensemble
des fonctions indéfiniment différentiables à décroissance rapide sur G
et (^ (G) l'ensemble des fonctions de ^(G) à support compact.
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Le lemme suivant est adapté de ([13], lemme 6), et la démonstration
est analogue.

6.1.2. LEMME. — Soient G un groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe, f un élément de Ll(G)r\Lst(G), nul en dehors d'un ensemble
compact K, tel que f== f*. Soit M un monôme sur G. Soit ÀeR. Alors la
fonction x^-> M(x)u(^f) (x) appartient à ^(G), et il existe un entier ko
tel que Von ait dans 1^(0) :

||M.u(Àf)||i=0(|Ài^) quand [ ^ h> + oo.

Nous nous contenterons de montrer la deuxième partie de l'assertion
dans le cas où ^ -> + oo» car la proposition en résulte facilement. On peut
supposer que H f l l i ^ i et que K contient l'unité e de G. Soient ÀeR4-
e tn==p]+ i . On a

| |M.u(/0|]i=r \M(x)u(^f)(x)\dx+ f M(x)u(^f)(x)\dx
^A-^-l ^c-K713-1

et
i i

f \M(x)u(^f)(x)\dx^( f \u(^f)(x)\2dx\( f \M(x)\2dx\.J^-i vy^-i / v-v3-1 /
D'après ([13], lemme 5), on a

( f \ u(^f) (x) |2 dx\ ̂  1 1 iz(Àf) ||,̂  1 | V||..
VA^-I /

D'après ([13], lemmes 2 et 3), pour n suffisamment grand, il existe
un entier K tel que

M(x)\îdx\ =0(^À:').

On en déduit l'existence d'un entier ko tel que

f \M(x)u(lf)(x)\dx=0(>^) quand À —+oo.
JKnï-^

D'autre part, pour tout entier p > o, ^f est nulle hors de Kp.
Comme eçK, on a KcK^c ... CjK^c .... On en déduit

4- oo

f \ M(x) u(^f) (x) | dx^ ̂  ̂  C \ (".f) (x) M(x) | dx.
^G-A"'-! p = n ' p ' J K ' •
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Appliquant ([13], lemme 2), il existe un entier /o et un entier Ho tels
que si n ̂  Ho, on ait pour tout p ̂  n3 :

f \M(x)(^f)(x)\dx^\\f\\P^p^nP.J^

Pour n ̂  Ho» on a donc

.L.-. 'M(x) u(v) (ï) ' ̂ i ̂  i?ient'
soit d'après la formule de Stirling :

= O^^e^n^-^rT^3) == O^713"'2^34-^).

Cette dernière expression tend vers zéro quand n -> + oo, d'où
l'assertion.

Le lemme suivant a été inspiré par ([13], lemme 7).

6.1.3. LEMME. — Soient G un groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe, C(G) la C-algèbre du groupe G, f un élément de <^(G) tel
que /'===/'*, et <Ï> une fonction de ^(R) telle que <D(o)==o. Alors on a
^(f)e^(G) (^(f) résultant de f par application du calcul fonctionnel
au sens de Gelfand dans C*(G)).

Soit K un ensemble compact dans G contenant le support de f et
l'unité e de G. On peut supposer pour la démonstration que [ I f H ^ ^ i .

(a) Étude de la fonction x^u(^f) (x), où xç G et À € (—r, r). — Pour
tout entier n > o, xç. G et ^ e R, posons

^(^À)==<^(ï/-)^).

Comme la fonction x h> (ïf) (x) a son support dans K", d'après
([13], lemme 3), il existe deux entiers Ho, et ko tels que, pour tout n^no
et Àe (—r, r), on ait

\an(x,^)\^-^n\ xç.G.

Pour tout rre G, ^e (—r, r), on a donc
4- oo

u^f)(x)=^an(x,-k)
71=1

BULL. SOC. MATH. — T. 99, PASO. 3. 16
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et la fonction (^, x)^> u(^f)(x) est continue par rapport aux deux
variables. Soient D un opérateur différentiel invariant à gauche, et M un
monôme sur G. Pour tout entier n > o et À e R, on a

M(x)D(an(^ 7.))(x) == (L^fM(x)(rïf)(y)Df(g-lx)dy.

D'après ([13], lemmes 2 et 3), il existe deux entiers > o, Hi et Autels
que, pour tout n^Hi et Àe (—r, r), on ait

(21) | M(x)D(an(., À)) (x) \ ̂  ̂  n^ pour tout xç G.

Remarquons que l'on a, pour tout entier n > o et ^ e R,

(22) M(x)D(dn(^ ^)) (x) = o pour tout xç. G—JC\

D'après (21), on peut appliquer l'opérateur différentiel D à la fonction
x^->u(^f) (rc), où xç. G et 7e (—r, r).

D'autre part, soit £> o. Choisissons un entier riz^rii tel que

4-00

Y^ r71 , .S/n"^6-
71=: 71»

D'après (21) et (22), on a, pour tout Àe (—r, r) et xç. G—K^
oo 4-oo

| M(x)D(u(ïf)) (x) | ̂  ̂  | M(x)D(an(., À)) (x) \ ̂  ̂  ̂  n^e.
71 == Tlj 71 == 7l»

En résumé, pour tout ^€R la fonction x^u(^f)(x) appartient
à 'S(G) ([11], lemme 2) et la décroissance rapide à l'infini est uniforme
sur tout compact de R.

Dans ce qui suit, nous supposerons fréquemment À^o. Il y a
évidemment l'assertion pour À ̂  o qui s'obtient de façon similaire.

(6) Définition de la fonction g. — Soient ÀeR, [À] la partie entière de À,
^==À—[À] , et h la fonction u(/)e^(G) (cf. (a)). Dans l'algèbre de
Banach M1 (G), on a

u(À/) = C^f— i = e^-iv * (i + h) — i
^^-^A+u^—i)/")
="(a—i)n*A+A+u((^—i)ft.
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Par récurrence et sommation, on en déduit l'égalité suivante dans L1 ( G) :

JA] -1

(28) u(^f) =[À]A+ u(^f) + ̂  u((^+p)f)-kh.
p=o

Comme les deux membres de l'égalité (23) représentent des fonctions
continues sur G, on a, pour tout xç G,

j A i — i
(24) u^f)(x)==[^]h(x)+u(^f)(x)+^ (u((^+p)f)i,h)(x).

o=0

On a donc, pour tout x € G et ^ e R4-,
1^1-1

(2ô) i"cn^)i^^pii.+^p(iu(^[),+^[iu((^+p)^[^
yD=0

Comme l'application ^i^[|u(^/)[ |i sur R est continue, d'après le
lemme 6.1.2, il existe k^ € N et Co e R^ tels que l'on ait [| u (À /) f|i ̂  Co | ^ ̂
pour tout À€R. D'après (25), il existe donc fceN et CiêR4- tels que
l'on ait, pour tout xç G et ^eR,

(26) l"a/)(^)|^CilÀ|^

Notant Àh>ê(X)= f exp(—a^)^(p)d^ la transformée de Fourier
••'B

de e», on peut, pour tout xç. G, définir l'intégrale

g(x)^ fu^f)(x)èÇ.)d^.
^R

(c) Propriétés de la fonction g. — D'après (a) et (26), on voit facilement
que la fonction x\->g(x) est continue. Soient ^eR-^, D un opérateur
différentiel invariant à gauche sur G, et M un monôme sur G. Pour tout
entier p tel que i^p^[Â], posons

bp(x, 1) == (u((À, +p)f)-k h) (x) pour tout xç G.
On a

(27) D(bp(^^)(x)==C(Dh)(J^ix)ll((^+p)f)(y)dy.
JG

D'après la formule de Hausdorff (cf. par exemple [25], th. p. 82),
il existe 2 / monômes Pi, Pa, .... P/ et Ci, Ç,, ..., ̂  sur G tels que l'on
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ait, pour tout x, yç. G,
i

M(x)=^P,(y-^x)Q,(y).
7=1

Posons d/==s\ip\P^(z)(Dh)(z)\. D'après (27), on a, pour tout xç. G,

i
\M(x)D(b,(.,^))(x)\^, riP^y-^û/i^-^l.l^^iz^+py)^)]^

^Gi ^ 0

l

\^2d/[ie/"(o.+p)f)[ii.
/==!

Comme l'application À ̂  [| QjU^f) [|i (j == i, 2, ..., Z) est continue,
d'après le lemme 6.1.2 et (24), il existe h € N et Ça e R4' tels que l'on ait,
pour tout x € G et À e R,

lM(a;)û(u(V))(:K)|^|À|^.

Cela permet d'affirmer que l'application rch>^(a;) est indéfiniment
difîérentiable. Soit s > o. Choisissons r réel > o tel que

r c.iÀMê(À)id^i.^t-^)
Posons y = sup ( |^(^) |+i) . D'après (a) il existe un ensemble

^e(-r,r)
compact C dans G tel que l'on ait, pour tout Àe (—r , r) et xç. G—C,

\M(x)D(u(lf))(x)\^^

Alors on a, pour tout xç. G—C,

\M(x)D(g)(x)\=\ fM(x)D(u(^f))(x)^Wd'>.
I ^R

^ f | M(x)D(u(^f)) (x) ê(^) | dÀ
^(-^^

+ f C,|Â|^|^(Â)|^^S.
^R-t-r.r)

La fonction y appartient donc à ^(G). Enfin d'après ([13], lemme 7),
g est égal à <D(/) au sens du calcul fonctionnel de Gelfand dans C*(G).
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6.1.4. PROPOSITION. — Soient G un groupe de Lie réel niipotent simple-
ment connexe, C*(G) la C*-algèbre du. groupe G, et ^(G) la sous-algèbre
involutive de C\G) des fonctions indéfiniment différentiables à décroissance
rapide sur G. Alors il existe un sous-ensemble C de C^Gy^n^G), stable
par extraction de racine carrée, tel que lin C soit dense dans C*(G).

Soit J\t l'ensemble des fe^(G) de type positif. Soit ^ l'ensemble des
fonctions positives ^ de <^(R) tels que <D1/2" e dD (R) pour tout entier n> o
et tels que €» (o) = o (remarquons que tous les zéros d'une fonction <D e ̂
sont d'ordre infini). Il est facile de voir que lin on est dense dans C*(G).
Compte tenu du lemme 6.1.3, le calcul fonctionnel dans C*(G) montre
que l'ensemble C des ^(f), où fçJTc et ^e^, a les propriétés de la
proposition.

6.1.5. COROLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie réel niipotent
simplement connexe, C\G) la C*-algèbre du groupe G, et ^(G) la sous-
algèbre involutiue de C*(G) des fonctions indéfiniment différentiables
à décroissance rapide. Considérons (cpo, ^i, . . . » ^n ...) une suite de traces
semi-continues inférieurement sur C*(G) à idéal de définition M(^n) dense

-4-00

dans C*(G). On suppose que ^(G)c i \ M ( ^ n ) et que \ïmn^n(x) ==cpo(^)
n=0

pour tout xç'S(G). Alors, pour tout élément y de F idéal de Pedersen
K(C(G)) de C(G), on a lim.cp.(y) == cpoQ/).

L'assertion résulte de la proposition 6.1.4» du lemme 4.3 et de la
proposition 4.5.

6.2. Notations et rappels.

Pour tout 2€ C, nous noterons exp z la valeur de la fonction exponen-
tielle en z. Soient n un entier > o, ^(R") l'ensemble des fonctions indéfini-
ment différentiables à décroissance rapide sur R^, et fun élément de ̂ (R^).

Pour toute suite d'entiers i ̂  l'i < l'a < ... < ip^ n, nous noterons
fi^^,ip l8 transformée de Fourier de f par rapport aux variables fi,
1.2, ..., ip. Par exemple dans le cas n == 3, fs,3 est égal à

(Cl, ^2, ̂ ) l-> / fÇ,i, 'U^ ris) eXp(—— l(S.2YÎ2 + Ç:iTi3)) A32 df)^
Jy

Soient G un groupe de Lie réel niipotent simplement connexe, C*(G) la
C*-algèbre du groupe G, et ^(G) l'ensemble des fonctions indéfiniment
différentiables à décroissance rapide sur G. Rappelons ([11], cor. 3)
que C*(G) est une C-algèbre liminaire. Pour tout TTC G, nous noterons
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M (rc) l'idéal de définition de la trace TrTr, semi-continue intérieurement
sur C\GV. D'après ([11], cor. 1), on a 'ê(G)cM(n) pour tout TTC Ô. Cela
permet d'énoncer un cas particulier du corollaire 6.1.5.

6.2.i. COROLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie réel nîlpotent
simplement connexe, C(G) la C-algèbre du groupe G, et -S (G) la sous-
algèbre involutiue de C*(G) des fonctions indéfiniment différentiables
à décroissance rapide. Soient A un ensemble filtrant, (n^çA[resp. (fla)aeA]
une famille d'éléments de G (resp. (o, + oo (), et cp une trace semi-continue
intérieurement sur C*(G)4- à idéal de définition M(cp) tel que ^(G)cM(cp).
On suppose que lima QaTr 7:0(0;)= cp(:r) pour tout xç'S(G). Alors, pour
tout élément y de Uidéal de Pedersen K(C*(G)) de C(G), on a

limaaaTr7ra(ff)==<p(y).

6.3. Spectre d'Effros de r.3.

Dans ce paragraphe, nous utiliserons principalement les résultats
de ([12]. §3).

6.3.1. — Soit Fa le groupe de Lie réel niipotent simplement connexe
non commutatif de dimension 3 ([10], [12]). Nous noterons ^3 son algèbre
de Lie. Elle est caractérisée par une base (Z^i^^s avec la table de multi-
plication

[/i,Z2]=Z3, [^]=[;2,y==o.

On peut donc identifier un élément x de Ts à un point (x^ x^ x^) de R3.
La formule du produit dans T^ s'écrit

(xi, X2, x,) (yi, 1/2, y0 == (xi + 1/1, Xî + y.2, x^ + 1/3— x, y^),

et une mesure de Haar de Ts est dxi dx^ dx^
D'après ([10], prop. 3), l'ensemble ts est réunion de deux sous-ensembles

disjoints U et V.
i° U est l'ensemble des représentations 7:\ avec ^ e R — ( o j ; chaque

représentation n\ opère dans Lc(R) et on a, pour tout gçL^ÇK)
ettç'R,
(28) (^(rci, x., x^) g)(t) = exp(i7(.r3—a;20) g(t + Xi).

2° V est l'ensemble des représentations p^,v, avec ^ ,veR; chaque
représentation pp.,v est de dimension i, et on a

^9) P[X, v (xi, X2, Xs) == exp (i (p.Xi + v Xî)).
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Par la suite, nous identifierons U (resp. V) à R — { 0 } (resp. R2)
muni de la topologie usuelle.

D'après ([12], prop. 1), les ensembles fermés dans îs pour la topologie
de Jacobson sont les ensembles [7iUVi avec ( 7 i C R — j o } et ViCR2,
tels que :

(a) Uï est fermé dans R — { o { .
(b) Vi est fermé dans R2.
(c) Si 0 est adhérent à [7i, on a Vi == R2.

Nous noterons As la C-algèbre du groupe Ts. Soient 1 l'idéal bilatère
fermé de As tel que J = R— { o j, et 9 l'application canonique As-^ As/J.
Compte tenu de (29), on vérifie facilement qu'il existe un isomorphisme
ûû de As/J sur Co(R2) tel que

^^(f))^ ^)=P^v(/ )=f i^3(—^—^ o) pour tout fç'S(Ts).

Par la suite, nous identifierons ces deux C*-algèbres
6.3.2. — Soit fç'S(Ts). D'après (28), pour tout À e R — | o } , i l e s t

facile de vérifier que TT),(/) est défini par le noyau

h(s, t) ==f2,3(s—/, ^t, —1), avec s, feR.

Pour cet opérateur à trace, on a donc

(30) Tv^(f) == fk,(t, f)dt == ff^(o, ̂ , —^)dt
^R ^R

== ̂ T ff2^09 tff -^dtf== -n71 A(o, o, -r>.1 A 1 c/R 1 A |

On en déduit

(31) lim| ^ ] Tr^(f) = ̂  ^(o, o, o) = — f /^(—^ —v, o)d^dv
A -^ o 2 7T ^/w»

==^/.e^^•v)^dl'•
R

Pour tout a e At, posons

^(a)==^ f8^)^)^^
"''•^R»

D'après 3.6, ^ est une trace semi-continue inférieurement sur As
à idéal de définition M(^) dense As et on a ^(G)cM(^). Soit a un
élément de l'idéal de Pedersen K(As) de As. L'application À h>Tr7^(a)
est une application continue de R — { 0 } dans C. En effet d'après (3o),
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c'est vrai pour tout fe^^). L'assertion résulte alors du corollaire 6.2.
D'autre part, d'après ce même corollaire et (3i), on a

(32) Um | À | Trn^à) == ^(d), açK(A^.

6.3.3. PROPOSITION. — Soit T^ le groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe non commutatif de dimension 3. Sur îs, la topologie d'Effros
est égale à celle de Jacobson.

Notons G la plus petite face de T(A:3), fermée pour cr(T(A:5), ^(A;,)),
qui contient ̂ . On a G6 == R2. Soit un ensemble Ui u Yi avec £/i c R — { o \
et Yi c R2, fermé dans 1% pour la topologie d'Efîros. Il existe une face
fermée F de T(A.O telle que F^= UiU Vr Comme pour tout açK(As),
l'application À i-> Tr TT), (a) (resp. (^, v)^-> pp,v(a)) est continue, [7i
(resp. Vi) est fermé dans R— ; o ; (resp. R2). Supposons 0 adhérent à ï/i.
D'après (32), on a ̂ eF, d'où Vi == R2. L'assertion résulte alors de 6.3. i.

6.3.4. Remarque. — La C*-algèbre As n'est pas uniformément limi-
naire; cela résulte facilement de la relation (32) et de 2.3 (ii). Ce fait
reste valable pour les groupes de Heisenberg. Comme l'a remarqué
J. DIXMIER, il en résulte que la C*-algèbre d'un groupe de Lie réel niipotent
simplement connexe non commutatif n'est jamais uniformément limi-
naire (car son algèbre de Lie possède un quotient qui est une algèbre de
Lie de Heisenberg).

6.5. PROPOSITION. — Soient G un groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe, ̂  son algèbre de Lie, ̂  le dual de ̂ , et A la C-algèbre du groupe G.
Pour tout co e g/, nous noterons TT^ la classe ^équivalence de la représen-
tation irréductible de A associée à co ([25], partie 2). Considérons une suite
(&)o, coi, . .., M,,, . . .) dans ̂ f telle que lim^ Wn = ûûo. Alors on peut choisir G
et les Un de manière que l'élément TT^ de À ne soit pas adhérent à la suite
(TTfoi, ^w,, . . . » TTo^, ...) pour la topologie d'Effros.

Dans la démonstration, nous supposerons connue la référence [25].

6.5.i. — Rappels et notations sur le calcul des traces. — Reprenons
les notations de 6.1, 6.2 et celles de l'énoncé. Soit m la dimension de ^.
Pour tout c») € §/, nous noterons 0" l'orbite de w pour la représentation
coadj ointe p de G, B^ la forme bilinéaire antisymétrique (x, y) t-> w([x, y])
sur ^X^, et R^ le noyau de B^. Rappelons les résultats de
([26], p. 271-273, démonstration du théorème). Supposons dim0"=2p,
et notons H^ une sous-algèbre subordonnée à co de dimension maximale
dans ^. On a

R^cH^, dïmH^^m—p^h, dimJ^^ m — 2 p == r.
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On peut construire une suite (^°)i^^m de sous-algèbre de ̂  telles que

o^x^c-^C ...c^=^, jç^j^0 et ^)=Jîo)

avec dim -^V-^i = i» pour 1=1,2, .... m.
Choisissons un élément l^ de J?^—J^i pour i == i, 2, . . . , /n . Tout

élément g de G s'écrit sous la forme g ' f (fi). . . g';^ (tn,) avec g^ (ti) == exp (^Zr)
et ^eR. Considérons l'application ^M de R2^ dans O'0 définie par

(T = (̂ -,, ̂ , ..., /„)) h> p(^(r)-1)^
avec g- (T) == g^, (t^,). ̂  (tr^)... ̂  (//.).

Posons alors, pour tout co ç. (^' et tout f e ̂  ( G),

D(co) = det(Bfo(f;^, U) 1 (i, ^c =i, 2, ..., p).
et

f(w) ==== ^ /'(Exp rc) exp (— iw (x)) dx.
J^

Pour tout f^^(G), on a

(33) Tr 7r^ (f) = (2 TT)-^ D (co) f ^(— p (^" (T)-1) co) ̂ .+1.. . dt,n
Jyp

En effet ([25], th. p. 111 et [26], th. p. 271), c'est vrai pour tout f ç. ̂  ( G).
Comme on le vérifie facilement ([11], cor. 1 et [25], th. p. 5o), chacun des
membres est une distribution tempérée sur G. Enfin, cD(G) est dense
dans ^(G) ([28], th. 3, p. 237).

Remarquons que les deux membres de (33) dépendent d'une mesure
de Haar initialement choisie.

6.5.2. — Résultats sur le groupe de Lie réel niipotent I\5.
(a) D'après ([10], § 1), l'algèbre de Lie ^5,5 a une base (^)i^^, avec

la table de multiplication

[ci, 62] == e:3, [ci, 63] == e,, [ci, c,] = e., [ci, e,] ==...== o.

3

Tout élément x de ^3,.; s'écrit ^.Xiêi avec .r,eR. Nous choisirons
1=1

la mesure de Haar de r,,, déterminée par la mesure euclidienne
d X i d x ^ ' . .(teo de ^3,5.

Soit (e^)^ij^ la base duale de (d) dans ^,,5. Il est facile de voir que,
dans cette base, on peut représenter p(Exprc) par la matrice (a;, y)i ̂ -./^ 3
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définie par

(34) ai,i==i pour 1=1, 2, ..., 5, 02,3= 03.4== 04,5==— Xi,

0.3=^ o,4=rr3-^, a^=^-^+^2,
2 2 0

X2 X^
02,4== Û3,5= -J-? 0 2 , 5 = — — — — Î

2 6

les autres coefficients étant nuls.
5

Reprenons, dans un cas particulier, les calculs de 6.5. i. Soit &) = V ̂  e,*,
i=i

avec ^3^ o. Dans ce cas, dim 0" = 2, et on peut faire le choix suivant

Z?^, Z?=^-1^, Zï^-J^, Zï^e., Z?==^.

D'après (34), on a donc
5

— P (r (T)-1) ̂  =2 ̂  (T) ̂ ' Î1 = fr, <o) e R2,
<==!

avec

P?(T) = ̂ c3-s., p?(r) =-^2 + ̂ Ç3 +1 ^+1 SA

P?(T) =-^3 + ̂  + ̂ ^, p;>(r) =-^ + ̂ ç,),
P?(T)=—Ç,

et
^)=l^([^?])|=lS3l.

D'après (33), on en déduit pour tout fe^^g,,),

(35) Tr7r,(f)=J^l^f,^,^,,(P?(D,P?(r), ...,P?(T))^^.

(6) Soit As, 5 la C-algèbre du groupe rs,,. Comme { 63, e/., 65} est un
idéal de ^5,5, il existe un idéal bilatère fermé J de Ag^ tel que Ag.s/J
soit isomorphe à Co(R2). Notant 6 l'application canonique As, 5 -> As, s/J,
d'après ([12], p. 342, ligne 7), on a, pour tout ^^(Ts.O,

(36) 9 (/) (À»^) = ?'i, 2, s, 4 ,5 (— ̂  — ̂ , o, o, o) avec (À, pi) ç R2.

6.6.3. — Construction de la suite (coo, ûji, . . . , ûù / ï , ...) dons §4 5 ^
propriétés,
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5

(a) Pour tout n == i, 2, ..., soient &)^==Vy ̂  avec
i=ï

^.-^ ^ ^_—2(2n3+n) ,,_ 6^i-^-o, ^3-1, ^- ^3 ̂  » ^-n^FT-TT)

et coo == ^. Dans §4,5» on a lim/ic»),, = ûjo.
Soit /•€ ̂ (Tg^). D'après (33), on a, pour n = i, 2, ...,

Tr7r^(/) = ̂ ^^^(o, p,(f), Ç,(Q, Jî,(Q, S.(0)d/,
R

avec

P ffl- n 2^3+7Z /2 i ..^W - -i- ^3^3 ̂  ̂  t ^3^3 + ̂ r '

n (A- i i ^n^n) 3V.W ~ i + ̂ .^3 + ̂  î ^3^3 4. ̂ ) ̂

R /A - ̂ T^+n) 6 ç _ —6
Iïnv) " ̂ (n^n) n^n^n) ' nw ~ n^n^n)'

Faisons le changement de variables u= -^(t—n3). On obtient

I^(f) == ^rTr7T^(f) == ^ fa, 3,4,5(0, p,i(u), Î7i(u), r^(u), Sn(u))du,
n^ -R

avec

(37) p,(u)=-^^u(u+^)(n^_n)

^ n^ (n3—^) n1 ,
n3+^" n^n "" n^+n"'

/ \ an 2(n3—n) 3
g-^-Trq^-n^+nr-n-Tn^

r^-Zl^rZ-") on11 , , —6
^W- ^(n^+n) ""n^nq î)"' s/lw - n^+n)'

(6) Pour tout entier n > o et toute fonction complexe 9, continue
sur R4, à décroissance rapide à l'infini, posons

M?) = /?(M")> ^(")» M")> Sn(u))du
^R

et

M?) = / ?(—"% o, o, o)du.
^R
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Montrons que l'on a lim^(îp) ==^0(9).

(b — i). Supposons cp à support compact.
Il existe un nombre réel r > o tel que î?(^i, ^2, ^, '^) == o, pour

tout | Ci | ̂  r.
D'après (87), on a, pour tout entier n > o,

^^-^-w^^-
pj-^^^n. ^+n - ^

n^+n) rr^+n

II existe un entier Ho^ (2 \/r + i)273 tel que, pour tout n^n,., on ait

Inf/|p.(2v/r) , |p,(—2v/r)|, p,/—7îi+ -L\ ^ Pnf—n2—^}
\ \ nV \ nV

^r.

Soit n un entier ^no. D'après la forme du graphe de la fonc-
tion u H^ pn (u), on a

p,,(u)|, l^l^r

pour tout u^ —n2— -^, —7^ï+ -^[u[—2 v/r, 2 \/r].
L ^2 n'J

On déduit

-'.
r

y,, (9) == ^ (p (p^ (u), ̂  (u), ̂  (U), ̂  (U)) du
t^ 3 1

et

.2V/.

+ / ? (?/. (U), qn (il), Tn (il), Sn (Ù)) dll
l7-2^

.2^

^o(?)= ^ ?(—u2, 0,0, o)du.
"-2^

La continuité de cp et le théorème de Lebesgue donnent alors facilement
l'assertion.

(b — 2). Supposons cp quelconque.
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LEMME. — Soient s et feR — { o j. Alors

^ 0 == f-
«A» -

du
4i+(u(su—0)2

esf inférieur à 2 TT/ 1 1 [.
Faisons le changement de variables uh^u—(1/2) (f/s); on calcule

l'intégrale par le théorème des résidus. L'assertion résulte d'une majo-
ration triviale.

Il existe À'eR4-, tel que, pour tout n, on ait
k

?(M")» qn(u), Fn(u), Sn(u))^ I+(p.("))2
Montrons que l'on a

r du
S^P^I+(P.(^2<+00>

D'après (87),
pour u ̂  o, | pn (u) | ̂

pour u^o, \pn(u)\^

n^+n u u- i '

n^

^3+^ "2 I+-3"

Pour n suffisamment grand, on a, donc pour tout u^—2,

P.(")|^ ^i+-i

Le lemme ci-devant et un calcul facile donnent la conclusion voulue,
On en déduit sup,i^(cp) < + oo.

Soient D la C*-algèbre Co (R4), et B la sous-algèbre de D des fonctions
à décroissance rapide à l'infini. Il est facile de voir que B~^~ est stable
par extraction de racine carrée et que linJB+=B est dense dans D,
Soit 'U un ultrafiltre sur N. D'après la proposition 4.5, il existe un
élément l^ de T(D) tel que l'on ait BcM(l^) et Z^(<p) = lim^^(cp)
pour tout cp€-B. D'après (b—i), on a l^==y.o. Comme 'U est ultra-
filtre quelconque, on a, pour tout <p e B,

lim,^(cp) = ^o(?),
d'où l'assertion.

(c) Soit fe^Crg.s). D'après (a) et (b), on a

lim^ In (f)= A, 3,4,5 (o, — u2, o, o, o) du
^R

1 F ^ / i vd^d^
== ——— / / 1 ,2 ,3 ,4 ,5 (——A,——^,0 ,0 ,0 )————-

'^"^n^-B-t- i/JUl̂'RXR-t-



238 F. PERDRIZET.

D'après (36), on en déduit

(38) }imn^Tîn^(f)= f -^Hf)^ ^)d^d^
M7 JRXB+ V^

D'après le corollaire 6.2, la relation (38) est vraie pour tout x e K(As, 5).
Notons 4' l'élément de T(A5,6) défini par le second membre de (38),
et -F la face de r(A5,s) fermée pour o^T^Ag^), K(As,s)) associée à la
C*-algèbre As,s/J (cor. 3.5). On a ^peF. D'après la proposition 4.2,
il existe une face fermée G de T (As,») telle que

0e •==Fe\J{ TTco,, 7 ,̂ . . ., 7^, . . .;.

L'élément TT^ n'est donc pas adhérent à la suite j ?Troi, TT^, ..., T^, . . .}
pour la topologie d'Efîros de ^5.5.

6.7. COROLLAIRE. — JZ existe un groupe de Lie réel niipotent simplement
connexe G tel que, sur ô, la topologie d'Effros soit distincte de celle de
Jacob son.

Comme la topologie des orbites est plus fine que celle de Jacobson
([20], th. 8-2, et [27], prop. 2), l'assertion résulte immédiatement de la
proposition 6.6.
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