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_ TOPOLOGIE ET TRACES SUR LES C'-ALGEBRES
PAR

Francors PERDRIZET.

Dans [15], E. Errros et F. Haun ont introduit un nouveau spectre
pour les C*-algébres uniféres. Rappelons bri¢vement sa construction.

Soient A une C*-algébre unifére, A’ son dual, et C I’ensemble des traces
finies de norme 1 sur A, c’est-d-dire I'ensemble des formes linéaires f
sur A positives, de norme 1, telles que f (xry) = f (yx) pour tous z, y € A.

Munissant ’ensemble C de la topologie faible o(A’, A), on démontre
que C est un simplexe de Choquet. La théorie élaborée dans [14] permet
de considérer sur I'ensemble C* des points extrémaux de C, une topologie
importante dite « faciale », définie de la facon suivante :

Un ensemble X est fermé dans C¢ si, et seulement si, il existe une face
fermée de C dont I'ensemble des points extrémaux est X.

L’ensemble C¢, muni de cette topologie, est le nouveau spectre de’ A.

L’hypothése « unifére » semble génante; il n’est qu’a penser au cas
de la C*-algébre des fonctions complexes continues tendant vers zéro
a l'infini sur un espace localement compact. D’autre part, Pexistence
de traces finies non nulles est relativement exceptionnelle.

Notre Mémoire va donc essayer d’étudier dans un cadre général un
spectre associé aux traces (finies ou non) d’'une C*-algébre. Les notations
dont nous ferons usage seront autant que possible celles de [9].

Soient A une C*-algébre, K(A) I'idéal de Pedersen de A ([21], p. 133)
et T(A) I'ensemble des traces semi-continues inférieurement sur A+
a idéal de définition dense dans A. On sait qu’on peut associer biunivo-
quement a tout élément de T'(A) une forme linéaire ¢ sur K(A) positive
telle que 9 (zy) = ¢ (yx) pour tout xe K(4) et tout ye A.

Le paragraphe 1 consiste essentiellement 4 mettre en forme des
résultats connus ([5], [23]), et & définir notre nouvelle notion de spectre.
Plus précisément, aprés un bref rappel des propriétés de I'idéal de Pedersen,
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nous remarquons que T'(A) muni de la topologie faible ¢(T(4), K(4))
est un céne saillant réticulé faiblement complet. De maniére analogue
a celle de [15], on peut mettre sur I'ensemble T¢(A) des génératrices
extrémales de T'(A), une topologie faciale que nous appellerons topologie
d’Effros. L’ensemble T<(A), muni de cette topologie, sera appelé spectre
d’Effros de A. Supposons A postliminaire. On montre alors l'existence
d’une injection continue ® du spectre d’Effros de A dans A muni de la
topologie de Jacobson. L’application @ est une bijection si, et seulement si,
A est une (’-algébre liminaire. Dans ce cas, on peut identifier les
ensembles T¢(A) et A. Cependant les topologies d’Effros et de Jacobson
ne sont pas identiques en général, comme nous le verrons par la suite
(voir aussi [15], th. 2.16).

Au paragraphe 2, nous étudions deux classes particuliéres de C*-algébres
postliminaires, & savoir les C*-algébres U. C.C.R. et les C*-algébres
postliminaires & spectre séparé. La premiére notion a été introduite
par J. M. G. FELL dans un Mémoire non publié. Nous en donnons ici
une nouvelle caractérisation qui permet de répondre a une question
de J. DixMier ([7], p. 260). Nous montrons que, dans ces deux classes,
les spectres d’Effros et de Jacobson coincident. Enfin, nous démontrons
que, sur A, dans le cas liminaire, la topologie du spectre régularisé de A
est plus fine que la topologie d’Effros.

Soit I un idéal bilatére fermé de A. Le paragraphe 3 compare les spectres
d’Effros de A, A/I et I. Dans I'obligation de reformuler certains résultats
de J. Dixmikr ([7], § 6), nous en profiterons pour en donner une nouvelle
démonstration a I'aide du théoréme de décomposition de G. K. PEDERSEN.

Au paragraphe 4, nous établissons quelques résultats auxiliaires
avec deux objectifs principaux. Le premier est de déterminer un procédé
pour construire des faces fermées dans les cones convexes réticulés
faiblement complets. Le second est de ramener la convergence simple
des traces sur une sous-algébre involutive B dense dans A, a la convergence
simple sur 1'idéal de Pedersen K (A), ce que nous pourrons faire quand B+
est stable par extraction de racine carrée.

Raffinant un exemple de J. M. G. FeLL ([9], 10.10.5), nous construisons
au paragraphe 5 une infinité de C*-algébres liminaires séparables pour
lesquelles il est facile de déterminer explicitement les spectres d’Effros
et de Jacobson. En particulier, il existe une suite infinie de telles

*-algébres, qui ont méme spectre de Jacobson, et des spectres d’Effros
deux a deux distincts.

Soient G un groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe,
$(G) l'ensemble des fonctions complexes indéfiniment différentiables
a décroissance rapide sur G, et @(G) 'ensemble des éléments de S(G)
a support compact. On sait que la C*-algébre du groupe G est liminaire.
Développant une méthode de J. DIxMIER, nous établirons au paragraphe 6
I’existence d’un calcul fonctionnel 4 valeur dans $(G) pour les éléments
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de @(G). A l'aide des résultats du paragraphe 4, on peut étudier sur G
les topologies d’Effros et de Jacobson. On peut montrer qu’elles sont
identiques pour les groupes de dimension 4 (nous indiquerons le
calcul en dim 3), mais nous verrons qu’il n’en est plus ainsi pour ceux
de dimension 5.

L’auteur remercie trés vivement J. DixmIiER pour son aide et ses
encouragements constants. Il se doit aussi de mentionner I'intérét amical
de F. CoMBES qui lui a été précieux.

1. Spectre et topologie d’Effros.

1.0. Notations générales.

Soient A une C*-algébre, et A~ la partie positive de A. Nous noterons A
Iensemble des classes d’équivalence unitaire de représentations irré-
ductibles non nulles de A. L’ensemble A, muni de la topologie de
Jacobson, est appelé spectre de A (voir [9], 3.1.5). Nous noterons A
la C*-algébre déduite de A par adjonction d’une unité.

Nous appellerons idéal d’ordre de A (voir par exemple [3], 1.1), un sous-
espace vectoriel J de A tel que : (i) J*= JNnA+ est une face de A+;
(ii) le sous-espace vectoriel lin J+ de A engendré par J+ est égal a J.
Nous appellerons idéal bilatére facial de A ([3], déf. 1.4), un idéal bilatére J
de A qui est un idéal d’ordre de A.

Supposons que la C*-algébre A soit réalisée sur un espace de
Hilbert H. Pour tout élément a de A, nous noterons [a] la projection
orthogonale de H sur la fermeture de 'image de a, et rg(a) la dimension
hilbertienne de cette fermeture.

1.1. Rappels sur l'idéal de Pedersen ([21], § 1 et [22]).
1.1.1. — Soient A une C*-algébre, et K;(A) I'ensemble des éléments a
de A+ possédant la propriété suivante :

(1) Ilexiste be A+ tel que, pour tout entier n > o, on ait a'/* || a [|/». b.
On appelle idéal de Pedersen de A, I'idéal d’ordre K(A) de A engendré
par Kj(A) ([21], bas de page 133).

1.1.2. — Supposons que la C*-algeébre A soit réalisée sur un espace
de Hilbert H. Alors la condition (1) est équivalente a

1) 1l existe be A+ tel que I'on ait [a] < b.

1.1.3. — L’idéal de Pedersen K(A) de A est le plus petit idéal
bilatere facial de A dense dans A ([21], th. 1.3). Plus précisément on peut



196 F. PERDRIZET.

remarquer que, pour tout xe A+, il existe une suite (r,, z,, ..., Z,, ...)
dans K3 (A) telle que z,< x et lim, z, = x.

- 1.1.4. — Comme il est signalé dans ([22], p. 267), d’aprés 1.1.3,

on peut affirmer que K(A) est I'idéal d’ordre de A engendré par les

éléments a de A+ tels que

(1") 11 existe beKj(A) tel que, pour tout entier n > o, on ait
a'/" Z || a|".b.

1.1.5. — Soit  un élément de K(A). D’aprés ([22], prop. 4), la plus
petite sous-C*-algébre de A contenant { x|} est contenue dans K(A).
En particulier, soit x€ K(A)*, I'élément x'/* appartient & K(A)*.

1.1.6. — Soient A une C*-algébre, I un idéal bilatére fermé de A,
et 0 l'application canonique A — A/I. D’aprés 1.1.3, il est facile
de voir que I'on a K(I)cK(A)nI et, d’aprés ([22], cor. 6), on a
0(K(A)) = K[I).

1.1.7. — Soient A une C*algébre, I et J deux idéaux bilatéres
fermés de A. D’aprés ([3], prop. 2.12), on a

K(I+J) =KD +K@); E(d+ =KD+ KJ)~
1.1.8. — Soit A une C*-algeébre avec unité. On a K(4) = A.

1.2. Un exemple de détermination de 1'idéal de Pedersen.

Soit B I’algébre des matrices complexes a deux lignes et & deux colonnes
que I’on peut supposer réalisée comme algébre des endomorphismes de G?2.
Pour tout a€ (o, 1) et tout ¢e€ (o, 2m(, soit m(a, ¢) I’élément de B
défini par

m(a, 9)y, = a, m(a, @)y, =1—2a.
m(o, @), = M(a, 9)s1 = (a— a?)'2e?,

Il est immédiat que l'application (a, ¢) > m(a, ¢) est une bijection
de (o, 1) X (0, 2m( sur I'ensemble des projecteurs de B différents de o

et 1.
Pour tout entier n > o, soit B, une C*-algébre isomorphe a B. Soient D
la C*-algébre produit des B,, et A la sous-C*-algébre de D formé des

éléments x = (x(1), 2(2), ..., z(n), ...) de D tels que
lim, z(n),,» = lim,x(n),,, = lim,z(n),,, = o

et lim,z(n),,, existe dans C.
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La (C’-algébre est séparable et n’a pas d’unité. Montrons qu’un élément a
de A+ appartient & Ki(A) si, et seulement si, il existe une suite
(a1, 941)s (@25 92), ...y (@5 92)s ...) dans (o, 1) X (0, 27(, une suite
(A5 Ay ooy Mgy ...) dans R+ et un entier n,> o tels que

lim; oz =1 et a(n) = An—n,M(An—nyy Pr—n,) si n>n,.

Soit x€ K;(A). 11 existe donc be A+ tel que, pour tout entier n > o,
Pon ait [z (n)] < b(n). Sil’on avait rg(z(n)) = 2 pour n = n,, Ny, ..., Ny, ...
on aurait b(n)..> 1. En conséquence, il existe un entier n,> o tel que,
pour tout n > n,, 'on ait rg(x(n)) < 1. Soit k un entier > o.

Si rgx(n,+ k) =1, il existe (a, 9:)€ (o, 1) X (0, 2m( et heRH,
tels que

x(no + k) == )\km(ak, (Pk) et 0L 11— oL b(no + k)z,g.

Si rg x(n, + k) = o, posons

Ap==1, Cpk=)\k=0.

11 est facile de vérifier que les deux suites et I’entier n, choisis possédent
les propriétés désirées. La vérification réciproque est laissée au lecteur.
Soient z€A+ et t=| z| + 3. Pour tout entier n > o, posons
$(n) = (x(n);,»)*. Considérons une suite (O(1), 6(2), ..., 0(n), ...)
dans )o + oo (telle que ‘
; — o Y(@) 2@ ]
lim, 0 (n) = o, hm,,—e(T— =o.
Pour tout entier n > o, posons

y(n) = t.m(cos*¢(n), o), z(n) = m(cos?0(n), o)
et
a(n) =y(n) + z(n) —x(n).

Il existe, dans (—1, + 1), trois suites (k:(x), k:(2), ..., ki(n), ...),
i =1, 2, 3, et un entier n, > o, tels que, pour tout n > n,, on ait
a(n),,,=t+ 3 + 0(n)*k,(n) —z(n),,;,
a(n)s,. = 0(n)* + 14 (n)* + 0 (n)*k:(n) — x(n)s,5,
a(n)y,: = 8(n) + 6(n)*k; (n) + $(n) —z(n)s..

11 existe donc un entier n,>. n, tel que, pour tout n > n,, on ait

aud amadow,  lamiaizy/ o,

()

ce qui implique a(n),; a(n)s.> | a(n),.|* et a(n) > o.
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I1 est alors facile de construire y’ et z’e Kj(A) avec y'(n) = y(n)
et z/(n) = z(n) pour n suffisamment grand tels que £ <y 4+ z'. On a
donc K(A) = A.

1.3. Rappels sur les C’-intégrales]invariantes positives.

Soient A une C*-algébre et K(A) I'idéal de Pedersen de A. Nous
noterons T(A) I'ensemble des traces ¢ semi-continues inférieurement
sur A+ telles que M(9)*= {x€A+|¢(®x) <+ 00} soit dense dans A+,

On sait que M (¢)* est la partie positive d’un idéal bilatére facial M (9)
de A que I'on appelle idéal de définition de ¢.

D’apres ([21], p. 139), une C*-intégrale invariante positive de A est
une forme linéaire positive ¢ sur K(4) telle que

(2) V(uxu’) =d(u) pour tout xre K(A) et tout u unitaire de A.
La condition (2) est équivalente a
(2) d(xy) = Y(yr) pour tout xe K(4), tout yeA.

Soient z€ K(A)* et u un unitaire de A. Supposons que la forme
linéaire ¢ sur K(A) vérifie la condition (2). D’aprés 1.1.5,
ux(= uz'*.x'”*) et zu appartiennent & K(A). On a donc

$(uzr) = ¢ (u(u) w’) = (zu).

Comme tout élément de A est combinaison linéaire d’unitaires de A
et comme lin K (A)+= K(A),  vérifie la condition (2’). Réciproquement,
supposons que ¢ vérifie la condition (2'). Comme ux!/>€ K(A), on a

1

Y(uaw) = 4((w?) (@ ) = ¢ (e wus®) = 4 @).

Par linéarité, ¢ vérifie la condition (2).

Soient ¥ une C*-intégrale invariante positive de A, et (ux)zea une
unité approchée filtrante croissante de A formée d’éléments de K(A).
Posons, pour ae A+,

E{(a) = supa up(a% Uy a%).

D’aprés ([21], cor. 3-3), I'application a —~ E{(a) de A+ dans (o, + o0)
est un élément de T(A4), indépendant du choix de I'unité approchée,
dont la restriction a K (A)+ est égale & {. De plus, I'application a > E(a)
est une bijection de l’ensemble des C*-intégrales invariantes positives
de A sur T(A). Par la suite, nous identifierons ces deux ensembles.
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Enfin, pour tout me A, nous noterons Tr = 1la trace z— Trrn(x)
sur A+,

1.4. ProrosiTiON. — Soient A une C*-algébre, K (A) U'idéal de Pedersen
de A, et T (A) U'ensemble des C*-intégrales invariantes positives de A muni
de la topologie faible o(T(A), K(A)), Alors T(A) est un céne convexe
saillant faiblement complet réticulé pour son ordre propre. Si la C*-algébre A
est séparable, le cone T (A) est bien coiffé ([24], § 11).

L’assertion résulte de ([23], th. 3.1), ([5], lemme 3.2) et de considé-
rations triviales.

1.5. CoroLLAIRE. — Soit T(A) le céne des C*-intégrales invariantes
positives de A muni de la topologie o(T (A), K(A)). L’intersection d’une
famille quelconque de faces fermées de T'(A) et la somme d’'un nombre fini
de faces fermées de T (A) sont des faces fermées de T (A).

L’assertion relative a l'intersection est immédiate. La seconde résulte
de ([18], prop. 2.4 et cor. 3.3).

1.6. Notations et définitions.

Soit F une face fermée de T(A) pour la topologie o(T'(A), K(A)).
Nous noterons T¢(A) (resp. F¢) I'’ensemble des génératrices extrémales
de T(A) (resp. F).

Nous appellerons topologie faciale d’Effros (nous dirons souvent plus
simplement topologie d’Effros), la topologie définie sur T¢(A) de la
maniére suivante (voir 1.5).

Un sous-ensemble X de T¢(A) est fermé si, et seulement si, il existe
une face fermée de T (A) telle que F¢= X.

L’ensemble 7¢(A) muni de cette topologie sera appelé le spectre
d’Effros de A.

1.7. Exemple. — Soient Y un espace topologique localement compact,
et A la C*-algébre des fonctions continues sur Y a valeur dans G s’annulant
a linfini. Alors K(A) est I'idéal des fonctions continues & support
compact, T'(A) est I’ensemble des mesures de Radon positives sur Y
et le spectre d’Effros de A est homéomorphe a Y.

1.8. Remarque. — Un élément ¢ de T (A) appartient a4 une génératrice
extrémale de T (A) si, et seulement si, c’est un caractére de A ([9],6.7.1)
a idéal de définition dense dans A comme le montre une simple vérification.

Faisant le lien avec [15], la proposition qui suit, justifie la terminologie
de 1.6.
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1.9. ProposiTioN. — Soient A une C'-algébre avec une unité e,
et C lensemble des traces finies ¢ de A telles que ¢(e) =1. Muni de
la topologie o (C, A), C est un simplexe de Choquet. Notons C¢ I'ensemble des
points extrémaux de C et considérons sur Ce la topologie faciale de ([14], § 4).
Soit 9¢ un élément de T¢(A). Désignons par O (¢<) l'élément o de ¢° tel
que ¢(e) =1. Alors I'application © est un homéomorphisme du spectre
d’Effros de A sur C¢ muni de la topologie faciale.

D’apreés 1.1.8, on a K(A) = A. L’application O est donc bien définie,
et 'on a T(A)c A’. Montrons que @ est un homéomorphisme pour les
topologies considérées (les autres assertions de I'énoncé sont faciles
4 vérifier). Soit H I'’ensemble des fe A’ tel que f(e) =1. Il est classique

que les applications F+~FnH et G~ U A G sont des bijections réci-
2ER+

proques entre I’ensemble des faces coniques 52 { o } et non vides de T'(4)

et 'ensemble des faces non vides de C. Soient G une face de C fermée

poura(C, A) et F = U A G. Alors co(GuU{ o }) est un ensemble convexe
AER+

compact égal & I'’ensemble des f € F tels que || f|| < 1. D’apreés le théoréme

de Krein-Smiilian, F est fermée pour o(T(A), A). L’assertion demandée

en résulte facilement.

Comparons maintenant le spectre d’Effros de A et le spectre de A.
La proposition qui suit généralise ([15], th. 2.15 (a) et (D)).

1.10. ProposriTION. — Soit A une C*-algébre postliminaire.

(i) Soit ¢¢ un élément de Te(A). Il existe un élément unique m(¢°) de A
tel que la trace z = Trn(9°)(x), € A+ appartienne a ¢°. L’applwatlon
@ : 9> n(¢¢) de T¢(A) dans A est une injection.

(ii) L’application ® de (i) est une surjection de T°(A) sur A si, et seule-
ment si, A est une C*-algébre liminaire.

(iii) Enfin ® est une application continue du spectre d’Effros de A dans
le spectre de A.

(i) résulte de 1.8 et de ([9], 6.7.6).

(ii) Supposons que A soit une C*-algébre liminaire. Soit reA.
D’aprés ([9], lemme 4.4.3), I'idéal bilatére des éléments x de A tels que
7 (x) soit un opérateur de rang fini, est dense dans A. En conséquence,
la trace x> Trn(z), r€ A+, semi-continue inférieurement d’apres
([9], 6.1.4) a un idéal de définition dense dans A. D’aprés 1.8 et ([9], 6.7.6)
cette trace appartient 4 T¢(A), et donc ® est une surjection de 7°(A)

sur A. Réciproquement, supposons que @ soit une surjection de T¢(A)
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sur A. Soit me A. L’idéal de définition M(r) de la trace z > Tr = (2),
re A+, est dense dans A. Alors 7 (z) est compact pour tout ze€ M (rn),
et par suite pour tout x€ A. Ceci montre que A est liminaire.

(iii) Soit X un sous-ensemble fermé de A. Il existe un idéal bilatére
fermé J de A tel que € X si, et seulement si, 7(J) = o. D’aprés 1.1.6,
on peut considérer l'ensemble F des éléments ¢e€T(A) tels que
9 (K(J)*) = o. Alors F est une face fermée du cone T (A). Soit g€ T (A).
On a les équivalences

T(@)J) =0 &= @)K =0 < Trr(¢)KJ)")=o.
On a donc F¢= ®-1(X), d’ou (iii).

1.11. Remarque. — Dans le cas d’une C*-algébre A liminaire, nous
identifierons désormais par la bijection ® les ensembles T¢(4) et A.
Méme dans ce cas, @ n’est pas en général un homéomorphisme (voir 5.4.3).

2. Comparaison des topologies d’Effros et de Jacobson
pour certaines classes de (C*-algébres.

2.1. Notations et définitions.

Soit A une C*-algébre. Avec ([23], lemme 3.6), nous noterons J(4)
Iidéal bilatére facial de A engendré linéairement par les éléments x
de A+ tels que la fonction 7 > Tr () définie sur A soit bornée. Nous
noterons F(A) l'idéal bilatére facial des éléments x de A tels qu’il
existe re R+ avec rg(n (z)) < r pour tout =< A. Dans un Mémoire non
publié, J.M.G. FeLL a nommé C*algébre U.C.C.R (nous dirons
C*-algébre uniformément liminaire) une C*-algébre A telle que F(A) soit
dense dans A. Une telle C*-algébre est évidemment liminaire.

2.2, LEMME. — Soient A une C*™-algébre et (ma)aecn [resp. (Ax)aen]
une famille dans A (resp. )o, + oo (). Supposons que, pour tout x€ K (A)*,
Pon ait sup, a. Tr m,(x)<+ co. Alors on a supy a. rg 7. (r) <+ 00 pour
tout xe K(A).

Soit x € A+ vérifiant la condition (1") de 1.1.4. Il existe donc ye K(4)+
tel que x'/» ||z [[*/*y pour tout entier n > o. Pour tout € A, on a donc

Ta(@)r 2| ma(y),  dodt e (@)] < ma(y)

On en déduit : v
rg 7o (%) = Tr[ne(x)] £ Trm.(y)
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et
SUPy, Ay T8 Ta (T) < Supa ax Trre (y) < + oo,

D’aprés 1.1.4, on a le résultat par linéarité.

2.3. ProprosIiTION. — Soit A une C*-algébre. Les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) A est une C*-algébre uniformément liminaire.
(ii) L’idéal bilatére facial J(A) de A est dense dans A.
(iii) Pour toute mesure de Radon positive 1 sur A ([7], § 3, déf. 5), la

fonction ¢(u) : a — [ Tr n(a) dp.(rn), définie sur A+, est une trace semi-
/a2
continue inférieurement & idéal de définition dense dans A.

(i) = (iii) : Supposons A uniformément liminaire. D’aprés 1.1.3,
comme F(A) est dense dans A, il contient K(4). Soient p+ une mesure
de Radon positive sur A, et ae A+ tel qu'il existe be K(A)*+ avec, pour
tout entier n > o, a7 || a [|/»b ((1)"). Montrons que ae M(¢,) (nota-
tions de 1.3). Posons

n

Cz{ﬂeﬁlﬂﬂ(b)l]gé}—: N {TfGAA}”ﬂ'(b)[I>§—l}.

n entier >0

D’apres ([9], prop. 3.3.2 et 3.3.7), c’est un ensemble quasi compact
qui est un G; du spectre de A. Soit € A. Ona

® o=n(@ < af[r(@]<| af = ().

D’aprés (3), la fonction 7 +> Tr n(a) est bornée sur A. D’autre part,
pour m& €, (3) implique 7 (a) = o. La fonction 7 » Tr n(a) qui, d’aprés
([9], prop. 3.5.9), est semi-continue inférieurement, est donc intégrable
pour la mesure p. et ae M (¢,). L’assertion résulte alors de 1.1.4 et de
(7], §3, lemme 17).

(iii) = (ii) : Supposons que J (A) ne soit pas dense dans A. Nous allons

en déduire une contradiction avec I’hypothése (iii); ceci montrera
I'assertion. Il existe donc ye K(A)* et une suite (7, T, ..., Tpy .. .)

dans A tels que I'on ait n*< Trm,(y) pour tout entier n > o. Sur A,

+
‘1 1 . ;.
considérons la mesure p, =2[—l§ ex,+ Il est facile de vérifier que p, est
n=1

une mesure de Radon positive sur A au sens de ([7], § 3, déf. 5), et 'on a

o 0) = [ Trr(@) dis(m) =+ »-
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L’idéal bilatére facial M (¢,,) ne contient donc pas K(A). D’aprés 1.1.3,
il n’est pas dense dans A, d’ou la contradiction voulue.

(iii) = (i) résulte immédiatement du lemme 2.2,

2.4. CoroLLAIRE. — Soit A une C*-algébre uniformément liminaire.
L’application i + 9, est une bijection de I’ensemble des mesures de Radon

positives sur A, sur Uensemble des traces semi-continues inférieurement
sur A+ a idéal de définition dense dans A.

L’assertion résulte de la proposition 2.3 et de ([7], § 3, th. 2).

2.5. Remarque. — Soit A une C*-algébre liminaire non uniformément
liminaire (nous en verrons notamment des exemples au paragraphe 5).
D’aprés la proposition 2.3, il existe une mesure de Radon positive p
sur A telle que la trace 9, n’ait pas un idéal de définition dense dans A.
On répond ainsi & une question de J. DixMier ([7], p. 260, probléme).

La proposition qui suit généralise ([15], th. 2.15 (c)). Compte tenu de
la remarque 1.11, elle peut s’énoncer :

2.6. ProposiTiON. — Soit A une C’-algébre uniformément liminaire.
Alors la topologie d’Effros sur A est égale a celle de Jacobson.

Avec les notations de la proposition 1.10, rappelons que ® est une bijec-
tion continue de T¢(4) sur A. Soit XcT¢(A) un fermé du spectre
d’Effros de A. 1l existe une face F de T(A) fermée pour o(T(4), K(A))
telle que F¢e= X. Montrons que ®(X) est fermé dans A pour la topologie

de Jacobson. Soit w,€ ®(X). Il existe un ultrafiltre (m.)xes & base
dans @ (X) tel que lim, 7, = m,. Pour tout x€ K(A)+, posons

r(x) = sup rg n(x) < + oo.
ned

Considérons l’application  :

71> (Tr 7 @)eexia+ de A dans [ [0 r@ (2]l

xEK(A)+

Par Yintermédiaire de w, 'ultrafiltre associé aux sections de A définit
une application ¢ de K(A)+ dans R+ telle que

¢@+y)=9@+e@®, ¢A2)=2i¢9@), o¢(uzu)=79(@).
pour tous z, y € K(A), u unitaire de A, et AeR+.

Soit ¢ le prolongement linéaire de ¢ & K(A). C’est une C*-intégrale
invariante positive de A. Comme o(T(A), K(A)) = o(T(4), K(A)"),
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ona ¢eF. Daprés ([9], 3.5.9), on a, pour tout xe€ K(A)*,
%) Trmy(x) < lim inf, Tr 74 (2) L ¢ (2).

Comme F est une face de T'(A), (4) montre que 7, € ®(X). L’assertion
est alors immédiate.

2.7. CoroLLAIRE. — Soit G un groupe de Lie réel connexe semi-simple
linéaire. Identifions G et C*(G)". Alors la topologie d’Effros sur G est égale
a celle de Jacobson.

L’assertion résulte de ([16], lemme 3.4) et de la proposition 2.6.

Le lemme suivant est une adaptation de ([9], 4.2.5). Pour étre complet
nous en donnerons la démonstration.

2.8. LEMME. — Soient A une C*-algébre liminaire 7, ©s, ..., T, des
éléments de A deux a deux distincts, et a,, a,, ..., a, des opérateurs de rang
finidans H; , H., ..., H; . Il existe xe€ K(A), tel que

T, (T) = ay, T (Z) = @, cees T, (Z) = a.

Supposons n = 1. Il est facile de voir que K(£C(Hz,)) est ’ensemble
des opérateurs de rang fini sur H;. D’aprés 1.1.6, il existe x€ K(A)
tels que 7 (x) = a,. On a donc 'assertion pour n =1.

Supposons-la établie pour n —1, et montrons-la pour n. Il existe y,
ze K(A) tels que

n@)=a =, ..., Ta@)=01 TG =d

Soit Ix= kerm;, pour 1<k < n. D’aprés ([9], 4.1.10), on a I,pI;
pour 1 Zk<n—r1;donc,d’aprés([9],2.11.4), I,pI=IL,nL.n...Nn 1.
Comme d’aprés ([9], 4.1.11), I, est un idéal bilatére fermé maximal
de A,ona I,+ I=A. Comme y—zeK(A), d’aprés 1.1.7, il existe
y' € K(I) et 2’ e K(I,) tels que y — z = z'— y’. Posons

z=y+y=z+2e€K().
On a

Ty (x) = ay, 7zlz(x) = @y, cees Tp—1 (x) = An—1, Tfn(z) = dp,
ce qui démontre 1’assertion.

2.9. LEMME. — Soient A une C*-algébre, R U'ensemble des représen-
tations de A, A un ensemble filtrant, (n.).e A une famille dans R, et m, un
élément de R. Supposons que, pour tout x € A, on ait lim, || 7o () || = || 7o () |-
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(i) Soient a un élément hermitien de A, et ¢ un nombre réel > o. Notons S
le spectre de m,(a). Alors il existe a,€ A tel que, pour tout « > «,, le spectre
de m,(a) soit conienue dans un e-voisinage de { o }U S.

(ii) Supposons m, irréductible. Soient x,, x.€ A tels que m,(x,), ™ (xs)
soient deux projecteurs non nuls de méme rang fini, et tels que, pour
tout a€ A, (X)), Ta(x:) soient des projecteurs. Alors il existe aye A tel
que, pour toul o> o), s (x,) el T, (x;) aient méme rang.

(i) Pour la démonstration, voir ([19], lemme 3.3).

(ii) Répétons la démonstration de ([6], :lemme 18). Comme 7,(A)
contient un opérateur compact non nul, d’aprés ([9], 4.3.7), il contient
tous les opérateurs compacts. Il existe donc yem,(4), avec

Fy=m(x), Yy = m(Ts).

11 suffit d’appliquer ensuite mot 4 mot le raisonnement de ([17], lemme 3.2).

2.10. LEMME. — Soient A une C*-algébre liminaire, A un ensemble
filtrant, (7.)xe A une famille dans A, m,, m, deuzx éléments de A distincts,
et py, p: des projecteurs de rang fini dans Hr, H:. Supposons que pour
tout x€A, on ait lim,|| 7a(x) || = || 7o (x) [|. Alors il existe xe K(A)*+
et ay€ A tels que :

(i) 7o (@) = po T1(2) = P

(ii) Pour tout a > oy, 4(x) est un projecteur de rang fini.

Le raisonnement qui suit est trés connu ([6], lemme 17). D’aprés
le lemme 2.8, il existe ze K(A) tel que m,(2) = p, et =, (2) = p..
Remplacant z par z'z, on peut supposer z > o. D’aprés le lemme 2.9 (i),
il existe a,€ A tel que, pour tout « > a,, le spectre de 7, (2) soit contenue
dans )—1/4, 1/4( V) 3[4, 5/4(. Soit ¢ une fonction continue > o de
variable réelle égale a o sur )—i1/4, 1/4(, et & 1 sur )3/4, 5/4(. D’aprés
1.1.5, z = 9(2)€ K(A). On vérifie facilement que x et «, vérifient (i)

et (ii).

2.11. ProrosiTIiON. — Soient A une C*-algébre liminaire, A un ensemble
filtrant, (no)zc A une famille dans /f, el m, un élément de A. Supposons
que, pour tout x€ A, on ait lim, || 7. (x) || = || 7o (x) ||. Il existe alors une
famille (a.)aea dans {1, 1/2, 1/3, ..., 1/n, ... | telle que, pour tout
ze K(A), on ait limye a. Tr ny(z) = Tr 7, ().

Cette démonstration est inspirée de ([6], prop. 6).
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Soit e un projecteur de dimension 1 dans H.. D’aprés le lemme 2. 10,
il existe ye K(A)* et a,€A tels que : m,(y) = e; pour tout a>. «,
7« (y) est un projecteur de rang fini £ o.

Considérons la famille (a,)zca, définie par

I
Ay =1 our « a Ay = ——— our a > a,.
% P =3 a, o rgfra(y) P = %

Montrons que, pour tout z€ K(A)*, on a
®) lim supy ax rg 7o (T) < + oo,

Considérons ’ensemble M des xe€ K(A)* qui satisfont a (5); c’est une
face invariante de A+ ([3], déf. 1.1). Le sous-espace vectoriel lin M de A
est donc un idéal bilatére facial de A. Soit I son adhérence dans A.
Soient me€ A avec w3 £m, et p, ¢ des projecteurs de dimension 1
sur H;, Hy. D’aprés le lemme 2.10, il existe te K(A)* et a,€A tels
que : w,({) =p, n(f) =q, et 7w (f) est un projecteur de rang fini
pour tout o > o, D’aprés le lemme 2.9 (ii), il existe a,> a4, «, tel que,
pour tout a€ A avec a > a,, on ait rg 7. (f) = rg 7. (y). On a donc tel
et 7(f) # o. Comme I est I'intersection des idéaux primitifs le contenant,
onaA=1I

Soient x€ K(A)*+ et ¢ > o. D’aprés (5), il existe a;€ A et aeR tels
que

(6) SUPax.«, Ga T Ta (%) < @.

D’aprés les lemmes 2.10 et 2.9 (ii), il existe x,, x., ..., x- dans K(A4)",

Ay Ass ...y A.€RH, et a, €A, tels que, siz’ =Z)\ixi, on ait :
i=1
(i) Pouri =1, 2, ..., r, les my(z;) sont des projecteurs de dimension 1
deux a deux orthogonaux, et 'on a m,(x —z') = o.

@ii) Pour i =1, 2, ..., r et a> o, m.(x;) est un projecteur tel que
A, T8 Ta (X)) =1.

On a donc, pour tout « > a,,
()] a, Tr o (2') =2 hi@a T8 o (X2) =Z ki = Tr 7, (x).
i=1 i=1
Par hypothése, il existe a; € A avec a; > a;, «; tel que, pour tout « > «;,

I male—2') | Zela+ D).
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Compte tenu de (6), on a alors, pour tout « > «s,

| @ Trma (1) — ax Tr 7o (2') |

=|a.Trr.(z—2') | L a, || Tal@x—2') || <rg T (T) +ng m(m,)) e,

i=1
Compte tenu de (7), on a, pour tout a > o,
| o Tr o () — Tr 7y (x) | L&
On a donc l'assertion.

Le lemme facile et bien connu qui suit, aide & manipuler les topologies
faciales.

2.12. LemME. — Soient E un espace vectoriel topologique, C un ensemble
convere fermé de E, et (Cx)acA une famille d’éléments de C indexée par
lensemble filtrant A. Supposons que lim,c.= c. Notons F la plus petite
face fermée de C contenant c. Soient d un élément de F, et G une face fermée
de C ne contenant pas d. Il existe alors a,€ A tel que, pour tout o> o,
¢, nappartient pas a G.

Dans le cas contraire, on a ce G, d’'ou Fc G et de G; la contradiction
donne le lemme.

2.13. Rappel. — Soit A une C*-algébre. Considérons sur A la topologie
la moins fine rendant, pour tout x€A, les applications 7 > || 7(x) ||
continues. Dans [17], cette topologie est appelée par J. M. G. FELL la
topologie du spectre régularisé de A. Rappelons qu’elle est séparée, moins
fine que la topologie de Jacobson et qu’elle se déduit de celle-ci par un
procédé purement topologique ([17], 2.2).

2.14. ProposITION. — Soit A une C*-algébre liminaire. Sur A la topo-
logie d’Effros est moins fine que la fopologie du spectre régularisé de A.

Soient (To)zea une famille dans A indexée par I'ensemble filtrant A,
et m, un élément de A. Supposons que lim,7,= 7, pour la topologie
du spectre régularisé. On a donc

limg|| 7 () || = || mo(x) || pour tout xeA.

D’aprés la proposition 2.11, il existe une famille (a.)x A dans )o, + oo(
telle que

lim,, ax Trr.(x) = Trm,(x) pour tout xe K(A).

Soit U un voisinage ouvert de m, dans A pour la topologie d Eifros.
Il existe une face G fermée de T(A) pour o(T(A4), K(A)) telle
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que G:=A —U. Appliquant le lemme 2.12, avec C = T'(A), ¢ =d = Trn,
et ¢ca= a,Tr m,, il existe «, tel que, pour tout o> «,, a,Tr 7, ¢ G,
d’olt € U et I'assertion.

2.15. CoroLLAIRE. — Soit A une C*-algébre postliminaire a spectre
séparé (d’apres [9], 4.7.15, elle est liminaire). Alors la topologie d’Effros
sur A est égale a celle de Jacobson.

L’assertion résulte facilement des propositions 1.10 et 2.14 avec
91, 3.3.9).

3. Topologie d’Effros et idéaux.

Dans l'obligation de reformuler certains résultats de J. DixMIER, nous
en profiterons pour en donner une nouvelle démonstration.

3.1. LeMME. — Soient A une C*-algébre, et ¢ une C*-intégrale invariante
positive de A. Alors, pour tout xe K(A), U'application y ¢(xy) de A
dans G est une forme linéaire continue.

Comme K(A)=1inK(A)*, il suffit de montrer l’assertion pour
xze K(A)+. Soit ye A+. D’aprés (2') de 1.3, on a ¢(zy) = ¢ (y'2xy'?*) > o.
La forme linéaire y > ¢ (zy), étant positive, est continue; d’oti I’assertion.

La proposition qui suit est une autre forme de ([7], prop. 5).

3.2. ProposiTioN. — Soient A une C’-algébre, T(A) le céne des
C*-intégrales invariantes positives de A, et I un idéal bilatére fermé de A.

(i) Soit 9T (A). Il existe un élément, et un seul, R;o de T(A) tel
que (R;9) (x) = sup (i) pour tout xe K(A)+.

oZLigx, i€l

(ii) L’application ¢ + R;¢ dans T(A) est un projecteur {tel que
o <Z R,9 < ¢ pour tout 9 T(A).

(i) Pour tout xe€ K(A)*, posons (R;9)(x) = sup Icp(i). On a

oLizx, i€

® o Z(Ry9) (v) < ¢ ().

Montrons que I'application z+>(R,¢)(x) de K(A)* dans R+ est
additive. Il suffit évidemment de montrer qu’elle est sous-additive.
Soient x,, x,€ K(A)+ et ¢ > o. Il existe i I tel que

0 L1 LT+ X, (RICP)(xi‘l'xz)—EéCP(l).

D’apres le théoréme de décomposition de [22], il existe y, et y,€ A
tels que

(9 i=yyi+ Y45 oZLYIhLT,  oZLY LI
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Comme I est un idéal bilatére fermé de A, d’aprés ([3], th. 2.7),
ona yiy:, y:y.€1. D’aprés 1.3, on a

(10) (@D =219 + 2 @:53)
=9iy) + 9@:4) < (Ri9) (@) + (Ri9) ().
Comme ¢ est quelconque, on a l'assertion en comparant (g) et (10).
Comme lin K (A)+= K(A), il existe donc un prolongement linéaire de

cette application a4 K(A), noté encore R;¢. Montrons qu’il vérifie la
condition (2) de 1.3. Pour tout y€ K(A)*, nous poserons

J@)={ielloZLiZy}
Soient u un unitaire de 4 et z€ K(A)*+. On a

(Ryg) (uzu) = sup ()= sup o¢(u'iu)

ieJ(uxur) ieJ(uxu*

- 186%1:7;) ¢(j) = (R:9) ().

L’assertion est alors immédiate.

(ii) Soient je K(A)*nl. On a (R,9) (j) = ¢(j). Soit maintenant
ze K(A)*. On a alors

Ri(Ri9) (@) = sup (R19) (j) = sup ¢(j) = (R9) (2).

Compte tenu de (8), I'assertion est immédiate.

3.3. Nolations. — Soient A une C’-algébre, I un idéal bilatére fermé
de A, R; le projecteur de T(A) donné par la proposition 3.2. Nous
noterons T(A),; (resp. T(A)") I'ensemble des 9T (A) tels que R;9 = o
(resp. R;9= ¢). De plus, T¢(A), (resp. T¢(A)") désignera I'ensemble des
génératrices extrémales du céne T'(4), (resp. T (4)).

3.4. CoroLLAIRE. — Soient A une C’-algébre, I un idéal bilatére fermé
de A, el (U.)xe . une unité approchée filtrante de I. Pour tout ¢ € T'(A),
el tout x€ K(A), on a lim, ¢ (xus) = (R,9) (2).

Soient ¢eT(A) et zeK(A)r. On a oZzx"u,x'*~x avec
x'2u,x'2 € I pour tout « € A. Donc d’aprés (2') de 1.3, on a
(11) 0 Z9(X' P Ua') = ¢ (xta) Z(R;9) (2)-

D’autre part, soit meR tel que m << (R;9)(x). 1l existe je I, tel que
o0Lj =z, m< ¢(j). Comme lim,j”*u, = j'/?, d’aprés le lemme 3.1,
il existe a,€ \ tel que

m << (P(j1/‘l,jl/‘.’ua) = (P(jua) pour « é .

BULL. 80C. MATH. — T. 99, FASO. 3. 14
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On a donc

(12) m < o(uy? jul’?) <L o (ui*rul’?) = ¢(zua).

Compte tenu de (11), on a lim. ¢(ri) =(R;9) () et, par linéarité,
Passertion.

3.5. CoroLLAIRE. — Soient A une C*-algébre, I un idéal bilatére fermé
de A, et T(A) le cone des C*-algébres invariantes positives de A muni de
la topologie o (T (A), K(A)). Reprenons les notations qui précédent.

(i) T(A); est lensemble des o€ T (A) fels que ¢(K(A)nI) = o. Cest
donc un sous-ensemble fermé de T (A).
(i) T(A), et T(A)" sont deux faces directes supplémentaires de T (A)
({4}, déf. 1.18).
(iii) T¢(A4); [resp. T¢(A)'] est un sous-ensemble fermé (resp. ouverf)
de T¢(A).

(i) Soit veT(A). Daprés 1.1.5, on a ¢(K(A)nI)=o si, et
seulement si, 9(K(A)*nI) = o. La proposition 3.2 (i) donne alors le
résultat.

(ii) L’assertion résulte immédiatement de 3.2 (ii) et de ([4], déf. 1.18).

(iii) est une conséquence de (i) et (ii).

La partie (i) de la proposition qui suit prolonge ([7], prop. 3).

3.6. ProrosrTioN. — Soient A une C*-algébre, I un idéal bilatére fermé
de A, et 9 Uapplication canonique A — A/I.

(i) Pour tout 9 € T(A), il existe un élément, et un seul, 0,(9) de T(A/I)
tel que 0,(¢) (8(x)) = o(z) pour tout xe K(A). L’application ¢ > 0,(3)
est une bijection de T (A), sur T(A[I). Elle définit de fagon naturelle une
bijection ©F de T¢(A); sur T¢(A[I) qui est un homéomorphisme.

(i) Pour tout ¢ € T(A)’, nous noterons 0’(y) I’élément de T (I) restriction
de ¢ a K(I). L'application ¢ + ©'(9) est une injection de T (A)" dans T (I).
Elle définit de fagon naturelle une application continue 0%7 de T¢(A)’
dans T¢(I). Supposons A liminaire. Alors %7 est une bijection de T¢(A)’
sur Te(l).

(i) Soit 9eT(A). Le corollaire 3.5 et 1.1.6 montrent I'existence
et l'unicité de 0,(¢). On vérifie aisément que ©; est une bijection. Remar-
quant que O, est un homéomorphisme de T,(A) sur T(A/I) pour les
topologies o(T(A), K(A)) et o(T(A/I), K(A/l)), la fin de I'assertion
découle de vérifications faciles.



TOPOLOGIE ET TRACES SUR LES C*-ALGEBRES. 211

(ii) D’apres 1.1.6, on a K(I)c K(A). Soient ¢,, 9, € T'(A) et we T (I).
Supposons o0 < w < 0(g,). Pour tout xe K(A)+, posons

(13) Rw(x) = sup o (i),

o<izx,i€K ()

D’aprés 3.2 (i), on a oL Rw(x) <L 9,(x) <+ 0. Comme dans la
démonstration de 3.2 (i), il existe ¢eT(A) tel que ¢(z)=Rw(x)
pour tout re K(A)*. On a

O'[Y)=w, oZY=q.

En particulier si w = 0/(9,), comme ¢ et ¢, sont semi-continues infé-
rieurement sur K(A)+*, on a ¢ | K(A)*nI =¢,| K(A)*n1I d’aprés 1.1.3,
d’olt ¢ =9, (3.2 (i)). Il est alors immédiat que T’application 0/ est une
injection de T (A)! dans T (I) qui transforme une génératrice extrémale
de T'(A)! en une génératrice extrémale de T'(I). Elle définit une appli-
cation 0%! de T¢(A)! dans Te¢(I). Montrons que ©%! est continue.
Soit X un fermé de T¢(I). Il existe une face F de T'(I) fermée pour
a(T (1), K(I)) telle que Fe= X. Soit M I’ensemble des ¢e T (A) tels
que ¢ | K(I)e F. Comme K(I)c K(A), M est une face fermée de T'(A)
pour o(T(A), K(A)). Soient ¢¢ un élément de T¢(A), et ¢ un élément
non nul de ¢¢. On a les équivalences

reMnTe(AY < ¢|K(J)eF—{o}] <= 0>/(}9)eX.
On a donc I'assertion.

Supposons A liminaire. Soit ¢¢ e T¢(I). D’aprés la proposition 1.10 (i),
il existe m(¢9%)e I tel que ¢ =Trr(¢?)ege. Daprés ([9], 2.11.2), il
existe Te€A tel que %|I=n(¢°). Comme A est liminaire, ¢ = Tr#
appartient 4 T(A). Ona | K(I) = 9.

Comme ¢ appartient a une génératrice extrémale de T (4), on en déduit,
d’aprés 3.5 (ii), que € T (A). L’application 0=/ est donc une bijection
de T¢(A) sur Te¢(l).

3.7. Remarque. — Au paragraphe 5, nous montrerons que, pour
une C*-algébre liminaire, @/ n’est pas en général un homéomorphisme.

3.8. CoroLLAIRE. — Soient A une C*-algébre liminaire, et I un idéal
bilatére fermé de A. Supposons que, sur A, la topologie d’Effros soit égale
a celle de Jacobson. Alors il en est de méme sur I et (A/I)".
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4. Quelques résultats auxiliaires.

4.1. LEmME. — Soient E un espace localement convexe séparé, C un
sous-ensemble convexe complet de E, et Y un sous-ensemble compact de C.
Alors Uenveloppe convexe fermée €o(Y) de Y est compacte. Si, de plus,
o n’appartient pas & €6(Y), le plus petit cone convexe fermé de sommet o

contenant Y est égal a U Aco(Y).

LER+

Pour une démonstration, voir ([1], chap. 2, §4 cor. de la prop. 3,
et § 7 prop. 6).

4.2, ProrosiTioN. — Soient E un espace faible séparé ([1], chap. 2,
§7, p. 91), et C un coéne convexe saillant complet dans E de sommet O et
réticulé pour son ordre propre. On considére une face fermée F du céne C,
et une suite (¢, ¢y ... Cu ...) de points non nuls de C portés par des
généralrices extrémales de C, telles que lim,c,= c, existe, soit non nul et
appartienne a F. Alors le plus pelit sous-céne convexe fermé G de C qui
contient F et c,, ¢, ..., Cyry ... est une face de C. Les génératrices extrémales
de G sont celles de la face F et celles du cone C contenant ¢, Cs, ..., Cpy ...

Soient E’ le dual topologique de E, et Y ={c,c,cC ... 1
L’ensemble Y est compact. Soit ¢ E’ tel que ¢(c,) > 1. Il existe alors
un entier n tel que, pour tout n> n,, on ait ¢(c,) > 1/2. Posons alors

Y, =70/ o, Crps Cug15 Crgt2s «+ ) et Y.=cole, € vy €yl

L’ensemble convexe Y, est compact. D’aprés le lemme 4.1, Y, l'est
aussi, et on a ¢(Y,) < (1/2, + oo (. D’autre part,onato(Y) =co(Y,u Y,).
Comme le cone C est saillant, on en déduit que O&co(Y). Soit G, le
plus petit cone convexe fermé contenant Y. D’apres ([24], prop. 1.2) et
le lemme 4.1, pour tout xe€ G,, il existe une suite (A, 2, ..., 2y, ...)
de nombres réels > o tels que

-+ 00 —+ oo
(14) x =Z MC,  avec 2 An <+ 0.
n=0 n=o0

Soit G = G, + F. D’aprés ([1], chap. 2, § 6 cor. 2), G est un sous-cone
convexe fermé de C. Montrons que c’est une face de C. Soient donc z€ G,
yeC tels que o <y = x. D’aprés (14), on a

-+ o —+

T _—_Z}nc,,—l— f, avec A,> o, Zln< -+o00 et feF.

n=1 n=1
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+ o
Pour n=o,1,2, ..., posons z,= 2 Arci. D’aprés l'axiome de
k=n+1
décomposition de Riesz, il existe y,€C et f,€F tels que y=y,+ fo,
0=Yo=<2z. Nous allons construire, par récurrence, deux suites
otey .. s o) et (U, Uy, ...y Uy, ...) d’éléments de C telles que,
pour tout entier n,

® 0 Lt Z hnCrs

(ii) 0 £ Up 2,3

(iif) Yo =21k + u,.
k=1

Supposons la construction faite jusqu’au rang n. On a
Zn= A 1Crpr + Znre

D’aprés (ii) et 'axiome de décomposition de Riesz, il existe u,.,, et {,,, € C
tels que

0 L bnp1 £ At Crprs 0 L Upy << Zntns Up = Upyy + Erre

Ce qui montre que (i), (ii) et (iii) sont vérifiées pour n 4 1. Comme
on a lim,z,=o, d’aprés (ii) et ([1], chap. 2, § 6, n° 8 lemme 1), on a
lim,u, = o. Compte tenu de (iii), on en déduit que y, € G,. Donc

y=yo+fo€G1+F=G.

L’assertion est alors immédiate.

4.3. LEMME. — Soient A une C*-algébre, D une sous-algébre involutive
de A dense dans A, et ¢, ¢, deux lraces semi-conlinues inférieurement
sur A+ q idéaux de définition M (¢,) et M(9.) denses dans A. On suppose
que Dc M(9)nM(9,) et que, pour tout x€ D, on a ¢,(xr) = ¢.(x). Alors
les traces o, et @, sont égales.

Soient s;, s, les bitraces maximales associées a ¢,, ¢, ([9], 6.4).
On a 9, >D, 9, 5D et s,|DXD =s,|DxD. Donc s,=s, d’aprés
([9], 6.5.3), d’olt 9, = 9, ([9], 6.4.5).

4.4, LEMME. — Soient A une C*-algébre, U I'ensemble des unitaires

de A, M un idéal bilatére facial de A, et ¢ une forme linéaire positive sur M
telle que sup | 9 (uzu’)| <+ o pour tout xe M.
uelU
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(i) Supposons qu’il existe ae M+ fel que ¢(a®) £ o. Alors il existe une
forme linéaire positive f sur A telle que f(a)2o et f(x)<¢(x) pour
tout xe M.

(ii) Supposons qu’il existe un sous-ensemble E de M+ stable par extraction
de racine carrée, tel que l'idéal d’ordre de A engendré par E soit M. Alors ¢ est
semi-continue inférieurement sur M+,

Le lemme résulte d’une lecture attentive de la démonstration de
([21], th. 3.1).

4.5. ProrosiTION. — Soient A une C*-algébre, C un sous-ensemble
de A+ stable par extraction de racine carrée, D la sous-algébre involutive
de A engendrée par C, A un ensemble filtrant, et (9+)« e A une famille d’éléments

de T(A). Supposons D dense dans A, et DcC n M (¢s); supposons
ae

que lim, . (x) = l(x) existe el soit fini pour tout xeD. Alors il existe

une yeT(A), et une seule, telle que DcM(}) et ¢(x) =1(x) pour

tout xe D. De plus, on a lim, ¢, (x) = ¢ (x) pour tout xe K (A).

Soient E l'ensemble des éléments de A de la forme uzxu* avec zeC
et u unitaire de A. Il est stable par extraction de racine carrée. Soit M-+

Iensemble des xe A+ tels qu’il existe une suite finie (e;, e, ..., €,)

dans E avec
n

(15) Oéxézei.

=1

D’aprés ([3], cor. 1.5), M =1lin M+ est un idéal bilatére facial de A.
Comme Dc M, M est dense dans A ; d’aprés 1.1.3, il contient donc K (4).
D’apres (15) et 'hypothese, on a

Mcme(cpq) et limsupy | 9a(x) | <+ 00 pour tout zeM.
aeA

Soit U un ultrafiltre sur A plus fin que le filtre & des sections de A. Pour
tout ze M, posons I, (z) = lim,, 9. (z). 11 est clair que x> [, (x) est une
forme linéaire positive sur M telle que I, (uzu*) = I, (x) pour tout ze M,
u unitaire de A et I, () = l(x) pour tout xeD. D’aprés le lemme 4.4,
l,, est semi-continue inférieurement sur M+. Soit ¢ la C*-intégrale inva-
riante positive de A obtenue par restriction de I, & K(A). Nous noterons
aussi ¢ la trace semi-continue sur A+ & idéal de définition M ({) dense
dans A qui lui est associée. Soit xe M+, D’aprés 1.1.3, il existe
(T, X2s ... Tny ...) dans K(A)* telle que z,<z et lim,z,=2z. On a
donc
4 (@) = lim, § (2n) = limy Ly, () = Ly, (2).
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Comme DcMcM(y), lassertion d’existence est alors immédiate.
D’apres le lemme 4.3, ¢ est unique. Pour tout ultrafiltre ¥, plus fin que 7,
on a donc

$@) =Lly(@) =limg, 92(x), ou zeK(A),
d’oi1 la derniére assertion du lemme.

4.6. Remarque. — Dans la proposition 4.5, le fait que la sous-algébre
involutive D de A contienne une partie C de A stable par extraction de
racine carré, suffisamment grosse, est essentiel comme le montre I’exemple
suivant adapté de ([2], exemple 1.13). Soient A la C*-algébre des suites
de nombres complexes tendant vers zéro a I'infini, et D la sous-algébre
involutive de A des éléments (s,) de A tels que lim;ks; existe et soit fini.
Pour tout entier k, posons 9x((s»)) = ksi. Alors il n’existe aucune trace ¢
semi-continue inférieurement sur A+ 3 idéal de définition dense dans A
telle qu’on ait ¢ (x) = lim; ¢z () pour tout e D+.

4.7. LEmME. — Soient A une C*-algébre liminaire, I un idéal bilatére
fermé de A tel que A|I soit commutative, et 6 application A — A[I. Soit B
une sous-algebre involutive de A telle que lin B+ soit dense dans A et telle

que 7 (x) soit un opérateur a trace pour fout 7 € A ef tout x e B. Soient A un
ensemble filtrant, et (%z)xen une famille d’éléments de I ne possédant de
valeur d’adhérence dans I pour la topologie de Jacobson. Considérons un
élément m, de A— 1T et une famille (ay)zen d’éléments de (o, + oo ( fels
que :

(i) limga, Trm, () existe et est fini pour tout € B.

(ii) Pour tout voisinage V de m, relatif a la topologie de Jacobson,
il existe yeB+ tel que 0(y) ait son support dans Vn(A — f) et
limg aq Trme (y?) # o.

Alors m, est une valeur limite de (w.)oeA pour la topologie d’Effros.

Pour la démonstration, on peut supposer que le filtre des sections
de A est un ultrafiltre. Soit M+ l’ensemble des xeA+ tel que

lim sup« | @y Trma(x) | <+ oo. Alors M =1lin M+ est un idéal bilatére
facial de A dense dans A. D’aprés le lemme 2.2, on a

lim supy | @4 1870 (%) | <+ 00 pour tout ze K(A).

Pour tout ze€ M, posons [(z) = limya, Trra(x). 11 est clair que x> I(x)
est une forme linéaire positive sur M telle que l(uzu*)=1I(z) pour

tout ze M et tout unitaire u de A.
D’autre part, on a pour, tout ze K(A) et a €A,

ay Tr o (T) £ 0 18 7o () [| 7o (Z) |
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On en déduit d’aprés ([16], lemme 2.3) que () =o pour tout
rze K(A)nl. Soit ¢ la restriction de ! & K(A). D’aprés la proposi-
tion 3.6 (i) et le corollaire 3.5 (i), il existe une mesure de Radon
positive p sur A — f telle que o 6 = . Soit F la plus petite face fermée
de T(A) contenant ¢. Le support S(x)cA—1I de la mesure p. est
égal & F¢. Comme d’apres le lemme 2.12, tout point de S() est un point
limite de (m.)xea pour la topologie d’Effros, on peut supposer que
m,& S(). Soit V un voisinage de m, dans A — S(x) pour la topologie
de Jacobson tel que V(A —1) soit relativement compact. D’aprés (ii)

et le lemme 4.4 (i), il existe y € B+ et une forme linéaire positive f sur A
tels que :

(16) f@ #o, f(x) <LIl(x) pour tout xre M+,

et 0(y) a son support dans Vn (A —1).

D’aprés ce qui précede, on a f(I) =o et o 0(y) = o. D’aprés 1.1.6,
il existe ze K(A)+ tel que 0(z) = 6(y). On a donc y—=zel et $(2) = o.
On en déduit, grace a (16),

oZf@) =f@)<=Y@) =o.

Cette contradiction donne le lemme.

5. Exemples.

5.1. Constructions des C'-algébres D (%).

Nous appellerons subdivision d’ordre m de (o, 1), une suite de m 4 1
nombres réels (Sp, Si, ..., Sm) tels que s;=o0, Sp=1 et s;<Si
pour k=o, 1, ..., m—1. Nous noterons d(I) la borne supérieure des
nombres Si. —sgpour k=o0, 1, ..., m—I.

Nous dirons qu’une subdivision I = (s, 81, .. ., Sx) est plus fine qu'une
subdivision J=(,t, ..., &) si lon a {s, ...,8}>{k, ..., 1
Nous appellerons tamis de (o, 1) une suite (I, I,, ..., I, ...) de
subdivisions de (o, 1) de finesse croissante telle que lim,d(I,) = o.
Soient 1 la mesure de Lebesgue de (o, 1), et H = L§((o, 1)) I'espace
hilbertien des fonctions complexes de carré intégrable pour p. Nous
noterons A(c0) la sous-C*-algébre commutative de 2(H) formée des
opérateurs de multiplication par les fonctions complexes continues
sur (o, 1).

Pour toute subdivision I = (s, S;5 ..., Sn)de (o, 1} etj=o0,1,...,m—1,
nous noterons p(l, s;) le projecteur fi> g, f de £ (H), et B(I)
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la C-algébre commutative engendrée, dans £(H), par p(l,s,),
p,s), ..., p, Sm—1).

5.1.1. — Soit I = (8, $1, ..., Sm) une subdivision d’ordre m de (o, 1).
Nous allons construire une sous-C*-algébre A (I) de £(H), contenant B(I)
et isomorphe & la C*-algébre des matrices complexes de type (m, m).
Soient k, le{o, 1, ...,m—1}, et feH. Posons d;= S, 1— ;.

Définissons alors I’élément Qy,,(f) de H par

Qk,l(f)(r)=0 Si I'E[O, I]—(Sl, Si+1 (s

Qi (f) (r) = %f(sk-f-ll%) sl re (s, Sm ( et u=r—s,.

On vérifie facilement que f+ Qi :(f) est un opérateur partiellement
isométrique de H. Plus précisément, on a, pour i, j, k,,e{o, 1, ..., m—1},

Q,j Qti=0,0k;, Qij=Q6  Qii=ps)).

Les combinaisons linéaires des Q , forment une sous-C*-algébre A (I)
de £(H) qui convient.

5.1.2. — Soit 3= (I, I, ..., I, ...) un tamis de (o, 1). Pour tout
entier k> o, notons A(k) la C*-algébre A(l;) construite en 5.1.1.
Soit T={1,2,...,k ...,00} le compactifié d’Alexandroff de N.
Considérons I’ensemble © des applications x normiquement continues

de T dans U A() telles que z()eA(f) pour tout teT. Alors
te’rT

(A(®ier ®) est un champ continu de C*-algebres ([9], déf. 10.3.1).
En effet, comme lim, d(I,) = o, pour tout ye A (c0), il existe une suite
(), z(2), ..., x(k), ...) dans £(H) avec z(k)eB(;)cA(k) et
lim; (k) = y. 1l est ensuite facile de vérifier ([9], 10.1.2 et 10.3). Nous
noterons D(%) la C*-algébre définie par (A(f), ©) ([9], 10.4.1). Elle est
séparable d’aprés ([9], 10.4.7), et posséde une unité e.

5.2. Spectre et propriétés de D(%).

Soit & = (I, I, ..., It, ...) un tamis de (o, 1), et D(%) la C*-algébre
construite en 5.1. D’aprés ([9], 10.4.3), D(%) est réunion de deux
ensembles disjoints X et Y.

(i) X est Yensemble des représentations p:(keN) définies par
or(x) = mr(x(k)) o zeD(B) (m: est la représentation irréductible
unique de la C*-algébre A (k)).

(ii) Y est l'ensemble des représentations o,.(r€(o, 1)) définies par
o,(x) = z(c0) (r) ol xe D(%).
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Par la suite, nous identifierons X (resp. Y) a N (resp. (o, 1)), et
munirons (o, 1) de sa topologie usuelle.

Déterminons la topologie de Jacobson de D(%). Nous allons montrer

que les ensembles fermés dans D(®), pour cette topologie, sont les
ensembles G,UH, avec G,cN et H;c (o, 1) tels que :

(a) H, est un ensemble fermé dans (o, 1).

(b) Si G, est un ensemble infini, on a H, = (o, 1).

Soit W= GUH, avec GCN et Hc (o, 1), un sous-ensemble de ﬁ(%).
Pour tout teT, soit E(f)c A(f) I'intersection des noyaux des représen-

tations = de A(f) telles que la représentation irréductible x> w(x(t))
de D(®) appartienne & W. On a :
(i) Pour tout entier k> o, E(k) = o (resp. A(k)) si ke G (resp. & G).
(ii) E(co0) est I'ensemble I des fonctions de A(c0) qui s’annulent sur
'adhérence H de H dans (o, 1).

Soient J l’ensemble des xe€D(%) tels que z(f) € E(f), pour tout teT,
et ¢ un élément de T. Nous noterons J(#') I'image de J par I'appli-
cation x > x(t') de D(¥) dans A (#'). On a:

(i) Pour tout entier k> o, J(k) = o (resp. A (k)) si ke G (resp. & G).

(ii) J(co) est égal & I (resp. {o}) si 'ensemble G est fini (resp. infini).

Soit 7 une représentation irréductible de A (t'). D’apreés ([17], th. 1.2),
la représentation x> w(z(#')) de D(%) appartient a 'adhérence W de W
si, et seulement si, ker 7 > J(t'). D’aprés ce qui précéde, il est alors facile

de voir que W est égal & GUH ou Gu (o, 1), selon que G est fini ou
infini, ce qui donne I’assertion.

Soit e I'unité de D(%). Comme lim; d(I;) = o, on a lim; rg mx(e) =+ co.
La C*-algébre D (%) n’est donc pas uniformément liminaire. D’autre part,
d’apres ([8], prop. 4.4) elle est & trace continue généralisée ([7], § 10, déf. 4).
On peut vérifier facilement qu’elle est de hauteur 2.

5.3. Spectre d’Effros de D (%).

Soient ®= (I, I, ..., I, ...) un tamis de (o, 1), et D(%) la

*-algébre liminaire associée. Pour tout entier k> o, notons my; I'ordre
de I;. Nous supposerons, dans 5.3, qu’il existe une mesure de Radon
positive v sur (o, 1) telle que

(17) limkn—;;Tr px () = v(x(00)) pour tout xeD (%),
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et noterons ¢ la trace finie x> v(xr(c0)) de D(%). Soit S le support
de v. Déterminons la topologie d’Effros de 13(‘25). Nous allons montrer
que les ensembles fermés dans D (%) pour cette topologie sont les
ensembles G,uUH. avec G,cN et H,C (o, 1) tels que :

(a) H; est un ensemble fermé dans (o, 1).

(b) Si G, est un ensemble infini, on a H,> S.

Soit W = GUH avec Gc N et Hc (o, 1) un ensemble fermé dans D (%)
pour la topologie d’Effros. Montrons que W vérifie les conditions (a)
et (b). Par définition, il existe une face F de T(D(%)) fermée pour
a(T(D (%)), D(%)) telle que Fe=W. Soit re (o, 1) et (r, Fyy ... Ipy .. .)
une suite dans H telle que lim,r, = r. On a, pour tout € D (%),

lim,.&(e0) (1) = #(20) (r)
ou encore,
lim, Tro,, (x) = Tr o, (2).

On en déduit que I'on a Tr o, € F, d’ott r€ H. L’ensemble H est donc fermé
dans (o, 1). Supposons que G soit un ensemble infini. Soit K la plus petite
face fermée de T'(D (%)) contenant ¢. On a K¢ = §. D’aprés (17), ¢ appar-
tient 4 F, d'ou KcF et Sc G. Réciproquement, soit un ensemble
W = G,uH, avec G,cN et H,c (o, 1) qui vérifie les conditions (a)
et (b). Montrons que W est un ensemble fermé dans D (%) pour la topologie
d’Effros. Compte tenu de la proposition 1.10 (iii) et de 5.2, on peut
supposer que G, est un ensemble infini. D’apreés (17) et la proposition 4.2,
il existe une face fermée F de T (D (%)) telle que F*= W, d’ou I’assertion.

5.4, Gas particuliers.

Dans ce paragraphe, nous allons préciser deux types de tamis. Soient
un tamis de (o, 1) composé de subdivisions I; d’ordre my, et D(%)
la C’-algebre associée. Pour tout entier k> o, nous noterons S(k)
I’ensemble des points de la subdivision I; différents de 1. Posons

o (@, $) = Trme(p(Liy $) (%) p (L, 9))
avec
keN, seS(k) et zeD(®).

On a alors les relations
(8 p(Iu )z p(Iks ) =@, )Pk 8), | (@, ) | < 2 |ls
’ Tr px () = Z o (x, 3).

seSsk)
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5.4.1. — Soient ry, ry, ..., r; points distincts de (o, 1). Pour j =1,
2, ..., 1 et tout keN, nous noterons V(j, k) I'ensemble des s.€ S(k)
tels que (s;, Sii(C ) rj— 2%, r;4 2% (, et poserons

!
Wiy =s®—\_J Vi, b.
j=1
Choisissons alors le tamis & avec la propriété suivante :

Pour k suffisamment grand, les ensembles V(j, k) (j=1,2, ...,0)
ont méme cardinalité n; et 'on a lim; mi/ni = L

Nous allons montrer qu’on a, pour tout x€ D (%),
!
1
(19) hmk——TrpL(x 72

Soient x€D(¥) et > o. Pour j=1u, 2, ..., l, posons {; = x(c0)(r).
Il existe un entier k,> o tel que, pour tout k> k,, on ait :

@) [lz(k) —z(0) [| <=3

(ii) Pour j=1, 2, ..., 1, les ensembles V(j, k) de cardinal n; sont
disjoints, et I'on a |x(c0)(s)—1;|<L¢ pour tout se V(j, k).

Compte tenu de (18), pour tout k> k,, on a, d’apres (i) et (ii),

| 9x(x, 5)—1t;|<2¢  pour seV(j, k),

d’ou, par sommation,

= 2¢mm——2n

j=1 s€V(j,k

4218—

D’autre part, d’aprés (18), on a

me 2 @9

se W (k)

=(x—12) ).

Il existe donc un entier k; > k, tel que, pour tout k> k,, on ait

= b,

14
I I
ETrPk(x)— 7 Zt]

Jj=1

d’ol1 I’assertion.

5.4.2. — Soit re(o, 1). Notons v, la mesure de Radon positive
sur (o, 1), définie par v,(f) = ﬁp(f. %0,,7) avec f € C((o, 1)).
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Pour tout entier k> o, nous poserons
a(k) =r.o% et Bk)=(—r).27*%

Nous noterons R, (k) I’ensemble { o, a(k), 22 (k), 3a(k), ..., (2* —1) 2 (k) },
et R.(k) 'ensemble {r, r+ 3(k), ..., r+ (2*—1) B (k) }.

Considérons alors le tamis & = (I, I, ..., I, ...) de (o, 1) tel que,
pour tout entier k > o, on ait S(k) = R, (k)u R, (k).

Nous allons montrer qu’on a, pour tout x€ D(%),
(20) limy EIA Tror(@) = v (x(00))  (mi= 2% + 2%).

Soient x € D (%) et ¢ > o. Il existe un entier k,> o tel que :
(i) Pour tout entier k> ko, on a || z(k) —x(00) || < ¢;
(ii) Pour tout se€ S(k,), il existe A(s) e C avec

v — 3, 16, s)lés.

5 €8 (ko)

On a donc
&,

‘d,.(x(oo))— 3 a(.ah

$ € Ry (ko)

Soient un entier k> k, et se S(k,). D’aprés (i) et (ii), on a, pour
tout s’ € (s -+ « (ko) (N S(K),

| ox(x, 8)—A(S)| < 26
Par sommation on en déduit

2k
Y a@s)—n X e

s’ € Ry (k) s € Ry (ko)

22/:
- < — .28 3¢,
my my

D’autre part, d’aprés (18), on a, pour tout entier k,

I N /
X @ s)
s' € Ry (k)

2’(
éﬁ;HxH-
k

D’apres (18) et ce qui précede, il existe un entier k, > k, tel que, pour
tout k> k,, on ait
1
o Trou@ — (o)) | =5
d’ou Passertion.
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5.5. PROPOSITION.

(i) Toutes les C*™-algébres D(%) ont méme specire de Jacobson deux
a deux.

(i) Il existe une infinité de C*-algébres D(%) avec des spectres d’Effros
non homéomorphes.

(iii) II existe une C*-algébre D(%) avec un spectre d’Effros séparé.

(iv) Il existe une C*-algébre D(%) telle que, sur D(%), la topologie &’ Effros
soit égale a celle de Jacobson.

Cette proposition permet d’obtenir notamment ([15], th. 2.16).

(i) Elle résulte de 5.2.

(ii) Reprenant 5.4.1, on voit que, pour tout entier 1>, la
C*-algébre D(%) a, d’aprés 5.3, un spectre d’Effros qui contient exac-

tement [ points non séparés ([6], p. 116, déf.). Faisons alors varier [ dans N,
on a Passertion.

L’assertion (iii) résulte de 5.4.1 avec !=1. Enfin, (iv) découle
de 5.4.2 avecr=1.

5.6. Contre-exemple sur la factorisation.

5.6. ProprosiTioN. — Il existe une C*-algébre D liminaire séparable,
et A un idéal bilatére fermé de D, tels que la restriction de la topologie

d’Effros de D a A soit strictement plus fine que la topologie d’Effros de A.

Reprenons les notations de 5.1, 5.2 et 5.4. Soient &= (I, Iz, ..., It, ...)
le tamis construit en 5.4.2 pour r=1/2 et 7 la mesure de Radon
positive sur (o, 1) définie par 7(f) = 2p(f.x(1p,y)) avec f€C((o, 1)).
Posons D =D(%). Soit A (resp. I) I'ensemble des xe€D tels que
z(o0) (f) = o pour tout t€ (o, 1/2) (resp. (o, 1)). Alors A (resp. I) est un
idéal bilatére fermé de D et A (resp. 1) s’identifie 4 NU )1/2, 1) (resp. N).
Sur A, soient 0, la topologie de Jacobson, @, la topologie d’Effros,
et O, la topologie induite par la topologie d’Effros de D. D’aprés 5.2
et ([9], 3.2.1) les ensembles fermés dans A pour @, sont les ensembles
GUH avec GcN et Hc )12, 1) tels que :

(a) H est fermé dans )1/2, 1).

(b) Si Gestinfini,ona H = )12, 1).

D’aprés 5.3, les ensembles fermés dans A pour O; sont les ensembles
GUH avec GCN et HC)1/2, 1) tels que H soit fermé dans )1/e, 1).

Reprenons les notations de 5.1 et 5.4.2, et posons q(k) = 2 p(Ix, $).

SER; (k)
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Soit alors B I’ensemble des x€ A tels qu’il existe un entier k,(z) > o
avec la propriété suivante : Pour tout entier k> k,(z), z(k) appartient
a q(k) A(k) q(k). On voit facilement que B est une sous-algébre invo-
lutive de A telle que lin B+ soit dense dans A. Un calcul similaire & celui
fait en 5.4.2 montre que I'on a

limy ';z Tr px(x) = t(x(c0)) pour tout reB.

Soit W= GUH avec GCN et Hc )1/2, 1), un ensemble fermé dans A
pour 0,. Raisonnant comme en 5.3, il est facile de vérifier que H est
fermé dans )1/2, 1). Supposons G infini. Le lemme 4.7, appliqué & A,
I, B, (pi)rec, montre que 'on a H=)1f2, 1). Donc 0,=0,, d’ou la
proposition.

6. Groupes de Lie réels nilpotents simplement connexes
et spectre d’Effros.

6.1. Calcul fonctionnel dans S(G).

6.1.1. Notations et rappels. — Soient G un groupe de Lie réel nilpotent
simplement connexe de dimension m et g son algébre de Lie. On sait
que lapplication exponentielle {+> Expl permet d’identifier ces deux
espaces topologiques.

Choisissons une base de Jordan-Holder (I, I, ..., l,) de G. Pour
tout z€g, nous noterons (z., T», ..., T») le systéme des coordonnées
de z pour cette base. Nous appellerons mondme une fonction sur § de
la forme z>s.xj.zi’...x)) ol s€G, iy, i, ..., 1; sont des entiers
positifs distincts << m et a4, @, ..., @; des entiers positifs quelconques
(son image par Exp sera appelée mondme sur G). Rappelons (cf. par
exemple [25], p. 9o, ligne 13) que G est un groupe unimodulaire dont une
mesure de Haar dg, compte tenu de l'identification naturelle ci-dessus,
est égale a la mesure de Lebesgue dr = dx, dz.. . .dz, de R".

Nous noterons L?(G) I'espace de Banach des fonctions complexes
sur G de puissance p'*™* intégrables pour cette mesure, et M (G) I’algébre
de Banach involutive des mesures complexes bornées sur G. Dans M!(G)
nous représenterons le produit de convolution par % et I'involution par *.
Pour tout feL'(G), posons Zf=fxf%... %[ (p facteurs). Nous
noterons e*/ I'élément de M'(G) égal a 1+ f+1/2!if +...4+1/p | 2f +...
et u(f) I'élément de L'(G) égal & ¢/ —1. Nous noterons S (G) I’ensemble
des fonctions indéfiniment différentiables & décroissance rapide sur G
et @ (G) I'ensemble des fonctions de s (G) a support compact.
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Le lemme suivant est adapté de ([13], lemme 6), et la démonstration
est analogue.

6.1.2. LEMME. — Soient G un groupe de Lie réel nilpotent simplement
connexe, f un élément de L'(G)nL*(G), nul en dehors d’un ensemble
compact K, tel que f= f*. Soit M un monéme sur G. Soit A€ R. Alors la
fonction x> M (x) u(Af) (x) appartient a L'(G), et il existe un entier k,
tel que Uon ait dans L'(G) :

IM.u@f)li=0(121%)  quand [2|> + oo

Nous nous contenterons de montrer la deuxiéme partie de 1’assertion
dans le cas olt 2 — + oo, car la proposition en résulte facilement. On peut
supposer que ||flli<L1 et que K contient I'unité e de G. Soient A€ R+
etn=[A]4+1.0On a

| M.u(f) =f M@ u@f)@)|d +f | M(z) u(Af) () | dx

f M@ dx>%.

K

£

et

I |M(x)u(1f)(x)!dwé<‘f 3 Iu(lf)(x)Pdw)(

K

D’aprés ([13], lemme 5), on a

([, Juep@re) <1sant=in.

K

D’aprés ([13], lemmes 2 et 3), pour n suffisamment grand, il existe

un entier k' tel que
< f | M@) | dx> — 0(n%).
Kn—1

On en déduit I'existence d’un entier k, tel que

9]

f | M@ u(.f)@)|ds=00%) quand %-> oo,

K

D’autre part, pour tout entier p>o, %f est nulle hors de K.
Comme ec K, on a KcK?c...cK”c.... On en déduit

[ M@uen@ie=3 5 [ 1en@Me ).

G
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Appliquant ([13], lemme 2), il existe un entier [, et un entier n, tels
que si n> n,, on ait pour tout p> n? :

J M@ EN @ de=pt | [l < pr <.

Pour n> n,, on a donc

an3

[ 1M@uen@la= Z"p— e

n?
e”,

soit d’aprés la formule de Stirling :

= O(n‘“’ e (n*)~"'n x e"’) = 0<n_n3_g e”'+"’>.

Cette derniére expression tend vers zéro quand n->- oo, dou
I’assertion.

Le lemme suivant a été inspiré par ([13], lemme 7).

6.1.3. LEMME. — Soient G un groupe de Lie réel nilpotent simplement
connexe, C*(G) la C*-algébre du groupe G, f un élément de @ (G) ftel
que f={[*, et ® une fonction de S(R) telle que ®(0) = o. Alors on a
D(f)eS(G) (®(f) résultant de f par application du calcul fonctionnel
au sens de Gelfand dans C*(G)).

Soit K un ensemble compact dans G contenant le support de f et
I'unité e de G. On peut supposer pour la démonstration que || f||.<1.

(a) Etude de la fonction x+> u(Af) (x), ot x€ G el A€ (—r, r). — Pour
tout entier n > o, x€ G et A €R, posons

a@ =G en@.

Comme la fonction z+ (3f)(x) a son support dans K=, d’aprés
([13], lemme 3), il existe deux entiers n,, et k, tels que, pour tout n> n,
et A€ (—r, r), on ait

| @ (z, )\)]4 n"o z€ G.

Pour tout z€ G, A€ (—r, r), on a donc

u( f) @ =, aa(x, 3)

BULL, 800, MATH, — T. 99, FASC. 3. 15
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et la fonction (3, £)+> u(Af)(z) est continue par rapport aux deux
variables. Soient D un opérateur différentiel invariant 4 gauche, et M un
monodme sur G. Pour tout entiern>oetA€R,ona

u@D@ (. N@ =G [M@eEn 6D .

D’aprés ([13], lemmes 2 et 3), il existe deux entiers > o, n, et k, tels
que, pour tout n>n, et A€ (—r, r), on ait

(21) | M () D(an(., 1)) (@) | < % nt pour tout ze G.

Remarquons que 1’on a, pour tout entier n> o et A€R,
(22) M(x)D(a.(., 1)) (x) =0 pour tout ze G—K".

D’aprés (21), on peut appliquer 'opérateur différentiel D a la fonction
x> u(Af) (x), o z€ G et A€ (—r, r).

D’autre part, soit ¢ > o. Choisissons un entier n,> n, tel que

~+ o

Y2
I-.n’ﬁégo
En! -

n=ny

D’aprés (21) et (22), on a, pour tout A€ (—r, r) et xze G— K™

|M@D@EON @< Y, M@ D(@(., D@ < Y, 1ynze,

n=n, n=n,

En résumé, pour tout A€R la fonction xz~ u(Af)(x) appartient
a $(G) ([11], lemme 2) et la décroissance rapide & I'infini est uniforme
sur tout compact de R.

Dans ce qui suit, nous supposerons fréquemment A>o0. Il y a
évidemment I’assertion pour 2 < o qui s’obtient de fagon similaire.

(b) Définition de la fonction g. — Soient A € R, [4] la partie entiére de 2,
As=21—[1], et h la fonction u(f)eS(G) (cf. (a)). Dans l'algébre de
Banach M'(G), on a

u(Af) = e —i1 =" % (1 4+ h)—1
= =47 % h - u((—1) f)
=u((@—1) ) xh+h+u(@—1))).
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Parrécurrence et sommation, on en déduit I’égalité suivante dans L' (G) :

| A]—1

(23) u(hf) =[A1h +u(hf) + ¥, u((s+ p)f) % b

p=0

Comme les deux membres de I'égalité (23) représentent des fonctions
continues sur G, on a, pour tout x€ G,

| h|—1

(6 u@f)@=DMh@) +u@f) @ + Y, @@+ p)f) * ) @.

On a done, pour tout z€ G et A€ R™,
JA]—1

(25) Iu(lf)(x)léll[hllw+p:(u~g 1]llu(xuf)l!.,.,-l- . lu(@e+p) Nl (121

p=0

Comme Tapplication A+ [|u(Af){ls sur R est continue, d’aprés le
lemme 6.1.2, il existe k,e N et ¢, R* tels que 'on ait [|u(Af) [ <L e | A [*
pour tout Ae€R. D’aprés (25), il existe donc k;eN et ¢;e R+ tels que
Ton ait, pour tout z€ G et 2€R,

(26) lu(Af) @) <e| Ao
Notant A+> &(2) = [ exp(—iiu) @ (»)dy la transformée de Fourier

YR
de ®, on peut, pour tout x€ G, définir 'intégrale

9@ = [ 10N @ @ .
R

(c) Propriétés de la fonction g. — D’aprés (a) et (26), on voit facilement
que la fonction x+ g(z) est continue. Soient A€ R+, D un opérateur
différentiel invariant & gauche sur G, et M un mondme sur G. Pour tout
entier p tel que 1< p[A], posons

by(x, &) = (u((s+ p)f) % h)(x) pour tout z€ G.
On a

(27) Dy (., M) @) = /G (D) (') u((As + p) ) ) dy.

D’aprés la formule de Hausdorff (cf. par exemple [25], th. p. 82),
il existe 2l mondmes P,, P, ..., Py et Qi, @2, ..., Q: sur G tels que I'on
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ait, pour tout z, y€ G,

M@ =Y P;(y~'z) Q; ).

j=1

Posons d; = §212[Pj(z) (Dh)(2)|. D’aprés (27), on a, pour tout z€ G,
!
|M @D (b, (., ) @)<Y LlP,-(y—‘x)Dh(y—’x)l.lQ,-(y)u((ls—l—p)f)(y)[dy

=241 Qu(@s+ PNl

j=1

Comme Papplication Ae>{ Qu(Af)li (j=1, 2, ..., ) est continue,
d’aprés le lemme 6.1.2 et (24), il existe k., € N et ¢, € R+ tels que 'on ait,
pour tout z€ G et A€eR,

| M@ D@@) @] < el A

Cela permet d’affirmer que Papplication x> g(x) est indéfiniment
différentiable. Soit ¢ > o. Choisissons r réel > o tel que

[ anrléo|a=
[—r,r]

€
2

Posons v = sup ](I('f)()\)l +1). D’aprés (a) il existe un ensemble
1e(

—r,r

compact C dans G tel que 'on ait, pour tout A€ (—r, r) et ze G—C,

4rv

| M(z) D(u@f)) ()| <

Alors on a, pour tout xre G—C,

| M () D(g)(x)| =

f M@ D) @) &) dr
R
£ ]IM(x)D(u(lf))(x)‘f’(l)ldl
(=nr7
+ C A | Q)| dr e,

R—(—r,7)

La fonction ¢ appartient donc 4 $(G). Enfin d’aprés ([13], lemme 7),
g est égal & @ (f) au sens du calcul fonctionnel de Gelfand dans C*(G).
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6.1.4. ProrosITION. — Soient G un groupe de Lie réel nilpotent simple-
ment connexe, C*(G) la C*-algébre du groupe G, et 'S(G) la sous-algébre
involutive de C’(G) des fonctions indéfiniment différentiables a décroissance
rapide sur G. Alors il existe un sous-ensemble C de C*(G)*n'S(G), stable
par extraction de racine carrée, tel que lin C soit dense dans C*(G).

Soit o1 I'ensemble des f € ®(G) de type positif. Soit & I’ensemble des
fonctions positives ® de @ (R) tels que ®'/*"€ @ (R) pour tout entiern > o
et tels que ® (o) = o (remarquons que tous les zéros d’une fonction ® € &
sont d’ordre infini). Il est facile de voir que lin J1t est dense dans C*(G).
Compte tenu du lemme 6.1.3, le calcul fonctionnel dans C*(G) montre
que I'ensemble C des ®(f), ot feIM et ®€F, a les propriétés de la
proposition.

6.1.5. CoroLLAIRE. — Soientf G un groupe de Lie réel nilpotent
simplement connexe, C*(G) la C*-algébre du groupe G, et $(G) la sous-
algébre involutive de C*(G) des fonctions indéfiniment différentiables

a décroissance rapide. Considérons (9o, 91, ..., ,9» ...) une suite de traces
semi-continues inférieurement sur C*(G) a idéal de définition M (¢,) dense
—~+ @

dans C'(G). On suppose que S(G)C m M (9r) et que lim, ¢,(x) = 9,(x)

n=—0
pour lout xe€S(G). Alors, pour tout élément y de l'idéal de Pedersen
K(C*(G)) de C*(G), on a lim, ¢,(y) = 9o(y).

L’assertion résulte de la proposition 6.1.4, du lemme 4.3 et de la
proposition 4.5.

6.2. Notations et rappels.

Pour tout ze G, nous noterons exp z la valeur de la fonction exponen-
tielle en z. Soient n un entier > o, S (R") I'ensemble des fonctions indéfini-
ment différentiables a décroissance rapide sur R”, et fun élément de S (R").

Pour toute suite d’entiers 1<i,<i,<...<i,=n, nous noterons
fivis..i, la transformée de Fourier de f par rapport aux variables i,
is ..., 1. Par exemple dans le cas n = 3, f,,, est égal a

(Eu E‘z, &3) Hf f(al, Ty 713) exp (—'l cane + E:; ‘/1;,)) dn, dn;.
R’

Soient G un groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe, C*(G) la
C*-algébre du groupe G, et S(G) I'ensemble des fonctions indéfiniment
différentiables a4 décroissance rapide sur G. Rappelons ([11], cor. 3)

que C*'(G) est une C*-algébre liminaire. Pour tout 7 € G, nous noterons
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M () I'idéal de définition de la trace Trw, semi-continue inférieurement

sur C*(G)*. D’apres ([11], cor. 1), on a $(G)c M(r) pour tout =€ G. Cela
permet d’énoncer un cas particulier du corollaire 6.1.5.

6.2.1. CorOLLAIRE. — Soient G un groupe de Lie réel nilpotent
simplement connexe, C*(G) la C*-algébre du groupe G, ef S(G) la sous-
algébre involutive de C*(G) des fonctions indéfiniment différentiables
a décroissance rapide. Soient A un ensemble filtrant, (T«)a e A [resp. (aa)xe A]
une famille d’éléments de G (resp. (o, + oo (), et ¢ une trace semi-continue
inférieurement sur C*(G)* a idéal de définition M (o) tel que S(G)c M ().
On suppose que limya, Tr o (x) = ¢ (x) pour fout x€S(G). Alors, pour
tout élément y de l'idéal de Pedersen K (C*(G)) de C*(G), on a

limg @ Tr 7a () = 9 ().

6.3. Spectre d’Effros de I';.

Dans ce paragraphe, nous utiliserons principalement les résultats
de ([12], § 3).

6.3.1. — Soit I'; le groupe de Lie réel nilpotent simplement connexe
non commutatif de dimension 3 ([10], [12]). Nous noterons g; son algébre
de Lie. Elle est caractérisée par une base (I;),;; avec la table de multi-
plication

[L, L]=1, [Ly, L] =[l 5] = o.

On peut donc identifier un élément x de I's & un point (z;, x., ;) de R®,
La formule du produit dans T'; s’écrit ‘

(&1, 2, Z3) (Y15 Yo» y:s) = (s + Y1, T2 + Yoo T3+ Ys— X1 2),

et une mesure de Haar de T'; est dx, dx, dx;.

D’aprés ([10], prop. 3), 'ensemble {'; est réunion de deux sous-ensembles
disjoints U et V.

1° U est I'ensemble des représentations m, avec Ae R—{o}; chaque
représentation m, opére dans Li(R) et on a, pour tout geLg(R)
et teR, .

(29) (721, 20 ) ) (O = exp (i2 (B —3:)) g (¢ + ).

20 V est I'ensemble des représentations pyu v, avec p, v€R; chaque
représentation py,, est de dimension 1, et on a

29) Py, v (T1, To, T3) = exp (I(1 21 + v22)).
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Par la suite, nous identifierons U (resp. V) & R—{o} (resp. R?)
muni de la topologie usuelle.

D’aprés ([12], prop. 1), les ensembles fermés dans ', 'pour la topologie
de Jacobson sont les ensembles U,u V, avec UicR—{o} et V,CR?,
tels que

(@) U, est fermé dans R—{o}.
(b) V., est fermé dans R,
(¢) Si O est adhérent a U, ona V,=R?,

Nous noterons A4; la C*-algebre du groupe I's. Soient I I'idéal bilatére
fermé de A; tel que T =R—{ o}, et 0 Papplication canonique A;—> A,/I.
Compte tenu de (29), on vérifie facilement qu’il existe un isomorphisme
w de A;/I sur C,(R?) tel que

@ (O() (s v) = oo (f) = fosa(— 1 —v, ) pour tout fe&s(Ts).
Par la suite, nous identifierons ces deux C*-algébres

6.3.2. — Soit feS(I:). D’aprés (28), pour tout Ae R—{o}, il est
facile de vérifier que ) (f) est défini par le noyau

k.(s, 1) = fa,3(s—1, At, —1}), avec s,t€R.

Pour cet opérateur a trace, on a donc

Go)  Trm(f) =fnlq(t,0dt=fnf‘,,3(o,xt,—x)dt

=_|_;_|ff2»3(0’ t,—ndt'= 21T| fa(o, 0, =)
R

| A
On en déduit

G0 Im|A|Trm()=ar oo o o)=2—'7?fnf1,1,3(_p,_v, o) dp: dv

=2_‘nf 0 (f) (=, v) dps dv.
R

Pour tout ae A%, posons
Y@ =5 [ 0@ () dudv.
R!

D’aprés 3.6, ¢ est une trace semi-continue inférieurement sur A,
a idéal de définition M () dense A; et on a S(G)cM(¢). Soit a un
élément de l'idéal de Pedersen K(A;) de A;. L’application A = Tr m) (a)
est une application continue de R—{ o} dans C. En effet d’aprés (30),
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c’est vrai pour tout fe$(I;). L’assertion résulte alors du corollaire 6.2.
D’autre part, d’aprés ce méme corollaire et (31), on a

32) %igll | Tr my (@) = ¢ (a), ac K(A;).

6.3.3. ProrosiTION. — Soit I'; le groupe de Lie réel nilpotent simplement

connexe non commutatif de dimension 3. Sur T, la topologie d’Effros
est égale a celle de Jacobson.

Notons G la plus petite face de T (As), fermée pour o (T'(A:), K(As)),
qui contient ¢. On a G*= R®. Soit un ensemble U,u V, avec UycR—{ o}
et V,cR?, fermé dans I; pour la topologie d’Effros. Il existe une face
fermée F de T(A:) telle que F*= U,u V,. Comme pour tout ae K(4,),
lapplication 2+ Trm (a) (resp. (i, v)r>py,v(a)) est continue, U,
(resp. V) est fermé dans R—{ o} (resp. R?). Supposons O adhérent a U,.
D’aprés (32), on a Y € F, d’out V, = R?. L’assertion résulte alors de 6.3.1.

6.3.4. Remarque. — La (C'-algébre A; n’est pas uniformément limi-
naire; cela résulte facilement de la relation (32) et de 2.3 (ii). Ce fait
reste valable pour les groupes de Heisenberg. Comme I'a remarqué
J. DixXMIER, il en résulte que la C*-algébre d’un groupe de Lie réel nilpotent
simplement connexe non commutatif n’est jamais uniformément limi-
naire (car son algebre de Lie posséde un quotient qui est une algeébre de
Lie de Heisenberg).

6.5. PropPOSITION., — Soient G un groupe de Lie réel nilpotent simplement
connexe, G son algébre de Lie, G' le dual de G, et A la C*-algébre du groupe G.
Pour tout we€g', nous noterons m, la classe d’équivalence de la représen-
tation irréductible de A associée a w ([25], partie 2). Considérons une suite
(@0, W15 <o vy Wy . ..) dans G’ telle que lim, w, = w,. Alors on peut choisir G
el les w, de maniére que U'élément =, de A ne soit pas adhérent a la suite
(Twoes Twgs «+ -5 Tnys - --) pour la topologie d’Effros.

Dans la démonstration, nous supposerons connue la référence [25].

6.5.1. — Rappels et notations sur le calcul des traces. — Reprenons
les notations de 6.1, 6.2 et celles de ’énoncé. Soit m la dimension de g.
Pour tout w€g’, nous noterons 0% 'orbite de » pour la représentation
coadjointe p de G, B® la forme bilinéaire antisymétrique (z, y) = o ([, y])
sur gXg, et R® le noyau de B®”. Rappelons les résultats de
([26], p. 271-273, démonstration du théoréme). Supposons dim O® = ap,
et notons H® une sous-algébre subordonnée 4 » de dimension maximale
dans §. On a

R®cH®, dim H*=m—p=h, dimR*=m—2p=r.
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On peut construire une suite (£}’ );_;_» de sous-algébre de G telles que
0=£YCeVC...CrY=¢G, £P=R> et £y=H"

avec dim £’/£, =1, pouri=rm, 2, ..., m.

Choisissons un élément [’ de £— £, pour i =1, 2, ..., m. Tout
élément g de G s’écrit sous la forme ¢7 (t,). . . g7 (t.) avee g;° () = exp(L:1}”)
et ;€ R. Considérons I'application ®» de R*” dans O définie par

(T = (tr+1, tr_‘_g, e ey t,n)) > P(gm (T);1)00
avee g°(T) = g2, (rar)-g0s (o). - g (-

Posons alors, pour tout w € g’ et tout f € S(G),

D(w) =|det(B* (I3, 10i)) | (k=12 ..., p).
et

f(w) = f {(Exp @) exp (— iv @) da.
Pour tout f€5(G), on a
@) Trra(N=eD D) [ fp@ Ty )0)d . dL
R/

En effet ([25], th. p. 111 et [26], th. p. 271), c’est vrai pour tout f € @ (G).
Comme on le vérifie facilement ([11], cor. 1 et [25], th. p. 50), chacun des
membres est une distribution tempérée sur G. Enfin, @ (G) est dense
dans $(G) ([28], th. 3, p. 237).

Remarquons que les deux membres de (33) dépendent d’une mesure
de Haar initialement choisie.

6.5.2. — Résultals sur le groupe de Lie réel nilpotent T';, ;.

(a) D’aprés ([10], § 1), I'algébre de Lie G; ; a une base (e),.;; avec
la table de multiplication

[81, e-;] = €3, [e,, 6;;] = €, [81, &] = €;, [eI, 8:;] =...=0.
Tout élément x de g, ; s’écrit inei avec z;€R. Nous choisirons
i=1
la mesure de Haar de I';,; déterminée par la mesure euclidienne
dx,dx,. . .dx; de G, ;.
Soit (e; )12/ 1a base duale de (e;)) dans g; ;. 11 est facile de voir que,
dans cette base, on peut représenter p(Exp z) par la matrice (a; )1,/ 5



234 F. PERDRIZET,

définie par

(34) ;=1 pour i=r1,2,...,5, Q3= 03,y = A, 5 =—1,
T, X> T, T,
ay, 3 = X, Ay, = T3— ! ) ay, s =T — kel -+ L ,)
2 6
z} z}
Az, = 3,5 = ;, 02,5'—'-"—‘——6—’

les autres coefficients étant nuls.
5
Reprenons, dans un cas particulier, les calculs de 6.5. 1. Soit =2 tie,

i=1

avec £;57 o. Dans ce cas, dim O” = 2, et on peut faire le choix suivant

" D * y 3
IP=e, I =e— E"s €2, D=e—Ze, P=e, Ip=e.
3 3

D’aprés (34), on a donc

—p(@ (T Yo =D PP (T)e;, T=(,L)eR,

i=1

avec
L iy o B
P(T) =tiis—5%,  Pp(T) =—<£2+ £k + t; atg E"')’
(F
Py (T) =— <Ea + L5+ ;Es>’ P(T) =— G + L),
P (T) =—&s
et

D(@)=|o(2, LD =5

D’aprés (33), on en déduit pour tout feS(T;,;),
(35) Trro(f) = i%‘ f fonsns(@2(T), PO(T), ..., PY(T)) dt, dbs.
R’

(b) Soit A;, s la C*-algébre du groupe I';,;. Comme {e;, e, €;} est un
idéal de Gs,:, il existe un idéal bilatére fermé I de Aj,; tel que A;, /I
soit isomorphe a4 C,(R?). Notant 0 ’application canonique A; s — A;, /1,
d’aprés ([12], p. 342, ligne 7), on a, pour tout feS(I},s),

(36) 0N ) =Tur5u5(—% —p, 0, 0,0) avec (4, p) R

6.6.3. — Construction de la suite (wo, ®1, + .+, Wn, ...) dans G; ; el
propriétés.
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5

.., soient w, =Z £t e/ avec
i1=1

(a) Pour tout n=1, o, .

n__g¢n__ n__ n,__2(2n3+n) n__ 6
Li=t=o =1, g = _n‘*(n“:_‘+n) ’ 55—'n:;(n3+n)
et w, = e;. Dans g; ;, on a lim,w, = w,.
Soit f € 5(T;,5). D’aprés (33), on a, pourn=1, 2, .

ooy

Trra, () = f Fosns, 50, Pal®), Qu(l) Ru(l), Sa(D) dt,

avec
o 2n®+4n P 1 .
Pl =—t+ 5 (n’—l—n) n3(n3+n)t’
_ 2(2n*+n), 3 )
Q"(t) - 1+ gn2(n3+n) ns(n3+n)l ’
Ru(l) = a(2n® 4 n) 6

T r@+n) n@+n) Lo SO=g (n~‘ + n)

Faisons le changement de variables u = —1/5 (t—n®). On obtient
n

L(f) = 25 Trra, (f) = f fa58,5(0, Pa(t), @2 (W), ra(u), sa(w)) du,
n® R

avec
37) pu@) =— i ulu+n) (nu—n)
— n’ u— (n:;___n) u— * us
n*+4n n*4+n n*+4n"’
___2n a(n‘—n) 3 .
q’l(u)—'n:;_i_n na(n3+n) i+nu’
ra(il) = —a(n*—n) 6ntl —6

Pewtn  rEwrn® O mErn

(b) Pour tout entier n > o et toute fonction complexe ¢, continue
sur R*, & décroissance rapide a l'infini, posons

() = f @ (pa (), u(u), ra(u), s.(u)) du
YR
et

Po(9) = f ¢(—u’ o, 0, 0)du.
R
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Montrons que on a lim,p.(9) = to(9).
(b — 1). Supposons ¢ a support compact.

Il existe un nombre réel r > o tel que (%, &, &, &) = o, pour
tout | &> 1.

D’aprés (37), on a, pour tout entier n > o,

P — 8
pletayh) moe 2y M=) B

oy 1\ ___  em4n _ 1
pn< n°+ >—+n n(n:;+n)+n:;+n

n

S

Il existe un entier n,> (2\/r +1)*° tel que, pour tout n> n,, on ait

3 1 LA
pn<—'n£+ —‘—1_> > | Pn < ni— ——1> );I‘.
n® n?

Soit n un entier > n,. D’aprés la forme du graphe de la fonc-
tion u+ p.(u), on a

(—2vr)l.

ImombﬁL

Ipn(@)], W=

[SE

pour tout u¢[ n —il,—n2+ Ul—ayr, ayrl.
n? n*
On déduit

1
— s
ne -+ - 1

p@=[ @ @ . 5 @)

—“Il!

»[»

ayr
+ f 0 (Pa()y G (), T (u), 50 (w)) du
—9 ﬁ
et

27
(%) =f 9 (—u?, o, o, o) du.
—ayr

La continuité de ¢ et le théoréme de Lebesgue donnent alors facilement
I’assertion.

(b — 2). Supposons ¢ quelconque.
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LeMME. — Soient s et teR —{o}. Alors

du
16:0= | Srae—oy

est inférieur a 2 wf|t|.

Faisons le changement de variables u>u—(1/2) ({/s); on calcule
Pintégrale par le théoréme des résidus. L’assertion résulte d’une majo-
ration triviale.

11 existe k€ R+, tel que, pour tout n, on ait
k
~(U), 9n(U), I'n(U), Sn(U é——————q.
¢ (pr(u), 4 (u), ra(u), sn(u)) T @y

Montrons que I'on a

du
| @y <t

i 1
ulu— —
nt

D’aprés (37),
n4+n

n3

pour u>o, |p.(u)|>

n3
pour u=o, |p.(u)|> Tin

Pour n suffisamment grand, on a, donc pour tout u =<— o,

u<1—|— £‘> .
n®

Le lemme ci-devant et un calcul facile donnent la conclusion voulue,
On en déduit sup,p.(9) <+ oo.

Soient D la C*-algébre C,(R*), et B la sous-algébre de D des fonctions
4 décroissance rapide & l'infini. Il est facile de voir que B+ est stable
par extraction de racine carrée et que linB+= B est dense dans D.
Soit U un ultrafiltre sur N. D’aprés la proposition 4.5, il existe un
élément L, de T (D) tel que l'on ait BcM(ly) et I, (¢) = limy pa(9)
pour tout ¢e€B. D’aprés (b—1), on a Il = . Comme U est ultra-
filtre quelconque, on a, pour tout ¢ € B,

| pn (W) | >

Limg p2n (9) = 1£0(%),
d’ou I'assertion.

(c) Soit feS(Ts,s). D’aprés (a) et (b), on a

limnIn(f)=ff2,3,b,s(0, —u?, o, 0, O)dll
R

! p dA dp.
= fi.2,3,4,5(—2, —p, 0, 0, 0) —=-
2T RXR+ 1 3 b \/p.
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D’aprés (36), on en déduit

(38) lim, &% Trry, (f) = = 0() (A, 1) dh dpe
n® R<r+ VI

D’aprés le corollaire 6.2, la relation (38) est vraie pour tout x € K(As,5).
Notons ¢ I'élément de T (A;,s) défini par le second membre de (38),
et F la face de T(As,;5) fermée pour o(T (As,s), K(As, ;) associée a la
C*-algébre A, s/I (cor. 3.5). On a Y e€F. D’aprés la proposition 4.2,
il existe une face fermée G de T (4;,;) telle que

G(" = Feu{ Tfm,, T["‘g; S ] 7?0,“, b '}'

L’élément =, n’est donc pas adhérent a la suite { Tw, Tw, oo vy Twp oe-)
pour la topologie d’Effros de I} ;.

6.7. CorOLLAIRE, — Il existe un groupe de Lie réel nilpotent simplement

connexe G tel que, sur G, la topologie d’Effros soit distincte de celle de
Jacobson.

Comme la topologie des orbites est plus fine que celle de Jacobson
([20], th. 8-2, et [27], prop. 2), ’assertion résulte immédiatement de la
proposition 6.6.
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