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INDEPENDANCE ALGEBRIQUE
DES VALEURS DE LA FONCTION EXPONENTIELLE

PAR

Micner WALDSCHMIDT.

[Bordeaux]

0. Introduction.

Plusieurs théorémes d’indépendance algébrique, concernant les valeurs
de la fonction exponentielle, ont été démontrés par GEL’FOND, SMELEV
et Lang (§1). Nous montrerons que les conditions d’approximation qui
figurent dans leurs hypothéses sont superflues. Le principal théoréme (§ 2)
que nous obtiendrons est une amélioration d’un résultat de LANG.

TutoreME 1. — Soient z,, ...,y (resp. Y., ..., Yyu) des nombres
complexes Q-linéairement indépendants. Si MN > 2(M + N), alors deux
au moins des nombres

exiYj (IféiéN’ IéjéM)

sont algébriqguement indépendants sur Q.

La démonstration (§5) du théoréme 1 utilise un critére de transcen-
dance (§ 3) ainsi qu’un lemme sur la répartition des zéros d’une somme de
fonctions exponentielles (§4).

Pour terminer, nous étudierons (§ 6) une maniére d’approcher des résul-
tats d’indépendance algébrique dans le cas ol la dimension est supé-
rieure 4 1, 4 partir d’une définition de Lang de « types de transcendance ».
Nous obtiendrons enfin une application géométrique :

Soit K un sous-corps de G, algébriquement clos, de degré de transcen-
dance sur Q inférieur ou égal a 1. Soit G un groupe linéaire sur G ef soit
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¢ : G— Gg un sous-groupe a un paramétre de G, de dimension algébrique
d> 1. Soit I un sous-groupe de C contenant au moins m éléments Q-linéai-
rement indépendants, et tel que ¢ (I')C Gk. Alors md << 2(m 4+ d). De plus,

si TcK, alors md<<2(m-+4d—ri);
si 9'(o)€ Gy, alors md<<am+d.

Enfin, je voudrais exprimer ma plus vive reconnaissance a Jean
FRrESNEL pour les conseils qu’il m’a donnés.

1. Notations et historique.

Nous désignerons par N I’ensemble des entiers rationnels positifs,
Z Yanneau des entiers rationnels, Q le corps des nombres rationnels,
R le corps des nombres réels, et G le corps des nombres complexes. Le
logarithme népérien sera noté Log. D’autre part, e sera le nombre réel
tel que Loge =1. Enfin, on se donne une détermination du logarithme
complexe qui coincide avec le logarithme népérien sur l’ensemble des
nombres réels positifs.

Rappelons que la haufeur d’un polynéme de G[X] est le maximum des
valeurs absolues des coefficients de ce polynoéme. On nofera | P| la hau-
teur de P(X).

Soient L un corps de nombres (c’est-a-dire une extension algébrique
finie de Q), et a; (1 < i =Z n) n éléments de L; on notera || (a;) || le maximum
des valeurs absolues ordinaires des conjugués des a; sur Q; un dénomina-
teur de (a;) sera un élément A de 'anneau I, des entiers de L, tel que :

Aa;e I, pour i=r1, ..., n.

Apergu historiqgue. — Apres le théoreme de Hermite-Lindemann, les
résultats que GEL’FoND obtint en 1949 ([3], [4], [5]) furent les premiers
concernant 1'indépendance algébrique des valeurs de la fonction expo-
nentielle. La méthode qu’il utilisait était une généralisation de celle qui
lui avait permis de résoudre le septiéme probléme de Hilbert, en 1934.
Dans ces nouveaux travaux, il remplace I’hypothése : « Le corps K est
une extension algébrique de Q », qui doit conduire & une contradiction et
montrer quun nombre est transcendant, par I’hypothése : « le corps K
est une extension de Q de degré de transcendance 1 » qui, dans la démons-
tration par I'absurde, donnera un théoréme d’indépendance algébrique.
Aussi GEL’FOND étudie-t-il les extensions de Q de type fini et de degré
de transcendance 1 (en abrégé « corps Q,»), et c’est un critére de trans-
cendance (§ 3) qui jouera un roéle fondamental. Notons que cette méthode
permit 4 GEL'’FOND d’obtenir des mesures de transcendance ([4], (5)].
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Il obtint également, avec FEL’'DMAN [7], une mesure d’indépendance
algébrique.
Le premier des deux théorémes d’indépendance algébrique de GEL’FOND

a été complété par SMELEV [15] en 1968. D’autre part, cette méthode per-
mit & Lang d’obtenir plusieurs résultats du méme type [10]. Nous allons
voir que 'on peut éliminer les conditions d’approximation qui figurent

dans les hypotheéses des théorémes de GEL’FOND, SMELEV et LANG.

2. Enoncé du théoréme principal.

THEOREME 1. — Soient ), ..., Zn (resp. Ui, ..., yu) des nombres
complexes linéairement indépendants sur Q. Si MN > 3(M + N), alors
deux au moins des nombres

e (1212 N; 1=j = M)

sont algébriquement indépendants.
La condition MN > 2(M + N) est équivalente & (M > 3, N> 6) ou
(M > 4, N> 4). On obtient alors les corollaires suivants :

CoroLLAIRE 1. — Soient ai, ..., am, b des nombres complexes. On suppose
Logai, ..., Logan. (resp. 1, b, ..., b) linéairement indépendanis sur Q.
Alors deux au moins des nombres

i ,
a’ (i=1,...,m;j=1,...,n)

sont algébriqguement indépendants dans les quatre cas suivants :

1° m=r; k=3; n==6;
20 m =2} k=3; n=4 ();
3° m=3; k=2, n=3 (Y;
4° m=6; k=o2; n=oao,

COROLLAIRE 2. — Soient yi, . € G, ef K une extension de Q de degré de
transcendance inférieur ou égal a 1. Si

zreK el r:€ K pour fout xeN,

alors 1, yi, Y. sont linéairement dépendants sur Q.

(*) Pour 2° et 30 on suppose de plus que Log a,, ..., Log a,, bLoga,, ..., bLoga,,
sont linéairement indépendants sur Q.
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Démonstration des corollaires.
1°m=1; k=3; n=6. On pose
m=b"'Loga; y=b" (1ZiZb; rZj24).
20 et 3 mn>3m-+n—r1; on pose : N=am; M=n—1;
yi="b-"; Z2—1 = Loga;; Zi=bLoga;.
4° m=06; k=2; n=2;
yi=b"1 (j=u, 2, 3); r;=Loga; (1i<6).

Pour le corollaire 2, on pose : y;=1, 2;=Loga;, ol a, ..., a; sont
six nombres premiers distincts.

Le meilleur résultat que 1’on puisse espérer pour améliorer le théoréme 1
est le suivant :

CoNJECTURE 1. — Soient x, . (resp. Y, ..., Yn) des nombres complexes
Q-linéairement indépendants. Alors le corps obfenu en adjoignant a Q
les 2n nombres

eni (i=1,25j=1,...,N)

a un degré de transcendance supérieur ou égal a n—1.

3. Un critere de transcendance.

La méthode que GEL’FOND avait utilisée pour résoudre des problémes
de transcendance a pu étre généralisée & des théorémes d’indépendance
algébrique grace a un critere de transcendance qui joue, dans cette démons-
tration, le role du théoréme de Liouville [13] dans la premiére. Nous étu-
dierons plus loin les conséquences qu’aurait une généralisation de ce
lemme de Gel’fond 4 un critére d’indépendance algébrique.

Le lemme de Gel’fond a été amélioré par Lana [8]. Voici un troisiéme
énoncé, plus fin que les précédents, et qui permet en particulier de résoudre
un probléme posé par SCHNEIDER [17] (probléme 8 de [13]).

LEMME FONDAMENTAL. — Soient a€G, ¢> o, o, et o, deux fonctions
réelles de variable réelle x, strictement croissantes, qui tendent vers - oo
avec x; soient a,(x) et a»(x) deux fonctions réelles de x, supérieures a 1.

On suppose que, pour tout £> o, on a

3.1) 05 (T) < 01(2); oi(x+1) <L ai(x)oi(x) i=r1, 2).
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On suppose qu’il existe un entier N, positif, et pour fout entier N > N,,
un polynéme Py € Z[X], non nul, de hauteur Hy et de degré dy, tel que

3.2) { | Py(2)| <exp{—C(N)a(N)o:(N) },
’ LogHy<0c,(N); dy<0a,(N),
ou C(N)=max[xo+a; () N_§2g<Na1(x) ag(x)].

Alors a est algébrique, et il existe un entier N, tel que, pour N> N,, on
ait Py(x)=o.

RemARQUE 1. — La derniére partie de 1’énoncé
Py(a)=o0 pour N> N,

résulte d’'une généralisation d’un théoréme de Liouville [13] :

Si « est algébrique de degré s, il existe une constante C(x)=C> o

telle que, pour tout polynéme PeZ[X] de hauteur H et de degré n
avec P(a)# o, on ait

3.3) | P(2)|> CrH—+",

REMARQUE 2. — Nous utiliserons le lemme avec a;(z) constants. L’exis-
tence des U-nombres au sens de MAHLER [13] justifie la condition

O'i(.’L' —I— I)éai ai(x).

ReMARQUE 3. — Le principe de Dirichlet prouve, ainsi que nous le
verrons (§4), que le nombre C(N) dans (3.2) ne peut pas étre remplacé
par un nombre inférieur a 1.

Pour la démonstration du lemme fondamental, nous utiliserons deux
résultats de GEL’FOND ([4], [5]). Le premier est une généralisation d’un
lemme de Popken et Koksma (voir [13], lemme 16).

LemMme 1. — Soient P,, P,eCG[X] deur polynémes de hauteur H, et
H, respectivement. Soient H ef n la hauteur et le degré de P, P,. Alors :

(3.4) H> enH, H.

LeMME 2. — Soient « € G, transcendant, P € Z[X] un polynéme primitif
de hauteur H, et de degré do. Si

(3.5) |P(a)|<H, A1>6; LogH >n>d,; H>. H,,

BULL. SOC. MATH. — T. 99, FASC. 4. 19
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alors le polynéme P a un diviseur primitif irréductible Q tel que

h—6 1 2n
(3.6) Q@I<H * "  He =h

oit h et 0 sont la hauteur et le degré de Q, et s un entier positif.

Un lemme analogue au lemme 2 a été démontré par Lana ([10], VI, §2).

Démonstration du lemme fondamental. — En divisant P par le p. g. c. d.
de ses coefficients, on se raméne au cas ot Py est primitif, ce que nous sup-
poserons. D’autre part, les valeurs de o;(x) (i =1, 2) intervenant sont
o;(N) pour N entier et N> N,. On peut donc supposer ¢; continue, et
o;(0) = o, pour définir o7 de R, sur R,.

Supposons les hypothéses du lemme vérifiées et le nombre o transcen-
dant. Les conditions (3.2), (3.5) et (3.6), avec LogH =0,(q) et n =0.(g),
montrent que, pour tout ¢ > N,, il existe un entier s> o et un polynéme
Q,€Z[X], primitif, irréductible, de hauteur h, et de degré ¢,, tel que

10,@|zexp| - E2=05, (@) |,
(3.7) 8 < 72(g),
Logh, = L 5,) + 25.(0) = o1 (q).

La condition o;(x)—>w, quand z-—>c, montre que I’ensemble des
polyndmes Q, (¢ == N,) est infini. On pose

(.8) z,=max a:‘(éLogh,);a;i —\ 3, |-
I+;

Comme o, et o, sont croissantes, on déduit de (3.7) et (3.8):

| - max[o‘;’ <§ o4 (q)); oyt [<—_|I_€> ; aa(q)jl].

On aura donc : d’une part,

soit @i(z) < (ou (@), soit a(z)= S oa(0),

d’autre part, z,<~¢q. D’ou
(3.9) 71(27) 92(20) = 5 51g) 92(9)-

Résumons les conditions (3.7) et 3.9) :
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I1 existe une suite (Q,) de polynémes primitifs irréductibles de Z[X] tels
que

| Qs (2) | = exp— (4 +2) 1(29) 72 (29),

(3.10) z,,=maxliaj1<%Loghq>;a;‘[( ! E)Sq]],
I+ ;

ol1 9, est le degré de Qg et hy sa hauteur.

Comme il y a une infinité de polynémes Q, (> N,), I'un des ensembles
{hs]q> No}; {d;]9g> No} n’est pas borné.

On peut extraire de la suite (z;) une suite qui tend vers 4o avec q.
On notera encore (z;) cette nouvelle suite. Soit ¢> N,, N=N,=[z,],
et Py€Z[X], ol Py est défini par les hypothéses (3.2) de I'énoncé. On a
donc

| Py (2) | < exp[— C(N) 71 (N) o= (N)]
@B.11) < exp[— C(N)o1(z)—1) o2(z,—1)],
LogHy=0:(N)<ci(z)) et dy=0:(N)=0:(z),

car z,—1< Nz,
Or, par hypothése, on a

oi(z — 1)> e I)o'L(z) (i=1, 2)

et
CN)>(h+2)ai(zy—1) as (z;,—1), car N—i1=z,—1<N.

On aura donc

@3-12) | P (@) | < exp[—(4 + ) 71 (27) 2 (z)]-

Le résultant de Py et Q, est un entier rationnel R qui vérifie, d’aprés
Lanc ([10], V, §2),

(3.13) |R|Z[(+]2]) (v + )" " HYKN X [| Px(@)| +] Qs ()],

Or, si q est assez grand, on a, d’apres (3.10), 3.11), (3.12), (3.13),
[ ) @+ 01z exp| § 21 @) )|,
Hf\;’ h(qlNé exp <4 + i;‘) 01(2g) 72(22),

| Py (@) +1Qy(2)| == 2 exp[—(4 + ) 51 (2) o2 ()]

D’ol |R| <1, donc R = o, et Q, divise Py. Comme (, est un polyndéme
primitif, il existe ReZ[X] tel que Py = Q,.R
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Utilisons le lemme 1. D’aprés (3.4), on aura

Ol dn=03(27) < <1 + Z) 72(2,)
h,= Hy '~ < %129,

ce qui contredit la définition (3.8) de z,.
Donc a est algébrique.

4. Répartition des zéros d’une somme de fonctions exponentielles.

Pour utiliser le lemme fondamental, nous aurons besoin d’une majo-
ration du nombre de zéros d’une fonction du type

l q;j
< . .

j=1 i=1

ol q;, ..., q; sont des nombres entiers positifs, et w;, b;,; (1 L1 < g,
1 < j 1) des nombres complexes. GEL'’FOND a énoncé un tel lemme
en 1949 [4]. Son étude a été reprise par MAHLER [11], puis par Dancs
et TuraN [1], mais leurs énoncés font intervenir un minorant de

0; = H (0 —w;),
1;;521
et, pour utiliser ces résultats, il fallait imposer une condition d’indépen-
dance linéaire des nombres z;, ..., zn intervenant dans I’hypothése.
Le lemme suivant permet de supprimer cette condition. C’est proba-
blement un cas particulier d'un résultat annoncé par VAN DER
PoorTEN [16] (®).

LemMme 3. — Soient ¢, ..., q; des nombres entiers positifs. Soient
oy, ..., w; des nombres complexes deux a deux distincts, et b, ; (1 < i< q;;
1 £ j < 1) des nombres complexes non tous nuls.

Le nombre de zéros de la fonction

qj

!
(4. I) f(z) :_Z 2 bi,/‘ Zi—1 evis,

j=1 i=1

(®) Cf. R. TispEMAN, Koninkl. Nederl. Akak. van Wet., Proc., Série A, t. 74, 1971,
p. 1-7.
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comptés avec leur ordre de multiplicité, dans le disque | z— z,| < p, est infé-
rieur @

min [n
(4.2) bo[ﬁ S 09

ol £ = max | etn_Z
oax [w;] q;.
]—-1

Démonstration. — Nous verrons en (b) que I'un des nombres =1 (z,),
1 = s n, est non nul. Quitte a remplacer z par z—z, et b; ; par

qj
k—1 .
bk R X Zk—z ew;j 5
Z iy i—1 0 ’
k=i

nous supposerons z, = o.

(a) Soit F (z) une fonction entiere sur G, non identique & zéro, et soit ¢
le nombre de zéros de F' dans le disque |z| =~ p, comptés avec leur ordre
de multiplicité. Soient s un entier, s > o, et R un nombre réel, R > p +1.

On a alors
(4.3) FI©) | =l g (FEL ) x max | FE.

En effet, si 34, ..., Bs sont les zéros de F, comptés un nombre de fois
égal a leur multiplicité, la formule de Cauchy montre que I’on a

rro=ghy ), 2| [, (SR e

Pour obtenir (4.3), on remarque que, pour |{| =Ret|z| =1,0na
|E—z|=R—1, |[E—f|=R—p et |z—f|=p+1
(b) Nous supposons désormais les hypotheses du lemme 3 vérifiées.
l

Soit n =Z q;, et soit A le déterminant

j=1
J— dl_ zé‘—
o dz—1 s=mj ’

ds—l
A.4) A= ‘[d e ),z]
out (i, j) est I'indice de ligne, 1=—j =<1, 1==i¢q;, et s est I'indice de
colonne, 1 = s <~ n. Le déterminant A est un polyndéme en T = w, dont
les dérivées d’ordre inférieur a ¢,¢. sont nulles pour T'= w,. On en déduit
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que A ne différe de H(wi_w/-)mj, que par une constante multipli-
1<j R
cative <en fait, cette constante est II H s! > Donc A # o.
i=1 s=0

s—1

(c) Soit Ay, ;) le cofacteur de I’élément [d%—_—l zi1 e‘*’fz] dans le
z2=0
déterminant A (4.4).
En utilisant la méthode de Van der Poorten [16], nous allons montrer

que l'on a
n ! qj —1
s N N i—1 p;u Alv(i’j)
@.5)  max |f90)|=[f@)|x( X| X Juten =t
t=1|j=1 i=1

pour tout ueC.
En effet, si on considére les n relations linéaires en b;,; :

! 71 B ds—1 ds—i )
Z Zbl,/l_F zl_i el)iz]z:o = I:sz——if]::o
j=1 i=1

pour 1 = s n, les formules de Cramer donnent

bi A = A, V(o).

=1

n l q;
Afw =3, <Z - e’"-‘"Az,u,n> Xf1(0).

(=1 j=1 i=1

D’ou

La majoration (4.5) en découle immédiatement.

(d) Le polynoéme

4.6) P(2) =Z agz,
k=1
ol
l qj
“4.7) ax =2 2 Ap g, put e,

j=1 i=1
vérifie les n relations :

e
@4.8) Pé(w) =A. [d—dzk—_: e] (=hel 1 = k= q).
=W
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En effet, les polynémes
n
(“.9) Q@ =X dup? (ZjLL1=ZiZg)
k=1
vérifient les relations

Qi V(@) =A.0u, e  (1=Zh=ZlL 1=k =ps),

{1 st @G)=(kh),
S(t, /), (ks &) ‘{ o si (i, )& (k h).

11 suffit de remarquer que I’on a, d’aprés (4.6), (4.7) et (4.9),

ou

l qji
P(2) =2 Z u—te”i“Qy, j(2).
j=1 i=1
D’ou les n relations (4.8).

(e) Le seul polyndéme P, vérifiant (4.6) et (4.8), est défini par les rela-
tions [6] :

(4.10) P(2) ZA o] [ e—a);
h<k
uy
@.11) =— SN
(Y—“h

ou la suite (ay, ..., @) est la suite (wy, ..., @y, ..., @y ..., @), 0 €tant
écrit ¢, fois, et ou I est un cercle | Y| =R, avec R; > Q= sup |ws]|.
1=<h<l

(f) Nous allons établir la relation :

(4.12) ZlahléZAlckl_H(l'l‘|a/n|)9
h=1 k=1 mk

ou a; est défini par (4.7) et ¢ par (4.11). Soit

Q@) =X A lal] [ @+l

k=1 hr<k

On a, d’aprés (4.6) et (4.10),

dh I " d/l
=il [dz" P (z)] TR ;AC* [ H?IIIC(Z—“"‘)LO’
=1 m<



296 M. WALDSCHMIDT

or

' FIICS °‘m>>u! 2| @ Tle+aD] .

m<k m<k

Dot ) | a:| < Q(1), ce qui est la relation (4. 12).
i=1
(9) On pose Ry =L 41, ot & = sgpllwhf. Pour [u|<R, on a,
1<h
d’aprés (4.11) et (4.12),
| Cklé('g + 1) eI{(Q+1l’
et

n

(4.13) D@ =n(@+1)et@(Q +1)mA,

i=1
De (4.5), (4.7) et (4.13), on déduit, puisque A %o,

max | 11(0)| == [n(@ + 1)+ €€} X max | f(w)].

0Ls<n—1

Utilisons la relation (4.3) avec F ={. Comme Az£o0, on a, pour
R>p+1,
R—p

° R
(41[;) (—P—I—I-) én[(g +I)n+1R_Ieltg1+S).1.

Pour £ =o, f est un polyndme et ¢ < n, donc la formule (4. 2) est vraie.
Si & > o, le nombre o est égal au nombre de zéros de la fonction z— f <§22—>

dans le disque |z| < p £, d’olt

/R—__PQ ° n ZR 2 R
(mr) énl2 R—-__—I-C .

Soit A > o0 et A =n(x +pR) +p2. Si A7, on choisit R = A, et on

majore szl par e, et n!2® par n*. D’oll
n , 2(n*+1)
<< 7\ +W(99+I)'
. 3 1 5 3 .. 13 9
Si A<5» alors pSZ<Z et nt<< - On choisit R-—:ZQQ +Z- On

majore-';l(pﬂ 4-1) par nLogn, d’ou 2(R +1) < 2(1 + pL) + nLogn, et

z< nLogn + 1 —|—p$2<§ +(1—|— pQ),
3 3 T4 ' ALogn
LOg; LOg;

d’ou la relation (4.2).
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5. Démonstration du théoréme 1.

Pour démontrer le théoréme 1 (§ 2), nous suivrons le schéma suivant :
on suppose que la conclusion est fausse; ainsi un corps K est du type
Q(ay, a2), ol a, est algébrique sur Q(x,).

1° On construit, grace a un lemme de Siegel, une fonction auxiliaire F
qui a de nombreux zéros.

20 Le lemme 3 (§4) permet de majorer le nombre de zéros de F.
Soit v une valeur correspondante non nulle de F.

3¢ Le principe du maximum donne une majoration de .

4° On construit ainsi une suite de polyndmes en «, qui vérifie les hypo-
théses du lemme fondamental, donc o, est algébrique, ce qui contredit
un théoréme de Lang [10].

Rappelons le lemme de Siegel qui donne des conditions suffisantes pour
résoudre, en nombres entiers algébriques, un systéme d’équations linéaires
homogénes a coefficients algébriques.

LemME 4. — Soient L un corps de nombres, r et n deux nombres entiers
positifs, r< n. Soient

a,; (1£LiLr; 1Zj<n)

des éléments de L, d; (1=1i<r) un dénominaleur de (1, ..., %,n),
d =maxd; et A = (a,)]-

Alors il existe n éléments x4, . .., x, de I, non {ous nuls, tels que

n

Zai,;x,-zo pour tout i =1, ..., r,
(5'1) j=1

|| z: || < C:(C:nd A)*—" + C,,
ot C, et C: sont des constantes ne dépendant que de L.

Démonstration. — Voir Lane [10] (chap. I, §2) ou ScHNEIDER [13]
(appendice).

Soient x, ..., Ty (resp. ¥i, ..., yu) des nombres complexes Q-linéai-
rement indépendants. Soit K le corps obtenu en adjoignant 4 Q les MN
nombres

esiYi (1ZILN; 1L = M).

Supposons MN>2(M + N); alors, d’aprés un théoréeme de Lanc
([10]), chap. IL, § 1, th. 1; RaAMACHANDRA [12]), 'un au moins des nombres
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considérés est transcendant. Nous allons supposer que le degré de trans-
cendance de K sur Q est 1, pour obtenir une contradiction. Ainsi, il existe
a;, 2, € G tels que

K = Q(al, a2)’
«, étant transcendant sur Q, et a, entier sur Z[a,]. Soit d =[K : Q(a)].
Les nombres { e*ii|1 Zi = N; 1Zj M|} s’écrivent %%—1 1éléMN§,
0

ot Nx (oL k=MN) est un élément de Z[a,, a]. 1 s’écrit de maniére
unique

d—1

_
Ni= ZJ 2 a"vhzaliltalgl’a

hi>0 hy=0

ol @, €24.

Soit r le maximum des degrés de Nz (o < k< MN) et de ad,

Soit X un nombre entier arbitrairement grand : X sera minoré par un
nombre fini d’inégalités. On désignera par ko, ki, . .. des constantes indé-
pendantes de X.

10 Il existe une famille d’entiers rationnels non tous nuls,

P(hy, ..oy Ayas) =P(),
définis pour

6.2)

0L A= 2 NMrXM"+N—71;

0oL h=ZaX"—1; 1<ZiZN;
Oé )‘N+2é d_I’
et majorés par

(5.3) | P(0) | < expko X"+,

tels que la fonction F, définie par

N
(5.4) F(z) =Y P(})exp [inx,.z].a:w abne,
0 i=1
vérifie
(5.5 Flay +...+auyw)=o0 pour 1Za;=XN; 1ZLj=M.
M
En effet, en notant a.y la somme Za,-y,-, on a, d’aprés (5.4) et (5.5),

j=1

N M
(56) F(ay) =E P()\) I—[ lI eri)'j~)\iaj.a)1‘N+1 a?z‘N+2.

M\ i=1 j=1
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Donc N3V#X**N B (g y) est un élément de Z[a,, o] pour 1= a; = X"V,
1L j <M. Ainsi il existe Ay, 1.€2Z tels que

T—1 d—1

N%NMXM*NF(a‘ y) — 2 Z <2P()\) Ay p, a)aifidjzlg-

hy=0 hy=0 )
De plus, on a

T4 NMr2 XM"+N et | Ay ha| < exp ki XM +N,

Considérons le systéme linéaire homogéne en P (%)

M PM) A ne=o,

]
oZh=7—1, oLh=d—i1,
1 Za; =XV, 1=j=M.

On a ainsi 4 résoudre un systéme de 7 dX¥N <4 NMr2dX*V+"+N équa-
tions a4 2¥+!, NMr2dX"N+M+N jpconnues. Comme N> 3, le lemme 4
montre qu’il existe une solution dans Z non triviale P(A), et, d’aprés
(5.1), telle que I'on ait

(b.3) [P(A)| < exp ko XY +N,

ou k, est une constante indépendante de X.

20 Il existe des entiers by, ..., by tels que, pour X assez grand, on ait
b.7) 1 b2k XN, 1Zj=ZM et F(b, y)# o,

avec
Ky = [2N+2ru],

On pose Q =2V X"N, Notons 34, ..., Big(resp. i, ..., wp) les nombres

M / N
2 biyj, 120y L ko XN (resp. les nombres 2 ATy, 0= A= 0o XM~ 1>
j=1
qui sont deux a deux distincts puisque les nombres y;, ..., yu (resp.
Zy, ..., Zy) sont Q-linéairement indépendants.

N

Pour w, =Z A:x;, on pose

i=1

i=1

T—1 d—1
g= Y, X P@anriane,

)NJM:O )‘N+2=0
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La transcendance de «; montre que I'un au moins des nombres g
(1 £1< Q) est non nul.

La fonction F, définie par (5.4), s’écrit alors

e
F(z) =Z ql ewlz.
=1
Soient 2 = 2 NX¥ max [Zi|, p =k XN et &k = é Le nombre de zéros de
1LiL
la fonction F dans le disque | z| < p est, d’aprés le lemme 3 du § 4, infé-
rieur a

QQ+4<’+szg(b+99)<4Q.

Donc I'un des nombres F(B,) = F(b.y) est non nul.

3° On a la majoration suivante :
(5.8) F(b.y) < exp[—X*NLog X].

La fonction F admet les zéros a.y (1 < a;< X", 1 < j < M). Utilisons

le principe du maximum sur le disque de rayon R = X"+~ pourla fonction
F(2)

Miz—ay)

Pour | z| < R, on a, d’aprés (5.2), (5.3), (5.4) et (5.7),
| F(2)| L exphk, X2M+N et [b.y—a.y| <2k XM.

Or, pour |z| =R, on a

—da. —_ N__ % N.
[Z ay|>Xﬂl+7\ kX

D’ou
, - ) F(z)
pl=| []1b.y—a G
| F(b y)le ' |b.y—a yljxlgp:pn Te—a.9)
M___
= exp [hX“’*’"—X”‘NLog Xg % k‘]
2

~Zexp[— X"NLog X].

D’ou la relation (5. 8).

4o Le nombre o, vérifie les hypothéses du lemme fondamental. On pose
q (e, @) = NINURXY N Bep gy,

Ainsi g(2;, @;) est un élément non nul de Z[a,, «,], d’aprés (5.2), (5.4)
et (5.7).
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Prenons sa norme sur Q () : soit
Px(21) = Nx;qan[q(s, @5)].

Ainsi Px est un polyndme non nul de Z[a,], de hauteur inférieure a
exp k; X"+~ et de degré inférieur & k; X"+V, De plus, d’aprés (5.8), on a

| Px(o) | < exp — é XMN Log X.

On pose
O'1(X) :Ug(X) =k5XM+N; aj(X)= a2(X) = 2.

Ainsi on a ,
| Px(a)] < exp{—2009,(X)c(X)},

donc «, vérifie les conditions (3.2). On en déduit que «, doit étre algé-
brique. Cette contradiction termine la démonstration.

6. Indépendance algébrique dans le cas ol la dimension est
supérieure a 1.

La méthode de GEL’FOND permettrait de démontrer qu’une famille de
nnombres (n > 2) est algébriquement indépendante, si le critére de trans-
cendance que nous venons de voir au paragraphe 3 pouvait se généraliser
en un critére d’indépendance algébrique. Pour obtenir dans une certaine
mesure les limites d’application de la méthode de GEL’FoND dans son stade
actuel, nous allons donner une définition qui montrera quels résultats on
peut espérer.

D’aprés le principe de Dirichlet [2], si ai, ..., @, sont des nombres
complexes algébriquement indépendants, pour tout ¢ > o, il existe une
constante H,=H,(x, ..., @5, ¢) telle que, pour tout (s -+ 1)-uple
H(,, ...,ds;) de nombres entiers positifs avec H > H,, il existe un poly-
néme PeZ[X,, ..., X;], de hauteur H et de degré d; par rapport a X,,
tel que

[Py ... as)| < exp— (1 + <) Log H | [ d

1=1

L’étude du cas s =1 (lemme fondamental, § 3) et la définition du « type
de transcendance » de Lana [9] justifient les définitions suivantes :

DeriniTioN 1. — Soient s un nombre entier positif, s' un nombre réel.
Soient a,, ..., a, des nombres complexes. On dira que o, ..., o, vérifient
(®,) si les conditions suivantes sont réalisées :

Il existe (s 1) fonctions oy, ..., o5 réelles de variable réelle x, stricte-
ment croissantes, qui tendent vers + oo avec x, et il existe un nombre a, > 1
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tel que
0 (x) < o0 ()3 gi(® +1) <= a0, () pour oZj~<s et x> o;

il existe un nombre entier N, positif ef, pour tout N > N,, un polynéme
PyeZ[X,, ..., X;] non nul de hauteur Hy et de degré d; x par rapport a
X, tels que, pour tout N > N,, on ail

§'+1

| Py (e, - .y 2)| < exp——-k[nai(N)] ,

i=0

LogHy=0o,(N), dix=a(N) (i=r,...,s),

ol k est une constante ne dépendant que de a,, s et s'.

Il est clair que, si «;, ..., o, sont algébriquement dépendants, alors
ils vérifient (%) pour tout s’.

D’autre part, si s’ <s, le principe de Dirichlet montre que a;, ...,
vérifient (%,), quels que soient les nombres complexes a;, ..., .

DerINITION 2. — Soient K un sous-corps de G de degré de transcendance
s> 1sur Q, et s’ un nombre réel. On dira que K est un corps Q*" s’il existe
des nombres complexes a., ..., o, appartenant @ K et ne vérifiant pas (%;).

On dira que K est un corps Q! si K est une extension algébrique de Q.

Remarque 1. — Si K est un corps Q" et si ¢ est un nombre réel avec
> s> 1, alors K est un corps Q.

Remarque 2. — Si K est un corps Q", le degré s de transcendance de K
sur Q est inférieur ou égal a s'.

Remarque 3. — Si K est une extension de Q de type de transcendance =
(Lang [10], chap. V, §2), alors K est un corps Q™—'),

Le lemme fondamental peut s’énoncer :

ProposiTioN. — Un corps K est un corps Q') si, et seulement si, K est
une extension de Q de degré de transcendance inférieur ou égal a 1.

On peut alors obtenir les théorémes suivants :

TutoriME 2. — Soient %, ..., Tn (resp. Yi, ..., Yu) des nombres
complexes Q-linéairement indépendants. Alors le corps obienu en adjoi-

gnant a Q les MN nombres

ei (1ZLIZNy1j<=M)
MN
M +N

n’est pas inclus dans un corps Q') pour 1 s = 1.
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Pour s =1, d’apres la proposition précédente et un théoréme de LanG
[(10], II, § 1, th. 1; RamacHANDRA [12]), on retrouve le théoréme 1.

THEOREME 3. — Soient x, ..., Ty (resp. Yi, ..., Yu) des nombres
complexes Q-linéairement indépendants, et s un nombre réel. Si
1282 —(]‘—4—:1)—1\7, alors les M (N + 1) nombres

M+N
Yy, e (1 LI Ny12j = M)

n’appartiennent pas fous @ un méme corps Q.

Pour s =1, le théoréme 3 englobe un théoréme de Ger’ronp ([5],
chap. III, th. 1) et un théoréme de SMeELEV [15] en supprimant leurs
hypothéses sur une mesure d’indépendance linéaire de z,, ..., Tn ().

THEOREME 4. — Soient x, ..., Ty (resp. Yis ..., Yu) des nombres
complexes Q-linérairement indépendants, ef s un nombre réel. Si
MN
=
18 < MIN' alors les MN + M -+ N nombres

Ziy Yj» eridi (IéiéNa IéjéM)

n’appartiennent pas tous @ un méme corps Q).

Pour s =1, le théoréme 4 permet de supprimer I’hypothése du
théoréme 2 ([5], chap. III) de GEeL’FoND sur lindépendance linéaire
de zi, ..., zn ().

Terminons par une application géométrique, analogue au corollaire 2
du théoréme 2 de Lana ([9], chap. V, § 3) (dont nous adoptons les nota-
tions) :

THEOREME 5. — Soient s un nombre réel, s> 1, et K un corps QV
algébriquement clos. Soient G un groupe linéaire sur G, et 9 : C— Gg un
sous-groupe d un paramétre de G, de dimension algébrique d. Soit I un sous-
groupe de G, contenant au moins m éléments Q-linéairement indépendants,
et tel que o(I)C Gg.

Alors md < (s 4+ 1) (m + d).

De plus,
si TcK, alors md< (s +r1)(m+d—r1);
si ¢'(o)€ Gy, alors md < (s +1)m 4 sd;

si TcK et ¢'(o)€ G, alors md < (s +1)m +s(d—1).

Le théoréme 5 est équivalent aux théorémes 2, 3 et 4.

(®) R. T1ypEMAN a également montré comment supprimer les hypothéses superflues
de GeL’FoND et SMELEV (R. TIJDEMAN, Op. cit., p. 146-162).
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