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LES ENDOMORPHISMES D’'ALGEBRE A POIDS
PAR

Noér LEBLANC
[Saint-Denis]

REsuME. — Le résultat classique de Beurling et Helson peut étre généralisé aux

algébres de séries de Fourier avec poids : les endomorphismes de ces algébres sont
définis par les changements de variables linéaires.

Soit A., I'algébre de Banach définie par
As = {f; f@ =, cuexpnix, || fll,=lcu| 1+ 0],

Nous nous proposons de déterminer ici les endomorphismes des
algebres A,.

A. BEurLiNG et H. HELsoN [1] ont étudié les endomorphismes de A,
et montré qu’ils sont de la forme

1) F@>FWNz+1, Nez  teT.

Par la suite, Y. KatzNELsoN [3] a obtenu le méme résultat pour les
algébres Ay, o > 2, en utilisant le lemme de Van der Corput.

On peut d’ailleurs montrer facilement [5] que les endomorphismes de A.,
o> 1, sont encore de la forme (1) en remarquant que A, est formée
des fonctions dont la dérivée est dans A,. Le théoréme de Beurling-
Helson permet alors de conclure pour A,, puis, par interpolation,
pour Aq, a>1.

Nous nous proposons de montrer ici que ce résultat est vrai pour tout
o > 0. I est remarquable de constater que notre démonstration peut
s’appliquer a des algébres a poids plus générales que celles envisagées
ici, mais ne permet cependant pas de retrouver le théoréme de Beurling-
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Helson. Nous utiliserons la remarque suivante [3] : les endomorphismes
de A, sont de la forme

F(@)—>Fof(x), avec [expNif|l,=Cs|INI%

et nous montrerons que cette inégalité ne peut étre vérifiée que si f
est linéaire.

Nous serons amené a démontrer tout d’abord un lemme de type
Van der Corput, qui nous permettra d’obtenir, pour « > 1, un résultat
plus précis que celui de [5]. Il est intéressant de constater [4] que la
démonstration utilisée ici se généralise aux fonctions de plusieurs variables.

Premiére partie

Nous commengons par démontrer le résultat suivant :

LemME 1. — Pour toute fonction f a valeurs réelles sur un intervalle I,
dont la dérivée admet un module de continuité donné w et varie avec I’ampli-
tude var ('), on peut trouver une suite de fonctions Fy telles que, pour tout
nombre réel u, si ¢ salisfait | N|ew () =1,

j Fy (x) exp (— uix) dr | < El_m%ﬁf’—)lflm (%) exp (Nif (x)) dx].

Démonstration. — Nous définissons A (x) par

A@=1—2=t i zelti+q,
142 =t & zeft—s1]
=0 ailleurs,

et nous posons

® (z) =exp (—Ni[f) + &—Df ODA @.
Une intégration par parties donne alors 1’égalité

f ®(x) exp (— uiz) dx

4 sin? g (NF' (t) + u) exp (— N if (t)— nit)
- e[Nf' () + ul '
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Comme " admet le module de continuité o,
F@=FO+@—0I O+n@—0 |n@—b|=o(z—L])
et, si [N cw() =1,
Re[exp (Ni (e — ) 7 (@ — )] = 1
Re f @ (z) exp (Nif @) do> 5-
Nous choisissons alors une suite de points & tels que ' (&) = k (¢ | N |)~"

et nous associons a chaque point # la fonction ®; construite comme
ci-dessus. Nous posons

Fy @) =Y, % ().

Il existe ¢ | N | var (f') points #, et

| N|var(f’)
2

‘ / "Fy @) exp (Nif(¥)) dz |~ Re f Fa @) exp (Nif (@) dz

Comme, d’autre part,

_/ts—}—ZZ%é%)s,

k>1

f Fy (x) exp (— uix)

et le lemme découle de ces deux inégalités.

Nous sommes maintenant en mesure de donner du théoréme de Stein-
Varopoulos une démonstration indépendante du théoréme de Beurling-
Helson :

TuEoOREME 1.1. — Les endomorphismes de A, sont linéaires.

Démonstration. — Soit f un endomorphisme de A,; nous savons que
est continiiment dérivable, et nous pouvons choisir un intervalle I sur
lequel ' admet un certain module de continuité o, | f' (x)| > 2, ou A
est une certaine constante positive. Nous construisons F, comme dans
le lemme, et nous posons

exp (Nif (z)) =Z a, exp niz, Fy () =2 ¢, exXp (— nix).

— —
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L’égalité de Parseval s’écrit

AIN|

f Fa (@) exp (Nif (@) do

=27 ‘—é2nsup{cn(2[nan|>

—»

@
~
Z na,cn

—®

é‘ f Fx (exp Nif) do
7

et 'on déduit du lemme

“eXPNif|lA,é7\[N{§_|_J\J_|ZVO;ar_(L/_).

THEOREME 1.2. — Si a > 1, les endomorphismes de A. sont linéaires.

Démonstration. — Si f définit un endomorphisme de A, f* est lipschit-
zienne d’ordre 8 = inf (x — 1, 1), et le module de continuité » du lemme
satisfait o (¢) == Cef. L’égalité ¢ | N | w (¢) = 1 implique alors

B> 1

_7CiN{,

et le théoréme 1.1 donne, dans ce cas,
(| exp N iffl4,> C/| N [p~/B+1,

Nous pouvons alors, comme dans [5], quitte & envisager 1’algébre des

restrictions de A, 4 un intervalle sur lequel ' ne s’annule pas, écrire

|| exp N if{l.s, =

[l exp Nif{l.4,

Ay

Ix7

szlf NI exp Nifllg <

puis l'inégalité de Holder

Siald+ind=(Blal) " (Blala+inn)”

En réunissant ces deux inégalités, on obtient

|exp N if|[%, . [lexp N if]ls,

Vexp Nif o= exp Nifls, ™ = TINTTE,

ce qui donne, si 2 =2,

(lexp Nif [|l4,> C | N [» 1 =0/,
et, si a2,
lexp N if |4, = Cy| N [*+0r,
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Dans les deux cas, || exp N if ||, croit plus vite que | N |*, et nous obte-
nons donc le théoréme. Il est, en outre, intéressant de constater que la
minoration obtenue dans le second cas est la meilleure possible, ce qui
découle immédiatement de I'inégalité de Carlson. Ce cas a d’ailleurs été
étudié en détail dans [3].

Deuxiéme partie
Nous nous proposons de démontrer maintenant :

THEOREME 2. — Si 0 < « << 1, fout endomorphisme de A, est de la

forme
F@—~FNx+1t, NeZ  teT.

Nous cherchons encore a montrer que, si fn’est pas linéaire, || exp N if |4,
croit plus vite que | N |*. Nous partageons la démonstration en cinq
propositions :

Proposition 2.1. — Si f n’est pas lipschitzienne d’ordre 1, f ne peut
définir un endomorphisme de A..

Démonstration. — Si f n’est pas lipschitzienne d’ordre 1, il existe une
suite wy telle que | N |~ wy augmente indéfiniment avec | N | et telle
que, pour tout entier N -# 0, on peut trouver y et z satisfaisant

If@—f@|I=7IN| et |[yg—z|=1fon

Nous définissons 1 NZ b, exp (— niz) par

—

p = exp (— Nif @) oy + exp (— N if (2)) 9,

ou d, et d. représentent les mesures unitaires ponctuelles en yet z respec-
tivement. D’aprés le choix de y et z,

sin n

@.1) 27| by| = 2

y—Z'.
2

2

Si exp (N if (z)) = ¥, a, exp niz, f exp (N if @) dp- = 2=27 2 a, bn,
0 —

et on obtient en utilisant (2.1)

1= Y e+ Y |an|42\—| @,

[nl<wy [n|>wyN
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ce qui peut s’écrire || exp N if|l.,, > w%, et la proposition découle du
fait que | N |[* oy augmente indéfiniment avec | N |.

Remarque. — Le calcul employé ici ne fait intervenir que des mesures
ponctuelles, et peut étre utilisé pour des algébres de restriction : soit z,
un point d’accumulation d’un ensemble E; si f n’est pas lipschitzienne
d’ordre 1 en z, on peut trouver y de E tel que, pour N > 0,

NSO —fOI=% et ly—zl=o-

ON

On pose cette fois (. = 0, — ., et le calcul se déroule de la méme
maniére puisque

[ e @vir@) dp| =2 — %

Alors, les fonctions qui définissent un endomorphisme de A, (E) sont
lipschitzienne d’ordre 1 en tout point d’accumulation de E.

Proposition 2.2. — S§’il existe une infinité de points {t;} ftels que,
sijZ k" ) Z [ (&), et une constante A felle que, pouritout j, | f' (¢;)> 1/,
f ne peut définir un endomorphisme de A..

Démonstration. — Soit t,, ..., f;, une sous-suite finie de { ¢, }. Il existe 6
tel que, sij et k sont inférieurs & ¢, | f' (¢;) —f" () |> 2 0; si nous défi-
nissons ; (x) par f(@) —f () = @—1t)[f () + n; (@)], il existe en
outre une fonction continue positive , tendant vers zéro avec x, telle
que, pour tout j =g,

1y @] <o (lz—1;]).

Nous définissons alors W (z) =2 ¢, exp (— nix) presque partout, par

—

W, (x) = exp (— N if (x)) sur [t; —e, t; + <],
Y. (x) =0 ailleurs;

27|, | = ' ftjﬁ exp (nix— Nizf' ({;))exp (—Ni(x—1{,)n; () dz|,

2.2) 27| cn| = + 2| N|2w(e).

2
|n—Nf" ()|

Laproposition 1 permet par ailleurs d’affirmer I’existence de (2 = sup | f ()|
et nous pouvons écrire

(2.3) omlen|=2:,  2m|ne,] =2+ 2p|N|e.
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L’égalité de Parseval implique alors, si » () =< 2/2,
IN[2eZ|IN[f@; + &) —f; —9)]
fo NP @) exp (N if (@) W (@) d

s

o0
=| 2n2nancn
—

et I'on obtient, en majorant | n'=*¢,| a4 l'aide des inégalités (2.2) et
(2.3), et en choisissant ¢ et N tels que N2 02 w(e) = 1, | N| 0 > ¢'/2,

INDe= 3 nta] 20 @IN [y~ 4+ 3 v 2TRET,

[n—Nfr(t) | <0 N|

on utilise alors le fait que les ensembles { n;|n —Nf'({;)| <0 |N|
sont deux a deux disjoints, en écrivant I'inégalité précédente pour tous
les indices j = q. On obtient I'une des deux inégalités suivantes :

exp N if L, > g | N|* 12 @p)—=,
lexp N if Lo, > (| N|0)% | N|* A i,

Dans les deux cas,
lexp N if |4, = (/4 p=*) ¢ | N |%,
ce qui est la proposition puisque g peut étre choisi arbitrairement grand.
ProrositioN 2.3. — Si la mesure des ensembles { x; ' (x) = A} est

portée par un nombre fini d’intervalles, f ne peut définir un endomorphisme
de A..

Démonstration. — Soit 2 # 0, une valeur de la dérivée. D’aprés la
proposition précédente, il existe . > 0 tel que, sif’ (x) = A, |f (@) — 4| > p.
S’il existe K intervalles disjoints sur lesquels f’ (x) =2, il existe aussi,
pour k< K, des constantes 7, 9i, Yz telles que

. in (n — N\

] =
&
=
=

exp (Ni ¢x + (n — N 1) i ),

ol d, est le coeflicient de Fourier de la restriction de exp N ifau complé-
mentaire des K intervalles sur lesquels f' () = 2. Sur ce complémen-
taire | f' (x) — 2| > p, et on obtient en calculant le coefficient de Fourier

de exp N if sur les /| N| plus grands intervalles de ce complémentaire

.2 . . N
Ty | £ ——— + ¢n, lim ey =0 si |[n— N <-———.
pVIN] N> 2
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On choisit alors v = inf (ﬂ;ﬂ, sjv‘> qui augmente indéfiniment
avec | N |, et pour lequel

Z [n* a,| > Cs| N |*logv.

[n—NIlZv

Dans la suite, nous noterons par 4 74 0, la valeur supérieure (ou infé-
rieure) atteinte par f’ (z) sur un ensemble dont la mesure non nulle
n’est pas portée par un nombre fini d’intervalles. Cette valeur 2 existe,
d’aprés les propositions précédentes, si f définit un endomorphisme non
linéaire de A., et nous noterons Ey = {z; f () =21 |.

ProrosiTioN 2.4. — Si E; contient une infinité d’intervalles, f ne
peut définir un endomorphisme de A,.

Démonstration. — Nous choisissons 2 q intervalles tels que, si kg,

f@ =2z + 3 sur  [u, — L, ux + K],
f(x) =iz + Y sur [Uk — Ui, 0 + lA]

et nous définissons 2 () =E s, exp (— nix) presque partout, par

—»

Q () =exp (—Nif (@)  sur  [ue—b, w + L]V [oe— b, v + L],
Q (x) = ailleurs.
On peut alors calculer effectivement les coefficients s, :

sin (n — N 1) Ik
n—N&

2.4) 27 s,| =4 COS[N@";“—m_ND“__k;ve] .

La démonstration de (2.3) s’applique encore ici et nous permet d’écrire
(2.5) 27| NS, | <2+ 4|NX|L.

L’égalité de Parseval est, dans ce cas,

up+ I Or+
4N I = f Nf' (1) exp (N if @) 2 (@) dx + Nf (@) dz

wp—1y o1

@
—
: n a, s,

—

et on déduit de (2.5), si | N1 | > 1/2,

©

é2ﬁ2(n°‘ @G| .|n"% sa ],

— =

=27

(4;Nx|z,..)«é2nazln« anl .| s%].

— o



ENDOMORPHISMES D’ALGEBRE A POIDS 395

On remarque alors qu’il existe une infinité de N tels que, quel que soit
k=q |INGi—vw—Q@m+41)m|<qg?', a condition d’avoir pris
soin de choisir

¢ Be— i | <|Bro1— il

Dans ce cas, l'égalité (2.4) permet d’assurer l'une des inégalités
suivantes :

N |nm an| = g5 | N2,

— o0

> |n* @] | NP2,

1/(q lur—vr V<l n—NK <q/l

Si la premiére inégalité n’est vérifiée pour aucune valeur de k, on obtient
la proposition si I'on a pris soin de choisir

gl = 1/(q] ux — vi|),
c’est-a-dire
lwp — o | Z L g2

ProrposiTioN 2.5. — Si E) contient un ensemble P, parfait discontinu,
de mesure positive, [ ne peut définir un endomorphisme de As.

Démonstration. — Nous allons montrer que I’on peut adapter la méthode
utilisée pour démontrer la proposition 2.4. Le calcul fait pour établir (2.2)
donne maintenant, compte tenu de (2.4),

On obtient alors le résultat en recopiant la démonstration 2.4 si 'on
peut choisir, pour N convenable des l; en nombre augmentant indéfi-
niment avec ¢ et satisfaisant

27|85, | —4

sin (n — N A) I Br—ye . uk—vk]
NG cos[N—2 (n N})42 _

Z 4| N| ;e (k).

lur — o | < 7% L, () < (@I N1~
IN@G—1m)—Cm+Dr|=q

Pour effectuer ce choix, nous pouvons utiliser les résultats de A. DEnJoy
[2] : il existe un ensemble P’ c P, de mesure positive, tel que, si uz€ P’,
si ¢ est assez petit,

mes { P n[uy—c¢, ux 4+ ¢]}>.2: (1 —¢q79).



396 N. LEBLANC

En se restreignant a choisir u; et vx dans P’, on peut alors choisir des
intervalles tels que

mES{[uk, Uk]ﬂGP}> lNl—j, lk < INl—i qq—i,

et il suffit de montrer que I’on peut trouver pour un N convenable, des
intervalles en nombre augmentant indéfiniment avec ¢, tels que

lup — o | < 2 L

Cela sera en tout cas possible si la suite des I,, dont la réunion forme le
complémentaire de P, est telle que mes{ I, } > C—7, pour des p arbi-
trairement grands : il suffit en effet de choisir N trés grand devant ¢7,
et de placer les couples (u;, vx) de part et d’autre des I, tels que

1
yZmes{L ) Zg-IN,

dont le nombre augmente indéfiniment avec q.

Si la mesure des I, décroit plus vite que toute exponentielle, on peut
encore utiliser le théoréme de Denjoy : P’ est alors trés voisin du complé-
mentaire de 'union des I, tels que mes{ I, } = ¢q=7; P’ est alors contenu
dans des intervalles de mesure grande devant ¢—9, que 'on peut utiliser
comme premiers termes de la suite des l; 4 condition de choisir N assez
petit. En fait, il suffit de choisir N = ¢¢, et [; variant entre ¢=7 et ¢—°(9),
q°'? étant la mesure du plus grand des intervalles contenant P';
on trouve alors ¢/2 0(q) intervalles convenables si le dernier I, supprimé
a exactement pour mesure ¢—7.
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