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Index des notations

d3 Ensemble fixé identifié à une p-base de k (1.4 et
introd. du chap. 2).

^ Partie finie de ^ (introd. du chap. 9).
B^ Monôme formé avec des éléments de tô (1.4).
e(k) Anneau de Cohen de k (3.2.3).
Cn+i (k) Anneau de Cohen de hauteur n + 1 de k (3.2.1).
em(k) (3.4).
e^(k) (9.3.3).
(D Droite affine (introd. du chap. 1).

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 3 16



242 C. SCHOELLER

D^ Anneau intervenant dans le théorème de structure
(5.1.1 et introd. du chap. 9).

£)$? Quotient de D^ (5.3 et 10.1).
Dï (10.1).
en Suite exacte 0 -^ Wn -> Wn+i -> Ga -> 0 (1.2).
F Endomorphisme de W (k) ou de Wn (k) (3.7).
^ Endomorphisme de ^n,k (5.4.2) ou de e (k) (3.7);

désigne aussi un élément de D^ (5.1).
^-i (2.6.1).
go, g<x, 9n+i (2.2).
G Groupe affine commutatif unipotent.
Ga Foncteur en anneaux Ga (J?) === R, ou foncteur en

groupes sous-jacent.
Gr/c Catégorie des A-groupes affines commutatifs uni-

potents (1.3).
I , PS 1 (n) Ensembles d'indices liés à Gb (1.4 et 2.4).
JS» Iw (ft) Ensembles d'indices liés à d3(o (introd. du chap 9

et 9.1.1).
In+i == Z [^] [X (n)} Algèbre associée au schéma affine <%i, avec card d3

fini (2.5.2).
^+1» ^+1 tô-foncteur de Witt de hauteur n + 1 (2.2).
J^ (9.1.1).
k Corps non parfait de caractéristique p, de p-base (^

(1.3 et chap. 3).
kP" Image de k par l'endomorphisme x -> x^ (1.3).
K [F] Anneau des polynômes additifs en F avec Fx === x^F

(4.2.1).
^ (7.3).
p Nombre premier; caractéristique de k.
Pm, Pm^ tô-polynômes de Witt (7.2).
g^_i Rétraction du monomorphisme canonique

^n^->îlnWn+i (2.6).

R Algèbre sur Z [d3] ou sur k (en général).
ôin',^ (5.4.3 et 9.3.4).
9Î Projection canonique de Wn+i sur Wn (1.2).
S^) Projecteur de C (k) sur e (k^) (3.6 et 9.3.2).
% Foncteur de la catégorie des modèles (A-modèles...)

dans celle des ensembles (groupes... ).
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^(P') (1.3).
2: Translation (1.2).
Y Endomorphisme de W ou de Wn+i (1.2).
V Endomorphisme de Jn,k (2.7) ou de e (k) (3.8);

désigne aussi un élément de D^ (5.1).
SÎG Morphisme de décalage (1.3).
W, Wn+i Foncteurs de Witt (1.2).
Z [tô] Algèbre symétrique de d3 à coefficients entiers (1.4).
Z[d^-"] (1.4 et introd. du chap. 2).
a, p, y Éléments de 1" (1.4).
(r, a) Élément de 1 (n) (2.4).
^,^) (1.1).
TTn Projection canonique de e (k) sur C^ (Â-) (3.2.3).
9n (2.9).
o- Section de 7:0.
T Monomorphisme canonique de ^n dans ^4-1 (2.8.1).
-^'-/i ^n'-n /Q -j l\
^(O',^)» ^(o ^ . 1 . 1^.

c»), co', ûj" Éléments de ^.
î2 Ensemble d'indices pour les parties finies de ôï

(introd. du chap. 9).
[x] Image de xçR par la section de Teichmuller :

[x]=(x,0, . . .)€W(J?), ou
[x]=(x,0, ...,0)eW.(J?) (1.2).

] I K ' \ K Restriction de Weil associée à l'extension des
scalaires K - ^ K ' (1.1).

nn (introd. du chap. 2).
fin Wm (introd. du chap. 2).

Introduction

Soient k un corps de caractéristique p, non nulle, et Gr^ la catégorie
des À-groupes affines, commutatifs, unipotents; lorsque k est parfait,
on connaît la structure de la catégorie Gr^: et le rôle joué par la famille
{ Wn,k; neN* j des Tc-groupes de Witt. L'un des arguments essentiels
de la démonstration du théorème de structure est la propriété suivante :
Pour tout neN*, Wn,k est un cogénérateur injectif de la sous-catégorie
pleine Gr^ de Gr^ formée des ^-groupes algébriques annulés par la
puissance n-ième du décalage.
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Lorsque k n'est pas parfait, le A-groupe de Witt Wn,k n'est plus un
cogénérateur injectif de Gr^, du moins pour n^2. Cependant, dans
le cas où la dimension de k sur kP est finie, il est encore possible de construire
une famille { ^n,k', nçN* } possédant la propriété ci-dessus : c'est ce que
nous montrons dans les chapitres 2 et 4. On aboutit alors à un théorème
de structure analogue à celui qui est connu sur un corps parfait (chap. 5
et 6).

Les schémas ^n,k sont en fait des schémas en anneaux; ils permettent
(comme les schémas de Witt dans le cas d'un corps de base parfait) de
construire Vanneau de Cohen de k, et d'en retrouver les propriétés essen-
tielles (chap. 2, 7 et 8).

Les derniers chapitres sont consacrés à l'étude du cas où la dimension
de k sur kP est infinie.

Bien que l'anneau de Cohen e (k) de k n'y soit pas explicitement décrit,
on retrouve dans l'article de 0. TEICHMÛLLER [6] et dans le livre de
M. NAGATA [5], l'idée de la construction faite ici au chapitre 3. L'existence
de sections multiplicatives pour la projection canonique C (k) -> k
(cf. chap. 8) a été prouvée par I. KAPLANSKY [4] par une méthode un
peu différente. On peut trouver dans [2] (chap. 0, § 21), les propretés
des différentielles utilisées au chapitre 8.

L'Ouvrage de référence essentiel reste cependant le livre de
M. DEMAZURE et P. GABRIEL [1]; de larges emprunts ont été faits,
notamment, au chapitre V, qui traite du cas où le corps de base est
parfait.

Je ne saurais trop remercier P. GABRIEL dont les conseils m'ont aidée
à mener à bien cette étude; ses suggestions m'ont en particulier permis
d'améliorer grandement l'exposé de résultats parfois très techniques.
Je remercie aussi P. CARTIER qui a bien voulu lire une première ébauche
de mon manuscrit et me faire quelques remarques fort utiles.

1. Généralités

Nous commençons par rappeler divers résultats de géométrie algé-
brique que nous utiliserons constamment; le lecteur pourra en trouver
les démonstrations dans [1]. Nous adoptons les conventions de [1]; en
particulier, la catégorie M des modèles est la catégorie des anneaux
(commutatifs, unifères) dont l'ensemble sous-jacent est un élément d'un
univers U fixé. Si K est un modèle, M^ est la catégorie des .K-algèbres
commutatives, unifères, dont l'anneau sous-jacent est un modèle; nous
appellerons simplement « K-algèbres » les objets de Mjs-.

On note Mj^ E la catégorie des « K-foncteurs » : ce sont les foncteurs
de MK dans la catégorie E des ensembles (i. e. des éléments d'un univers V
fixé tel que NeU et UeV). Soit ^ un .K-foncteur; si, pour tout
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JC-modèle jR, on munit ^ (R) d'une structure de groupe (resp. d'anneau)
dépendant fonctoriellement de R, on obtient un K-foncteur en groupes
(resp. en anneaux). Par exemple, à partir de la droite affine (^ (i. e. du
foncteur qui à tout modèle R associe l'ensemble sous-jacent à R), on
forme le foncteur en groupes Ga-^ qui à tout modèle R associe le groupe
additif sous-jacent à R, et le foncteur en anneaux Ga tel que Ga (R) = jR.
Par abus de notations, on écrira Ga au lieu de Ga-^.

Soit G une catégorie, si c est un objet de G, on écrit ce G; si a, bç. G,
on note G (a, b) la classe des morphismes de a dans b.

1.1. Restriction de WeiL — Soit cp : K ->• K' un morphisme de modèles,
on note

?^: M^E-^M^E

le foncteur « extension des scalaires » qui lui est associé; si ^eM^E,
on écrira aussi ^Ç^pK' au lieu de ̂ . Si R est une K'-algèbre, on a
,̂ (jR) == % (^R), où sR désigne la X-algèbre sous-jacente à jR.
Le foncteur extension des scalaires ?^ possède un adjoint à droite

appelé « restriction de Weil », nous le notons

I L r i T , ? : M^E-^M^E.

Si %'€M^ E, on a

(IIK i K ̂ ) (R) == ^' (R ®K K ' ) pour tout R e M^.

Rappelons que, si ^eM^E et ^'eM^ E, la bijection canonique

^ (^, %') : M^ E (^, ^') -> MK E (%, n^ i K ^}

(fonctorielle en ^ et ^/) admet la description suivante : au morphisme
u : ̂ K' -> ̂ , î, (^ %/) associe le morphisme u' : ̂  -> n^' i K ^'» défini sur
tout Rç'M.jf, comme le composé

y ( i } u(R® K'\
^ (R) ̂  ^ (K(R ®K K1)) K > ^ (R ̂  K'),

où i : R -> R 0Ar K' est l'injection canonique, et K(R ®K K ' ) la JC-algèbre
sous-jacente à R 0A: K\

Si ^ est un schéma affine, ^' en est un. Si cp : K -> K' fait de K'
un JC-module projectif de type fini, alors IL^IA:^ est un schéma affine
lorsque ̂ ' en est un ([l], I, § 1, n° 6). Une structure de foncteur en groupes
sur % (resp. sur %') détermine évidemment une structure naturelle de
foncteur en groupes sur ̂  (resp. sur rk' \K ^/).

1.2. Vecteurs de Witt. — Nous désignons par W (resp. Wn) le schéma
en anneaux des vecteurs de Witt (resp. des vecteurs de Witt de longeur n).
Soient R un modèle, x == (xo, x^ ...) et y == (yo, î/i, ...) (avec x^ y^eR,
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V I€N) deux éléments de W (R); on rappelle que les composantes Si
et nu, l'eN, de leur somme s = (so, Si, ...) et de leur produit
m == (iriQ, /ni, . . .) sont déterminées par récurrence par les formules

^n (So, Si, . . ., Sn) = 0, (a-o, ̂ i, . . ., Xn) + 0>, (̂ , ̂ i, . . ., ̂ ),

C», (mo, m,, ..., m,) = ̂ n (^o, ̂ i, ..., xn) x ^n ù/o, yi, ..., ̂ ),

où ^eZ [Xo, Xi, . . . ] est le n-ième polynôme de Witt :

<ï> . -Xf+pXf- l +. . .+p^X„ neN ([!]); V, § 1).

Pour tout modèle R, la section de Teichmûller :

IR: R-^W(R)

est l'application qui à xçR associe IR (x) = (x, 0, 0, ...). On a

tn(x).tH(]j) ==tn(x.y)

pour tous x, yçR. Nous appelons aussi IR : R -> Wn+i (R) l'application
x h> (x, 0, . . . , 0), et nous utiliserons la notation tu (x) == [x].

Soit V : Wn+A -> Wn+i l'endomorphisme de groupe qui à tout
x == (x,, x,, . . . , Xn) € Wn+i (R) associe y (x) == (0, rco, . . . , Xn-,)', tout
élément x == (xo, x,, . . . , Xn) de Wn+, (R) s'écrit

x==[x,]+ V[x,]+...+ V^Xn].

Nous utiliserons la propriété suivante de V^, vis-à-vis de la multipli-
cation :

[y.]'Vr(x)=Vr(lyy].x),

pour tous yoçR, xçWrz+i (J?) et r == 0, 1, . . . , n.
Pour tout n e N*, on a une suite exacte

en : 0 -> Wn 4- W.-M ̂  Ga > 0

de schémas en groupes commutatifs, où 3: et 9î" sont définis pour tout
modèle R par

2: (x,, x,, ..., Xn-,) = (0, rro, ..., Xn-i), V (a:o, x,, . . . , ̂ _i) e W^ (R),
^ O/o, î/i, . . . , yn) == yo, V (yo, . . . , ^)<=W^ (J?).

1.3. Groupes affines, commutatifs, unipotents. — Si k est un corps de
caractéristique p ̂  0, nous notons Gr^ la catégorie des ^-schémas en
groupes, affines, commutatifs, unipotents. [Un A-schéma en groupes
affines G est dit unipotent si, pour tout sous-groupe fermé H, il existe
un morphisme g : H — Gax: non nul ([!]; IV, §2).] Nous appellerons
simplement k-groupes unipotents les objets de Gr/:. Cette catégorie est
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abélienne; tout À-groupe algébrique unipotent G possède une suite de
composition

0 == GoC Gi c ... C Gn-iCGn = G,

dont les quotients Gi+i d sont des sous-groupes fermés de Ga^:; tout
À-groupe unipotent est limite projective (filtrante) de ses quotients
algébriques.

Soit f'1 l'endomorphisme de k tel que f" (x) == x^ pour tous x e k, n e N ;
on note k^ l'image de /\ Pour tout A-foncteur ^, on note ^") le foncteur
déduit de ^ par l'extension f" des scalaires. Soit G un Jc-groupe unipotent,
nous notons

Se : GW -> G

le morphisme de décalage (ou Verschiebung) décrit dans ([!]; IV, § 3, 4).
Nous dirons que G est annulé par 33n si 93g : G^ -> G est nul : par
exemple, Wn,k est annulé par 33 \

Montrons sur un exemple l'utilisation de la restriction de Weil.

LEMME. — Si /'" : k -> k donne à k une structure de k-espace vectoriel
de dimension finie (i. e. si [k : kP] < oo), tout k-groupe unipotent G possède
un plus grand sous-groupe annulé par 33".

Soit n/» ? la restriction de Weil adjointe à l'extension des scalaires
/'" : k -> k, et soit Vg l'image de 93 ë par la bijection

Ç (G, G) : Gr, (ff^). G) - Gr, (G, n/- G);

on montre que G^ = Ker Vg est le sous-groupe cherché.
En effet, 33â et S; (G, G) dépendent fonctoriellement de G; il s'ensuit

que, pour tout sous-groupe H -^ G, le carré

2^G(^) —^ G

^î î-jf^^ijf
est commutatif; de même, si l'on note Vn l'image de 33& par Ç (H, H)
le carré

c^n/»G
-t fn^

1 yi |

iî-^n/"^
(dans lequel n/" i est un monomorphisme) est commutatif. Comme Ç est
une bijection qui envoie 0 sur 0, on en déduit d'une part que, si 33îr == 0,
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on a VH == 0 (et par suite H est contenu dans Gn), d'autre part que 93g,, = 0
(puisque Vg^ == 0) ; et le lemme s'ensuit.

Remarque. — Lorsque [k : k?} n'est pas fini, n/" G n'est pas un schéma;
l'image Vc de 93g par la bijection canonique

Ç (G, G) : M, E (G^"), G) -> M, E (G, n/» G)

est un morphisme de foncteurs en groupes. Le raisonnement ci-dessus
montre alors que G admet un plus grand sous-groupe G^eGr^ annulé
par 2}^ si et seulement si Ker Vg est un schéma; et Von a Gn = Ker Yg.
C'est, en particulier, le cas si G est algébrique : en effet, il existe alors une
sous-extension finie k-> k' de ^ ' . k - ^ k telle que 93g se factorise à
travers G(g)^/c'; par suite, V'è se factorise à travers IL'i^ G, d'où un
morphisme Vg : G -> II^'IA: G tel que Ker Vg = Ker Vg; ainsi Ker Vg est
un sous-groupe fermé de G, et par conséquent un schéma.

1.4. Notations spéciales au cas où le corps de base k n'est pas parfait. —
Soit p la caractéristique de k; k^ désigne l'image de fn, et tô un ensemble
d'éléments b de k formant une p-base de k. Les monômes

ILe.3 ̂

où les a& sont des entiers presque tous nuls de l'intervalle (0, p — 1),
forment une base de k sur RP. Nous désignons par B^ un tel monôme,
et par { B^; a e J} la base de k sur RP ainsi constituée; 1 est l'ensemble
des éléments du groupe additif @^ Z dont toutes les composantes sont
dans (0, p — 1).

Plus généralement, soit J71 l'ensemble des éléments de ®^ Z dont toutes
les composantes sont dans (0, p" — 1); tout élément a de ^ admet
une écriture unique de la forme
a == ai + p a, + • • • + P7'"1 a^ avec a, € 1 pour tout i = 1, 2, . .., n.
Les monômes { B^ == B^.(B^Y.. .(B^)^-1; aeJ"} forment une base
de k sur k^.

Soit ^ une clôture parfaite de k; on pose W = { b^çk; bç.^}
et UP^ =Â•(^-"). Pour tous meZ, neN et aeJ^, on note ^wa la
puissance p^-ième de B^; alors l'ensemble { B^ •a; a ç j ^ ) est une base
de/c^sur/c^'1.

Si tô est une p-base de k, k contient l'algèbre symétrique Fp [ôï] de tô
à coefficients dans le corps Fp. En composant l'inclusion Fp [Cfï] -> k
avec la projection canonique Z [d3] -> Fp [d3], on obtient sur k une struc-
ture de Z[d3]-algèbre; nous dirons que c'est la structure canonique de
Z [ô!]-algèbre sur k (déterminée par le choix de la p-base tô). Plus généra-
lement, pour H€N, la p-base d3^~" détermine sur A^""" une structure
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de Z [^-"I-algèbre, d'où une structure de Z [d3]-algèbre par composition
avec l'injection naturelle

i : Z [d3] -̂  Z [^-ra]

déterminée par i (&) = (bP-y, pour tout 6 e d3; et l'on a un isomorphisme

^-"^/c(g)z^Z[d^-71].

Jusqu'au chapitre 9, d3 sera un ensemble fixe; nous ne considérerons que
des fondeurs au-dessus de l'algèbre Z [d3] ; aussi, pour simplifier les notations,
écrirons-nous

(D (resp. Ga, Wn) au lieu de ̂ j (resp. Ga^, W,,z^).

2. Définition des tô-anneaux de Witt

Soit d3 un ensemble; dans tout ce chapitre, l'anneau de base est l'algèbre
commutative libre Z [d3] à coefficients entiers engendrée par les éléments b
de tô. Fixons tout d'abord quelques notations. Si R et R sont deux
Z [d3]-algèbres, R (g) jR' désignera leur produit tensoriel au-dessus de Z [tô].
Soient i^ :Z[(^]->R l'homomorphisme canonique, et b un élément de ^3,
nous écrirons généralement b au lieu de in (b), et d3 au lieu de ^(^B);
si R est un corps, et si i^ induit une bijection de d3 sur une p-base de R,
nous dirons que R est un corps de p-base ôï.

Pour tout n e N*, Z [(^-re] désigne la Z [d3]-algèbre engendrée par les
variables X&, 6ed3, soumises aux relations (Xb)^ = b; on écrira en
fait bP^ au lieu de X&. Nous notons IL ? la restriction de Weil n^ i A: ^
(c/'. 1.1) dans le cas où i : K -> K' est l'injection canonique de K == Z [tô]
dans K' = Z [d^""]. Enfin, pour simplifier l'écriture, nous désignons
par IL W^ le foncteur en anneaux lin (Wm (g) Z [d^"-"]) (avec m e N*).

2.1. — Nous commencerons par donner quelques propriétés simples
de TInWn+i. Le morphisme îln ̂  : Un Wn+i -> Tin Wn+i de foncteurs
en groupes est décrit par

II. V- (R) = V^R^Z^P-}) : W^i(^®Z[^-"])^W^(J?0Z[^-"])

pour toute Z [^-algèbre R; aussi écrirons-nous V au lieu de IL Vr (R)
lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté. Alors, tout élément X de IL W^+i (R)
admet une écriture unique de la forme

2.1 .1 . X = S^SaeJ" V^X^^BP-^],
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avec Xr,o,ç.R pour tout (r, a) (notations de 1.2 et 1.4). En effet, posons
P = îln Wn+i (R), munissons-le de la filtration naturelle

P == PoDPiD . . . DP^P^ = 0,

où Pr = V^ (îln Wn+i (R)), et raisonnons par récurrence décroissante
sur r; la propriété est vraie pour tout élément X de Pn+i; supposons-la
vraie pour tout élément de Pr-n, et montrons-la pour tout X dans Pr.
Puisque X est dans Pr, il admet une écriture de la forme
X= Vr[xr]+ V^Y), avec ^e2?(g)Z[^-"] et YçîlnWn^(R)
(cf. 1.3). Comme Xr s'écrit de manière unique sous la forme

^ == Sae^ ^r. ,a (g) ̂ ~" •a, avec Xr^ çR, V a e F1,
il vient

x = ïae^ v^a (g) BP- a] + y^i (Y'), où y'en. w.̂  (J?);
ce qui achève la démonstration.

Nous nous proposons de définir une famille (<^; neN*) de Z [tôj-fonc-
teurs en anneaux qui, vis-à-vis des corps de p-base tô, jouera un rôle
analogue à celui des foncteurs de Witt (Wn; neN*) vis-à-vis des corps
parfaits de caractéristique p.

Les paragraphes 2.2 à 2.6 sont consacrés à la description de <%i et
à la démonstration de ses propriétés les plus immédiates : pour toute
Z [^-algèbre R, <%, (R) est le sous-anneau de Wn^ (R (g) Z [W1})
engendré par Wn+i (R) et les éléments 1 (g) b^, bçôï (2.2). C'est aussi
le sous-groupe additif de Wn+i (R (g) Z [W-"}) engendré par les éléments
Y" [a; (g) B^-"01], avec r == 0, 1, ..., n et aeJ^, xçR (2.4). Tout
élément X de <%i (R) admet une écriture unique de la forme

X = I;?=o2a€7—— V [Xr,^ (g) BP^^}.

Enfin (2.6), J^ (R) est facteur direct de son propre module
Wn^ (R (g) Z [̂ -"]).

2.2. — Pour tout açj^, nous appelons g y. : Wn+i -^ Un Wn+i l'image
de rhomothétie [B^ a] par la bijection canonique

^ZUP-Ï (w-1 ® z [̂ ""L ̂ -l ® Z [̂ ""D ̂ Criz^ (W.̂ , n. Wn^).

Pour toute Z [^-algèbre J? et tout élément (ûo, fli, ..., On) de Wn+i (R)
on a

^a (ûo, ûi, . . ., ̂ ) = (ûo (g) 1, ûi (g) 1, . . ., an (g) 1).[1 (g) 5^" a].

LEMME. — Soit gn+i : Q)in Wn-+-i -> îln Wn-^-i le morphisme de compo-
santes g^ aeJ71; l'image S^ de gn+i dans la catégorie M^^ E est un
sous-fondeur en anneaux de n/i Wn-+-i.
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En efîet, soit R une Z [d3]-algèbre; pour a == 0, g y, (R) = go (R) est
un isomorphisme de Wn+i (R) sur le sous-anneau de Wn+i (R (g) Z [d^~"])
formé des vecteurs de Witt de la forme (do (g) 1, fli (g) 1, ..., un (g) 1);
si a est quelconque, et si weWn+i (J?), on a g y. (w) = ^o (w).[l (g) B^"" a].
Alors l'image de gn+i (R) est le sous-W^i (i?)-module de Wn+i (R (g) Z [d -̂""])
engendré par les éléments [1 (g) B^""^], a € J".

Par ailleurs, dans Wn+i [J? 0 Z [^/?-"]), on a, pour tous a, (3 € I71,

(1 (g) ̂ -"•a, 0, .... 0) (1 (g) BP--^ 0, .... 0) = (a (g) ̂ -"•ï, 0, ..., 0),

où aeZ[tô] et yeJ71 sont définis par l'égalité B^.B^ = a^".jBï (y est
donc le reste de la division de a + (3 par p71).

On en déduit que *%i (J?) est le sous-anneau de Un W^-i (jR) engendré
par W^-n (R) et les éléments [1 (g) ^-n], 6etô. D'où le lemme.

Nous appellerons ûï-anneau de Witt de hauteur n + 1 de R
l'anneau <%i (J?). Jusqu'au chapitre 9, nous garderons une base tô /cre,
et nous conviendrons d'écrire ^n+i au lieu de ^%-r

Soit jn+i : <%i -^ lin Wn+ï le monomorphisme canonique; par abus
de notation, nous appellerons encore gn+i la factorisation (j)jn Wn+i -> ^^+1
de ^n+i à travers <%i.

2.3. — Soit a == ai + p a» +... 4- p"-1 a^ un élément de J"; pour
tout r = 0, 1, . . . , n, on définit à partir de a deux éléments de I71,

a^ === Œn-w + P O^n-r+2 + . . . + R'-1 ^-n

et
a (n — r) == ai + p a» +. . . + pn-r~i ^_^

de sorte que l'on a
(B^ == (JS01^'1.^^'0'^-^.

Avec ces notations, si R est une Z [^-algèbre, w un élément de Wn+i (J?),
et a un élément de I71 tel que o^ 7^ 0, on a

^ (y- (w)) = ^o (V- (w)).[l (g) ̂ -ra a]
=Vr(<7o(w)).[l(g)^-raa]
== V j ^o (w). [B^ (g) B -̂" a ̂ -r)] } (cf. 1.2).
== V^ j ^o (w.l:^]).^ ® B -̂" ̂ ^-^ }
= y- { ^0 (w.t^i) }.[i (g) ̂ -" •^-^i,

ce qui conduit aux relations

2.3.1. g.ÇV^w)) == ^^-^(V^w.^])).

pour tous aeJ", re (0, n), wçWn+i (R).
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Nous montrons ici que ces relations sont les seules, autrement dit
que le Wn+i (J?)-module <^+i (R) est défini par ses générateurs
[1 (g)^-"^]; aeJ"}et les relations 2.3.1.
Soit hr, a : Wn+ï -> ©^ Wn+i le morphisme de Z [^-groupes dont

toutes les composantes sont nulles sauf celles de rangs a et a (n — r)
qui envoient w e Wn+i (R) respectivement sur V7' (w) et sur — V^- (w\B^})',
le composé gn+i oAr ,a est nul (2.3.1).

LEMME. — Soient J le sous-ensemble de [1, n] x J71 formé des couples (r, a)
tels que ^ -^ 0, et

h : ©7 W î -. ©^ W^i

le morphisme de Z [(^-groupes dont la composante de rang (r, a) e J
est hr,a; la suite

2.3.2. ©^ W^ -t ©,. Wn^ ̂  Un Wn^

est exacte.

Comme gn+i o h est nul, on est ramené à démontrer que, pour toute
Z [^-algèbre R, on a Im h (R) 3 Ker gn+i (R). Posons

M = ©. W.-M W, N = ©,. Wn^ (R) et P = n. W^, (J?).

On munit M, N etP de filtrations décroissantes telles que A et ^+1 soient
des homomorphismes de groupes filtrés. Sur P, on prend la filtration
naturelle P. = ̂  (W.+i (J? (g) Z [̂ -"])) ; de même N. == ©^ Y^ (W^i (J?)) ;
enfin, pour filtrer M, on filtre chacun des facteurs Wn+i (R) : pour le
facteur de rang (m, a), on pose

(W Œ^ (^iW si r^m,
(ww (R))r ~~ \ Y— (W^ ̂ )) si r^zn.

Supposons que la suite

2.3.3. grM^grN^-^grP

des gradués associés soit exacte. Alors, sachant que Pm = Nm = 0
pour m > n, un raisonnement par récurrence décroissante sur m prouve
immédiatement l'exactitude de la suite 2.3.2; d'où le lemme.

Montrons l'exactitude de 2.3.3, c'est-à-dire l'exactitude pour tout r
de la suite de groupes

Mr\Mr^ ̂  NrINr^ -t P./P ,̂

induite par 2.3.2.
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Soit Jr le sous-ensemble de J formé des couples (m, a) avec m ̂  r,
on a

Mr\Mr^ = ©7, ̂ + (fi^ est le groupe additif de R),
NrINr^ ==®jnR+,
PrIPr^ =(2î(g)Z[^(-re])+.

La composante de rang a de g envoie xçR sur x.B^ (g) ̂ '-".a^-r)
(avec les notations ci-dessus), et la composante de rang (m, a) de h
(avec m^r) envoie y €jR sur l'élément z de ©jn -R4- dont les composantes
sont nulles sauf celles de rangs a et a (n — m) qui valent respectivement y
et — y.B^. On constate que g et h sont, en fait, des homomorphismes
de jR-modules.

Pour tout a tel que a^ ^z± 0, désignons par Ya l'élément de NrINr+i
dont toutes les composantes sont nulles sauf celles de rang a et a (n ~ r)
qui valent respectivement 1 et — B^; alors il est facile de voir que Ker g
est le R-module libre L de base { Ya; aePS a^ ^z 0 }. Précisons ce raison-
nement : il est clair que g (Ya) est nul; de plus, la famille { Ya; açJ",
yr ̂  0 } est libre dans Q)inR; le sous-module L' de Q)inR formé des
facteurs dont le rang a vérifie a^ === 0 est un supplémentaire de L et la
restriction de g à L' est évidemment injective, donc L est le noyau de g.

Comme Ya est l'image de 1 par 7ir,a» on a Im h 3 Ker g; par conséquent
la suite 2.3.3 est exacte en degré r; ceci achève la démonstration de la
proposition.upusitlun.

2.3.4. — Remarquons que l'image de g est

^Çln-rR^B^^-^R®2a€J—— R ® ^/?r-n•a -^ R ® Z [d -̂].

Par conséquent, si l'on munit J^+i (R) de la filtration induite par celle
de Wn+i (-R 0 Z [^-re]), le terme de degré r du gradué associé est iso-
morphe à R (g) Z [^r-"].

2.4 .— Les relations 2.3.1 prouvent que tout élément X de Jn+i (R) se
met sous la forme

X = :S?=ol;aeJ"- V't^a ® B -̂̂ ].

où les Xr, a sont des éléments de -R.
Nous conviendrons de noter 1 (n) l'ensemble des couples (r, a) avec

r€ (0, n) et aeP1-7', de sorte que 1 (n) est la réunion disjointe

piùJ^ù ...ùJùf 0 }.

Comme V7' [^,a (g) B^-"-01] = g^ (^ [a^a]) pour tout (r, a)eJ(n), on en
déduit que ^n+i (R) est le sous-groupe additif de Wn+i (R (g) Z [d^""])
engendré par les éléments de la forme V'' [x (g) B^""-01] acec (r, a) e J (n)
e< rceJî.
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Enfin, comme récriture 2.1.1 des éléments de Wn+i (R (g) Z [̂ -"])
est unique, tou/ c7é/n^ X de ̂  (J?) arfm^ une écriture unique de la
forme

2.4.1. X = 2(.,a)€7(n) V7' [ ,̂0 0 B -̂" a],

où les éléments Xr, a de 7?, (r, a) e J (n), seront appelés composantes de X.

2.5. — Nous supposons dans ce paragraphe que card d3 ̂  /im. Dans ce
cas, le foncteur n^ Wn4-i est un schéma affine, d'après 1.1. Désignons par

6 : œ^^-^îinW^

l'isomorphisme canonique : pour toute Z [d3]-algèbre R et tout XçjR^0'^7"
de composantes (Xr,o,; (r, a)e (0, n) xPQ, on a

6(X)=(wo,Wj, ...,Wn), avec ^=2;aeJ.^a(g)^~"a, Vre(0,n).

Pour tout (r,a)€J(n), soit iV,a : ̂ -> ^(0!^><J" le morphisme dont
toutes les composantes sont nulles sauf celle de rang (r, j^.a) qui est
l'identité; on appelle ^,a le composé

^^M^-^n.w^;
pour toute Z [d3]-algèbre R et tout a; dans R, ^,a (^) = V'' [x (g) B -̂" a].
On pose

^ = IL(n) ^r, a : ^J(n) -̂  (IL Wn+i)7^),

et l'on désigne par -S : (n^ W^i)7^) -> rin Wn+i la « somme » (loi de groupe
de T[n Wn+i itérée). Alors les résultats de 2.4 se traduisent par la propo-
sition suivante.

2.5.1. PROPOSITION. — On suppose que card tô est fini. Le morphisme
composé

^ o ^ : ^)^n.W^

de Z [ôï]-foncteurs se factorise à travers ^n+i, et le morphisme % : (D1^ -> 3^
ainsi défini est un isomorphisme.

2.5.2. COROLLAIRE. — Le fondeur en anneaux ^+1 est un schéma
algébrique affine; on a ^fn+i = Spec In+^ où In^ == Z [d3'] [X (n)] est
l'algèbre des polynômes à coefficients dans Z [d3] par rapport à la famille
d'indéterminées X (n) = (X/-,a; (r, a)€J(n)).

L'ensemble sous-jacent à Jn+i (R) s'identifie à R1^, un élément X
de ^n+i(R) étant représenté par ses composantes (Xr,o,; (r, a)eJ (n)).

Il est possible de décrire « directement » les lois additive et multipli-
cative de -̂4-1 (R) au moyen de ces composantes; le procédé de calcul
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est analogue à celui de Witt, nous le donnons au chapitre 7. Jusque là,
nous considérerons <^+i comme un sous-anneau de n/i W/z+r

2.6. — Nous nous proposons de montrer que ^n+i est, en tant que
foncteur en ^n-n-modules, facteur direct de n/i Wn+i (on ne suppose
plus card tô fini). Soit 1^ l'ensemble des éléments

a = ai + p a» +. . . + p^-1 a^

de P tels que ai 7^ 0; pour tout r = 1, 2, ..., n, et açj^, on appelle
^r, a : Wn+i -^ IL W^+i le morphisme composé (IL V7 ) ° ^a, et

î : C(i,.) (Cjn w î) ̂  n. W.-M
le morphisme de composantes ^,a, r e ( l , n ) , açj; (rappelons que,
pour w = (Wo, Wi, ..., Wn)eWn+i (K), on a

et
go (w) = (Wo (g)' 1, Wi (g) 1, ..., Wn (g) 1)

<7a(w) =^(^.[1(8)5^-^]).

2.6.1. LEMME. — Le fondeur ^+1, image du morphisme g'^ est un
^n+i-module.

Soit R une Z [d3]-algèbre. Compte tenu de 2.4, il suffit, pour démontrer
le lemme, de vérifier que, pour tout Y dans ^n+i ÇR) de la forme gr, a (w),
avec wçWn+i (R) et a = ai + p ̂  +... + p"-1 a"<=J;, et pour tout X
dans ^4-1 (-R) de la forme V^ [rc (g) B^-71 ?] avec ^eJ? et (m, |3)eJ(n),
le produit XY est dans ^n+i (Jî). Si l'on pose w = (Wo, Wi, ..., Wn),
on a

^^ (w) = Y- ((wo ® 1, ..., ivn 0 1).[1 (g) ̂ -"-a]),
donc

XY = Vr (^o (w).[l (g) ̂ -"•a]). V771 [a; ® BP^ P]
= V (^o (w).[l (g) B^-" a]. V^ [̂ r (g) ̂ r+m-^])
= V" (^o (w).[l (g) ̂ -ra a]. V^ [̂ r ® 1].[1 (g) B^-"^])
== V7' too (w). V^ [x^ ® !].[! ® B^-"^-^^^']).

Soient a' et a" respectivement le quotient et le reste de la division de
a -i- p^ p par p"; comme on a r ̂  1, on constate que a" s'écrit

< +P^ ^-..^P"-1^

avec o^ = ai. Donc a" est dans J^. Alors, si l'on pose w' = w.B^. V"1 [x^
on obtient

XY^^a-O^),

ce qui prouve que XY est dans g^+i (7?). D'où le lemme.
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2.6.2. -- II existe entre les éléments de c^+i (R) des relations ana-
logues à celles de 2.3.1; pour tout re(l,n), me(0 ,n) , açj; et
wçWn+t(R), on a

9r^ (V-1 (w)) == V" (V771 (g, (w)).[l (g) ̂ -n ̂ )
== V (V^ (^o (w).[l 0 BP— a]))
== V (V^ (go (w).^™ (g) B -̂" a^-^)]))
== v/ (^o (V7" (w.l^01™])).^ 0 ̂ -" -a^-m)])
==^,a(n-^(V/n(w.[Baw])).

On en déduit que tout élément X de ^+1 (R) s'écrit

X = 2?,, 2^o Sa e75- ̂ ,a (V^ [̂ ,a]),

où les Xr,m,y. sont dans 7?. Ceci s'écrit encore

X = 2;L, 2^0 Saez^ V^- ([^,^a 0 1J.[1 (g) B^-^]).

Posons s = T + m, il vient

•X = 2^i 2^o Sae^- v' ([^-m,m,a ® 1].[1 0 B^-"-01]).

On en déduit que tout élément X de ̂  (R) a une écriture de la forme

<1) x == 2(.,a)€J'W Vs [X,, a ® B -̂" a],

où r(n) désigne le sous-ensemble de (0, n) x^ formé des couples (s, a)
tels se (1, n), aeJ^ et a (s) ̂  0, et les Xs,a sont dans A

Comme il est clair que tout élément de Wn+i (R (g) Z [̂ -"]), s'écrivant
sous la forme (1), est dans ^+1 (R), ce groupe est le sous-groupe additif
de Wn+ï (R (g) Z [̂ -"]) /brjnc des éléments qui décrivent sous la forme (1).

Remarquons enfin que (O^xJ^ est la réunion disjointe de 1 (n)
et de F (n). Il résulte alors de 2.1 et de 2.4 que (^n+i (R) est un supplémen-
taire de J^i (R) dans Wn+i (R (g) Z [^-"]); on a ainsi prouvé la propo-
sition suivante.

PROPOSITION. - Soit q'^ : n. Wn^ -> Q le conoyau de g'^ dans la
catégorie des Z [(^-fondeurs en groupes; q'^ est un morphisme de
^n+i-modules et q^ ojn+i est un isomorphisme de ^n+i sur Q.

Nous appellerons désormais ^ : n. Wn^ -> ̂ n^ la^ rétraction
dej^i obtenue en composant q^ et l'inverse de q'^^ ojn+i.

2.7. Définition de Uendomorphisme V de J^+i. — Comme V(^+i (R))
est contenu dans ̂  (R) pour toute Z [d3]-algèbre R, l'endomor-
phisme n. V du groupe additif n. Wn^ induit, par passage au quotient,
un endomorphisme V du schéma en groupes J^i, tel que

V o ç^ == q^, o n^ V.
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Pour tout 7H€N, V^- est induit par Vm, et Fon a ^7H-1 = 0.
Compte tenu de 2.4, pour toute Z [d3]-algèbre R, tous (r, a)eJ(n)

et a; € fi, on a [en notant Vu au lieu de V (R)] :

0 si a n'est pas multiple de p^
VS (V- [X (g) BP—— a]) = yr+m [̂  ̂  ̂ +——".P]

si a = p^. (3, p ç j/i-r-m^

Par conséquent, tout élément X = (Xr^\ (r, a)eJ(n)) de ^n+i(R)
s'écrit aussi

^ = 2(r,a)e^) ̂  [^,a 0 J -̂" a].

2.8. —- La construction que nous venons de faire s'applique pour
tout n e N. Pour n = 0, on a ^i = Ga. Nous étudions maintenant les
liens entre ces différents foncteurs.

On pose
T=TlnZ: IlnWn^îlnWn^

où Z:Wn-^Wn+i est la translation (1.2). L'injection canonique
Z [^-7t+l] -^ Z [tô^-"] fournit un monomorphisme in : IIn-i Wn -> Un Wn;
alors, pour toute Z [d3]-algèbre fi, le composé T o i^ (R) est l'injection
naturelle de Wn (fi (g) Z [^-n+l]) sur l'ensemble des éléments (0, o-i,.... Xn)
de Wn+i (fi (g) Z [^-n]) dont les composantes ̂ efi 0 Z [d -̂'1] s'écrivent

Xi = SacJ"-1 ^,a (g) BP-^P^.

Soit a == ai + p 02 + • • • + P71""1 a^ un élément de F1; on désigne
par [B-^n] : Wn+i -> Wn+i l'homothétie de rapport [B-^], et l'on pose
T^ === 2 o [B-° ]̂ : W^ —- Wn+i ; alors le diagramme

Wn———^——>Wn^

"1 „ i8
IIn-lW.———^ILW^

est commutatif [rappelons que a(n --1) == ai+ pai+...+ p71-2 a^_i e J71"1].
En effet, pour toute Z [^-algèbre -R et tout x = (xo, ..., rrn-i) e W^ (fi),
on a

^a ° ̂ a, (Xo, . . ., ̂ -i) = [1 (g) B -̂" a]. V ((.Ko, . . ., Xn-i, 0) .[B-^])

= V ((rro, .... ̂ -i, 0).[1 0 ̂ -"^-^.[l 0 B- ]̂)
= V ((a;o, ..., Xn-i, 0).[1 0 JB -̂̂ 1 a^-i)])
= T o l\ o ^a(Ti-i) (^o, . . ., ̂ -i).

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 3 17
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On en tire les deux conclusions suivantes :
2.8.1. — Le composé T o i^ oj^ : ̂ -^ n^ Wn+i se factorise à tra-

vers <^+i. Nous appellerons T : J^-^J^+i le monomorphisme ainsi défini.
On définit de même ̂  : Sn -> ^n+m, V m e N.

Pour décrire T, on remarque que l'application (r, a) ̂  (r + 1, a) est
une injection de J (n — 1) dans 1 (n); alors, pour tout (r, a ) € J ( n — 1),
toute Z [^j-algèbre J? et tout xçR, on a

T (̂ R [x (g) B^"-̂  a]) = vy-1 [x (g) B "̂-" a].

Ceci montre, en particulier, que, dans T[n Wn+i, on a Jn = ̂ 4-1 n î[n Wn.
2.8.2. — Soit T : ©^ Wn -> ©/" Wn+i le morphisme qui consiste

à envoyer la composante de rang a = ai + p ^ +... + p"-i a^ de ®j. W^
sur la composante de même rang de (Bj.W^i au moyen de T^; aZors g o T
a pour imo^e ̂  (considéré comme sous-objet de J^+i au moyen de T).

2.9. PROPOSITION. — On a une suite exacte

0 -> 3n^3^ ̂ Un Ga -^ 0,

où pn(X) = Sae^^a®^""-06 pour tou^ Z [^-algèbre R e< tou<
X = { ,̂ a; (r, a) e J (n) ; e J î (J?).

De 2.8.2, on déduit que l'épimorphisme canonique gn+i : ©j. Wn+i -^^n+i
induit un épimorphisme ©jn Ga ->3^\!Sn\ alors on a un diagramme
commutatif

0———>îlnWn-^->îlnWn^Tl^îlnGQi———>0

Î-" î
0 —————>- ^n ——————^ ^n+1 —————> ^n+ïl^n ———> 0

^ A A
pn p'n+i épi

^ ffî 9l» '
0——^ (g)z. W.——> ®m W.-M —> <g)7" Ga ——^ 0

dont les lignes sont exactes (hn est le morphisme de composantes hn, a,
a e P', telles que si a s'écrit ai + p ai +... 4- p"-1 a^, on ait

^a (w) = (.To ® 1, x, (g) 1, . . . , Xn (g) l).^» ® B^-"-^71-1'].

Comme le composé ©jn Ga -^ ̂ +i/^ ̂  n^ Ga est l'isomorphisme
canonique défini par la donnée de la base { BP~"t•a•; a e J ^ j de Zl^""]
sur Z [tô], la proposition s'en déduit immédiatement.

2.10. PROPOSITION. — Posons A = Z [d3, d3-1]. Pour tous n e/ m ctons N*
tels que m^n, on a une suite exacte de A-foncteurs en groupes :

0 -^ ^n, A ̂  ̂ rn, A ̂  ©7^ ̂ , ̂
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où Un, m est le morphisme dont la composante de rang a est V1- o [1 (g) Br-f^^ a]
pour tout a e F1.

En effet, pour toute A-algèbre R, le noyau de V71 (H) : J 'm (R) ->• S m (R)
est l'ensemble des

X = 2(r,P)€J(m-l) V [Xr^ (g) B^-"1-4-1^]

pour lesquels Xr, p =0 pour tout (r, (3) tel que r < m — n et

(3 (n) == Pi + P ps +... + P71-1 P. = 0

(on a posé (3 = pi + p ^ +... + P^"2 Pm-i). De même, si a e P,
le noyau de V71 (R) o [1 0 B-^-^ a] est l'ensemble des

X = 2^)<S7(m-l) ̂  [Xr,^ (g) B^-" ]̂

pour lesquels ;Cr, p = 0 pour tout (r, P) tel r < m — n et p (n) = a.
Le noyau de Un, m (R) est alors formé de tous les X pour lesquels

x,. ,p = = 0 s i r < m — n; c'est bien l'image de 3n (R) par T^-^.

2.10.1. COROLLAIRE. — Le morphisme Un, m se factorise à tra-
vers Q)jn Sn-m,A' Soit Un, m ici factorisation; la suite

^m—n U'

0 -> ^n,A ———> ^m,A——> ©/„ ^m-n,A -> 0

est exacte.

En effet, pour toute A-algèbre R, l'image de ^n (R) est ̂  (Jm (R)),
i. e. ^^-^ (R); de même, l'image de V11 (R) o [1 (g) B-P-^ a] est ̂ ^-^ (jR),
puisque l'homothétie [1 (g) B-P^^ a] est inversible.

3. ^-groupes de Witt et anneaux de Cohen

Soit k un corps non parfait de caractéristique p. (On suppose que k est
un modèle !). On fixe une p-base d3 de k, et l'on munit k de la structure
canonique de Z [d3]-algèbre correspondante (cf. 1.4).

Pour tout neN, on a ^-" =k<^)Z[W], et l'application x \-> x^
est l'isomorphisme canonique de ^-n sur k.

3.1. PROPOSITION. — L'anneau J^+i (k) est un anneau local dont V idéal
maximal est engendré par p; son corps résiduel est isomorphe à A^"". Pour
tout r^n, la multiplication par p^ induit un isomorphisme de
^-M (k)lp ^+1 (k) sur p^^^/p^J.-M^); on a p^1 J.+i (k) = 0.

La dernière assertion est claire, puisque p""^1 Wn+i (k^") == 0.
Nous avons vu, en 2.3, que ^n+i (k) était muni d'une filtration décrois-

sante naturelle
j^ (k) == £7o3 U^ ... 3 Î7n3 t/n+i = 0
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par les idéaux Ur tels que

Ur == ^+1 (k)r\ V- (W^i (k (g) Z [^-"])) = Sn^-r (k).

On remarque que Ur est le sous-groupe additif de ^4-1 (A:) engendré
par les éléments V111 [x (g) BP"'^ x] pour m^r et aeF1-7", ou encore
que £7. == ̂  (J^, (À:)) (cf. 2.7).

Il est clair que ^+1 W/Ui s'identifie à k 0 Z [d^~"] = ̂ -n.
Vérifions maintenant que, pour tout r^n, la multiplication par p7'

induit un isomorphisme, que nous noterons encore pr,

?- ^(k)IU^UrlUr^.

D'après 2.3.4, UrIUr+i est isomorphe à k^ == k (g) Z [^r-"].
D'autre part, la multiplication par p^ dans W^+i (Â^~71) envoie l'élément [xo]
sur V^la^]; il s'ensuit que

pr : ^ (k)IU, ̂  k (g) Z [W1] -> UrIUr^ ̂  k (g) Z [^r-71]

est l'isomorphisme de J^"" sur ^r-" qui à x associe x^.
On déduit de là que Un = UnIUn+i est engendré par p", et un raison-

nement par récurrence décroissante sur r prouve que Ur == pr.^n+l (k).
Comme p n'est pas inversible, l/i est formé d'éléments non inversibles.
Il est facile de voir que Ui est l'ensemble des éléments non inversibles
de Jn+i (k) : soit x un élément dont l'image x dans ^n+i (k)IU^ est non
nulle, soit y un relèvement dans cïn+i (k) de (x)~1 ; on a rq/ = 1 — z
avec zçUi, par conséquent, z/ (1 + z +. • . + ̂ ) est l'inverse de x
dans ^n+i (A:). Ceci achève la démonstration de la proposition.

3.2. L'anneau de Cohen de k.

3.2.1. — Pour tout neN, l'ensemble { b^; b ç d ï } est une p-base
de kP", et l'homomorphisme Z [d3] ->- k^ qui envoie & sur b^ fait de Jc^"
une Z [tô]-algèbre. Soit u : k^ (g) Z [d3^~"] -> k l'isomorphisme canonique
qui envoie x 0 BP^^ sur xB^ pour tous a; dans k^ et açj"; alors
W^i (u) identifie Wn,-i (Â:̂  (g) Z [̂ -"]) à W.+i W, et ̂  (A:̂ ) s'iden-
<i^ au sous-anneau de Wn+ï (k) engendré par Wn+i (k^) et les éléments [b],
bçc^.

Pour tout neN, nous posons <?n+i (Je) == Qn+\ (k^); l'isomorphisme
canonique k ^> k^ détermine un isomorphisme ^n-^-i (k) ̂  Cn+1 (k).
D'après 3.1, ^+1 (k) est un anneau local, de corps résiduel k, d'idéal
maximal p Cn^-i (k) : la multiplication par p7' induit U isomorphisme x \-> x^
de k sur k^ ̂  p" C^ (k^p^1 e^ (k).

3.2.2. LEMME. — La projection canonique 9î : Wn+i (k) -> Wn (k)
induit une surjection TT : (3^4-1 (k) —^ e-n (k).
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Rappelons que 9Î (XQ, Xi, . , . . , Xn) = (xo, :Ki, . . . , Xn-i); l'image de
Wn+i (kP") par 9Î est Wn (k^). Puisque 9Î est un homomorphisme
d'anneaux, l'image par 9î de Cn+i (k) est le sous-anneau de Wn (k)
engendré par WnÇkP") et les éléments [b]çWn(k), 6etô, images des
générateurs [b]çWn+i(k) de <^+i (Â-) comme algèbre sur Wn+i (k^).
Comme (^ (k) est engendré par Wn (k^-1) et les [&] e Wn (k), l'image
par 9Î de c^+i (^c) est contenue dans On (Je), et 9Î détermine un homo-
morphisme d'anneaux noté TT : Cn+i (k) -> On (A-).

Pour vérifier que TT est une surjection, on utilise les filtrations habi-
tuelles :

Wn^ (k) = (v^^çv1)-^... ̂ v^v^) = o,
Wn (k) == (v°y 3 (Y1)' 3.. . ̂ (y-1)':^)' = o,

avec (VQ = Y" (Wn+i (k)) et (V")' = V" (Wn (k)). Ces filtrations induisent
respectivement sur <^+i (A:) et On (k) les filtrations par les idéaux
pr Cn^ (k) = (p7) et p^ C/, (À:) == (p^)'. Comme 3Î est compatible avec
les filtrations, il en est de même de TT; TT sera une surjection si et seulement
si le gradué associé est surjectif. Par passage aux gradués associés, on
obtient, en degré r < n, le diagramme commutatif suivant :

(V/-)/(y.4-i) ̂  ̂  ———^Id———^ k ̂  (V'VKV^)'
^ t-4 I7'(po/(p^1) -^ kp71 ® z [^r-"]| -^ (p'r^p^y ̂  ̂ n-l (g) z [^r-^1]

Comme j (resp. j') identifie (p7^?^1) [resp. (pr)7(Pr+l)/] à kpr. on voit

que gr TT est un isomorphisme en degré r < n. En degré n, on a (p")' == 0;
donc gr TT est surjectif en tous degrés.

3.2.3. PROPOSITION. — Uanneau e (k) = lim On (k) est Panneau de
Cohen de k (i. e. un anneau de valuation discrète complet, de corps
résiduel k dont l'idéal maximal est engendré par p).

Il est évident que e (k) est local, complet, d'idéal maximal p e (k),
de corps résiduel /c. De plus, p est régulier puisque la multiplication
par pr induit un isomorphisme de e (k)lp C (k) sur p7' e (A:)/?^1 C (k)
pour tout reN; d'où la proposition.

Nous appellerons Tin : <° (k) - ->- Cn (k) la projection canonique.

3.2.4. Remarques. — Par cette construction, C (k) s'identifie à un
sous-anneau de W (k); si l'on désigne par ko == (^nç^k^ le plus grand
sous-corps parfait de k, e (k) contient W (ko).

D'autre part, comme e (k) contient les représentants multiplicatifs
[^] == (b, 0, 0, ...) des éléments b de tô dans W (k), il contient tous les
éléments [B0'] et [B a], pour tous n e N et a € I\
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Afin de rendre plus « naturelle » la présentation de l'anneau D^ du
chapitre 5, nous étudions maintenant quelques endomorphismes du groupe
additif sous-jacent à e (Â-).

3.3. — Pour tout meN, on désigne parj^ : k^ ->k l'injection cano-
nique, et par W1 la p-base de k^ formée des b^, b e ̂ B. On considère
sur k^ la structure de Z [d3]-algèbre définie par l'homomorphisme
Z [d3] —^ k^1 qui envoie b sur b^. Pour tout n ̂  0, C^+i (^m) est le
sous-anneau de Wn+i (k^) engendré parW^+i (k^1^) et les éléments [^w],
6ed3; e (kpm) s'obtient, par passage à la limite projective, comme un
sous-anneau de W (Tc^).

3.3.1. LEMME.
(a) Pour tout n ̂  0, Uinjection canonique J^ : Wn+i (k^1) -> Wn+i (k)

induit un homomorphisme injectif d'anneaux

3^: e^(^)^e^(Jc);

(b) Pour tout m > 0, les (3^)/i>o déterminent un homomorphisme
y"- : e (k^) -> e (k) induisant ^ sur les corps résiduels : ^m est induit
par ^ : W (k^) -> W (k).

(a) On voit que J;̂  (Wn+i (^w+")) est contenu dans Wn+i (^"),
donc dans e^ (k); de même J^ ([b^]) = [b^çCn^ (k); d'où l'asser-
tion (a).

L'assertion (b) est claire puisque les J^1 « commutent » avec les projec-
tions canoniques Wn+ï (A) -> Wn (A), pour A == k et A = ̂ w.

3.3.2. — Nous désignerons par U : W (k) -> W (k^) l'isomorphisme
déterminé par l'isomorphisme x \-> XP de k sur RP et par *U : € (k) —> € (k^)
l'isomorphisme induit par U.

3.4. PROPOSITION. — Pour tout nç'N, Vanneau C"1 (k), quotient de
e (k^) [d3] par Vidéal engendré par les éléments { b^'1 — (b^, 0, 0,...) ; b ç. (^ },
est un anneau de ualuation discrète, d'idéal maximal (p), de corps résiduel k.
De plus, lorsque card d3 est fini, il est complet pour la topologie (p)-adique.

En effet, (^ (k) est un e (/c^-module libre de base { B ' ^ a e J ^ j .
Il en résulte que :

1° L'élément p, n'étant pas inversible dans C (k^1), ne peut l'être
dans em (k)',

2° p, étant régulier dans e (k^), l'est aussi dans e111 (k);
3° (om (k) est complet pour la topologie p-adique, lorsque card d3 est fini,

puisque d'une part C (k^) est complet pour la topologie p-adique, d'autre
part 1'"- est fini.
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II est clair que (ow (k)l(p) est isomorphe à k^ (d3) = k. On achève
alors la démonstration en vérifiant que tout élément de em (k) non dans (p)
est inversible (en effet, il existe y et z tels que xy == 1 — pz; alors
rc-i == y. 2/i p" ̂ , 0 ̂  n < oo). D'où la proposition.

3.5. COROLLAIRE. — Uhomomorphisme G de e (k^-algèbres de e'"- (k)
dans e(k), défini par G(b) == [b] pour tout bçûï, détermine un isomor-
phisme G du complété C^ (k) de em (k) pour ta topologie (p)-adique sur C (k);
en particulier, lorsque card d3 est fini, G est un isomorphisme.

3.6. _ Nous supposons, jusqu'à la fin du chapitre, que card d3 est fini.
Puisque e (k) est un e (/c^-module libre de base \ [B]01; a ç j ^ j (3.5),

la projection sur le premier facteur (de rang a == 0) est une rétraction
de y. Nous noterons S^ le projecteur de € (k) correspondant

Pour tout a € J^, la multiplication par [B01] (que l'on note encore [B^])
est un homomorphisme de e (A^-modules, et la décomposition en somme
directe ci-dessus se traduit par la relation

3.6.1. Sae^ [^a] ° S^ ° [B-a] = ïd (e (Â:))-

Nous conviendrons d'identifier C (k^) à son image par y"- chaque
fois qu'il n'y aura pas d'ambiguïté.

3.7.— Rappelons que F : W (k)—^W (k) est l'endomorphisme d'anneau
défini par F (ûo, a,, .... an, . , . . )= (a^, a?, ..., ag, ...), et que Y est
l'endomorphisme du groupe additif W (k) qui à (ûo, ai, ..., an, ...)
associe (0, ûo, ûi, a^, ...). On a VF = FV = p [multiplication par p
dans W^/c)]. On utilise la même notation pour les endomorphismes
de Wn (k) induits respectivement par F et V.

Avec les notations de 3.3.2, on a F = J1 o U. Par conséquent, F induit
Fendomorphisme ^ = ̂  o u de Vanneau e (k); de plus l'image de e (k)
par ^m est e (k^), et l'on a S^ o ̂ m == ^m, pour tout neN. Par abus
de notation, nous désignons encore par ^ l'endomorphisme de (3n+i (k)
induit par .̂

3.8. — A cause des égalités V771 o Fm == p"1, et S^ o ^m = 3:m, l'homo-
morphisme composé

y^ o s^ : e (k) -> e (k^) -> W (k)
se factorise à travers e (k). En effet, pour tout xç.0 (k), il existe y ce (k)
tel que S^ (x) = ^m (y); alors

y^ o S^ (x) == Vm o ^m (g) = P171 y e e (Â-).

LEMME. — Pour tous m, n € N aycc m ̂  n, V^ o S^ induif Uendo-
morphisme V^n du groupe additif ^n+i (kP") = C^+i (Â-) (cf. 2.7).
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II est clair que S^0 induit sur Cn+i (k) le projecteur de Cn^ (k) sur
<^n+i (k^) défini par la décomposition en somme directe

<°n+i (k) ̂  ©aeJ- <^+i (^.[B01].

D'après 2.7 et 3.2.1, on peut se contenter de vérifier le lemme sur les
éléments X de la forme X = ̂ r ([X^.BP^]), (r,a)eJ(n); xçk;
on écrit alors X == V^x^.B^^] = [B0']. V^^"]. On a supposé m^n;
comme 5'(w) est un homomorphisme de Cn+i (Â-^-modules, on a

S^(X) = V^x^.S^^});

d'où

S^(X)={<

Par suite :

V o S^ (X) ==

0 si a n'est pas multiple de pm,
X si a = p771. (3 avec (3 e J^-^ -r.

0 si a n'est pas multiple de p171,
yr+m ̂ p- ^ ̂ +-. ̂  ] gi ^ ̂  pm ^ ̂

Ce sont bien des valeurs prises par V^n (X) (cf. 2.7).
k'

On appellera encore V1 V endomorphisme de C (k) induit par Y7" o S^.

3.9. Relations entre ^, V et les homothéties de e (k). — On notera
toujours X l'homothétie de e (k) définie par l'élément X de e (k). Les
relations suivantes sont vérifiées, pour tout X e e (k), et tout n e N.

3.9.1. ^oX=^ (X)o^ ;

3.9.2. XoV = Vo^ (X);

3.9.3. ^o^==p ;

3.9.4. ^ o X o ̂ n = v"- o S^ (X) o ̂ ";

3.9.5. Sa e /" [^a] ° ̂ n ° ̂  ° [J3-a] = P^

Comme ^ est un homomorphisme d'anneaux, la relation 3.9.1 est
claire. Pour vérifier la relation 3.9.2, on la projette sur Cn+i (k) pour
tout n. Le groupe additif <^+i (k) est facteur direct de Wn+i (k) [on a
défini, en 2.6, la rétraction qn+i : Wn+i (k) -> C^i (k) de j^i]; par
définition (2.7), V ^ est l'unique endomorphisme de <^-n (k) tel que
ç^i o V == ^ p» o ^+i. Soit X un élément de e^+i (À:); on a

^(F(X))-^(g^(X)).

Alors, puisque ç^-i est un homomorphisme de €^-+.1 (^-modules, la
relation X o V == V o jF (X), valable dans l'anneau des endomorphismes
de Wn+i (k), implique la relation X o v ^ == v ^ o ̂  (X).
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La relation 3.9.3 résulte des égalités V o S^ = V et S^ o ̂  == ^, et
de la relation V o F = p dans Panneau des endomorphismes de W (k).

Démontrons 3.9.4 : on remarque d'abord, en utilisant l'écriture
V^ = Vno SW, que ^ o ^n) = ̂  (S^ est un projecteur î). Soit y un
élément de € (k), on écrit

(̂  o SW (X) o ̂ ) (y) = v^ (SW (X).^ (y));

^Q/) étant dans e (^") et S^ étant un homomorphisme de eÇk^)
modules, on a

S^ (X).^ (y) = SW (X.^ (y));

d'où
(^" o S^ (X) o ̂ ) (?/) == (̂  o 5'̂ ) (X. ̂  (y))

= ̂ /l (X. ̂  (y)) = (̂  o X o ^n) (y).

C. Q. F. D.

Pour la dernière relation, on écrit ^n o ̂  = ̂ n o V"- o S^; comme
pn o yn ̂  pn ^^^5 l'anneau des endomorphismes de W (k), il vient

SaeJ" [^a] ° ̂  ° ̂ /l o [B-^] = p^ o Q^ [5°'] o ^") o [B-^])',

la relation 3.9.5 se déduit alors de 3.6.1.

4. Extensions de tô-groupes de Witt : cas où card tô est fini

Les hypothèses sur le corps k sont les mêmes qu'au chapitre 3. On
suppose de plus que la dimension de k sur kP est finie. On note Gi\ la
catégorie des À-groupes (affines, commutatifs, unipotents) ; si H, G e Gr ,̂
Ext]S. (H, G) est le groupe abélien des extensions de Yoneda de longueur 1
de G par H, dans Gr :̂.

On note ^n,k le A-groupe unipotent ^n ®z[d3i ^» e^ l'011 identifie J^,^ à
un sous-groupe de ^n+ï,k au moyen du monomorphisme T^ == T 0z[^] Â'.
Par abus de notation, nous écrirons T, 9î, Ï, ^+1, ..., au lieu de T^,
îî^î 3^» ffn-{-ï,k, • • ..

4.1. PROPOSITION. — Pour fouf n€N*, .Tn^ est le plus grand sous-
groupe de ^n+i,k annulé par SS".

Puisque 3n,k est un quotient de ®/^-i Wn,k, on a 355»,* == ^*
Soit 33 : (^n-^i^l^^k)^ ->^n-^-i,k, la factorisation de 3ÎSn-n^; nous allons
« calculer » 3Î. D'après 2.9, la projection canonique

<7/i4-l '' ®7» Wn+i,k -> ^n+î,k
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induit risomorphisme naturel ©j. Ga^ -^ (îln Ga)^; nous identifions
^n-+-i,kl^n,k et ®7n Ga^ par cet isomorphisme. D'un autre côté on a
W^i,, = W.^,, et

®w^,, == ̂  o 9Î- : Wn^,k -> Ga, -^ W.̂ ,,;
alors l'égalité

33 î ,, o g^\ == ̂  o 93®^ w^,,,

nous donne
Y = gn+i o (®^ 3:̂ ) : (g)̂  Ga^ -^ J./l4-l,À:«

On montre alors facilement, comme en 2.8.2, que ^4-1 o (®j. 3:71)
se factorise à travers ^ : Ga^-^+i,^, de sorte que S = ̂  o u, où
^ î ©j" Ga^ -^ Gax: est le morphisme dont la composante de rang a est
rhomothétie B^ : Q^ --> Ga^, pour tout a e I\

D'après 1.3, ^n,k est le plus grand sous-groupe de ^n+i,k annulé
par 2^ si et seulement si V^, : ̂ n+i,k -> n/" ̂ +1,^ a pour noyau S^
Puisque 333^^ se décompose en T" o u o p^"), on a l'égalité

vîn^ == (n/" ̂ ) ° u o p,
où 5 est l'image de u par la bijection canonique

Gr, (®^ Ga,, Ga,) -^ Gr, (®^ Ga,, n/" Ga,).

D'après la description de u, u est l'isomorphisme canonique déter-
miné par la base {B 0 6 ; aeJ'1} du A-espace vectoriel k pour la structure
donnée par f71 : k -> k. Comme ̂  est un monomorphisme, n/nrn est un

monomorphisme et la factorisation de V^^ à travers p^ est un mono-
morphisme. Ceci achève la démonstration de la proposition.

4.2. — Rappelons que si K est un corps de caractéristique p 7^ 0,
quelconque, Gr^ (Ga^, Gayr) s'identifie à l'anneau K [F] des polynômes
additifs à une indéterminée F telle que F a == aP F pour tout açK
<[!]; II, § 3, 4.4). Tout élément de K[F] s'écrit de manière unique sous
la forme ^nçydn F71, où les dn sont des éléments de K presque tous nuls.

4.2.1. — Pour tout K-groupe unipotent G, ExU (Ga^, G) [resp.
ExU(G,Ga^)] est muni d'une structure naturelle de K [F]-module
à droite (resp. à gauche). En particulier, d'après [1] (V, §1, 2.2)
Extir (Ga^, Ga/r) est le K [F]-module à gauche libre engendré par la
classe e^n de la suite exacte

ei,K : 0 -> Gels -2- W.,K ï- Gajr -> 0.

(nous utilisons la même notation pour désigner une suite exacte et sa
classe dans ExU (?, ?)]..
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La structure de K [F]-module à droite sur ExtA (Gajr, Ga^) est alors
définie par les relations

€i,K.F= F.e,,K,
ei,K'ci == aP.ei,K, V açK.

Par conséquent, rhomomorphisme de K [<F]-modules à gauche de
ExU(Ga^, Ga^) dans K[F], qui envoie e^K sur F, est un isomorphisme
de ExtA(Gajr, Ga/r) sur l'idéal K[F].F (qui est aussi l'idéal bilatère
engendré par JF), pour les structures de K [F]-modules à gauche et à droite.

Enfin, si K -> K' est une extension du corps K, les homomorphismes
naturels

Gr̂  (Ga^, Gay,) -> Gr̂  (Ga ,̂ Ga^)
et

ExU (Ga^, Ga,,) -. ExU, (Ga^, Ga^/),

identifient respectivement Gr^ (Ga^, Ga^) au sous-anneau de K' [F]
formé des polynômes S^o c^ F71 à coefficients dans K, et ExU (GâAr, Ga^)
au sous-groupe additif de JC'^.F formé des polynômes Sn^ia^F"
à coefficients dans K, i. e. au sous-K [F]-module à gauche libre engendré
par F.

4.2.2. LEMME. — Pour tout corps K de caractéristique p 7^ 0, pour
tout nç. N* et tout monomorphisme i : H —>- Ga ,̂ Vhomomorphisme

i; : ExU (Ga ,̂ Wn,K) -> ExU (H, Wn, K\

de groupes déterminé par i, est surjectif.
La propriété est vraie pour n = 1 ([!]; V, §1, 2.2). Supposons-la

vérifiée pour n, et montrons-la pour n + 1 '' on part de la suite exacte

en, K : 0 -> Wn, K -^ Wn+i,^ ̂  Gâ^ -^ 0

pour obtenir le diagramme commutatif ci-dessous

ExtA (Ga ,̂ Wn, K) -^ ExU (Ga ,̂ W.+î ) ̂  ExU (Ga ,̂ Ga )̂ ——^ 0
d ^J ^|

ExtÂ (Jï, Wn, K) ——> Exti (H, Wn^K) ——> ExU (H, Ga )̂

^ ^
0 0

Ce diagramme est exact [5Î^ est bien surjectif : en effet, lorsque x;;
jeJ, décrit une base de K sur KP, les 9Î^ (^/.e/i+i,^) = rK/.ei,^, je<7,
décrivent une base du K [jF]-module à droite libre Ext1 (Ga^, GaA) ̂  (I7)].
Il en résulte que i^ est surjectif (chasse au lion).
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4.2.3. — Lorsque K est parfait, on a, de plus, le résultat suivant :
rhomomorphisme SR;"1 : Extj^ (Ga^r, Wn,ic) -> ExtJ^ (Ga^, Ga^) est un
isomorphisme de K [F]-modules à droite, de sorte que Ext^ (Ga^, W^/r)
est libre et engendré par la classe €n,K de la suite

-Wn,KÏWn^,K^G^- 0.

4.3. — Lorsque K n'est pas parfait, on fait appel à une propriété
plus complexe.

PROPOSITION. — Pour toute suite exacte e:0->Wn,K > E-> H ^Q
de K-groupes, dans laquelle H est un sous-groupe de Ga^r, il existe un mor-
phisme 9 de Gr p-i (H (g)^ KP'~~\ Ga p-i^ feZ ^ue /a suite e 0^ J^"1 obtenue
par extension des scalaires soit l'image réciproque par cp de e p-i.

Pour alléger l'écriture, nous posons K' === KP~~1 dans cette démonstration.

Supposons H = Ga^ ; la proposition équivaut à dire que l'image de
l'homomorphisme naturel jn : Ext^ (Ga^, Wn,K) -> Ext^ (Ga^-, Wn.K')
est le J?' [Fj-module à. droite engendré par e^, (nous verrons que ce
module est libre). Cette propriété est vraie pour n == 1, d'après 4.2.1.
Supposons-la vraie pour n, et montrons-la pour n + 1- On utilise le
diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes [on a posé
r=(3:^ et3î'=(3^,)J;

Ext;,C6a^^) ̂  ̂ C6a^^,^)^Ex+^^G^>->0

Jn un+} Jî

^

Hom^œa^,6a^>^E>^,œa^,^^)^&<t^CGa^^^^)^^
s^

L'hypothèse de récurrence indique que Im (jn) === Im (ô), donc î' o j^ = 0,
et par suite jn+i ° î* == 0. Il s'ensuit qu'il existe un homomorphisme u
tel que uo 9î^ ==j^^. Soit (Xj)jçj une base de JC sur KP contenant 1;
le J? [F]-module à droite Ext^ (Ga^, Ga^) est libre de base Cr/.^/O/e./.
On définit une section s de 9Î2 et une section s ' de 9Î', en posant

s (Xj. Ci, A) == x^en+ï,K, pour tout j € J,
et

5' (rc^T1. e^,K') = ̂ T'. ̂ +1,^, pour tout j e J.

On a alors j/i+i o s == 5' oj\ ; d'où

Im O'^+i) == Im (u) = Im (j^+i o s) == Im (5' oji).
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Comme Im (j'i) est le K' [F]-module à droite libre engendré par C ^ K ' ,
il s'ensuit que Im (jn+i) est le K' [F]-module à droite libre engendré
par en-^-i,K',

c. Q. F. D.

Supposons que H est un sous-groupe propre de Ga^; soit i : H -> Ga/r
le monomorphisme définissant H. D'après 4.2.2, il existe une extension s
de GSLK par Wn,K telle que e == 5.1. Nous venons de voir que £ 0s K'
s'écrit

s 0K K' = en,k'. ̂ , avec ^ € Gr^ (Ga^, Ga^).

On en déduit l'égalité

e 0K K' = en, K ' . ?,

avec cp = 4» o (i 0^ K') Gr^ (lî (g)^ J?', Ga^). D'où la proposition.

4.4. — Revenons à l'étude des groupes ^n,k. Pour tout neN*,
J^ est un sous-groupe de (IL Wn+i)k; nous utiliserons l'égalité

(n^ Wm)k === n^p-" ] ^ (W^ ^-ny pour tous n et m dans N*,

et les propriétés de la restriction de Weil pour démontrer la proposition
suivante.

PROPOSITION. — Soit H un sous-groupe de Ga-s et

e: Q-^^n,k->E—H-^0

une suite exacte de k-groupes, alors il existe un morphisme ^ : E-> ^n+i,k
induisant F identité sur Sn,k-

Pour tous m et m' dans N*, et tout Ge Gr^, on note

^(G, W^-n.): Gr^ÇG^kkP-^ W^--)^Gr,(G,(n^W^)

la bijection canonique (1.1).
Soit u : ̂ n^Ç^kkP^-^W ^-n le morphisme dont l'image par

î,n-i (^n,k, W pi-.) est l'injection canonique jn,k : ̂ n,k-^(Jïn-i Wn) pi-»;

on considère l'image directe
g': 0 _ W .-n-^E'-^H^kk^-^O

n, k

de e 0k ̂ 1-" par u : on a en particulier un morphisme h : E 0k ̂ 1-" -> £'
induisant u.

Appliquant la proposition 4.3 à K •= Â:̂ 1"", on obtient un morphisme

9 : H 0k kP-" -> Ga^-n
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tel que e' ®^-n k^ soit l'image réciproque de e p-n par 9. D'où
un morphisme

% : E'^kkP-^W 71-1-],^

induisant l'identité de W _i-n. Alors, le composé
n, k' '•

%'=X°( 'A(g) .-»/c/'-°): E (g), ki'-" -> W
\ k- / n+ï,k'

induit le morphisme

u'=u^-^-": ^-^W^-».

A cause de la définition de u, l'image de u' par la bijection
^ Œ, W ^,-n\ est le monomorphisme canonique (cf. 2.8):

in,k oJn,k : ^n,k -> (îln Wn) ̂ -n.

Par conséquent, l'image de V par ^ ^£', W -n\ est un morphisme
\ n+l,^ / A

^/ : E -> (î[n Wn+i)^-n induisant in,k ^ j n , k '

On achève alors la démonstration de la proposition en posant

+ = qn+i o y,

où qn+ï : (îln Wn+i)k-^^n+i,k est la rétraction de jn+i,k définie au
paragraphe 2.6.2.

4.5. COROLLAIRE. — Avec les notations de la proposition 4.4, si E est
annulé par aS71, alors la suite e est scindée,

Avec cette nouvelle hypothèse, tout morphisme de E dans ^fn+i,k
se factorise à travers ^n,k (4.1). En particulier, la factorisation
^ " : E ^ ^ n , k de ^ est une rétraction du monomorphisme Sn,k->E.

4.6. COROLLAIRE. — Soient

0 -. G-4 G' -^ Ga

une suffe exacte de k-groupes unipotents et f: G—^^n,k un morphisme;
alors il existe un morphisme g : G' ->- ^n+i,k tel que T f == gi.

Soit H l'image de u; on a un diagramme commutatif

Gr, ( G', -̂M.,) -^ Gr, ( G, ^n^k) ——> Extj^ (H, ̂ , k)
t ^T? ^*

Gr, (G, ^n,k) ——> Ext^ (H, J,,,)
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dans lequel T^ = 0 d'après la proposition 4.4. La première ligne est
exacte et le corollaire s'ensuit.

4.7. PROPOSITION. — Pour tout k-groupe algébrique unipotent G,
il existe des entiers n, r, s e N et une suite exacte,

0-> G-^,

Montrons d'abord qu'il existe n et r et un monomorphisme i : G -> 3^ ^
On raisonne par récurrence noethérienne en supposant que cette asser-
tion est vraie pour tout sous-groupe de G distinct de G. Soient f : G -> Ga^
un morphisme non nul (1.3), et j : Kerf-^ J^^ un monomorphisme.
Alors, d'après 4.6, il existe un morphisme J : G — ^+1 j, induisant j.
On peut prendre pour i le monomorphisme Cr-^^+i^x <^+i j, ^
composantes J et ^m f.

Considérant alors un monomorphisme i : G-> ̂ ,^, on applique ce qui
précède à son conoyau, et l'on obtient une suite exacte

^G^^->^u

Si m < n, on remplace u par T^-^ u; si m > n, on remplace u par un
morphisme u : S'n.k-^ ^^k tel que u = ^m-n u' (4.1); ceci achève la
démonstration.

5. L'anneau des endomorphismes de ^n,k

Les hypothèses sur le corps k sont celles du chapitre 4.

5.1. — Soit Xçe (k), nous noterons désormais ̂ X l'élément de e (k)
image de X par ^r (3.7); en particulier, pour tout n et tout aeJ^
on a ^[B^] == [B^01]. L'endomorphisme S^ de C (k) utilisé ici a été
défini en 3.6.

5.1.1. — Nous appelons D^ Vanneau engendré par e(k) et les deux
indéterminées ^ et V sousmises aux relations

(i) ^ X = ^X ̂ ,
(iï) XV =VFX,

(m) W = p,
(iv) V"- X Q11 == Vn. S^ (X). ̂ ,

(V) Sa €7" [B01] ̂  ̂  [B-01] = p",

pour tous X e e (À:) et n e N.
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L'étude faite au chapitre 3 montre que Von a un homomorphisme
naturel de D^ dans Vanneau des endomorphismes du groupe additif de e (k)
qui à ̂ , V et X e e (k) associe respectivement les endomorphismes ̂  (3.7),
V (3.8), et l'homothétie définie par X.

5.1.2. —Nous avons vu que, si Xee(Â^"), on a S^ (X) = X,
et il existe un élément Y de e (k) tel que X = Fn Y; utilisant les rela-
tions (i) et (iii), on en déduit que ̂  X ̂  = p^ Y. Ainsi, lorsque dans
un monôme de D^ se présente un groupement de la forme V X ̂ \
on peut toujours, grâce à la relation (iv), le réduire à l'une ou l'autre des
formes Y ̂ s-r ou ̂ -s Y avec Y e € (k) (Y pouvant être nul).

On vérifie alors aisément que tout élément U de D^ est une somme
finie de monômes du type X ̂  ̂  Y avec rçN, 5eN, Xçe(k),
et Yçe(k).

5.2. LEMME. — Soit <7 : k—^e (k) une section de la projection canonique;
tout élément U de D^ admet une écriture de la forme

U == 2reN,.<^ae/< (^r,.sa) ̂  ̂  [B^] + Un,

où Un^^) (idéal bilatère engendré par ^), les ^,,,a étant des éléments
de k presque tous nuls.

Tout élément U de D^ est somme finie d'éléments de la forme
X ̂ r ̂ s Y. Utilisant la décomposition en somme directe

^(^©ae^^)!^]

de 3.5, on écrit Y == Saçp Ya [B^] avec Ya€C (Â:^).
Alors il existe des éléments yae^(Â-), aeP, tels que Ya = ^Q/a);

d'où
^ ̂  Ya = ̂ r Z/a V =^0/0) ̂ '̂ ;

il s'ensuit que

X ̂  ̂  y = Sa (EP ̂ a ^r ̂  [501], avec Xa = X.Fr (y a).

On en déduit que fouf élément U de D^ admet une écriture de la forme

5.2.1. ^^^N^eN^e^X^a^^^],

où les Xr,s,a sont des éléments de e (k) presque tous nuls.
Pour démontrer le lemme, on peut donc se restreindre au cas où

L7 == X ̂ / ̂  [B01], a e P, et faire un raisonnement par récurrence
décroissante sur s : si s ̂  n, on a Uç (^n), et le lemme est vérifié pour £/;
si s < n, on appelle x la projection canonique de X sur k, et l'on a
X == <7 (a;) + p X\ d'où [7 == a- (x) ̂ r V5 [B01] + p X' ̂ r ̂  [^a]. Il suffit
alors de vérifier que [/' = p X' ̂ r V8 [B01] est somme de monômes de
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types X r ' ^ ' ^ ' V ' l B ^ ] avec s'> s. Utilisant successivement les rela-
tions (v), (i) et (ii), on obtient

^p^ ==^çi^ [BP] ^V [B-P] ̂  = 2^ [B^ P'} ̂ +1 V^ [B-^P^

On peut donc écrire U' == 2^ -Xp ^r+l ̂ '+1 Vp, avec Xp et Yp e e (k).
Enfin, utilisant le calcul qui a conduit à 5.2.1, on constate que U ' a une
écriture de la forme ^çp^ Xy ^r+l V^ [BT]; ceci achève la démons-
tration.

5.2.2. Remarque. — L'élément Un de la formule 5.2 peut s'écrire
comme somme finie de monômes de type X ^r V8 [B^], s^n, reN,
aeP; cela résulte de la démonstration du lemme. Par ailleurs, si, pour
tout élément a = ai + p Œ^ +. . . + p^-i a^, de J^, on pose

a (n) == ai 4- p o^ +. .. + p71-1 a^ et M = Ba"+l-4-'oa»+2-4-•••+/?l-la"+.•,

on a
^rr )̂̂ +; ̂ a] ̂  grr c^n+i [J3a(n)j r^f/"71].

Comme [M^] = ^"[M] on a, d'après (ii) :
^r c^n+i ̂ a] ̂  ̂ r ^>f ̂ ] c^n [-Q^n)^

Ceci prouve que Vêlement Un appartient à Uidéal à gauche de D^ engendré
par les ̂  [B^], (3 e ïn.

5.2.3. Remarque. — On peut remplacer, dans le lemme 5.2, la famille
{ [B^] ; a e I s } par n'importe quelle base de C (k) sur e (kP'), en particulier
pari^-^aeP} (cf. 3.6).

La remarque 5.2.2 reste encore valable si l'on remplace les [B^], a e P,
par les [B-06], a e P (elle ne s'appliquerait pas si l'on choisissait n'importe
quelle base 1).

5.3. — Pour tout entier n positif, nous désignons par ûg3 l'anneau
engendré par On (k) et les deux indéterminées ^ et V soumises aux rela-
tions notées encore (i) à (v), déduites des précédentes de la manière
évidente, et à la relation
(vi) ^ =0.

On a une projection naturelle Pn : D^ — Dff qui envoie respective-
ment ^, 'V et X e e (k) sur ^, V et ^ (X) (3.2.3).

Pour n = 1, nous écrivons F au lieu de 5^; Df s'identifie alors à
l'anneau k[F] déjà utilisé.

PROPOSITION. — Pour tout n ç N, on pose (^) = D^ ̂  D^, de sorte
que P71 induit un isomorphisme de D^KV71) sur D^; alors :

(a) en tant que Démodule à gauche, (V^ est engendré par la famille
{V n[B o i]; aeP }, et Von a (vy.^) == (V^) pour tout neN;

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 3 18
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(b) la structure naturelle de D^-module à gauche induit sur U idéal
bilatère £%i ̂ %i une structure de k[F]-module à gauche libre de base
^[B^ae^S;

(c) récriture du lemme 5.2 est unique pour une section a fixée.

Pour n == 0, la proposition est évidente. Nous ferons une démonstra-
tion par récurrence sur n.

Pour cela, nous aurons besoin de faire apparaître dans l'écriture du
lemme 5.2, les termes « de plus bas degré en V ». Soient U un élément
de Dtô et

2reN,.s-<^aeP 0- ( ,̂.,a) ^r V [B^] + Un

une écriture de [7. Soit So le plus petit des s tels que l'un au moins des Xr, ̂  a,
reN, açP, soit non nul. On peut écrire U sous la forme

5.3.1. U == S^ae^o a (^a) ̂  ̂ ° m + 2^^ U^ V^ [B^]

avec UpeD^, V peP^1 (remarque 5.2.2).

Supposons (b) vérifiée pour tous les entiers s < n, et démontrons la
proposition pour tous les entiers m ̂  n.

(a) On montre que, dans l'écriture 5.3.1, si U est dans (^w), avec m^ n,
alors on a So ̂  m, en efîet, si l'on supposait So < m,

P.04-1 (U) == S.eN,a^ ̂ i ((^o,a)) ̂  ̂  [2^]

serait nul puisque U est dans KerP,^. Utilisant alors l'assertion (&)
pour Û^-M (on a supposé So < m ̂  n), on pourrait écrire

P.o+i W = 2r,a ̂ ,,,a ̂  ̂ 0 [B ,̂

et conclure que les a^s,,a sont tous nuls, ce qui est contraire à l'hypo-
thèse. Il est alors facile, par un calcul analogue à celui de 5.2.2, de montrer
que si [/e^^), avec m^n, il appartient à l'idéal à gauche engendré
par les V^- [B^], a e 7^ ; ce qui prouve la première partie de (a).

On vérifie ensuite que, pour m ̂  n, (V).^"1) est contenu dans (^"m+l),
donc lui est égal. En eiïet, (V) est engendré par les V [BP], (3e J, et tout
élément U de (V^ est congru modulo (^')w+l) à un élément de la forme

2r€N,a e/- ̂ , m, a ̂ ' ̂ w [B^] ;

on est donc ramené à prouver que tout produit Ur == V X ̂ r ^m,
avec Xç.C (k), est dans (^w+l). Ceci est clair : pour r == 0, on a

Ur =^m4-l.JF"X;
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pour r^l, on a, d'après la relation (iv), Ur = V.S^ (X) ^ ^m- en
posant SW (X) = ^V (5.1.2), on en déduit

Ur = ̂ .JF Y.^.^ === ? Y ^r/-1 ^m == Y -̂1 ^)m+l ^ .

ceci achève la démonstration.
(b) On sait maintenant que (V) annule l'idéal bilatère Df^ ^n Dg^.

Comme Df = k [F] == D^I(V), on en déduit une structure de ^ [F]-module
à gauche sur D,?+i ^-D^i. D'après (a), ce module est engendré par
les ̂  [B^], a e J71; il reste à prouver que cette famille est libre. Soit

Sa e/" Ça (F), ̂ [^j =0

une relation dans laquelle les Ça CF) sont des polynômes de k [F]. Si cette
relation est vraie dans û,^, elle est a fortiori vraie dans l'anneau des
endomorphismes du groupe additif C^ (k) (5.1). Cela nous suffit pour
prouver que Çp = 0 pour tout j3 e I\ En effet, soit Xp == [ÇB-P](=e^ (A),
avec ÇeA^"; d'après 2.7, on a

^[^(X.)^^909 •••' (u) si a = = ^
( 0 si a ^ p ;

on en déduit l'égalité

Œa^ 00 (F) ° V11 o [B^]) (Xp) = Çp (F) ((0, 0, . . . , 0, Ç)).

Par hypothèse, l'élément ainsi obtenu est nul quel que soit '^ç.kP\
Posons

(?P(^)=1;^N^S diÇk;

il vient
0 =:<?P W (0, 0, ..., 0, 0 = 2,,,N (0, ..., 0, < ̂ l).

Alors, pui^ue ^7l est infini (k n'est pas parfait!), le polynôme
S^N0?" ^eÂ-IT], qui s'annule pour une infinité de valeurs de la
variable T, est nul. Ceci achève la démonstration de (b) pour n.

(è) En supposant cette assertion vraie pour m < n, on la démontre
aisément pour n grâce à (6).

5.3.2. COROLLAIRE. — Les assertions (a), (b), (c) restent vraies lorsqu'on
y remplace B^ par B-^ pour tout a e J", n ç N*.

Utiliser la remarque 5.2.3.

5.3.3. COROLLAIRE. — Pour tout n, D,ç est un anneau noethérien
à gauche.

C'est vrai pour n == 1 puisque k [F] est principal à gauche (utiliser
la division euclidienne). Un raisonnement par récurrence faisant inter-
venir (c) donne le corollaire.
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5.4. — Dans ce numéro, nous définissons, pour tout n, une opération
de Vanneau D^ sur le schéma en groupes ^n+î,k compatible avec le mor^
phismC T : ^n,k -> ^n+i,k'

5.4.1. — On fait opérer e (k) de la manière suivante : on utilise
l'isomorphisme "U^îi : <^-M (k) = ^n+i (k^) -> ^n+i (k) défini par

:̂i C '̂ ([^" ̂ a])) = V- ([x (g) BP- ' a])

pour tous r == 0, 1, . . . , n, xçk et açJ". Pour toute Â-algèbre jR, on
appelle u^ : ^n+i (^) -> ̂ +1 (.R) l'injection canonique, et X^"^ l'image
de l'élément X de e (k) par le composé Un o U^ o 7:̂ 4-1 : C (k) -^ ^4-1 (J?).
Alors, en notant (Y, Y') i-> Y. Y' la multiplication dans ^n+i(R), on
définit une opération de C (k) sur ^n+i (R) en posant

X^Y^X^.Y, VXee^), Yezr^(J?).

5.4.2. — L'endomorphisme

^: W^i^^Z^-D^W^^^Z^-"])

d'anneaux, qui à (do, ûi, . . . , an) associe (aÇ, a^, . . . , û^), induit un
endomorphisme ̂  de ^+1 (J?); en effet, on a F^ (Wn+, (RfycWn+i (R)
et F^ ([1 (g) B^""-0']) = [JS^ 0 ̂ —.a^-i)] pour tout

a = ai + p a^ 4-. . . + p"-1 a^ = a (n — 1) + p"-1 a^ç J".

On peut définir ^ p directement par les formules

^R {^R ([^ ® ^pr p])) = ̂  ([̂  JB?"-r ® B^+l• ̂ /^-r-l])

pour tous xeR, (r, P)eJ(n), avec
p == (3, + p p,+.. „ + p——i p,_, = p (n - r - 1) + p-'-1 Pn-̂ .

5.4.3. — Ces constructions sont fonctorielles en -R, et l'on définit
une application

(^-M: D^->End^n^,k

en posant, pour tout X e e (Je) et toute À-algèbre R, (^n+i (X) (J?) = X^,
^+1 (^m) (R) = ̂  et ôin+i (V171) (R) = V^, où VR est l'endomorphisme
défini en 2.7.

LEMME. — L'application <^n+\ '.D^—^ End ^n+i,k est un homomor-
phisme d'anneaux.

En utilisant 3.9 et l'isomorphisme canonique <°^+i (k) -^ J^+i (A),
on voit que les endomorphismes X :̂, ̂  et Vk sont liés par les relations (i)
à (v). Nous allons en déduire qu'il en est de même pour les X^, ̂ , Vs
pour toute Â-algèbre R, ce qui prouvera le lemme.
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Puisque ^-n (X), ôin+i (^), <^n+ï (^) sont des endomorphismes du
groupe ^n+ï,k, toute relation entre eux se traduit par l'annulation d'un
endomorphisme ^ de ^n+i,k' Par dualité, il correspond à ï un endomor-
phisme P de la bigèbre In+i,k = k[X (n)], où X (n) désigne l'ensemble
des variables { X^,a; (r, a)eJ (n) j (2.5).

On est ramené à montrer que P est nul si et seulement si ^ (k) == 0.
L'endomorphisme P est défini par une famille ( P^,a; (r, a)eJ(n) j de
polynômes à coefficients dans À:, par rapport aux indéterminées X^p,
(s, (3) e 1 (n). Alors ^ (k) est nul si et seulement si, pour tout (r, a) ç 1 (n),
P^,a s'annule chaque fois que l'on remplace les indéterminées X,,p par
des éléments Xs,^ quelconques de k. Comme k n'est pas parfait, il est
infini, et la dernière assertion implique que les Pr,a sont tous nuls,
donc P == 0.

C. Q. F. D.

5.5. LEMME. — Le morphisme T : ̂ n,k-> ^n^,k est compatible avec les
opérations ô^n et ^+1 de D^ respectivement sur Qn et ^n+i'

II est évident que T o v = v o T (cf. 2.8). Il reste à prouver que

T o ̂  (̂ ) = ̂ i (^) o T et T o Cfin (X) = ôin+l (X) o T

pour tout X dans e (k). Par un raisonnement analogue au précédent,
on est ramené à prouver les égalités

T ° ̂ n (^) (k) == ^+1 (^) o T (k) et T o (Kn (X) (k) = (Kn^ (X) o T (k)

[comme homomorphismes de ^n (k) dans ^/,+i (Â1)].
Soit i : Wn (^1-")^ Wn (k^") l'injection canonique; si l'on considère

^n+i (k) [resp. ^n (k)] comme sous-anneau de W^+i (^-") [resp.
de Wn (A^1"")] on rappelle que :

(a) (^n (^) (k) est induit par l'endomorphisme F de WnÇk^^)',
(b) T (k) est induit par X o f, où 3: : Wn (k^~") -> Wn^ (^-n) est la

translation (2.8).

Comme F « commute » avec i et Ï, on a 2 o i o F == F o 3: o i ce qui
prouve la première égalité.

D'un autreîcôté, si U^ : W n (k^")-^ W n (kP"^1), meZ, est l'iso-
morphisme canonique (âo, . . . . . û^-j) h> (a^1, . . . . <"\), l'isomorphisme
canonique 'a^i : e^i (k) ̂  J^+i (/c) (5.4.1) est induit par

u^: w^.^-^w^i^-").
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Le diagramme ci-dessous, dans lequel 9î désigne la projection canonique,
est commutatif :

Wn^ (k) -—————w———————^ Wn^ (^-n)

"l ÇR!

Wn (k) ̂  Wn (̂ l-) -^ Wn (̂ -")

Alors, pour tout Xçe(k), x=U^on^(X) est dans ̂  (k\
donc dans W^i (Â^-71), et l'on a ̂ -n) a ̂  (X) = ^-1) (9î (a;)).

Rappelons que les homomorphismes î, F, 3Î, i et Un de groupes de Witt
sont liés par les relations

(*) w. (2 W) = 3: ((F ̂  w). w'), V w e W.^, (^-"), w' ç W^ (^-"),
(**) i a U n = = F .

Alors, pour tout Ye^ (^), la relation (*) nous donne, avec les nota-
tions de 5.4.1,

XF.T (Y) = x. T (Y) == x.(Z o f (Y)) = Ï (F ^ (x)A (Y)),

la relation (**) nous donne

^(X^1-"1. Y) = T ; U^ (W (x)). Y j = 3:0 f i U^ (9Î(^)). y S
== % { i o U ^ ( y i ( x ) ) . i ( Y ) } == Z { F 9 t ( x ) . i ( Y ) } .

Ceci prouve la deuxième égalité : T o ̂  (X) (/c) = ôi^ (X) o T (k),
et achève la démonstration du lemme.

5.6. — Comme ̂  : ̂  (J?) — ̂  (R) est nul pour toute /c-algèbre J?,
^ se factorise à travers JD^.

PROPOSITION. — Uhomomorphisme ̂  : D^ -^ Gr^- (^^, ^^), indu^
par ̂ , es/ un isomorphisme d'anneaux.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n = 1,
^i :Df = k [F] -> Gi\. (Ga^-, Ga^) est l'isomorphisme déjà utilisé.

Supposons que <^n soit un isomorphisme, et montrons qu'il en est
de même de ^+1. On considère le diagramme de D^ -modules à gauche

0 —> Gr, (Gaf, J ,̂,,) ̂  Gr, (Ĵ ,.,, Ĵ ,,) ̂ T^ Gr, (J,,,, ̂ r̂ ,,,) —-> 0
t t t[ 1

<»••+> Gr̂  ( ,̂*, ̂ n,*)

0 —————- (v") ————————•> D^, —————————^ Df —————^ o
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II est commutatif (5.5), et ses lignes sont exactes [? T est surjective
puisque T ? est bijective (4.1) ainsi que ̂ , par hypothèse de récurrence],
Par conséquent, (fin+i est un isomorphisme si et seulement si l'homo-
morphisme induit v est bijectif.

D'après 4.1, Gr/, (Ga^, ^n+ï,k) est le k [Fj-module à droite libre
engendré par T" : Ga^ -> ^n+i,k' Comme r71 est compatible avec les
opérations <^-i et ̂  de D^ respectivement sur ^n+i,k et Ga^, si l'on
identifie Gr^ (Ga^, Ga^) à Gr^ (Ga^, ^n+\,k) au moyen de T" ?, la struc-
ture naturelle de Dg^-module à gauche sur Gr^ (Ga^, ^n+i,À-) correspond
à la structure naturelle de k [F]-module à gauche de Gr^ (Ga^, Ga^).

Ainsi, le module à gauche Gr^ (Gaj^, ^n+i,^) sur £) .̂i est, en fait,
un /c[F]-module à gauche libre de base { ^ n o pa; aeJ" j (on appelle
pa ^ Ga '̂ ^ Ga^ la projection canonique sur le facteur de rang a).

Comme les V [B-^] forment une base du k [F]-module à
gauche (V) (5.3.1), on montre que v est un isomorphisme en prouvant
l'égalité

Ô^n+i (^n [B-^]) === T" o Ra ° ? pOUr tout a ç J'1.

On le fait en regardant les valeurs pour toute A-algèbre 7?, et l'on est
ramené à vérifier que

^ o p^ o p (X) = ̂  ([1 (g) BP-^].X)

pour tout X = [x^Bf'-^^ç.^n^ (K) avec xçR, peJ".
Le premier membre est nul si (3 ^z a; il vaut ̂  ([a; (g) 1]) si p = a.

Le second membre prend évidemment la même valeur. Ceci achève la
démonstration de la proposition.

6. Le théorème de structure : cas où card tô est fini

Les résultats acquis dans les chapitres précédents permettent d'envi-
sager un théorème de structure dont l'énoncé et la démonstration seront
semblables à ce qui est fait dans ([l], V; § 1) sur un corps de base parfait.
Les hypothèses sur k sont celles du chapitre 4.

6.1. — Considérons le système inductif

^l^-^M-^. ..->^,Â:-^n-M^^. . ..

Soit G un Jc-groupe (affine, unipotent, commutatif); les morphismes
de transition T étant compatibles avec les opérations de D^ sur les ^n,k,
on définit un D^-module à gauche M (G) en posant

M (G) == lim Grk (G, ^n,k)'
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Puisque les morphismes T sont des monomorphismes, les homomor-
phismes du système inductif Gr^ (G, J^) sont injectifs^ nous iden-
tifierons donc Grk(G,^n,k) à son image canonique dans M (G). Si
f : G-> G' est un morphisme de A-groupes unipotents, on pose

umGr,(f,J^)=M(f): M(G)-^M(Gf);
n

c'est un homomorphisme de modules à gauche sur D^.
Dans la suite nous écrirons « JD^-module » au lieu de « D^-module

à gauche ».

6.2. — D'après 5.5, l'application composée

D^KV-) ̂  Gr, ( ,̂ 3n,k) ̂  M ̂ n,k)

est un isomorphisme de û^-modules, et l'on a un carré commutatif,

D^KV^-^M^n^k)
can | M(T)

D^KV-)———-——^M(^n,k) ,.

Si le À-groupe G est algébrique, il existe un entier n tel que 93^ = 0.
D'après 4.1, l'application T^ ? : Gr^- (G, ̂ ) -^ Gi\. (G, ^,À:) est
donc bijective pour r^n, et l'on a M (G) === Gr^ (G, ^n,k)-

De façon générale, la suite exacte

0 -> ̂ -^ ^r,k^ ©7- ̂ ,̂

décrite en 2.10, montre que Gr^ (G, ^n,k) est l'ensemble des meM(G)
tels que V^B-^} m === 0 pour tous aeJ^. Comme l'idéal bilatére (V71)
de D^ engendré par V"- est, en tant que D^-module à gauche, engendré
parles ^[B-^], aeJ^ (cf. 5.3.2), on peut aussi dire que Gr^(G, ^n,k)
est l'ensemble des mçM (G) tel que (V^.m ==0.

Par conséquent, pour tout GeGr/,, le D^-module M (G) est effaçable,
i. e. tel que, pour tout mçM (G), on a (V^.m = 0 pour n assez ^grand.

6.3. THÉORÈME. — Le fondeur M est une antiéquiualence de la caté-
gorie Grk des k-groupes affines, unipotents, commutatifs, sur la catégorie
des D^-modules effaçables.

Nous nous contentons ici de « copier » la démonstration faite dans [1]
sur un corps de base parfait.

(a) Si le A-groupe unipotent G est la limite d'un systèrite projectif
filtrant (GQ, l'application canonique lim M (Gz)^M( G) est bijective.

(b) II est clair que M est exact à gauche; prouvons qu'il est exact.
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Soit j : H ->- G un monomorphisme de À-groupes, pour prouver que
M(j): M (G)->M (H) est surjectif, on suppose d'abord G algébrique.
Dans ce cas, on choisit une suite de composition

H ==H,cH,c^.cHr= G

telle que H^/^_i soit isomorphe à un sous-groupe de Ga^ pour
i = l , ..., r (1.3). Alors, d'après 4.6, pour tout f e Gr^ (H, ^n,k).
il existe ^€Gr^(G, ^n+r,k) tel que ^ f == gj, donc M (j) est surjectif.
Si G n'est pas algébrique, il est égal à la limite projective du système
projectif filtrant de ses quotients algébriques G/G,; on a alors

H==limHlj-^(Gi),

et M(j) s'identifie, d'après (à), à la limite inductive des applications
M (G/G?) -> M (Hlj~1 (Gi)). Comme ces dernières sont surjectives,
il en est de même de leur limite inductive.

(c) Prouvons que M est pleinement fidèle. Soient H et G deux À-groupes
unipotents; montrons que l'application canonique

O» (H) : Gr, (G, H) -> Mod^ (M (H), M (G))
est bijective.

Supposons d'abord H = ^n,k '' si l'on identifie Gi\-(^/,,J^) à
D^KV), et Gi\-(G,^,/0 à l'ensemble des éléments de M (G) annulés
par (V^ (6.2), <]> (^n,k) est la bijection qui associe à m : G -^ ^n,k
rhomomorphisme x ̂  x.m de D^KV^ dans M (G).

Supposons maintenant H algébrique : il existe (4.7) une suite exacte

O^Iï-^^h-^^^k

qui conduit au diagramme commutatif ci-dessous, dont les lignes sont
exactes

———>Grk (G, H)———————^Gr,(G, ̂ ) ———————-^Gr, (G, J.,,)

^w !^(^,0 I^^À)

. Mod (̂M(Jf), M(G)) —> Mod^(M( ,̂0, M (G)) —>Mod^ (M(J ,̂,), M(G)>

Comme 0 (^;^ /,) et <I> (J,^ ^.) sont des bijections il en est de même de <Ï> (H).
Dans le cas général, H est limite du système projectif filtrant de ses

quotients algébriques Hi, et l'on a un diagramme commutatif
Grk(G,H)—————-————>}imGrk(G,Hi)

1 ^~ 1
^ {II) lim ̂ (Hi) (

Mod^ (M (G), M (^)) -->Um Mod^ (M (G), M (^))

donc <^ (^Z) est bijectif.
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(d) II reste à montrer que tout -D^-module effaçable N est isomorphe
à l'image par M d'un Jc-groupe unipotent. Si N est de type fini, il existe n
tel que (V^ N == 0, et comme D^ -"> D^/(^) est noethérien à
gauche (5.3.3), il existe une suite exacte

(D^^ÇD^^N^O.

D'après (c), cp est de la forme M (/"), où f: ̂ ^k -> ̂ ^k es^ un morphisme
de ^-groupes; comme M est exact, N est isomorphe à M(Kerf). Dans
le cas général, N est la limite filtrante de ses sous-modules {Ni-, i ç J }
de type fini. Pour chaque i, il existe un À-groupe Gi et un isomorphisme
Ui:: Nz^M^Gi) : d'après (c), pour chaque homomorphisme de tran-
sition fji : Ni -> Ny, il existe un unique morphisme Uji : Gj -> d tel
que Uj o f^ == M (u^i) o Ui. Les Gi et les Uji forment un système pro-
jectif filtrant; soit G la limite de ce système projectif, alors M (G) est
isomorphe à la limite du système inductif (M (Gi), M (u/;)), donc à N.

6.4. COROLLAIRE. — Si GeGr/,, G est algébrique (resp. fini) si et seule-
ment si M (G) est de type fini (resp. de longueur finie).

Une antiéquivalence échange, en effet, objets artiniens (ici les Jc-groupes
unipotents algébriques) et objets noethériens (ici les modules de type fini);
elle échange aussi les objets de longueur finie.

6.5. COROLLAIRE. — Le k-groupe ^n,k est un cogénérateur injectif
de la sous-catégorie pleine Grn,k de Gr^ formée des k-groupes unipotents
algébriques annulés par 2^.

En effet, d'après 4.7 et 4.1, GeGr^ si et seulement si il existe une
suite exacte

O^G^^,,^^,,.

Alors, M définit une antiéquivalence entre Gr^ et la catégorie des
Démodules annulés par (V); et le corollaire s'ensuit.

6.6. PROPOSITION. — Soit h: k-> K une extension de k telle que l'image
par h de <B soit une p-base de K, et soit S€ : e (k) -> € (K) U homomorphisme
canonique induisant h. Alors si GçGr^, on a un isomorphisme canonique :

e (K) (g)^ M (G)^M(G ®k K).

Précisons que, si l'on note h^ : k^ -> K^ rhomomorphisme qui
à x^ç^ associe (h (rc))^", ^C est déterminé par les homomorphismes

J ,̂ (h^) : ^-M (k^) -> J î (K^).

La démonstration de [1] (V, § 1, 4.9) s'adapte immédiatement, nous ne
la reproduisons pas ici.
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7. Une autre définition des -̂groupes de Witt

Les notations sont celles du chapitre 2. On suppose card û3 fini.
Nous nous proposons de définir « directement » la structure de schéma

en anneaux sur (^I[n} déterminée par l'isomorphisme
Y . /n/(ra) '"" T/. . W { ' -^ ^n+if

factorisation de ^ o W : ̂ w _^ jj^ Wn+i à travers J^+i (cf. 2.5).
Rappelons que, pour tout m = 0, 1, . . . , n, le morphisme

^m : Wn^ -̂  ̂ n+l -> ̂  -̂  Ga

de Z [tôj-schémas, défini par le polynôme de Witt,

^ = xr + p xr~1 +...+?" x,,.
est un morphisme de foncteurs en anneaux. Pour tout Z [<B]-algèbre J?,
<Ï>/n (-R) associe au vecteur de Witt a = (do, CL\, . . . » a/i) la m-ième compo-
sante fantôme a^ + pa '̂"1 +.. . + p^ a,n^R de a.

7.1. — En appliquant à <D^ la restriction de Weil î[n ?» on obtient
le morphisme

IL ^m : 11̂  Wn+i -> Un Gâ

de schémas en anneaux, qui à tout w e Wn+i (J? 0 Z [^--"]), écrit sous
la forme w = (Xo, x^, . . . , Xn), associe

XÇ'" + PXÇ-' + . . . + P"1 XrnÇR (g) Z [d -̂'1],

pour toute Z [d3]-algèbre J?.

LEMME. — Pour tout m ̂  n, le morphisme composé

p'^ == nn ^m o -S o y : ^w -. n. Ga
se factorise à travers le monomorphisme canonique Jin-m Ga —> ]în Ga.

En effet, pour toute Z [d3]-algèbre R, l'image ^n+i (R) de ^ o T
(c/1. 2.5.1) est le sous-anneau de Wn+i (R ® Z [^/?-"]) engendré par
W/i+i (J?) et les éléments [1 (g) ^m--rl], ^ e d3. L'image de Wn+i (J?) par n/i ^m
est contenue dans l'image canonique R 0 1 de J? dans jR (g) Z [tô^~"] ;
de plus, lin ^m ([1 ® ^-"]) == 1 (g) ^-" ; comme lin ^m est un homo-
morphisme d'anneaux, l'image de ?„* est contenue dans le sous-anneau
RÇQZ^^] de J?(g)Z[^-'1]; d'où le lemme.

7 .2 .—Soi t P,n : (Q1^ ->- î l n m Ga le morphisme factorisant P^.
Pour toute Z [d3]-algèbre R et tout x == (^,a; (r, a)eJ (n))çR1^,
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on a, en appliquant la définition de ^ o W,

P'm (X) = £(.,a)e7(n),r^ ?" X^ (g) B -̂" .̂

Rappelons que si (r, a)eJ(n), on a re(0, n) et açF^; pour

a = ai + p a« +. . . + p^-r-ï y.^ et m ̂  f,

on note a (n — m) l'élément a.i + p 02 +... + p^-^-i a/,_^ de J"-^
et a^ l'élément o^-^+i + p a,,_^ +... + p^-^-1 a^ de J^-^. Alors
on a, en désignant encore par ôï l'image de (BcZ[d3] par le morphisme
structural Z [tô] —^ R,

Pm (X) = S(,r,a)€/(n),^ R^ a^ B^ 0 B -̂" -̂̂ .

Rappelons que In+i est l'anneau de polynômes Z [d3] [^ (n)], ou X (n)
représente l'ensemble des variables { Xr, a : (r, a) e J (n) j (2.5.2).
L'écriture ci-dessus prouve que Pm : (^I(n) -^ D7"""1 est le morphisme de
schémas dont la composante Pm,^ : ̂ Iw -> (^ de rang ^ç.^-771 est décrite
par le polynôme

Pm,^ == îi{r,^}çl{m) P^ ̂  -X/-, P+yD"—^.^

de In-+-i [pour obtenir Pm,p, on ne considère dans P,n (x) que les termes
pour lesquels a (n—m) = |3; les indices (r, a), qui interviennent dans
cette somme, sont ceux qui vérifient r ̂  m et a == (3 + p"-^ a^, où
a^ parcourt J^-^; en posant y = a"1, on aboutit à la somme ci-dessus].

Lorsqu'on considère sur (^I[n} la structure de foncteur en
anneaux déduite par transport de structure au moyen de ^ o W, les
Pm : ̂ r(n) -> îln-m GSL sont des morphismes de fondeurs en anneaux pour
m = 0, 1, . . . , n. De plus, comme le groupe additif îln m Ga est isomorphe
à ©Jpl-w Ga, les Pm, p, pour (m, j3) e 1 (n), sont des morphismes de foncteurs
en groupes pour les groupes additifs sous-jacents à (Q1^ et Ga. .

7.3. — On constate que, pour tout (m, (3) ç. 1 (n), la variable X,^a
intervient dans Pm, p avec pour seul coefficient p7". On en déduit, en raison-
nant par récurrence sur m, que X^,peZ [d3; p-1; P (n)], où P (n) désigne
l'ensemble des polynômes Pr, a, (r, a) e J (n).

Il s'ensuit que si ^ :: cD1^ -^ ^w est le morphisme dont la compo-
sante de rang (m, P) est P,,/, p, V (m, (3) e J (n), Ze morphisme

^ (g) Z [d3, p-1] : d?7^ 0 Z [ôï, p-1] -^ o)7^ 0 Z [d3, p-1]

es^ IZTZ isomorphisme.

Remarquons que le schéma (^Iw se décompose en

CDInXCOIn~lX...X^IX(Q,
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et que ^ peut encore être considéré comme le morphisme dont la composante
(QIW —^ (^)^t~r de rang r pour cette décomposition est Pr.

Nous noterons désormais ^ -> ̂  [p~1] le foncteur extension des scalaires
associé à l'homomorphisme Z [d3] —^ Z [tô, p~1].

PROPOSITION. — I I y a sur (^I{n) une structure de schéma en anneaux,
et une seule, telle que, pour tout m, Pm '- ^I(n} -> îln-m Ga soit un morphisme
de Z [d3j-fondeurs en anneaux.

Nous avons déjà décrit une telle structure, il reste à en prouver
l'unicité, ce qui se fait en passant à (^I{n} [p~1]. En effet, supposons (^Iw

muni d'une structure de schéma en anneaux telle que Pjn soit un
morphisme de foncteurs en anneaux pour tout m (nous notons
cr : (Q1^ x (^Iw -> (^I[n} et ^ : (^Iw x (^Iw -> (^I(n} la somme et le
produit); alors

^ : CQ1^ -> CQ1^ = lin Ga x IL-i Ga x . . . X Ga

est un morphisme de foncteurs en anneaux; il en est donc de même
de ^ [p"1] pour les structures de foncteurs en anneaux sur (^Iw [p~1]
obtenues par extension des scalaires. Comme ^ [p~1] est un isomorphisme
de schémas, il n'y a qu'une seule structure de foncteur en anneaux
sur (^Iw [p-1] déduite, par transport de structure, de la structure produit

(lin Ga x n -̂i Ga x ... X Ga) [p-1]
-^ (Un Ga [p-1]) (n^ Ga [p-1]) x ... X (Ga [p-1]);

les morphismes o- [p~1] et fJL [p"1] sont donc uniques, ce qui assure l'unicité
de 0- et p..

Nous identifions désormais le schéma en anneaux ci-dessus avec <^+i.

7.3.1. Remarque.— II est possible, par des méthodes analogues
à celles utilisées dans le calcul de Witt ([!]; V, § 1.1), de prouver cette
proposition en oubliant que l'on connaît sur ^J(/l) une structure de schéma
en anneaux qui convient; on n'utilise alors que les propriétés des poly-
nômes Pm' Nous avons préféré commencer par une présentation moins
formelle de ^n qui donnait immédiatement accès aux propriétés conduisant
au théorème de structure du chapitre 6. La nouvelle description donnée
ici nous permettra par contre de compléter au chapitre suivant l'étude
des propriétés de l'anneau de Cohen C (k) d'un corps k de p-base Cfî.

7.3.2. Remarque. — Les coefficients des polynômes P^, qui sont
dans Z [<B], dépendent effectivement de tô; lorsque nous aurons à effectuer
des changements de base nous écrirons donc P^ au lieu de Pm-
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8. Structure des anneaux locaux complets

Les hypothèses sur le corps k sont les mêmes qu'au chapitre 3. Nous
commencerons par prouver l'existence de sections « multiplicatives »
pour la projection canonique 7:1 : e (k) -> k, i. e. d'applications s : k-^ e (k)
telles que Tii o s (x) = x et s (x.y) = s (x).s (y) pour tous x et y dans k.

8.1. LEMME. — Soit A un anneau local d'idéal maximal m, de corps
résiduel k, tel que m^1 == 0; si s et s ' sont deux sections multiplicatives
de la projection canonique A-> k, alors s (x) = s ' (x) pour tout xçk^.

Nous prouvons plus loin l'existence de sections multiplicatives.
Désignons par A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A,

et par Qr (r = 1, 2, ..., n + 1) le noyau de l'application canonique
A* ->• (A/rrr)*. Pour tous x et y dans W\ 1 + x et 1 + y sont dans Qr,
et l'on a (1 + x) (1 + y) (1 + x + y)-^^ ; ceci montre que l'appli-
cation 1 + x ̂  x + nr-^ induit un isomorphisme de groupes

e./e.+i-^nr/m^1.
Il s'ensuit que QrIQr+i est annulé par p1, en particulier QrIQn-^-i == Qr
est annulé par p'1-1-1-̂ .

De l'exactitude de la suite

1 — Ci -^ A* -> A*IQ,^>k* -> 0,

on déduit que l'homomorphisme qui, à xçk^, associe s ( x ) . ( s ' (a;))-1 eA*,
se factorise à travers Ci, d'où un homomorphisme f: k* -> Ci de groupes
abéliens. Comme pn Qi === 0, on a f(xP'1) == 1 pour tout rce/c*; donc s
et s ' coïncident sur k^.

c. Q. F. D.

8.2. PROPOSITION. — I I existe des applications s : k - ^ e ( k ) telles que
Tri o s (x) == x et s (x.y) = s (x).s (y) pour tous x et y dans k.

Comme e (k) est plongé dans W (k) (3.2.4), toute section multiplicative
s : k -> e (k), à supposer qu'il en existe, peut être considérée comme une
section multiplicative de la projection canonique W (k) --> k. Pour
obtenir une telle section, il suffira donc de modifier la section de
Teichmùller t : x \-> [x] [qui est multiplicative (1.2)] par un homomor-
phisme o- : k* -> Ker { W (k)* -^ k* } de groupes multiplicatifs tel que
t(x).<j(x)çe(k), V xçk*.

(a) Nous utilisons cette idée et le lemme 8.1 pour montrer d'abord
l'existence de sections multiplicatives pour la projection canonique Cn-^i (k)->k,
[Cn+i (k) est identifié à un sous-anneau de Wn+i (A)]. On applique le
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lemme 8.1 à A == Wn+, (k) : on pose Ur == Ker (W (k)* -> Wr (^)*>
pour r = 1, 2, . . . , et l'on est ramené à trouver un homomorphisme
f : k*l(kP'1)* -> U,IUn+i tel que, f désignant le composé

/c*^7c*/(^")* 4[A/[7^,

on ait t(x).f (x) ç. Cn+i (k) pour tout x dans À".
Le groupe abélien k^KJk^)* est annulé par p72, il est donc somme directe de

groupes cycliques [3]. Plus précisément, soit { s y ; j e J \ une base de Â:*/(A^)*
comme espace vectoriel sur F p , et soit { Xj\ j e J } un relèvement dans k*
des £y; alors Â-*/^")* ̂  un Z/p^ Z module libre ayant pour base la projec-
tion canonique { x / ; j ç J } de { x^;jçj } dans Â'*/(Â^")*.

Comme UilUn+i est annulé par p", pour définir f: k* -> UilUn+i il
suffit de se donner les images f (Xj) == f ( x / ) des Xj de manière à avoir
t (Xj).f{Xj)ç.Cn^ (k) pour tout je J. Soit Xj = ̂ çin ̂  B^ la décompo-
sition de Xj sur la base } B^ ; a e I11} de k sur k^ ; il existe un élément y
de Wn+i (k) tel que

t(x,)=[x,]=^^[^B-]+V(y).

L'élément U y • = Saez" [SS71 ̂ a] ^t "^ élément inversible de ^-4-1 (/c),.
donc ^ ( ^ ) = u y . (1 + y(y).uy1), avec 1 + V (y).u^ç U,IUn^ II
suffit de poser f(Xj) = (1 + y(y).uy1)-1 pour avoir

t(Xj).f(Xj) = u^e^(k).

On définit alors un homomorphisme o-^i : k* -> (Cn^ (k))* en se donnant
ses valeurs sur (Â-^")* et sur \Xj\jç.J\ : on pose o-^ (rc) == x pour
tout xçkP" et (7*̂ 1 (rr/) === Uy pour je J. L'application o-^i : Â--> ^+1 (/c),
définie par o-^+i (.r) = o-^i (.r) pour xçk* et o^+i (0) === 0, est une section
multiplicative de la projection canonique C^+i (Â-) -> k.

Pour tout reN*, soit U'r le groupe multiplicatif formé des éléments
de Cr (k) qui s'écrivent 1 + p1^ y , y €^4-1 (k); toute autre section multi-
plicative Œ^ : Je -> Cn+i (k) s'obtient en « multipliant » 0^4-1 par un homo-
morphisme v : k* -> U\IU'n+i de groupes tel que v ((k^")*) = 1 [autrement
dit, v est défini par la donnée d'une famille ! v(x^);jçj{ quelconque
d'éléments de L^/L^J.

(b) Fixons la base } x / ' , j ç J } ; on constate que, si T: : €n+t (k) -^ Cn (k)
est la projection canonique, TT o o-^^i n'est pas égal à o^. Cependant,
pour toute section multiplicative Sn : k -> Cn (k), il est possible de trouver
une section multiplicative Sn+i : k -> C-n^ (k) telle que TT o Sn+i == Sn : en
effet, TT o <7^+i est une section multiplicative de Cn (k) -> k, par conséquente
il existe un homomorphisme u : k* -> U'JU'n tel que ^==(7:0 o^).u,
On a u (x^'1"1) == 1 pour tout x dans (/c^")*, et u est déterminé par les u (x^),
jeJ. Pour tout jeJ, soit v ( x / ) un relèvement de u (Xj) dans U\IU'^^
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et v : Je* -> U'JU'n+i rhomomorphisme égal à 1 sur (A''071)* défini par
les v {Xj\ alors la section Sn+i = o^+i. u est telle que TT o Sn+i == Sn.

Pour obtenir une section multiplicative s de la projection canonique
€ (k) -> k, on construit alors les Sn de proche en proche à partir de
Si == Id (k) : k -> <?i (k). Il est clair, d'après cette construction, que la
section s n'est pas unique [par exemple, pour s^ : k -> C^ (k) on peut
prendre n'importe quelle section multiplicative de <°2 (k) -> k I].

8.3. — Utilisant les résultats du chapitre 7, nous nous proposons
d'obtenir un théorème analogue à celui de Teichmûller-Witt ([!]; V, § 4, 2.1),
pour les anneaux locaux complets de corps résiduel k dans le cas où [k : kP\
est finie. Il est possible d'étendre ces résultats au cas où [k : RP} n'est pas
finie.

Soit A un anneau local d'idéal maximal m, de corps résiduel k; pour
tout 6ed3, on choisit un relèvement b de b dans A; l'homomorphisme
de Z[^B] dans A qui envoie b sur ? pour tout bçCfï, détermine sur A,
une structure de Z [d3]-algèbre telle que la projection canonique co : A -> k
soit un homomorphisme de Z [d3]-algèbres.

On convient ici d'identifier (^J(/l), muni de la structure de foncteur
en anneaux décrite en 7.3, à J^+i au moyen de l'isomorphisme %.

D'après 7.2, l'application
P. (A): ^n^(A)->A

est un homomorphisme d'anneaux; à tout élément x == (Xr, a ; (r, a) ç 1 (n)),
il associe

Pn (A) (x) == S(,, a) e i(n) P' x^ Ë^

(on convient de noter Ë^ l'image canonique de B^ par l'homomorphisme
Z [tô] -> A défini par b \-> b).

Soit <^n+i (m) le noyau de Jn+i (co) : ̂ n+i (A) —^ ^4-1 (À:) ; il est formé
des éléments x = (Xr, a ; (r, a) e 1 (n)) de ^n+i (A) dont toutes les compo-
santes sont dans m.

Comme pem, la formule ci-dessus montre que l'image de ^n+ï (rn)
par Pn (A) est contenue dans m7^1. On a donc un carré commutatif

rt /\\ pn{À) A^n+l (A) —————> A

i . ""1Jn+i(d) / can

^^(^-^A/m^

où ^^ est induit par Pn (A).
Il est clair que ̂  est un homomorphisme local; il induit sur les corps

résiduels l'isomorphisme k^-^k qui à x associe a^\ En composant ^
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avec Fisomorphisme canonique

^(^-^^(/c),

on obtient un homomorphisme

^: ^i(^*)-^A/m724-1,

induisant l'identité sur le corps résiduel commun.

8.4. THÉORÈME. — Soit A un. anneau local complet de corps résiduel k
tel que [k : kP} soit fini, et co : A -> k la projection canonique. Pour toute
famille dï =={b; bçôï} d'éléments b de A tels que cJ (&) = b, il existe
un unique homomorphisme î : C (k) -> A d'anneaux tel que î ([b]) == Ï
pour tout b e ̂ 3, et M o ^ = 71-1 : e (k) -> k.

Avec les notations du paragraphe précédent, les 'Cn : ̂ 4-1 (A^71) -> A/m714"1

définissent un homomorphisme î d'anneaux de € (k) dans A = lim A/m714'1

qui répond aux conditions du théorème.

Unicité. — Soit c' : C (k) ->- A un autre homomorphisme d'anneaux
tel que c' (b) == 'c (b) = î, V b e tô, et w o c' == 7:1 ; on montre que c' == ^
en vérifiant que les homomorphismes induits c^i et 'Cn+i de e^+i (/c)
dans A/m^1 coïncident pour tout neN. Procédons par récurrence
sur n : on a c'i == ïi = Id (/c). Supposons que c^ == ^, alors

c^i — ^+1 ;: e^i (k) -^ A/m714-1

se factorise à travers l'idéal nf/m714-1 de A/m714-1. Comme, de plus,
p. (m^/m714-1) = 0, <+! — 'Cn+i se factorise à travers k == Cn+i ( k ) l p . Cn^ (k).
Finalement, il existe une application

D : k-> m^/m714-1

telle que c'n+i — în+1 soit le composé

<^+i (k) ̂  k -^ m^/m714-1 ̂  A/m714-1.

Pour tous x et y dans A-, soient X et Y dans Cn+i (k) tels que 7:1 (X) = rc,
et 7:1 (Y) = y; on a

D (x.y) = c^i (X).c;^ (Y) ~ ̂  (X).^ (Y)
== c^, (X).Z) (Y) + {^ (Y).Z) (X).

Comme c^i (X).D (Y) = x.D (Y) (pour la structure naturelle d'espace
vectoriel sur k de m^/m7^1), on a D (x.y) == xD (y) + y D (x). Alors D est
une dérivation de k dans le A-espace vectoriel m^/m714-1.

BULL. SOC. MATH. —— T. 100. —— FASC. 3 19
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Une telle dérivation est déterminée par ses valeurs D(b)(bç(^) sur
la p-base tô de k ([2] ; chap. 0, § 21, 2.3). Comme c7^ ([b]) = ?^ ([b]) == b,
on a D (6) =. 0 pour tout 6 e d3, donc û == 0.

c. Q. F. D.

8.5. COROLLAIRE. — Avec les hypothèses du théorème, il existe des appli-
cations a:k-> A telles que co o o- (x) = x et o- (x. y) == o- (x). a- (y) pour
tous x et y dans k.

Il suffit de prendre îî o s, où s : k -> € (k) est une section multiplicative
de 7:1 (cf. 8.2). Mais, si l'on compare la construction de s avec la construc-
tion de ^, on constate qu'il y a, en général, « beaucoup plus » de sections
multiplicatives que d'homomorphismes d'anneaux de C (k) dans A
induisant l'identité sur le corps résiduel commun : en efîet, la donnée
d'un relèvement d'une p-base (^ de k dans A ne détermine pas une
section multiplicative unique.

9. Étude des tô foncteurs de Witt lorsque card (61) n'est pas fini

Dans tout ce qui suit, ôï désigne un ensemble infini, et Z [d3] l'algèbre
symétrique de l'ensemble d3, à coefficients entiers. On considère l'ensemble
{ tô^; coe^2 } des parties finies d3^ de d3; Z [d3] est la limite inductive de
ses sous-algèbres Z [^o], ûô e ̂ 2.

Les notations sont celles de 1.4. Pour tout coç^, on appelle
J& l'ensemble sous-jacent au groupe ©^ (Z/p71 Z).

Comme en 1.4, on appelle I11 (resp. J&) l'ensemble des éléments du
groupe Q)^ Z (resp. @^ Z) dont toutes les composantes sont inférieures
à p71. Pour tout (^w contenant (^^ on a les inclusions naturelles
I ^ c l ^ c l " , de plus J" ==Uo)e^ ̂ .

9.1. Propriétés des ôï^-groupes de Witt,

9.1.1. — Pour tout coe^ et pour tout neN, nous notons ^^.i (au
lieu de ^-pi) le ^ce-schéma de Witt de hauteur n + 1 (cf. chap. 2). On
remarque que, si ̂ ' 3 tôa)» ^ï+i © Z [^co'] est un sous-schéma en anneaux
de J^+i : pour toute Z [d3a/]-algèbre R, S^ (R) est le sous-anneau de
J^, (J?) engendré par Wn+i (R) et les [1 0 ̂ -•a], ae I&.

Le fondeur <^^i n'<3^ pas un schéma affine (du moins pour n ̂  1),
mais Zes inclusions naturelles déterminent un isomorphisme de Z [(^-fonc-
teurs :

limJn+i.zM-^^-i.
~a
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Pour tous n, n' e N et co, co' € ̂  tels que n' > n et ûï^' 3 tô(o, on convient
de noter

H.n'—n . HW ^ ,Y(()'
^co' . «^ -^^n'

et

^7£: <zc^]-^;

les monomorphismes canoniques de Z [d3^/]-groupes.
Enfin, on note V (resp. V^) l'endomorphisme de <%., (resp. J^_i)

défini en 2.7. Il est évident que, pour tout ûoetî, V induit Vw,z[ûs)
et que les V^ « commutent » avec les translations TÏ)^. Pour toute
extension A de Z [d3], on écrira encore V^ au lieu de V^^.

Soit J£/,o) le complémentaire de J& dans J&, ; les inclusions JS -> I S '
pour m = 0, 1, . . . , n déterminent une inclusion de 1^ (n) dans 1^' (n);
on désigne par I w ' , w ( n ) le complémentaire de J^ (n) dans J^' (n).
Rappelons enfin qu'un élément de J^ (n) est repéré par un couple (/n, a),
où m = 0, 1, ..., n et a e JS-7^.

Pour la démonstration du théorème de structure, nous aurons besoin
de raffiner le résultat de la proposition 2.10 que l'on remplacera par la
suivante :

9.1.2. PROPOSITION. — On pose A^' =Z[d3^', <%1]. Pour tout nçN
et c*)eî2 tel que B^cB^', on a une suite exacte de A^'-groupes

^o iîai/ ,^
0 ^-(1) Mi,w ..w n ^ rr\ ^(J)'

-> ^714- \,A^, ———> ̂ n+l,^ ———> W^',wW °n^-\,A^f

où U^'w est le morphisme dont la composante de rang (n — r, a) est
V^, [1 (g) B-P-11^}, pour tout (n — r, a) e J^, ̂  (n).

Pour toute A(o'-algèbre J?, le noyau de Vw est formé des

-X = 2(^p)e^(n)W ([Xrn^ (g) B^-"^])

pour lesquels rc^, p == 0 pour tout (m, (3) tel que m^n — r et (3 (r) = 0
[on rappelle que, si (3 = pi + P (^ +.. . + p^-1 ^n-m et si r ̂  n — m,
on a P (r) = (3i + p (32+—+ P7"1 pr]. Alors, le noyau de V^ o [1 (g) B-^-"-3']
(avec açJ£),^) est formé des X pour lesquels x^,^ = 0 pour tout (m, (3)
tel que m^n — r et (3 (r) == a. Par conséquent, le noyau de U ^ ' ' ( 0

est formé des X pour lesquels

Xm, p=0, V (m, p) e 1^', M (n).

Il est clair que ce noyau est confondu avec J^.i (jR), qui est formé des
éléments X de J^.i (R) s'écrivant

^ = ̂ ,P)e7,(.) W ([^,p (g) B^1-"^]).
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9.1.3. COROLLAIRE. — Pour tous n, mçN et co, ûi/eî2 /ris çue m^n
et tô^otô^, on a une suife e^ade de A^i-groupes

0 ^(jt) '^w^u» .̂(o' ^i/iw .̂  _f,y
-^ ^n,^'——>^m,^ -——>(BJ^,^ ^m,^

où, utilisant l'inclusion naturelle I ^ ( n — l ) c l ^ ' ( n ) (2.8.1), on appelle
^o',o) (n) le sous-ensemble I^ul^,^ (n — 1) de 1^ (n), et où U^ est le
morphisme dont la composante de rang (n — r, a) est Vw ° [1 ® B1 -̂"1^1 a]
pour tout (n— r , <x)eJ^,w (n).

Il suffit d'utiliser la suite exacte

O-^^'-^^^O^^

donnée par la proposition 2.10, et la proposition ci-dessus au cran n —1.

9.2. Extensions de ûï-groupes de Witt sur un corps k de p-base d3. —
Nous nous proposons d'étudier les propriétés des /c-groupes J^ ^, neN*,
&) e i2, Je étant muni de sa structure naturelle de Z [tô^j-algèbre pour tout
ûi)çî2.

Rappelons la définition de J^_i : c'est l'image du morphisme

^+1 ^ ®^ Wn^,^ ->^A'\A Wn+i,^

(avec A = Z [d3^] et A' == Z [^gT"]) dont la composante g^, de rang a,
est pour tout a e JG), le morphisme qui, pour toute Z [<B^]-algèbre R
ettoutw==(a;o,rKi, ..., Xn) e W (R), associée w l'élément (Xo (g) l.rri (g) 1,...,
X n ( S ) ^ ) ' [ 1 ® ]BP~n'oi}' Lorsqu'on étend les scalaires à k, on remarque
que, pour toute Â-algèbre R,

ŒL^ Wn^,^)k (R) == W^i (R ®zc^]Z [^â-"]) = W.̂  (J? ®, K,),

où J^n == A(^g~71); par conséquent ^+1^ est l'image du morphisme

g^,k : €75 Wn^,k-> n î, w.+i,̂  == (n^i^ w î,̂ .
9.2.1. PROPOSITION. — Pour tout neN*, J^ ^ esf Ze plus grand sous-

groupe de V^^k annulé par 3S\
Compte tenu de la remarque de 1.3, il suffit de montrer que

^^^KerV", où V" : J^ -> n/. (^4-1, ̂ ") est le morphisme de
foncteurs en groupes, image de ̂  : (^i^)^ -> ̂ ?+i^ par la bijection
canonique î, (J^i, ̂  ^ï+i, 0.

On reprend le raisonnement de 4.1, en remplaçant ^fn,k (resp. ^-+-1,^;
HnWn+i) par ^^ (resp. ^+1^; î[k\K Wn+^K)' Nous nous contentons
de donner les points essentiels de la démonstration : 95" est nul sur (J^ ^y°")
donc se factorise a_ travers (^i,^,^ -^ ®^ Ga^ ; on obtient
ainsi un morphisme 93 : ©j^ Ga^ -^ ^?+i,^, et l'on montre que2?==T& o u,
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où u : 0)^ Gsik -> Gsik est le morphisme dont la composante de rang a
est rhomothétie B^, pour tout aeJ&.

Il en résulte que ^ = (Qfn T&) o 5 o p^, où p^ est la projection
canonique de ^^ j, sur ®^ Ga^ et u : ©^ Ga^-^n/" Ga^-^Qj. Ga^
le monomorphisme canonique déterminé par l'inclusion I&cl". Donc
Ker Y = Ker p^.

c. Q. F. D.

9.2.2. — Nous conservons la notation Kn = ̂ (tôS"""), pour tout n,
de sorte que l'on a un isomorphisme de K^'Z[ sur

k (^-n) 0, ̂ -1 = JC. (g), /c^-1.

LEMME. — Pour toute suite exacte

e : 0 -> Wn,K^ -> E -^ H -> 0

de Kn-i-groupes dans laquelle H est un sous-groupe de Ga^_i, il existe
tô(o' e ̂ 2, ayec ^co' 3 ̂ » ^ "n morphisme cpcx)' e Gr^ (H 0 J<^, Ga/^)
où -K^ == ^((B&T")? tels que la suite e^==e 0 ̂ _^ ̂  soi^ l'image réciproque
de e^K'n par cpco'.

Rappelons que e,n,K'n est la suite

0 -> Wn,Kn ̂  W^i,^ ̂  Ga^^ -^ 0.

Il s'agit de raffiner, par ce lemme, le résultat de la proposition 4.3.

Supposons H = Ga^_, : d'après 4.3, il existe un morphisme
cpeGr -i/Ga -i, Ga -i\ tel que e 0^_i K^Z[ soit l'image réciproque

A'n_i \ A:n_.i Kn-i/

par cp de e ^,-1 ; ce morphisme est représenté par un élément <ï> = l^o ai F1
n, ^n-i

de ^r; [F](^e^r;, V i ) ; comme JCg^ -^ Kn (g)^ /c^1, on a, pour
chacun des a^ une écriture a; == l-ae/a^a ® ̂ -la» où les a^a sont
des éléments presque tous nuls de Kn' II existe donc un tô^ e ̂ 2 tel que
OiçK" = Kn^kk (d3£71) pour tout i = 0, 1, ..., N ; alors ^ç.K" [F],
autrement dit, il existe 9' e Gr^' (Ga^., Gajî:.) tel que cp = ^ ' (g)/»,, Kgri. On
peut supposer tô^c^o)' de sorte que K" est contenu dans K'^ == Â•(tô&-");
alors le morphisme cp(o' = cp' (g>A:. K'n possède la propriété voulue.

Si H est un sous-groupe propre de Ga^_^ on procède comme en
4.3. Soit i : Jf-^Ga^_, le monomorphisme définissant H ' , il existe
eeExt1 (Wn,/^_,, Ga/^_,) tel que e == s i; il existe c*)' et

^eGr^(Ga^,Ga^)

tels que s 0^_, ̂  ̂ i,^.^, et l'on pose cp,,/ == T^ o (i (g)^_^ JC^).
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9.2.3. PROPOSITION. — Soient H un sous-groupe de Ga^ et

e: 0^j^-^E^H->0

une suite exacte de k-groupes; alors il existe un ^'ç^î, tel que ^od^o,
et un morphisme W : E -> 3^ ̂  induisant l'identité sur zr^.

Il suffit de reprendre le raisonnement fait en 4.4, mutatis mutandis :
on remplace Â^1-" par Kn-, == k^^), ]In_, ? par IL^_^ ?, ^-ra par
K^ == k (tô^r") (où &)' est donné par le lemme ci-dessus) et î[n ? par n/r^ i k?.

9.2.4. COROLLAIRE. — Avec les notations de la proposition précédente,
si E est annulé par 93", alors W se factorise à travers J^.

9.2.5. COROLLAIRE. — Soient 0-> G 4- G'4- Ga^ une suite exacte
de k-groupes, et f : G -> ̂ j, un morphisme', il existe ^e^2 tel que
^O^ro est un morphisme g : G' ->^+i,^ tels que T^,^f== g i.

Soit H l'image de u; d'après la proposition 10.3, il existe co' avec
^'3^ tel que (T(°)^)* : Ext^ (H, ^^) -> Exi^(H, ^);^) soit nul.
Le corollaire résulte alors de la commutativité du diagramme

Gr, (G', j^,)_^Gr, (G, ̂ ,0——^Ext1 (lî, ̂ , ,)
+ -t-'̂,. (̂ ',.)*

Gr, (G, ̂ ,0 ———^ Ext1 (7Î, ̂ )

et de l'exactitude de sa première ligne.

9.2.6. PROPOSITION. — Pour tout k-groupe algébrique unipotent G,
il existe co, co'ç^ (tels que ^3^0 ̂ co), des entiers n, r, s, et une suite exacte

O^G^(J^)^(^;,)-.

La démonstration se fait comme en 4.7; on remplace la référence
à 4.6 (resp. 4.1) par la référence à 9.2.5 (resp. 9.2.1).

9.3. Compléments à V étude de Vanneau de Cohen d'un corps k de p'base d3.

9.3.1. — Remarquons que les résultats du chapitre 8 s'étendent au
cas où card (5î> n'est pas fini. En effet les morphismes

phn: ^"zLriiz^zLr]
déterminent après extension des scalaires un morphisme de foncteurs
en anneaux

P<S : ^ = Hm ̂ z[tô] -^ Un Ga^r ,-»,;

on remplace Pn par P^ dans 8.3, et l'on retrouve le théorème 8.4.
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En vue de l'utilisation de l'anneau de Cohen dans la démonstration
du théorème de structure (chap. 10), nous donnons ici quelques complé-
ments aux chapitres 3 et 5.

9.3.2. — Par analogie avec 3.6, on définit, pour tout m e N, un projecteur
S^ de e (k) d'image e (k^) : em (k) est un e (Jc^-module libre de
base {-B"; a ç j^ j ; la projection po de (o/n (k) sur le premier facteur
(correspondant à a = 0) se prolonge en un homomorphisme po :
èm (k) -^ e (k) -> e (kP") de e(kPm) modules [puisque eÇk^) est complet].
On a j^o ° Jm = Id (C (k^)) où Jm : e (k^) -> e (k) est l'injection cano-
nique; et l'on appelle S^ le projecteur J m ° p o de e (k).

9.3.3. — Pour tout neN, l'anneau (̂ 4-1 (k) est la limite inductive
de ses sous-anneaux e^^ (k) == J^i (k^), co e ̂ 2. Si co e i2, le projecteur
de Cn^ (k) déterminé par S^ (nous le notons encore iS^) induit le
projecteur S^ de c°^i (k) sur C^ (k^) associé à la décomposition

< î W -^ ©a ̂  ̂ i (kP-). [B-].

On définit l'endomorphisme ^ (resp. ^(o) de e (k) [resp. <^i (À:)]
comme en 3.7; ̂  est induit par ^. On démontre alors, comme en 3.9,
que les endomorphismes ^w, Vw et les homothéties de <^i (k) sont liés
par les cinq relations obtenues en remplaçant dans 3.9.1 à 3.9.5,
^, V, 1 ' ' , e (k) respectivement par ̂ , V^, l'w et e^ (k), avec r = 0,1,..., n;
naturellement V^ == 0 î.

9.3.4. — De façon générale, on définit comme en 5.4 l'endo-
morphisme ^ du foncteur en anneaux ^+1 ^; il induit l'endomorphisme
^ de ^+^k pour tout coei2. De même, e^_n (k) opère sur <%i^ : si
Xe<^i(Â'), l'endomorphisme ^l^ (X) défini par X est l'homothétie de
rapport X^""5, image de X par l'isomorphisme canonique

e^ (k) = <%, (^-^zr^ ^);

on en déduit une opération de €^ (k) sur <^+i^ pour tout ûoe^.
Il en résulte, comme en 5.5, un homomorphisme (5^ de l'anneau

<fl^ engendré par e^ (k) et les deux variables ^ et V liés par les relations
(i) à (iv) de 5.1, dans l'anneau des endomorphismes de ^?+i k-

Pour tout î7e<^+i d'image canonique U dans (îl^, on a

^, (Î7) o T^ = T^ o ̂  (Z7) (cf. 5.6).

Pour ^(oC^o)', <t?+i est un sous-anneau de OL^+i, et ^+1 .̂ est naturelle-
ment plongé dans ^+1^-; alors, pour tout l7e<t^-n, ^+1 (Î7) induit
l'endomorphisme (̂ .i (£7) de ^+1^.
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Remarquons enfin que, dans Panneau Gr^ (^+1^, <^-n,0, la relation

^i (Sae^) [Ba] ̂  ̂ r [^D = ̂ i (?')

est vraie pour tout r ••= 1, 2, ..., n (utiliser 9.3.3 et 5.5).

10. Le théorème de structure : cas où card (B n'est pas fini

Les notations sont celles des deux chapitres précédents. Nous nous
proposons d'énoncer un théorème de structure analogue à celui du
chapitre 6. Pour cela nous introduisons un anneau D^ formé encore
à partir de e (k) et de deux variables ^ et V ; les relations (i) à (iv)
conservent un sens dans le cas où card d3 n'est pas fini, il faut donner
un sens à (v). La construction est, en gros, la suivante : au moyen
d'idéaux convenablement choisis, on met sur l'anneau € (k) [^, V], muni
des relations (i) à (iv), une topologie telle que, en passant au complété
la somme infinie Gn = Sae/" [B^.^^ [B-^] ait un sens pour tout n;
et l'on pose p" == S".

10.1. Définition de Vanneau D^. — Soit D^ l'anneau engendré
par Cn (k) et les deux variables ^ et V liées par les relations

(i) ^X == ^X^,
(ii) XV = ̂  ^X,
(iii) ^ == P,
(iv) V. X. ̂  == V. S^ (X). ̂ \
(V). P- = Sa^ m ̂  ̂  [B-^
(vi)co^) S^co == Sae^,. [B01] ̂  ̂  [B-^ = 0,
(vii) V" = 0,

pour tous Xee71 (Â-), r == 1, 2, .... /î — 1 et d^od^. [Comme en 5.1,
on a posé ^X = ^ (X), où ^ est l'endomorphisme de On (k) défini
en 9.3.3 ; S^ a été défini en 9.3.2; rappelons que J£r, œ désigne le complé-
mentaire de J£> dans Iw"]

Si ^^O^co, l'anneau û^ est le quotient de D^' par l'idéal bilatère
engendré par les (5S)",co pour tout w" tel que ^c^a)"ctô(,)' et tout
r = = l , 2 , . . . , n — 1 . Les D^ forment un système projectif filtrant
d'anneaux, et l'on pose

W ==1™!);°
^û-

On identifie Df à l'anneau k[F] déjà utilisé en envoyant ^ sur F ;
pour tout n, k [F] est isomorphe au quotient de D^ par l'idéal bilatère
engendré par V.
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On définit un homomorphisme surjectif P^ :D^ ->D^ en envoyant
e^+i (k) sur On (k) par la projection canonique, ^ et V respectivement
sur ^ et V. Les P^ déterminent un homomorphisme surjectif

P : Û^^Z>^.
On pose

D^ ==lim£)^.

10.2. Pour tout À-groupe unipotent G, on pose

M(G)=limGr,(G,^).
^

On se propose de définir sur M (G) une structure de Démodule à gauche.
Soient UçD^, f: G -> <^ un élément de M (G), et U^ la projection

canonique de U sur D^ ;
si U^ == ^, on pose

^./•==^o°/'eGr,(G,^,);

si L^ == ^, on pose

£/.f==^,o/-eGr,(G,J^);

si U^ e ̂  (A:), alors il existe un élément (^^' de ^2 tel que ffb^' 3 tô^
et U^çe^' (k), et l'on pose

^.f = (î/y o T<;.,. o fçGrk (G, ̂ ,)

[où (^)^~" est l'homothétie définie en 9.3.4].
On vérifie que, pour tous d3^' 3 d3^' 3 tô^, /n ̂  n, [/ e 2)^ et

/' € Gr^ ( G, *^^ ^.), le diagramme ci-dessous est commutatif chaque fois
que la projection U^ de U sur D^" est égale à ^ ou V, ou bien est un
élément de e^ (k).

G——>^,^^±^^,
f\ \wP~^

Y ^^y W^^r ^n Y

°n,k———>°n,k—————^^n,^———> ° m, k

Cela résulte de 9.3.4.
Si U^ s'exprime comme un polynôme en ^ et V, on définit 17. f par

composition. Il reste à montrer que, lorsque U^ parcourt D^, les rela-
tions définissant D^ sont vérifiées par les U^.f(fçGrk (G, ^^)).
La relation (vit) est évidente; si l'on prend X dans e^' (k) avec ̂ 'D^,
les relations (i) à (iv) sont vérifiées car elles sont vraies dans l'anneau
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des endomorphismes de ^k (cf. 9.3); les relations (v)(o sont vraies
dans l'anneau des endomorphismes de J^, donc

(Sae^ [^a] ̂  ̂  [^D-f == ?'•/'•
Enfin, pour montrer que Qw',w.f== 0 pour tous ^oO^co et r == 1,
2, ..., n — 1, on écrit

®^,œ./' == 2^/ [^a] o ^o' ° ̂  ° [^-0(] 0 ̂  ° f
- Sa e/j; [^a]0 ̂ >' 0 ̂ /0 [B-a]0 T^ ̂  ° /'-

Le premier terme s'écrit pr o T;!)̂  o f puisque

Sae^, [^a] ̂  ̂ ' [JB-a] = y
dans l'anneau des endomorphismes de ^^ ; le deuxième s'écrit
T^O) o SaeJJ; [-B01] 0 ^œ " ^£> ° [^-a] ° /, puisque les [B»] sont dans C^ (k),
il vaut donc T&',(O op^ 'o y; d'où Qw',w.f = 0.

On a ainsi défini une structure de D^-module à gauche sur M (G);
elle dépend fonctorieiïement de G.

Soit L^ l'idéal à gauche de D^ engendré par les éléments ^r [B-^],
(^ — r, a) parcourant le sous-ensemble Jco (^) = ^ù JS (n — 1) de J (n)
[où Jî) (n—1) est le complémentaire de 1^ (n—1) dans J(n—l)];
alors, d'après 9.1.3, pour tout /c-groupe G, le D^-module à gauche M (G)
possède la propriété suivante : pour tout me M (G), il existe un
couple (n, co) tel que L^.m == 0. Nous dirons encore que M (G) est un
module effaçable.

10.3. Étude du module M (<^)- — Remarquons d'abord que, compte
tenu de 9.2.1,

M (^ k) == l™ Gr, (^\ „ ̂  h),
(ù'

et que, d'après 9.1.3, M (J .̂) est annulé par L^.
Soit M^ le quotient de D^ par l'idéal à gauche L^; on appelle In

l'image de 1 par la projection canonique, et N% le noyau de la projection
canonique M^ -> M;?. On définit un homomorphisme

9,: M^MW,,)

en posant cp^ (/„) = Id (J?, ̂ ).
PROPOSITION. — Soit (V^mç'N, r idéal bilatère de D^ engendré

par V1; pour tout n€N,
(à) N^^WM^ ;
(b) N^ est engendré par la famille {^[B^.ln^; a€J& } et Fon a

(^).Nï=0;
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(c) pour la structure naturelle de k [F]-module à gauche, N^ est libre
et a pour base [ ̂  [B^]. ̂ 4-1 ; a e J£ } ;

(d) <p/^i : M^ -^ M (J^ /,) est un isomorphisme.
La proposition est triviale pour n = 0 [pour (à) poser M^ = 0)] ;

supposons-la vraie pour tout m < n, et montrons-la pour n.
On utilise la suite exacte

0 -> ̂ ?,, -> ̂ ,k -> Gnf -> 0,

et l'on obtient un diagramme commutatif et exact

0-^limGr,(Gaf,J^,.,)^limGr,(^^,,,,J^^)^l^
(i) ' h) ' (ri ' ^ \ ̂

^ limGr,(J .̂J^)

^ ^
0 -^ N^ ————————————^^?+T —————————^M^ ̂ 0

dans lequel ^ == lim T(O'? est une bijection d'après 9.1.3. Alors ^n+i
—->

est un isomorphisme si et seulement si i est une bijection.
Comme en 5.6, on voit que lim Gr^ (Ga^, ^4-1^ est isomorphe à

(x)'

Grk (Ga^, Ga^) ^(^jn k [ F ] p y . , où pa est la projection canonique sur
le facteur de rang a; de plus, i (V [B^.ln+i) = pa. Il s'ensuit que i
est une bijection si et seulement si la famille { V71- [B^]. tn^-i ; a e l & j
engendre Nâ.

Par conséquent, avec l'hypothèse de récurrence, il suffit de démon-
trer les propriétés (a) et (&) pour n; (c) et (d) résultent alors de (6).
La démonstration se fait comme en 5.3 (a) ; il suffit de remarquer que tout
élément de M^ admet une écriture analogue à celle de 5.2.

En effet, soit <j:k^e(k) une section de la projection canonique;
on pose <Jn == ^n ° o" : Je -> Cn (k) ; on montre, comme en 5.2, que
tout élément de Dn a une écriture (non nécessairement unique l) de la
forme

2.eN,,<.,a^ ̂  (̂ ,a) ̂ r V5 [1^],

où les Xr, s, a sont des éléments de k tous nuls pour r assez grand [il suffit
d'utiliser l'isomorphisme Cn (k) •"> Cn (k^) [B], qui découle de 3.4,
et les relations Sae^ [B(x] ̂ m vm [B-a] ̂  Pm^ çlm sont vraies dans Dn].
En passant au quotient par L^, on voit que tout élément U de M^
a une écriture de la forme

U ==SreN..<.,aez^ (^^^[B01].^,

où les Xr,s,a sont presque tous nuls; on démontre alors (a) et (b) en
utilisant les méthodes de 5.3 (a).
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COROLLAIRE. — Le D^-module M^ est noethérien.

10.4. THÉORÈME. — Le fondeur M est une antiéquivalence de la caté-
gorie Gr/, sur la catégorie des Démodules effaçables.

La démonstration est la même qu'en 6.3, mutatis mutandis.

10.5. COROLLAIRE. — Si GeGr^, G est algébrique (resp. fini) si et
seulement si M (G) est de type fini (resp. de longueur finie).
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