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& Ensemble fixé identifié & une p-base de k (1.4 et
introd. du chap. 2).

By Partie finie de @ (introd. du chap. 9).

B> Mondéme formé avec des éléments de @3 (1.4).

e (k) Anneau de Cohen de k (3.2.3).

Cpnia (F) Anneau de Cohen de hauteur n + 1 de k (3.2.1).
em (k) (3.4).

e (k) 9.3.3).

@ Droite affine (introd. du chap. 1).
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(10.1).
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Endomorphisme de J,,: (5.4.2) ou de € (k) (3.7);
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(2.6.1).

(2.2).

Groupe affine commutatif unipotent.

Foncteur en anneaux Ga (R) = R, ou foncteur en
groupes sous-jacent.

Catégorie des k-groupes affines commutatifs uni-
potents (1.3).

Ensembles d’indices liés a & (1.4 et 2.4).

Ensembles d’indices liés & @, (introd. du chap 9
et 9.1.1).
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Corps non parfait de caractéristique p, de p-base 3
(1.3 et chap. 3).

Image de k par I’endomorphisme = — z7" (1.3).

Anneau des polyndémes additifs en Favec Fx = x7F
“.2.1).

(7.3).

Nombre premier; caractéristique de k.

g-polyndmes de Witt (7.2).

Rétraction du monomorphisme canonique
It = Il Wi (2.6).

Algébre sur Z [33] ou sur k (en général).

(5.4.3 et 9.3.4).

Projection canonique de W, sur W, (1.2).

Projecteur de € (k) sur € (k*™) (3.6 et 9.3.2).

Foncteur de la catégorie des modéles (k-modéles. . .)
dans celle des ensembles (groupes...).
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(1.3).
Translation (1.2).
Endomorphisme de W ou de W,,, (1.2).

Endomorphisme de J,,: (2.7) ou de ¢ (k) (3.8);
désigne aussi un élément de D® (5.1).

Morphisme de décalage (1.3).

IFFoncteurs de Witt (1.2).

Algebre symétrique de 63 a coefficients entiers (1.4).
(1.4 et introd. du chap. 2).

Eléments de I (1.4).

Elément de I (n) (2.4).

1.1).

Projection canonique de € (k) sur ¢, (k) (3.2.3).
2.9).

Section de m,.

Monomorphisme canonique de J, dans J,,, (2.8.1).
9.1.1).

Eléments de Q.

Ensemble d’indices pour les parties finies de @
(introd. du chap. 9).

Image de x€R par la section de Teichmuller :
[x] = (z, 0, ...)eW (R), ou
[f] = (z, 0, ..., 00 e W, (R) (1.2).

Restriction de Weil associée & I'extension des
scalaires K — K’ (1.1).

(introd. du chap. 2).

(introd. du chap. 2).

Introduction

Soient k un corps de caractéristique p, non nulle, et Gr; la catégorie
des k-groupes affines, commutatifs, unipotents; lorsque k est parfait,
on connait la structure de la catégorie Gr; et le réle joué par la famille
{ Wnr; neN* | des k-groupes de Witt. L’'un des arguments essentiels
de la démonstration du théoreme de structure est la propriété suivante :
Pour tout neN*, W,,; est un cogénérateur injectif de la sous-catégorie
pleine Gr, ; de Gr; formée des k-groupes algébriques annulés par la
puissance n-iéme du décalage.
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Lorsque k n’est pas parfait, le k-groupe de Witt W, ; n’est plus un
cogénérateur injectif de Gr, :, du moins pour n>. 2. Cependant, dans
le cas ott la dimension de k sur kr est finie, il est encore possible de construire
une famille { Jy,,;; n€ N* | possédant la propriété ci-dessus : c’est ce que
nous montrons dans les chapitres 2 et 4. On aboutit alors & un théoréme
de structure analogue a celui qui est connu sur un corps parfait (chap. 5
et 6).

Les schémas 7, sont en fait des schémas en anneaux; ils permettent
(comme les schémas de Witt dans le cas d’un corps de base parfaif) de
construire Uanneau de Cohen de k, et d’en retrouver les propriétés essen-
tielles (chap. 2, 7 et 8).

Les derniers chapitres sont consacrés a I’étude du cas ou la dimension
de k sur k” est infinie.

Bien que I'anneau de Cohen € (k) de k n’y soit pas explicitement décrit,
on retrouve dans I’article de O. TeicHMULLER [6] et dans le livre de
M. Nagara [5], I'idée de la construction faite ici au chapitre 3. L’existence
de sections multiplicatives pour la projection canonique € (k) -k
(cf. chap. 8) a été prouvée par I. KapLANSKY [4] par une méthode un
peu différente. On peut trouver dans [2] (chap. 0, § 21), les proprétés
des différentielles utilisées au chapitre 8.

L’Ouvrage de référence essentiel reste cependant le livre de
M. Demazure et P. GaBrieL [1]; de larges emprunts ont été faits,
notamment, au chapitre V, qui traite du cas ou le corps de base est
parfait.

Je ne saurais trop remercier P. GABRIEL dont les conseils m’ont aidée
4 mener a bien cette étude; ses suggestions m’ont en particulier permis
d’améliorer grandement I’exposé de résultats parfois trés techniques.
Je remercie aussi P. CARTIER qui a bien voulu lire une premiere ébauche
de mon manuscrit et me faire quelques remarques fort utiles.

1. Généralités

Nous commencgons par rappeler divers résultats de géométrie algé-
brique que nous utiliserons constamment; le lecteur pourra en trouver
les démonstrations dans [1]. Nous adoptons les conventions de [1]; en
particulier, la catégorie M des modéles est la catégorie des anneaux
(commutatifs, uniféres) dont I’ensemble sous-jacent est un élément d’un
univers U fixé. Si K est un modéle, My est la catégorie des K-algébres
commutatives, uniféres, dont ’anneau sous-jacent est un modéle; nous
appellerons simplement « K-algébres » les objets de M.

On note My E la catégorie des « K-foncteurs » : ce sont les foncteurs
de My dans la catégorie E des ensembles (i. e. des éléments d’un univers V
fixé tel que NeU et UeV). Soit  un K-foncteur; si, pour tout
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K-modéle R, on munit & (R) d’une structure de groupe (resp. d’anneau)
dépendant fonctoriellement de R, on obtient un K-foncteur en groupes
(resp. en anneaux). Par exemple, a partir de la droife affine @ (i. e. du
foncteur qui a tout modéle R associe ’ensemble sous-jacent & R), on
forme le foncteur en groupes Ga* qui a tout modéle R associe le groupe
additif sous-jacent 4 R, et le foncteur en anneaux Ga tel que Ga (R) = R.
Par abus de notations, on écrira Ga au lieu de Ga+.

Soit C une catégorie, si ¢ est un objet de G, on écrit ce C; si a, be G,
on note G (a, b) la classe des morphismes de a dans b.

1.1. Restriction de Weil. — Soit ¢ : K - K’ un morphisme de modéles,
on note
?K' . MK E - MK: E

le foncteur « extension des scalaires » qui lui est associé; si e My E,
on écrira aussi 5@y K' au lieu de Bg. Si R est une K’-algébre, on a
Bx (R) = B (xgR), ol xR désigne la K-algébre sous-jacente a R.

Le foncteur extension des scalaires ?4 posséde un adjoint a droite
appelé « restriction de Weil », nous le notons

HK’]K?: MK'E—>MKE.
Si 8eMy E, on a
(IIk 14 B) (R) = 8 (R ®x K') pour tout Re M.

Rappelons que, si 3e Mg E et ' € My E, la bijection canonique
£(B, ®): My E (Bx, ¥) > Mg E (3, [Ix 1« B)

(fonctorielle en © et &) admet la description suivante : au morphisme
u:%g — %, £ (%, %) associe le morphisme u’: % — [[x x ®, défini sur
tout Re My, comme le composé

% (0) u(RQy K')
% (R) — % («(R Q« K')) —— &' (R Q« K),

ol i:R—> R ®x K’ est I'injection canonique, et (R ®x K’) la K-algébre
sous-jacente & R Qx K'.

Si % est un schéma affine, %4 en est un. Si ¢: K — K’ fait de K’
un K-module projectif de type fini, alors [Ix x® est un schéma affine
lorsque %’ en est un ([1], I, § 1, n° 6). Une structure de foncteur en groupes
sur % (resp. sur ') détermine évidemment une structure naturelle de
foncteur en groupes sur & (resp. sur [Ix x ®').

1.2. Vecteurs de Witf. — Nous désignons par W (resp. W,) le schéma
en anneaux des vecteurs de Witt (resp. des vecteurs de Witt de longeur n).
Soient R un modele, x = (%o, %1, ...) et y = (Yo, Y1, ...) (avec x;, J;€R,
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V ieN) deux éléments de W (R); on rappelle que les composantes s
et m;, i€N, de leur somme s = (S, 5, ...) et de leur produit
m = (m,, my, ...) sont déterminées par récurrence par les formules

@, (S0, Sty -y Sn) = Pn (Toy T4y -+ -5 Zn) + P Yos Y15 - - -5 Yn)s
®, (Mo, my, ..., Mp) = P (T, Tt - .., Tn) X @ Yos Y15 - - -5 Yn)s

ou ¥, €Z[X,, X,, ...] est le n-iéme polynéme de Witt :
O, =X"+pXy +...+p* X neN (A];V, §1).
Pour tout modéle R, la section de Teichmiiller :
tr: R—>W(R)
est I'application qui & x€R associe {z (x) = (2, 0,0, ...). On a

tr (2)-tr () = tr (x.Y)

pour tous z, y€R. Nous appelons aussi tg: R - W, (R) I'application
zH (xz, 0, ..., 0), et nous utiliserons la notation tz (x) = [z].

Soit V : W,y - W, I'endomorphisme de groupe qui a tout
T = (Lo, Ty - .., ) € Woyy (R) associe V() = (0, z, ..., Toy); tout
élément x = (xo, T4, . .., T,) de W,y (R) s écrit

z=[x]+ Viz] +...+ V* [zl

Nous utiliserons la propriété suivante de V7, vis-a-vis de la multipli-
cation :

[yo]. V7 (@) = V" ([y5'). @),
pour tous yo€R, €W, (R)etr=0,1, ..., n.

Pour tout n e N*, on a une suite exacte
T R"
e,: 0>W,—>W,.,—>Ga->0

de schémas en groupes commutatifs, ou T et R” sont définis pour tout
modéle R par

T (Tos Tay « v vy L) = (0, oy ..oy Tna)y YV (Xoy T,y - ..y Tag) €W, (R),
m” (y(), y19 LY ] yn) - yOy v (yo, e ey yn)EWn+1 (R).

1.3. Groupes affines, commutatifs, unipotents. — Si k est un corps de
caractéristique p 72 0, nous notons Gr; la catégorie des k-schémas en
groupes, affines, commutatifs, unipotents. [Un k-schéma en groupes
affines G est dit unipotent si, pour tout sous-groupe fermé H, il existe
un morphisme ¢:H — Ga; non nul ([1]; IV, §2).] Nous appellerons
simplement k-groupes unipotents les objets de Gr;. Cette catégorie est
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abélienne; tout k-groupe algébrique unipotent G posséde une suite de
composition
0= GoCG1C..-CGn_1CGn= G,

dont les quotients G..,| G; sont des sous-groupes fermés de Gai; tout
k-groupe unipotent est limite projective (filtrante) de ses quotients
algébriques.

Soit f» I’endomorphisme de k tel que f* (x) = x7" pour tous €k, ne N;
on note k#" I'image de f”. Pour tout k-foncteur %, on note %" le foncteur
déduit de & par 'extension f” des scalaires. Soit G un k-groupe unipotent,
nous notons

Be: GP— G

le morphisme de décalage (ou Verschiebung) décrit dans ([1]; IV, § 3, 4).
Nous dirons que G est annulé par B si BE: GP — G est nul : par
exemple, W, i est annulé par B~

Montrons sur un exemple 'utilisation de la restriction de Weil.
LemMeE. — Si f*:k— k donne a k une structure de k-espace vectoriel

de dimension finie (i. e. si [k : k”] << 0), lout k-groupe unipotent G posséde
un plus grand sous-groupe annulé par B".

Soit TI/» ? la restriction de Weil adjointe a I’extension des scalaires
f?: k — k, et soit V2 I'image de B par la bijection

E(G, G): Gr: (G, G)— Gri (G, I G);

on montre que G, = Ker V2 est le sous-groupe cherché.
En effet, Bé et £ (G, G) dépendent fonctoriellement de G; il s’ensuit
que, pour tout sous-groupe H - G, le carré

mIl
G =% G

i(p")T Ti
n

B
He 25 H

est commutatif; de méme, si I'on note V% I'image de B% par & (H, H)
le carré

G- 1 G

[T Tﬂf,. i
~n
VH

H——)-anH

(dans lequel [I;» i est un monomorphisme) est commutatif. Comme £ est
une bijection qui envoie 0 sur 0, on en déduit d’une part que, si B% = 0,
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ona V=0 (et par suite H est contenu dans G,), d’autre part que B, = 0
(puisque V2, = 0); et le lemme s’ensuit.

Remarque. — Lorsque [k : k?] n’est pas fini, [T/ G n’est pas un schéma;
Iimage V¢ de B¢ par la bijection canonique

£E(G, G): M;E(G*", G)—> M E (G, II; G)

est un morphisme de foncteurs en groupes. Le raisonnement ci-dessus
montre alors que G admet un plus grand sous-groupe G,eGr; annulé
par B si et seulement si Ker V% est un schéma; et on a G, = Ker V2.
Cest, en particulier, le cas si G est algébrique : en effet, il existe alors une
sous-extension finie k — k' de f":k-—>k telle que BE se factorise a

travers G @i k’; par suite, V2 se factorise a travers i % G, d’oit un
morphisme V% : G — Itz G tel que Ker V2 = Ker V%; ainsi Ker V2 est
un sous-groupe fermé de G, et par conséquent un schéma.

1.4. Notations spéciales au cas ot le corps de base k n’est pas parfait. —
Soit p la caractéristique de k; k" désigne I'image de f”, et 3 un ensemble
d’éléments b de k formant une p-base de k. Les mondmes

e b

ot les «; sont des entiers presque tous nuls de Y'intervalle (0, p — 1),
forment une base de k sur k?. Nous désignons par B* un tel mondme,
et par { B*; ae€ I} la base de k sur k” ainsi constituée; I est I’ensemble
des éléments du groupe additif 4z Z dont toutes les composantes sont
dans (0, p — 1).

Plus généralement, soit I” 'ensemble des éléments de § 5 Z dont toutes
les composantes sont dans (0, p* — 1); tout élément « de I” admet
une écriture unique de la forme

a=o;+pas+...+ pta, avec o;€l pour touti=1,2,...,n
Les mondémes { B* = B*.(B*)...(B*)’"™"; a€l"}| forment une base
de k sur k7"

Soit k une cloture parfaite de k; on pose B " = { b>"€k; bed |
et k7" = k (37~"). Pour tous meZ, neN et «€l”, on note B’"* la
puissance pm-itme de B*; alors I'ensemble { B*™*; a€I"} est une base
de kP™ sur kr™*".

Si @ est une p-base de k, k contient I'algébre symétrique F, [®3] de B
4 coefficients dans le corps F,. En composant linclusion F,[63]— k
avec la projection canonique Z [B3] — F, [63], on obtient sur k une struc-
ture de Z[®]-algébre; nous dirons que c’est la structure canonique de
Z [®B]-algeébre sur k (déterminée par le choix de la p-base ). Plus généra-
lement, pour neN, la p-base @7 détermine sur k*~" une structure
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de Z [~ "]-algebre, d’ou une structure de Z [B]-algébre par composition
avec l'injection naturelle

11 Z[®B) > Z[Br
déterminée par: (b) = (b*~")*", pour tout b € B; et I'on a un isomorphisme
k" 5k Qi Z[3777].

Jusqu’au chapitre 9, 3 sera un ensemble fixe; nous ne considérerons que
des foncteurs au-dessus de I'algébre Z [3]; aussi, pour simplifier les notations,
écrirons-nous

® (resp. Ga, W,) au lieu de ®z5 (resp. Gagg, W..zie)-

2. Définition des (-anneaux de Witt

Soit 6 un ensemble; dans tout ce chapitre, I’anneau de base est 1’algébre
commutative libre Z [@3] a coefficients entiers engendrée par les éléments b
de @. Fixons tout d’abord quelques notations. Si R et R’ sont deux
Z [®3]-algébres, R @ R’ désignera leur produit tensoriel au-dessus de Z [3].
Soient ig : Z [3] - R ’homomorphisme canonique, et b un élément de @,
nous écrirons généralement b au lieu de ix (b), et 3 au lieu de iz (3);
si R est un corps, et si ir induit une bijection de @ sur une p-base de R,
nous dirons que R est un corps de p-base 3.

Pour tout ne N*, Z [®377"] désigne la Z [®]-algébre engendrée par les
variables X;, be®, soumises aux relations (X,)?" = b; on écrira en
fait b»7" au lieu de X;. Nous notons [J. ? la restriction de Weil ITx x ?
(cf. 1.1) dans le cas ou ¢ : K — K’ est 'injection canonique de K = Z [33]
dans K' = Z[c3*~"]. Enfin, pour simplifier I'écriture, nous désignons
par II. W, le foncteur en anneaux [[. (W, Q Z[®#7™"]) (avec meN¥*).

2.1. — Nous commencerons par donner quelques propriétés simples
de I, W.yi. Le morphisme II. V" : I Wanet — IIn Wrew de foncteurs
en groupes est décrit par

L.V (R) = V' RZ[® ™) : Wi RQZ[B ) > Wars RRZ[® "))

pour toute Z [®]-algébre R; aussi écrirons-nous V” au lieu de II, V" (R)
lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguité. Alors, fout élément X de I1, Wnrt (R)
admet une écriture unique de la forme

2.1.1 X = Y= Yaer V' [2,« @ B7 ],
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avec xr, € R pour fout (r, «) (notations de 1.2 et 1.4). En effet, posons
P = 1], W4 (R), munissons-le de la filtration naturelle

P=P,>P>...2P,>P,., =0,

ot P, = V" (II. Wit (R)), et raisonnons par récurrence décroissante
sur r; la propriété est vraie pour tout élément X de P,.s; supposons-la
vraie pour tout élément de P,.,, et montrons-la pour tout X dans P..
Puisque X est dans P,, il admet une écriture de la forme
X=Vriz,] 4+ V+(Y), avec 2,€eRQZ[B" "] et Yell. Wrri (R)
(cf. 1.3). Comme z, s’écrit de maniére unique sous la forme

Tr = Yaem Tra @ B/, avec I,.€R, VY ael,
il vient
X = Yaer V|2, o Q B3] 4+ V1 (YY), ou Y'€ll. Wri (R);

ce qui achéve la démonstration.

Nous nous proposons de définir une famille (J¢; n€ N*) de Z [63]-fonc-
teurs en anneaux qui, vis-a-vis des corps de p-base @, jouera un role
analogue a celui des foncteurs de Witt (W,; ne N*) vis-a-vis des corps
parfaits de caractéristique p.

Les paragraphes 2.2 4 2.6 sont consacrés a la description de J&,, et
a la démonstration de ses propriétés les plus immédiates : pour foule
Z [®B)-algébre R, 9%, (R) est le sous-anneau de W,., (RQ Z[®B*"])
engendré par W, (R) et les éléments 1 Q b>™", be B (2.2). Cest aussi
le sous-groupe additif de Wy (R @ Z[537"]) engendré par les éléments
Vrjx @ B ™*], avec r =0, 1, ..., n et a€l*", xzeR (2.4). Tout
élément X de ., (R) admet une écriture unique de la forme

X=X _-0Ycecm—r V" [xr,oc X Bpr*"'“]-

Enfin (2.6), ¢, (R) est facteur direct de son propre module

Wois (R ® Z [377]).

2.2. — Pour tout a € I*, nous appelons ¢q: Wyy — [1n Wpyy 'image
de I’homothétie [B»"¢] par la bijection canonique

Grz[@)p—n] (Wn+1 ® Z [(Bp_"]’ Wn+1 ® Z [0511—"]) — Grz[m] (WVH—D Hn Wn—H)-

Pour toute Z [3]-algébre R et tout élément (ao, a;, ..., a,) de W,y (R)
on a

9o (@0 1y ..., @) =(@WR®1La®1, ..., a.R®1).[1Q B "]

LEMME. — Soit gni1: P Woit = IIn Whit le morphisme de compo-
santes g,, € I*; 'image ., de ¢n.., dans la catégorie Mz, E est un
sous-foncteur en anneaux de [, Wns.
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En effet, soit R une Z [®3]-algébre; pour « =0, ¢, (R) = ¢, (R) est
un isomorphisme de W, (R) sur le sous-anneau de Wy, (R ® Z[B7™])
formé des vecteurs de Witt de la forme (6, ® 1, & ® 1, ..., a. R 1);
si o est quelconque, et si we W,y (R), on a ¢g. W) = ¢, w).[1 Q B> 4],
Alors I'image de g,.1 (R) estle sous-W,., (R)-modulede W, (R® Z[d537™"])
engendré par les éléments [1 @ B %], a € I

Par ailleurs, dans W,., [R ® Z [#37"]), on a, pour tous «, B€I",
1® B—"+0,...,001 ® B>"8,0,...,0) = (@a® B ",0, ...,0),

ou a€Z[®) et yelI® sont définis par I'égalité B*.Bf = a?".BY (y est
donc le reste de la division de « + 3 par p”).

On en déduit que J3,, (R) est le sous-anneau de IJ, W, (R) engendré
par W, (R) et les éléments [1 @ b#7"], be . D’oul le lemme.

Nous appellerons @-anneau de Witt de hauteur n+1 de R
I'anneau J¢,, (R). Jusqu'au chapitre 9, nous garderons une base & fixe,
et nous conviendrons d’écrire J,., au lieu de J&,,.

Soit jri1 : IB,, — [In Whpit le monomorphisme canonique; par abus
de notation, nous appellerons encore ¢,., la factorisation @ Wyy — I8,
de gn1 & travers J@,,.

2.3. — Soit « =a; + pas +...4 p*' o, un élément de I”; pour
toutr =0, 1, ..., n, on définit & partir de « deux éléments de I”,
o = dppi1 + P Anio +...+ pta,
et
a(n—-r)=a, +pas+...+p " ta,,

de sorte que I'on a
(B*)r" = (B*")r" . Bp"-%n—r),

Avec ces notations, si R est une Z [63]-algébre, w un élément de W, (R),
et a un élément de I* tel que a” 2 0, on a
9o (V7 () = g0 (V" ()).[1 ® B"]
= V(g0 w)).[1® B""°]
= Vr{g w).[B¥Q Br—"xr=r]} (cf. 1.2).
= V'{g @.[B*]).[1Q B """}
=V {g @.[B*]) }.[1 ® B>"*"~"],

ce qui conduit aux relations
2.3.1. Ga (V" @) = gxnn (V" @.[B*])),

pour tous a€l”, re (0, n), we€ Wpry (R).
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Nous montrons ici que ces relations sont les seules, autrement dit

que le W, (R)-module J,., (R) est défini par ses générateurs
[1 ® Br™*]; a€I”} et les relations 2.3.1.

Soit ko : Wpiy —> @ Whiy le morphisme de Z[@]-groupes dont
toutes les composantes sont nulles sauf celles de rangs « et o« (n —r)
qui envoient w € W,., (R) respectivement sur V" (w) et sur — V"~ (w.[B*']);
le composé ¢ni4 0 by o est nul (2.3.1).

LeMME. — Soient J le sous-ensemble de [1, n] X I" formé des couples (r, «)
tels que am 7 0, et
h: @sWari—> P Wary

le morphisme de Z[®3]-groupes dont la composante de rang (r, x)eJ
est h,. o; la suite

2.3.2. DB War 5 D Wost &5 T Winr

est exacle.

Comme ¢, o h est nul, on est ramené & démontrer que, pour toute
Z[®]-algébre R, on a Im h (R)>Ker ¢..: (R). Posons

M = @J Wn+1 (R), N = @Iﬂ Wn+1 (R) et P = Hn Wn+1 (R)

On munit M, N et P de filtrations décroissantes telles que h et ¢,., soient
des homomorphismes de groupes filtrés. Sur P, on prend la filtration
naturelle P, = V" (Wps (RQ Z [377"])); de méme N, = P V" (Warrs (R));
enfin, pour filtrer M, on filtre chacun des facteurs W,., (R) : pour le
facteur de rang (m, ), on pose

_ (W (B ior=m,
(W (R)- —{ Ver W (R) st r=m.

Supposons que la suite
2.3.3. g Mg NEE o p
des gradués associés soit exacte. Alors, sachant que P, = N, =0

pour m > n, un raisonnement par récurrence décroissante sur m prouve
immeédiatement I'exactitude de la suite 2.3.2; d’ou le lemme.

Montrons I'exactitude de 2.3.3, c’est-a-dire I'exactitude pour tout r
de la suite de groupes

MM, 5 N,[N. % P[P,

induite par 2.3.2.
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Soit J, le sous-ensemble de J formé des couples (m, o) avec m <,

on a
M, /M, ., =@, R+ (R* est le groupe additif de R),

Nr/Nr—H = @I" R+9
PP = ((R® Z[B ]

La composante de rang « de g envoie x€R sur x.B* ®Q B "&r—r)
(avec les notations ci-dessus), et la composante de rang (m, «) de h
(avec m £ r) envoie y € R sur I'élément z de P R+ dont les composantes
sont nulles sauf celles de rangs « et o (n — m) qui valent respectivement y
et — y.B*". On constate que § et h sont, en fait, des homomorphismes
de R-modules.

Pour tout « tel que " ;2 0, désignons par Y, I'élément de N,/N,.,
dont toutes les composantes sont nulles sauf celles de rang « et « (n — r)
qui valent respectivement 1 et — B*"; alors il est facile de voir que Ker g
est le R-module libre L de base | Y,; a €I, a” # 0 }. Précisons ce raison-
nement : il est clair que g (Y.) est nul; de plus, la famille { Y,; a € I7,
a” # 0} est libre dans @ R; le sous-module L’ de ;. R formé des
facteurs dont le rang « vérifie " = 0 est un supplémentaire de L et la
restriction de g & L’ est évidemment injective, donc L est le noyau de g.

Comme Y, est I'image de 1 par h,, 4 on a Im h>Ker g; par conséquent
la suite 2.3.3 est exacte en degré r; ceci achéve la démonstration de la
proposition.

2.3.4. — Remarquons que I'image de g est
Yeer—rRQBF " *S3RQZ[B ).
Par conséquent, si 'on munit J,,, (R) de la filtration induite par celle
de Woy (RQ Z[®3P7]), le terme de degré r du gradué associé est iso-
morphe & R Q Z[3""].
2.4. — Les relations 2.3.1 prouvent que tout élément X de 7, (R) se
met sous la forme
X =Y Yacr—r V[Ta® Br—-%],

ou les z,,, sont des éléments de R.

Nous conviendrons de noter I (n) I'ensemble des couples (r, «) avec
re (0, n) et ae I, de sorte que I (n) est la réunion disjointe

POImG . OI00 ).

Comme V™ [z« @ B %] = g (V" [x,,.]) pour tout (r, «)eI (n), on en
déduit que Jn.1 (R) est le sous-groupe additif de W, (RQ® Z[B"])
engendré par les éléments de la forme V" [x @ BP""*] avec (r, «)€ I (n)
el zeR.
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Enfin, comme I'écriture 2.1.1 des éléments de W, (R Q Z[B"])
est unique, fout élément X de J,., (R) admet une écriture unique de la
forme

2.4.1 X = Xpamerm V" [Tre @ B/,
ou les éléments x, o de R, (r, @) € I (n), seront appelés composantes de X.

2.5. — Nous supposons dans ce paragraphe que card & est fini. Dans ce
cas, le foncteur [[, Wy, est un schéma affine, d’aprés 1.1. Désignons par

0 : J:[o’ n]><1" - Hn Wn+1

P'isomorphisme canonique : pour toute Z [63]-algébre R et tout X € R <"
de composantes (Z-,«; (r, )€ (0, n) X I*), on a

0(X) = (wo, wy, ..., Wwn), avec W, =YaenZ QB "% Vre(0,n).

Pour tout (r, ®)el (n), soit iro:® — ®®M<" le morphisme dont
toutes les composantes sont nulles sauf celle de rang (r, p”.a) qui est
Iidentité; on appelle 4, . le composé

irya w0
@ 25 @O T, W

pour toute Z [@3]-algebre R et tout x dans R, Y, () = V' [zt Q B ~"*].
On pose
U =11 ¥ra: O — (I Wepr)'™,

et on désigne par S : (IIn Wnt)'™ — I1. Warya la « somme » (loi de groupe
de II. W, itérée). Alors les résultats de 2.4 se traduisent par la propo-
sition suivante.

2.5.1. ProposITION. — On suppose que card @ est fini. Le morphisme
composé
So "P M wl'") — Hn Wn+1

de Z [®B]}-foncteurs se factorise a travers J,..., et le morphisme y : @'™ — J,.,
ainsi défini est un isomorphisme.

2.5.2. COROLLAIRE. — Le foncteur en anneaux J,., est un schéma
algébrique affine; on a I,y = Spec Iy, ot Iy =Z[B'][Z (n)] est
Palgébre des polynémes a coefficients dans Z [®B] par rapport a la famille
d’indéterminées & (n) = (X, «; (r, @) €I (n)).

L’ensemble sous-jacent & J,., (R) s’identifie & R'™, un élément X
de I, (R) étant représenté par ses composantes (z, q; (I, )€ I (n)).
I1 est possible de décrire « directement » les lois additive et multipli-
cative de J,., (R) au moyen de ces composantes; le procédé de calcul
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est analogue A celui de Witt, nous le donnons au chapitre 7. Jusque 13,
nous considérerons J,,, comme un sous-anneau de [[, W.i.

2.6. — Nous nous proposons de montrer que J,., est, en tant que
foncteur en J,.,-modules, facteur direct de I[. W,., (on ne suppose
plus card @ fini). Soit I} I’ensemble des éléments

a=o +pas+4...4+prta,

de I tels que o, 2 0; pour tout r =1, 2, ..., n, et €%, on appelle
gr.o: Wiy = IIn Wryt le morphisme composé (IT. V*) o ga, et

gln+1 : @(1,71] (@]u Wn+1) = 1T Whis

le morphisme de composantes ¢, . re(l1, n}, acl; (rappelons que,
pour w = (W, Wi, ..., W) € W,y (R), on a

o =wR@Lw 1 ...,w,.®1)

9« ) = g0 ).[1 ® B "))

et

2.6.1. LEMME. — Le foncteur G,,, image du morphisme ¢, , est un
I nir-module.

Soit R une Z [®]-algébre. Compte tenu de 2.4, il suffit, pour démontrer
le lemme, de vérifier que, pour tout Y dans G, (R) de la forme ¢, . (w),
avecweW, s (R) et a =a; + pas +...4 p=* arel}, et pour tout X
dans 9, (R) de la forme V™ [z @ B*""-#] avec x€R et (m, B) eI (n),
le produit XY est dans G4 (R). Si I'on pose w = (wo, s, ..., Wy),

on a
Gra@) =V ((W®1, ..., 0w, ®1).[1 QB ")),
donc
XY =V (g (w).[1Q Br—2]), ym [z ® Bp'"—".B]
= V" (g, ().[1 ® B/—"*]. V™ [ar" @ Br+"—8])
= V" (g w).[1 Q BF"*]. Vm[zr" @ 1].[1 ® B/ ™8))
= V" (go (). V7 [z7" @ 1].[1 @ Br@+rB)).

Soient o’ et «” respectivement le quotient et le reste de la division de
o 4 p” 3 par p”; comme on a r > 1, on constate que a” s’écrit

&+ Py et P
avec o) = a;,. Donc «” est dans I;. Alors, sil’on pose w’ = w.B¥. V™ [zF'],
on obtient

XY = gro ('),

ce qui prouve que XY est dans G,y (R). D’ou le lemme.
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2.6.2. — 1l existe entre les éléments de G, (R) des relations ana-
logues & celles de 2.3.1; pour tout re (1, n), me (0, n), a€l} et
weW,,, (R), ona

Gr o (V7 @) = V7 (V™ (90 @)).[1 @ B%])
= V' (V" (g0 (0)-[1 @ B "))
— V" (V7 (gu @).[B*" @ Br=t=m)
= V' (g0 (V" @.[B")).[1 @ By~ *r=m])
= gratnm (V™ @.[B"])

On en déduit que tout élément X de G, (R) s’écrit
X = X0t Zhmo Zaergn groa (V7 [Zr, m, o),

ou les z,, o sont dans R. Ceci s’écrit encore

X = X0, 507 Seergn Vo (B ma @ 1].[1 ® BP"2)),
Posons s = r + m, il vient

X = X5 20 Zaergn Vo ([Toomym e @ 1].[1 Q BP""4)).
On en déduit que tout élément X de G,., (R) a une écriture de la forme
O] X =X merm V[2,a @ B¢,

ou I’ (n) désigne le sous-ensemble de (0, n) x I" formé des couples (s, «)
tels se (1, n), a€I” et a (s) # 0, et les x,,, sont dans R.

Comme il est clair que tout élément de W, (R ® Z [}37"]), s’écrivant
sous la forme (1), est dans G,., (R), ce groupe est le sous-groupe additif
de Whii (R Q Z[?3P"]) formé des éléments qui s’écrivent sous la forme (1).

Remarquons enfin que (0, n) XI* est la réunion disjointe de I (n)
et de I' (n). Il résulte alors de 2.1 et de 2.4 que G4 (R) est un supplémen-
taire de J,.4 (R) dans W,y (R @ Z[®3”"]); on a ainsi prouvé la propo-
sition suivante.

ProposiTiON. — Soit ¢, : IIn Wasts — Q le conoyau de ¢, dans la
catégorie des Z[®B]-foncteurs en groupes; q,,, est un morphisme de
Inia-modules et ¢, o jnr1 est un isomorphisme de J,., sur Q.

Nous appellerons désormais ¢ni1 : ITn Waii = Jny  la_ rétraction
de j.+. obtenue en composant ¢, , et I'inverse de ¢, © jnt1.

2.7. Définition de I'endomorphisme ¥ de Jniy. — Comme V (G, (R))
est contenu dans Gn.y (R) pour toute Z[®]-algébre R, I'endomor-
phisme . V du groupe additif JI, W, induit, par passage au quotient,
un endomorphisme ¥ du schéma en groupes J,.,, tel que

Vo Qn+1 = Qny1 © I~ V.
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Pour tout meN, @™ est induit par V™, et I'on a ¥+ = 0.

Compte tenu de 2.4, pour toute Z[®]-algébre R, tous (r, x)e I (n)
et z€R, on a [en notant ¥ au lieu de ¥ (R)] :

0 si « n’est pas multiple de p~,
VE (V' [z @ BF—=]) ={ Vrem [z @ Br+8]
si a=pm.B3, PBelrr—m,

Par conséquent, tout élément X = (x,4; (r, )€l (n)) de I, (R)
s’écrit aussi

X = Sraerm Vi [T o @ B %]

2.8. — La construction que nous venons de faire s’applique pour
tout neN. Pour n =0, on a J, = Ga. Nous étudions maintenant les
liens entre ces différents foncteurs.

On pose
T = 11~ T: H,.W,,—>IIan+1,

ou T:W,—> W,,, est la translation (1.2). L’injection canonique
Z (3] — Z [637"] fournit un monomorphisme i, : [Tn—1 Wy — I, Wa;
alors, pour toute Z [c3]-algébre R, le composé T o i, (R) est I'injection
naturelle de W, (R ® Z [37~""']) sur I’ensemble des éléments (0, x4, ..., x,)
de W,.s (R Q Z[63""]) dont les composantes ;€ R Q Z [P~ "] s’écrivent

T = Yqu em—1 T o ® Br—-p%,

Soit a =ay +pay+...4+ p*ta, un élément de I*; on désigne
par [B—%] : Wyiy & W,y 'homothétie de rapport [B—*-], et 'on pose
Ta, = L o [B~%]: W, > W,; alors le diagramme

Toy,

W, > Wi

8o (n—1 )l lé’a

Toip

Hﬂr——l WII,—__> Hn Wn—l-l

est commutatif [rappelons que a(n — 1) = a,+ pa;+...+ p*2* a,— € "],
En effet, pour toute Z [®3]-algébre R et tout x = (xy, ..., To—t) € W, (R),
on a

a0 Ta, (Tos  « s FTns) = [1 @ B7"*]. V (@0 - - +» Tn_s, 0).[B~%])
=V (@ -+ s Tns, 0).[1 @ B""+2].[1 ® B-%])
= V(@ -+ .r Tns, 0).[1 ® Br—+-ain=1])
= T 0 ino Jain) (Tos «+ s Tnv).
BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 3 17
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On en tire les deux conclusions suivantes :

2.8.1. — Le composé Toinoj,:Jn—>IIn Wawn se factorise a tra-
vers J,.1. Nous appellerons ©:J, — J,,, le monomorphisme ainsi défini.
On définit de méme ™ : J, = I, m, ¥ meN.

Pour décrire 7, on remarque que I'application (r, ) = (r + 1, «) est
une injection de I (n — 1) dans I (n); alors, pour tout (r, x)el (n — 1),
toute Z [(3]-algébre R et tout z€R, on a

T (Vh [t @ B %)) = V5t [z @ B

Ceci montre, en particulier, que, dans I, Wpi4, on a J, = Iy NI Wh.

2.8.2. — Soit T: @ Wo—> Pr- Wory le morphisme qui consiste
aenvoyer la composantederanga = a;, +p oy +...+ p*ta,de Pn W,
sur la composante de méme rang de @;» W,., au moyen de t,_; alors go T
a pour image J, (considéré comme sous-objet de J,,, au moyen de 7).

2.9. ProprosiTIiON. — On a une suite exacle
T [
09, Ip1—1I.Ga—0,

ol pn(X) =Yaem®o,o @ BP ™% pour toute Z[®B]-algébre R et tout
X = {203 (r ) €I (M) | €Inis (R).

De 2.8.2, on déduit que I’épimorphisme canonique gn1 : B Wy —> T ny
induit un épimorphisme @ Ga - J,4/J,; alors on a un diagramme

commutatif

I,
00— HanJq>Hn Wn+1—9LH,,Ga—>O

Tl‘n °jn T/ 1 T
T

can

0 In T Jn+1/~7n———‘>0

IE [l [
~ n

N
00— ®I" Wn_"I'—" ®I’l Wn+1e;“>®p; Ga—->0

dont les lignes sont exactes (h, est le morphisme de composantes hy, 4,
aecl?, telles que si o sécrit ay +pay +...4 p**a, on ait

ho@=xQRLzQ1 ...,2.Q 1).[B% Q B "*r—1],

Comme le composé @ Ga — Jpii/Jn — [I. Ga est l'isomorphisme
canonique défini par la donnée de la base { B>™%; acI”} de Z[®B ]
sur Z [#3], la proposition s’en déduit immédiatement.

2.10. ProposITION. — Posons A = Z [@3, &]. Pour tous n et m dans N*
tels que m < n, on a une suite exacte de A-foncteurs en groupes :

o U, .
0 - Jn,A_‘> Jm,A _Y’> @I,. Jm,A’
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ol Wy, , est le morphisme dont la composantederang « est V" o[1 @ B—7~"""%]
pour tout a € I

En effet, pour toute A-algébre R, le noyau de V" (R) : 7, (R) = I (R)
est 'ensemble des

X = X, Brerim—1) % [:1:,.,5 ® Bpr—m+yﬁ]
pour lesquels z,3 = 0 pour tout (r, §) telquer <m — n et
B(n)=61 ‘I"pﬁe +...+p"—1 @n=0

(on a posé¢ B=0B+pPB:+...+ p*?2Bnu). De méme, si aelr,
le noyau de ¥ (R) o [1 ® B—77"""%] est I’ensemble des

X - E\’r, I(:n')el(m—-l) r [xr,ﬁ ® Bpr_m_H'B]

pour lesquels z.g =0 pour tout (r,f3) tel r<<m —n et B(n) =a.

Le noyau de W, . (R) est alors formé de tous les X pour lesquels
z.8 = 0 sir < m — n; c’est bien I'image de J, (R) par ",

2.10.1. CoroLLAIRE. — Le morphisme W, .. se factorise a tra-
vers @ In—m, 4. Soit Wy, » la factorisation; la suite
Tm—n '
0> Jnt—>Ima—>P®r, Im_na—>0
est exacte.

En effet, pour toute A-algébre R, I'image de ¥ (R) est ¥" (&, (R)),
i. &. I;mn (R); de méme, I'image de ¥ (R) o [1 @ B—77"*"¢] est J,,—» (R),
puisque I’homothétie [1 @ B—77"""%] est inversible.

3. ;3-groupes de Witt et anneaux de Cohen

Soit k un corps non parfait de caractéristique p. (On suppose que k est
un modéle!). On fixe une p-base @ de k, et I'on munit k de la structure
canonique de Z [@3]-algébre correspondante (cf. 1.4).

Pour tout neN, on a k»" =k ® Z[B"™"], et I'application x > 27"
est I'isomorphisme canonique de k»~" sur k.

3.1. ProposITION. — L’anneau Jy,., (k) est un anneau local dont I'idéal
mazximal est engendré par p; son corps résiduel est isomorphe a k*—". Pour
tout r<n, la multiplication par p~ induit un isomorphisme de
T nta (k)/P b P (k) sur p” Ipp (k)/Pr_H It (k); on a p*' I, (k) = 0.

La derniére assertion est claire, puisque p*+* W,., (k*~") = 0.

Nous avons vu, en 2.3, que J,.4 (k) était muni d’une filtration décrois-
sante naturelle

In1 (k) =U,d>U;D...0U,DU;;4 =0
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par les idéaux U, tels que
Ur = Inis OV (Woaer (k @ Z[B"])) = Tnar (B).

On remarque que U, est le sous-groupe additif de J,., (k) engendré
par les éléments V™ [z ® B’""*] pour m>r et a€I*"™, ou encore
que U, = ¥} (Tnaa (k) (cf. 2.7).
I1 est clair que 9, (k)/U, s’identifie & k ® Z [B37 "] = k.
Vérifions maintenant que, pour tout r = n, la multiplication par p~
induit un isomorphisme, que nous noterons encore p’,

P s U > UyfUpas.

D’aprés 2.3.4, U,/U,., est isomorphe a kr""=kQ Z[® "]
D’autre part, la multiplication par p” dans W,.., (k™) envoie I’élément [z,]
sur V7 [x¢']; il s’ensuit que

P I QU Sk QB[] > UpfUnis 5 k @ B[]

r—n

est I'isomorphisme de k™ sur k”"" qui & x associe x”".

On déduit de la que U, = U,/U,+4 est engendré par p~, et un raison-
nement par récurrence décroissante sur r prouve que U, = p". I, (k).
Comme p n’est pas inversible, U, est formé d’éléments non inversibles.
Il est facile de voir que U, est ’ensemble des éléments non inversibles
de I,y (k) : soit x un élément dont I'image z dans J,.4 (k)/U, est non
nulle, soit y un relévement dans J,., (k) de (z)~'; on a xy =1 — =z
avec z€U,, par conséquent, y (1 4+ z +...4 2z") est l'inverse de «x
dans I, (k). Ceci achéve la démonstration de la proposition.

3.2. L’anneau de Cohen de k.

3.2.1. — Pour tout neN, I'ensemble { b*"; be B} est une p-base
de k7", et 'homomorphisme Z [B] — kP" qui envoie b sur b?" fait de k?”
une Z [#]-algébre. Soit u: k”" Q Z [B7~"] — k I'isomorphisme canonique
qui envoie z @ BP™* sur x B* pour tous x dans k”" et a€l”; alors
Wors (0) identifie Wiy (k7" Q Z[B3P7"]) & Wiy (k), €t Tnpy (kP7) s’iden-
tifie au sous-anneau de W, (k) engendré par W,..., (k") et les éléments [b],
bea,

Pour tout neN, nous posons Cp.y (k) = I,y (kP"); Pisomorphisme
canonique k= kP" détermine un isomorphisme I,y (k) > Chriy (K).
D’aprés 3.1, €,y (k) est un anneau local, de corps résiduel k, d’idéal
mazximal p €., (k) : la multiplication par p” induit I'isomorphisme x +> x?"
de k sur kP" = pm Cory (k)7 Cra (K).

3.2.2. LemME. — La projection canonique R : Wy (k) > W, (k)
induit une surjection m : Cpiy (k) = €, (k).
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Rappelons que R (X0 Z1, - . .5 Tn) = (To, T1s - .., Tu); l'image de
Wiis (kP") par R est W, (k?"). Puisque R est un homomorphisme
d’anneaux, l'image par R de €, (k) est le sous-anneau de W, (k)
engendré par W, (k") et les éléments [b]e W, (k), be®, images des
générateurs [b]€ W,y (k) de Cniy (k) comme algébre sur W, (k7").
Comme G, (k) est engendré par W, (k?"™") et les [b]e W, (k), I'image
par R de G, (k) est contenue dans G, (k), et R détermine un homo-
morphisme d’anneaux noté m:C,., (k) - C, (k).

Pour vérifier que m est une surjection, on utilise les filtrations habi-
tuelles :
Woit (F) = (V) (V)>...>(V)> (V) =0,
W. (k) = (V)Y >(V)>...o(V=1)>(V?) =0,

avec (V") = V' (Wpy (k) et (V7)Y = V7 (W, (k)). Ces filtrations induisent
respectivement sur C,., (k) et &, (k) les filtrations par les idéaux
P Coii (k) = (p) et p”C, (k) = (p7)’. Comme R est compatible avec
les filtrations, il en est de méme de 7; 7 sera une surjection si et seulement
si le gradué associé est surjectif. Par passage aux gradués associés, on
obtient, en degré r < n, le diagramme commutatif suivant :
grit=Id
(VOI(V) = k k= (Vo) [(vrey

J J!

NP+ > k" @ B[] 55 () () 3 k" @ B[a ]
Comme j (resp. j') identifie (p")/(p"*?) [resp. (p7)'/(p™+*)'] & k*", on voit
que gr 7 est un isomorphisme en degré r << n. En degré n, on a (p”)’ = 0;
donc gr 7 est surjectif en tous degrés.

3.2.3. ProrosiTioN. — L’anneau € (k) = lim €, (k) est I'anneau de
{_

Cohen de k (i.e. un anneau de valuation discréte complet, de corps
résiduel k dont I'idéal maximal est engendré par p).

Il est évident que ¢ (k) est local, complet, d’idéal maximal p € (k),
de corps résiduel k. De plus, p est régulier puisque la multiplication
par p induit un isomorphisme de € (k)/p € (k) sur p” € (k)/p~t € (k)
pour tout re N; d’ol la proposition.

Nous appellerons m, : € (k) - €, (k) la projection canonique.

3.2.4. Remarques. — Par cette construction, € (k) s’identifie 4 un
sous-anneau de W (k); si I'on désigne par k, = N»exn k7" le plus grand
sous-corps parfait de k, € (k) contient W (k,).

D’autre part, comme C (k) contient les représentants multiplicatifs
[6] = (b, 0,0, ...) des éléments b de & dans W (k), il contient tous les
éléments [B*] et [B-*], pour tous neN et a € I,



262 C. SCHOELLER

Afin de rendre plus « naturelle » la présentation de I’anneau D# du
chapitre 5, nous étudions maintenant quelques endomorphismes du groupe
additif sous-jacent a € (k).

3.3. — Pour tout meN, on désigne par j™: k»™ — k I'injection cano-
nique, et par @7™ la p-base de k?™ formée des b”™, be B. On considére
sur k7™ la structure de Z [@&3]-algébre définie par 1’homomorphisme
Z[®B]— k’™ qui envoie b sur b*™. Pour tout n> 0, Cpy (k?™) est le
sous-anneau de W, (k?™) engendré par W,., (k?"7") et les éléments [57™],
bed®; € (k™) s’obtient, par passage a la limite projective, comme un
sous-anneau de W (k7™).

3.3.1. LEMME.

(a) Pour fout n > 0, linjection canonique J};,, : Wyiy (k?™) - Wpiy (k)
induit un homomorphisme injectif d’anneauz

c nm+1 H G (kpm) — Cppt (k);

(b) Pour tout m>0, les (J2)n>o déterminent un homomorphisme
e (kP™) — € (k) induisant jm™ sur les corps résiduels : J™ est induit
par Jm: W (k™) — W (k).

(@) On voit que J, (Wyry (k”™*")) est contenu dans Wi, (k77),
donc dans G, (k); de méme J', ([b7"]) = [bP"] € Crvy (k); d’ol1 'asser-
tion (a).

L’assertion (b) est claire puisque les J;' « commutent » avec les projec-
tions canoniques W, (A) > W, (4), pour A =k et A = k™.

3.3.2. — Nous désignerons par U: W (k) - W (k?) I'isomorphisme
déterminé par I'isomorphisme x + z7 de k sur k? et par U : € (k) — € (k”)
Iisomorphisme induit par U.

3.4. ProposiTION. — Pour lout neN, l'anneau ¢™ (k), quotient de
e (k™) [®3] par U'idéal engendré par les éléments | b»™ — (b7™,0,0,...); be B |,
est un anneau de valuation discréte, d’idéal maximal (p), de corps résiduel k.
De plus, lorsque card 63 est fini, il est complet pour la topologie (p)-adique.

En effet, ¢™ (k) est un € (k?™)-module libre de base { B*; a€I™}.
Il en résulte que :

1° L’élément p, n’étant pas inversible dans ¢ (k?™), ne peut I'étre
dans ¢™ (k);

2° p, étant régulier dans ¢ (k”™), I'est aussi dans ¢ (k);

3° ¢em (k) est complet pour la topologie p-adique, lorsque card @ est fini,
puisque d’une part € (k*™) est complet pour la topologie p-adique, d’autre
part I™ est fini.
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Il est clair que €™ (k)/(p) est isomorphe & k™ (3) = k. On achéve
alors la démonstration en vérifiant que tout élément de ¢ (k) non dans (p)
est inversible (en effet, il existe y et z tels que 2y = 1 — pz; alors
Tt =y.3,p"z", 0 £ n < o). D’ol la proposition.

3.5. CorOLLAIRE. — L’homomorphisme G de € (k”™)-algébres de ™ (k)
dans ¢ (k), défini par G (b) = [b] pour tout be @, détermine un isomor-
phisme G du complété E (k) de ¢m (k) pour la topologie (p)-adique sur C (k);
en particulier, lorsque card 6 est fini, G est un isomorphisme.

3.6. — Nous supposons, jusqu’a la fin du chapitre, que card 6 est fini.

Puisque ¢ (k) est un € (k*™)-module libre de base { [B]*; a€I™} (3.5),
la projection sur le premier facteur (de rang « = 0) est une rétraction
de J™. Nous noterons S™ le projecteur de € (k) correspondant.

Pour tout « € I, la multiplication par [B*] (que ’on note encore [B*])
est un homomorphisme de € (k?™)-modules, et la décomposition en somme
directe ci-dessus se traduit par la relation

3.6.1. Saem [B*] o S o [B-2] = Id (€ (K)).

Nous conviendrons d’identifier € (k”™) & son image par J™ chaque
fois qu’il n’y aura pas d’ambiguité.

3.7. — Rappelons que F : W (k) - W (k) est I'’endomorphisme d’anneau
défini par F (a, @1y «..s Qny ...) = (af, a7, ..., a3, ...), et que V est
I'endomorphisme du groupe additif W (k) qui & (ap, @15 ..., @, ...)
associe (0, ay, @1, @3, ...). On a VF = FV = p [multiplication par p
dans W (k)]. On utilise la méme notation pour les endomorphismes
de W, (k) induits respectivement par F et V.

Avec les notations de 3.3.2, on a F = J! o U. Par conséquent, F induit
Uendomorphisme ¥ = J oU de U'anneau C (k); de plus I'image de ¢ (k)
par 7 est € (k”™), et 'on a S o Fm = F™, pour tout neN. Par abus
de notation, nous désignons encore par ¥ I’endomorphisme de C.., (k)
induit par 7.

3.8. — A cause des égalités V™ o F = pm, et Stm) o Fm = F™, I’homo-
morphisme composé

Vo §m ;e (k) —> € (kv") — W (k)

se factorise a travers € (k). En effet, pour tout x € ¢ (k), il existe ye¢ (k)
tel que S (x) = ™ (y); alors
Vo S0 (x) = V™o 77 (y) = p™ y €C (k).

LEmME. — Pour tous m, neN avec m = n, V™o S™ induit I’endo-
morphisme ‘U]’c';,. du groupe additif Jniy (kP") = Cpiy (k) (cf. 2.7).
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Il est clair que S induit sur C.., (k) le projecteur de C,., (k) sur
Cpntq (kP™) défini par la décomposition en somme directe

en+1 (k) : @1&1’" en+1 (kp'")'[Ba].

D’aprés 2.7 et 3.2.1, on peut se contenter de vérifier le lemme sur les
éléments X de la forme X = " ([x?".Br"*]), (r, 2)el (n); xe€k;
on écrit alors X = V7 [z7*. BP"*] = [B*]. V" [z"]. On a supposé m - n;
comme S est un homomorphisme de €., (k”™)-modules, on a

S (X) = V7 (@) 57 (B

d’olt

R gbr
Par suite :

Vm o Stm) (X) =5 0 si o n’est pas multiple de p~,

| Vrem [zrm. Brrm-8] si a=pm.(.
Ce sont bien des valeurs prises par 'v;’;n (X) (cf. 2.7).
On appellera encore V™ I'endomorphisme de C (k) induit par V™ o S,

3.9. Relations enitre F, ¥ et les homothéties de € (k). — On notera
toujours X I’homothétie de € (k) définie par I'élément X de € (k). Les
relations suivantes sont vérifiées, pour tout XecC (k), et tout neN.

3.9.1. FoX =5 (X)o5;
3.9.2. Xo¥ =07 (X);
3.9.3. VoF = p;

3.9.4. Vo X o Fn = Vo SN (X) o F7;
3.9.5. Sacm[B*] o 570 n o [B—2] = pr.

Comme F est un homomorphisme d’anneaux, la relation 3.9.1 est
claire. Pour vérifier la relation 3.9.2, on la projette sur C.., (k) pour
tout n. Le groupe additif ¢,., (k) est facteur direct de W,., (k) [on a
défini, en 2.6, la rétraction ¢, : Wiy (k) > Cpiy (k) de j,..]; par
définition (2.7), Vo est I'unique endomorphisme de C.., (k) tel que

Griao V = Vo © Qu- Soit X un élément de C.., (k); on a
o1 (F (X)) = F (gn1 (X))-

Alors, puisque ¢,.; est un homomorphisme de C,., (k)-modules, la
relation X o V = Vo F (X), valable dans I’anneau des endomorphismes
de W,., (k), implique la relation X o Vo =TV o ¥ X).
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La relation 3.9.3 résulte des égalités Vo S =V et SV o F = 7, et
de la relation Vo F = p dans I'anneau des endomorphismes de W (k).

Démontrons 3.9.4 : on remarque d’abord, en utilisant I'écriture
Vr = V"o S, que V"o §W =V (S est un projecteur!). Soit y un
¢élément de € (k), on écrit

(V7o S (X) 0 57 (g) = ¥ (S (X).5" ()3

F"(y) étant dans € (k?”) et S étant un homomorphisme de € (k”")
modules, on a

S(X). 7" (y) = S" (X.5" ());
d’our
(@70 8 (X) 0 ) (y) = (V" o ) (X.5" (1))
=V (X.F"(y)) = (V"o X o F") (y).

C. Q. F.D.

Pour la derniére relation, on écrit 7o V" = Fno V2o S; comme
Fro Vr = p» dans I’anneau des endomorphismes de W (k), il vient

Zaer [B*] e 570 V"o [B~*] = p" o (L [B*] o S™ o [B~%]);

la relation 3.9.5 se déduit alors de 3.6.1.

4. Extensions de &3-groupes de Witt : cas ou card ¢ est fini

Les hypothéses sur le corps k sont les mémes qu’au chapitre 3. On
suppose de plus que la dimension de k sur k? est finie. On note Gr; la
catégorie des k-groupes (affines, commutatifs, unipotents); si H, G € Gry,
Ext} (H, G) est le groupe abélien des extensions de Yoneda de longueur 1
de G par H, dans Gr;.

On note J,,; le k-groupe unipotent J, Qz 4 k, et I'on identifie J,, ; &
un sous-groupe de J,.4,x au moyen du monomorphisme 7 = v Qg4 k.
Par abus de notation, nous écrirons 7, R, T, gns1, ..., au lieu de 7,
Ri, Tk, Gnia,ks oo

4.1. ProposiTION. — Pour tout neN*, J, ; est le plus grand sous-
groupe de J,.4,; annulé par B~

Puisque &, est un quotient de @ Wy, on a By, =0.
Soit B : (Tt k/In8)”" = Tnir, 4 la factorisation de BZ,., ,; nous allons
« calculer » B. D’aprés 2.9, la projection canonique

n1 ¢ @Iﬂ Wn+-1,k —> T nak
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induit Tisomorphisme naturel @;. Ga; > (II. Ga);; nous identifions
Tnv1,t/Inx €t P Gar par cet isomorphisme. D’un autre coté, on a
Wex = Waak et

%"wn_‘_”k = :n ° mn . Wn+1,k - Gak - Wn+1,k;

alors I'égalité

n ny n
23.7"4—1,& ° g[r{’-(-; = Gn+1° SB@I'.Wn-H,k

nous donne
V = @n+1° (@I" zn) : ®1" Gak - Jn+1,k-

On montre alors facilement, comme en 2.8.2, que ¢t o (D I?)
se factorise a travers 7": Gay— Jni4,5, de sorte que B = "o u, o
u: @ Gar — Gai est le morphisme dont la composante de rang « est
Phomothétie B*: Gar — Ga;, pour tout ael”

D’aprés 1.3, &, est le plus grand sous-groupe de J,.,; annulé
par B” si et seulement si V}M,k 2 Itk = Iy Tner, & @ pOUr NOYAU Iy 1.
Puisque B}, ., , se décompose en 7o u o pi”, on a I'égalité

Vi = (@l ) 0 o py
ou {I est 'image de u par la bijection canonique
G’I‘k (@p. Gak, Gak) =3 G'I‘k (EBIn Gak, an Gak).

D’aprés la description de u, i est I'isomorphisme canonique déter-
miné par la base { B*; a€I"} du k-espace vectoriel k pour la structure
donnée par f":k — k. Comme 7" est un monomorphisme, [y, 7 est un

monomorphisme et la factorisation de V7, , a travers p, est un mono-
morphisme. Ceci achéve la démonstration de la proposition.

4.2. — Rappelons que si K est un corps de caractéristique p ;2 0,
quelconque, Gry (Gax, Gay) s’identifie & ’'anneau K [F] des polyndémes
additifs a une indéterminée F telle que F a = a? F pour tout ae K
(1]; 11, § 3, 4.4). Tout élément de K [F] s’écrit de maniére unique sous
la forme Y, ex a. F?, ol les a, sont des éléments de K presque tous nuls.

4.2.1. — Pour tout K-groupe unipotent G, Exti (Gax, G) [resp.
Extk (G, Gax)] est muni d’une structure naturelle de K [F]-module
a droite (resp. a gauche). En particulier, d’aprés [1] (V, §1, 2.2)
Ext} (Gag, Gag) est le K [F]-module & gauche libre engendré par la
classe e, x de la suite exacte

T R
eg: 0> Gag—> W, x— Gay— 0.

{nous utilisons la méme notation pour désigner une suite exacte et sa
classe dans Extf (2, ?)].



GROUPES AFFINES 267

La structure de K [FJ]-module a droite sur Extj (Gax, Gay) est alors
définie par les relations
ex.F=F.e

e x.d =ar.ex, V ackK.

Par conséquent, I’homomorphisme de K [F]-modules & gauche de
Exti (Gax, Gax) dans K [F], qui envoie e, x sur F, est un isomorphisme
de Extf (Gayx, Gay) sur l'idéal K[F].F (qui est aussi I'idéal bilatére
engendré par F), pour les structures de K [F]-modules a gauche et a droite.
Enfin, si K — K’ est une extension du corps K, les homomorphismes
naturels
Gry (Gag, Gax) - Grg. (Gag., Gag:)
et
Extk (Gax, Gax) — Exti. (Gag., Gag:),

identifient respectivement Gry (Gay, Gax) au sous-anneau de K'[F]
formé des polyndmes X, , a, F* & coefficients dans K, et Ext} (Gax, Gax)
au sous-groupe additif de K'[F].F formé des polynoémes X,.ia,F"
a coefficients dans K, i. e. au sous-K [F]-module a gauche libre engendré
par F.

4.2.2. LemMme. — Pour fout corps K de caractéristique p # 0, pour
tout n e N* et tout monomorphisme i : H — Gag, ’homomorphisme

ir: Exti (Gag, W, x) - Exti (H, W, k),
de groupes délerminé par i, est surjectif.

La propriété est vraie pour n =1 ([1]; V, §1, 2.2). Supposons-la
vérifiée pour n, et montrons-la pour n 4 1 : on part de la suite exacte

T R”
[ & 0—>W,,,K—>-Wn+,,1(—>GaK—>O

pour obtenir le diagramme commutatif ci-dessous
T Ry
Ext,} (Ga/(, Wn, [() —*> Ext}( (GaK, Wn+1, [() *> EXt}( (Ga[(, Ga,() —0

ok A i

Exti (H, W, x) > Exth (H, Wy, k) —> Exti (H, Gay)

0 0

Ce diagramme est exact [R} est bien surjectif : en effet, lorsque x;,
j€J, décrit une base de K sur K7, les R! (;.n11,5) = Zj.€1,1, jJEJ,
décrivent une base du K [F]-module a droite libre Ext! (Gax, Gay) 5 (F)].
I1 en résulte que i}, est surjectif (chasse au lion).
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4.2.3. — Lorsque K est parfaif, on a, de plus, le résultat suivant :
I’homomorphisme Rz : Exty (Gax, W, «) - Ext} (Gag, Gax) est un
isomorphisme de K [F]-modules a droite, de sorte que Ext} (Gax, W, «)
est libre et engendré par la classe e, x de la suite

T 9n
0> W, x—> W, 1,g— Gag—0.

4.3. — Lorsque K n’est pas parfait, on fait appel a une propriété
plus complexe.

ProrosiTioNn. — Pour foule suile exacte e:0—> W, x > E > H
de K-groupes, dans laquelle H est un sous-groupe de Gag, il existe un mor-
phisme ¢ de Ger_‘ (H QQux K, GaKP_,) tel que la suite e Q4 K7~ obtenue

ar extension des scalaires soit I'image réciproque par ¢ de e ;.
CP n, kP

Pour alléger I’écriture, nous posons K’ = K?~* dans cette démonstration.

Supposons H = Gay; la proposition équivaut a dire que 'image de
homomorphisme naturel j,:Ext} (Gax, W, ) — Exty (Gax, W, )
est le K’'[F]-module & droite engendré par e, (nous verrons que ce
module est libre). Cette propriété est vraie pour n = 1, d’aprés 4.2.1.
Supposons-la vraie pour n, et montrons-la pour n + 1. On utilise le
diagramme commutatif suivant, dont les lignes sont exactes [on a posé

= (Tu)s et R' = (R% Nls

17

T
Ext] (Ba, W, ) —F Ext) (G, W, oo, K0 ¢ — Ext} (60,8, >0
S I
7
7
7
- 7 .
Jn Jn+ u.” J1
//
&

r

8
HomKr(G e’ K,)-)Efo (GQK,,%IKr)——)Ex" ,(Gq/(, h, Kr)—)Exf/(,(C /\’"GG ,)—=>0
.s

L’hypothése de récurrence indique que Im (j,) = Im (d), done ' j, =0,
et par suite j,.4 o T, = 0. Il s’ensuit qu’il existe un homomorphisme u
tel que uo R: = j,u. Soit (r;);es une base de K sur K” contenant 1;
le K [F}-module & droite Ext} (Gag, Gax) est libre de base (x;.e «); ..
On définit une section s de R} et une section s’ de R’, en posant

S(xj.e,x) = Z;.€,11,4, pour tout jeJ,
et
s (@) .e k) =T} .€nr1,x, pour tout jelJ.

On a alors j,1 08 = 8" 0j,; d’ou

Im (jor) = Im (@) = Im (jnis 0 5) = Im (5" 0 j,).
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Comme Im (j,) est le K'[F]-module & droite libre engendré par e, 4,
il s’ensuit que Im (j,..) est le K’'[F]-module & droite libre engendré

par en.,s, xv
C. Q. F. D.

Supposons que H est un sous-groupe propre de Gay; soit i: H — Gag
le monomorphisme définissant H. D’aprés 4.2.2, il existe une extension ¢
de Gag par W, i telle que e = ¢.i. Nous venons de voir que ¢ ®x K’
s’écrit

5 ®K K = e,,,kr.gb, avec LlJEGrK, (GaK,, GaKf).
On en déduit I’égalité
eQRi K' =eni -9,
avec 9 = (o (i Qx K') Gry (H Qx K', Gag). D’ou la proposition.

4.4. — Revenons a I'’étude des groupes I, Pour tout neN¥,
I,k est un sous-groupe de (I, Waia)r; nous utiliserons I'égalité

= *
I Wok = Hk"‘_"lk<Wm,kP_")’ pour tous n et m dans N¥,
et les propriétés de la restriction de Weil pour démontrer la proposition
suivante.
ProrositioN. — Soit H un sous-groupe de Gag et
e: 0>9,4—~E—>H-—>0
une suite exacte de k-groupes, alors il existe un morphisme ¢ : E — Jp 4 &
induisant Uidentité sur J, .

Pour tous m et m’ dans N*, et tout G € Gry, on note
En (G W )i Gy (GREKPT W) > G (G, (T W)

la bijection canonique (1.1).
Soit u : I, Qi kP — Wn .

s (Jn,k, Wn k,,1_») est l'injection canonique ju x: Jn, & —> [Ir—1 W,,)kpi_,.;

o le morphisme dont l'image par

on considére I'image directe

e: 0—>Wnk._n—>E'—+H®kkP‘“"—>0

P

de e @i k* " par u : on a en particulier un morphisme h : E @ k>~ — E’
induisant u.
Appliquant la proposition 4.3 & K = k™", on obtient un morphisme

9: HQikr™ — Gak,,_n
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tel que e ®kp,_,. kP~ soit I'image réciproque de e o bar g. D’out
n,
un morphisme
v E Qrkr——>W

—n
n+1,k"

induisant I'identité de W o Alors, le composé
n,

2 =yxe (h ®k,,1—n P“") : EQirkrm—>W »

n+1,k" B
induit le morphisme

u=u kP T > —ne
®Jc"1 K Wn,k"

A cause de la définition de u, I'image de u’ par la bijection
tn (E, w » k,,,.) est le monomorphisme canonique (cf. 2.8) :

in,k °jn,l: . Jn,k — (Hn Wn)k,.—"-
Par conséquent, I'image de X’ par &, (E, w . k'”) est un morphisme
n—+1,
' E— (IIn W,,H)kp_n induisant i,z o ju -
On achéve alors la démonstration de la proposition en posant
4) = qn+1 o “PG

ot @nia : (IIn Wasi)k = Jnva, ke est la rétraction de jni4,x définie au
paragraphe 2.6.2.

4.5. COROLLAIRE. — Avec les notations de la proposition 4.4, si E est
annulé par B", alors la suite e est scindée.

Avec cette nouvelle hypothése, tout morphisme de E dans I,
se factorise a travers J,; (4.1). En particulier, la factorisation
$":E— I, de Y est une rétraction du monomorphisme I, ;— E.

4.6. COROLLAIRE. — Soient
0> G5 G5 Ga

une suife exacte de k-groupes unipotents et f: G — J, un morphisme;
alors il existe un morphisme ¢ : G' — J,.4,x tel que = f = gi.

Soit H I'image de u; on a un diagramme commutatif

Gri (G, Tnss ) —> GT4 (G, Tnis ) —> Ext} (H, Fnas,2)

Tw T

Gr; (G, In2) > Ext} (H, J,,%)
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dans lequel 7, = 0 d’aprés la proposition 4.4. La premiere ligne est
exacte et le corollaire s’ensuit.

4.7. ProposITION. — Pour fout k-groupe algébrique unipotent G,
il existe des entiers n, r, s€ N et une suite exacte,

0> G, 1 — I3 1.

Montrons d’abord qu’il existe n et r et un monomorphisme i: G — J7, ;.
On raisonne par récurrence noethérienne en supposant que cette asser-
tion est vraie pour tout sous-groupe de G distinct de G. Soient f: G — Gay
un morphisme non nul (1.3), et j: Ker f— 47, ; un monomorphisme.
Alors, d’aprés 4.6, il existe un morphisme J: G - J9,,, ; induisant j.
On peut prendre pour i le monomorphisme G — J9,,, 1 X I,y de
composantes J et ™ f.

Considérant alors un monomorphisme i : G — J;, ;, on applique ce qui
précéde a son conoyau, et 'on obtient une suite exacte

i . u
0> G > T

Si m < n, on remplace u par T u; si m > n, on remplace u par un
morphisme v:J; , — I ; tel que u=1t""u" (4.1); ceci acheve la
démonstration.

5. L'anneaun des endomorphismes de J,,;

Les hypothéses sur le corps k sont celles du chapitre 4.

5.1. — Soit X e¢ (k), nous noterons désormais "X 1’élément de € (k)
image de X par " (3.7); en particulier, pour tout n et tout ael?,
on a [B*] = [Br"*]. L’endomorphisme S® de € (k) utilisé ici a été
défini en 3.6.

5.1.1. — Nous appelons D® I’anneau engendré par C (k) et les deux
indéferminées F et V sousmises aux relations

@ FX="rX97,

(i) XV =X,

(i) VF =p,

(iv) Yn X gn = o, S (X). F7,
™ Saerm [B¥] F" V" [B~*] = pr,

pour tous Xee (k) et neN.
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L’étude faite au chapitre 3 montre que l'on a un homomorphisme
naturel de D® dans I'anneau des endomorphismes du groupe additif de € (k)
quia F, Vet X e (k)associe respectivement les endomorphismes ¥ (3.7),
% (3.8), et 'homothétie définie par X.

5.1.2. — Nous avons vu que, si Xe€€ k"), on a S® (X) = X,
et il existe un élément Y de € (k) tel que X = 7" Y; utilisant les rela-
tions (i) et (iii), on en déduit que V" X ¥ = p* Y. Ainsi, lorsque dans
un mondme de D® se présente un groupement de la forme V" X Fs,
on peut toujours, grice a la relation (iv), le réduire a I'une ou I'autre des
formes Y 7 ou?"— Y avec Y €€ (k) (Y pouvant étre nul).

On vérifie alors aisément que tout élément U de D®# est une somme
finie de mondémes du type X F VY avec reN, seN, Xec(k),
et Yec (k).

5.2. LEMME. — Soit o : k — € (k) une section de la projection canonique;
tout élément U de D® admet une écriture de la forme

U = ZreN,s<n,aeI‘ (xr,.c,oc) gr cvs [Ba] + Um
ou U,e€ (") (idéal bilatére engendré par V%), les x,,s,, étant des éléments
de k presque tous nuls.

Tout élément U de D® est somme finie d’éléments de la forme
X gr s Y. Utilisant la décomposition en somme directe

€ (k) = QaerC (k) [B*]

de 3.5, on écrit Y = Y Yo [B*] avec Y, €€ (k7).

Alors il existe des éléments y.ec€ (k), ae€l’, tels que Yy = ©(y.);
d’on
gr s Ya —_ G Yo Qs =F"(ya) 3“1':1)5;

il s’ensuit que
XF VY = Yuer Xo 5" V5 [B], avec X, = X.F(y,).
On en déduit que fout élément U de D® admet une écriture de la forme
5.2.1. U=2XrensenaerXrsaF V[B%],

o1 les X, s, o sont des éléments de € (k) presque tous nuls.

Pour démontrer le lemme, on peut donc se restreindre au cas ou
U=Xg"vs[B*, acls, et faire un raisonnement par récurrence
décroissante sur s : si s > n, on a U € (V*), et le lemme est vérifié pour U;
si s < n, on appelle x la projection canonique de X sur k, et 'on a
X=0@ +pX, dott U=0(x)F V[B*] 4+ p X' #" Vs [B*]. Il suffit
alors de vérifier que U’ = p X’ 5" Vs [B*] est somme de monémes de
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types X, o 7 V¥ [B*] avec s’ > s. Utilisant successivement les rela-
tions (v), (i) et (ii), on obtient

F7p V= ¥ger 5 [B¥] 5V [BF]V = Xy, [BI] G+t s [B-Br],

On peut donc écrire U’ = ¥ger Xg Fr+1 V+1 Vg, avec Xg et Ygec€ (k).
Enfin, utilisant le calcul .qui a conduit 4 5.2.1, on constate que U’ a une
écriture de la forme Yyegp+ Xy &7+ Vs+1[BY]; ceci achéve la démons-
tration.

5.2.2. Remarque. — 1’élément U, de la formule 5.2 peut s’écrire
comme somme finie de mondémes de type X " ¥¢[B*], s> n, reN,
a € I¢; cela résulte de la démonstration du lemme. Par ailleurs, si, pour
tout élément « = ay + pas +...+ p*ta,,; de I™, on pose

a(@=a, +pay+...+pta, et M = Bn+1rpOntat oo+ pii U

on a
gr Qn+i [Boc] = r Qn+i [Bon(n)] [Mp"].

Comme [M?"] = F"[M] on a, d’aprés (ii) :
gr »‘Un+i [Ba] = Gr Q)i [M] n [Ba(n)].

Ceci prouve que Uélément U, appartient a U'idéal a gauche de D% engendré
par les V" [B8], eI

5.2.3. Remarque. — On peut remplacer, dans le lemme 5.2, la famille
{|B*]; « € I*} par n’importe quelle base de € (k) sur € (k?"), en particulier
par {[B~¢]; a€ I* | (cf. 3.6).

La remarque 5.2.2 reste encore valable si I’on remplace les [B*], « € I°,
par les [B—%], « € I* (elle ne s’appliquerait pas sil’on choisissait n’importe
quelle base!).

5.3. — Pour tout entier n positif, nous désignons par D$ ’anneau
engendré par C, (k) et les deux indéterminées F et ¥ soumises aux rela-
tions notées encore (i) a (v), déduites des précédentes de la maniére
évidente, et a la relation

(vi) v =0,

On a une. projection naturelle P, :D® - D® qui envaie respective-
ment #, ¥V et Xee (k) sur F, ¥ et m, (X) (3.2.3).

Pour n = 1, nous écrivons F au lieu de F; D@ s’identifie alors a
I’anneau k [F] déja utilisé.

ProrosiTioN. — Pour tout neN, on pose (V") = D® Vo D®, de sorte
que P induit un isomorphisme de D®|(") sur D@; alors :

(a) en tant que D®-module & gauche, (V") est engendré par la famille
{or[B*]; a€l™}, et on a (V).(V") = (V™) pour tout neN;

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 3 18
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(b) la structure naturelle de D$_,-module a gauche induit sur Iidéal
bilatére D@, , ¥ D@, une structure de k [F]-module a gauche libre de base
{ V" [B*]; a€l™};

(c) Uécriture du lemme 5.2 est unique pour une section o fixée.

Pour n = 0, la proposition est évidente. Nous ferons une démonstra-
tion par récurrence sur n.

Pour cela, nous aurons besoin de faire apparaitre dans I’écriture du
lemme 5.2, les termes « de plus bas degré en ?’ » Soient U un élément
de D@ et

ZrEN,.\-<n,aeP g (xr,s, a) Fr s [Ba,] 'I‘ Un

une écriture de U. Soit s, le plus petit des s tels que I’un au moins des z, , ,,
reN, a eI, soit non nul. On peut écrire U sous la forme

5.3.1. U = 2 aelsoa(xr,,cma) gr Qo [BC(] + Zﬁel"“_H U‘fj ‘US°+1[BS]

reN,
avec UgeD®, V e I*+' (remarque 5.2.2).

Supposons (b) vérifiée pour tous les entiers s < n, et démontrons la
proposition pour fous les entiers m = n.

(¢) On montre que, dans’écriture 5.3.1, si U est dans (¥™), avec m< n,
alors on a s, > m, en effet, si I'on supposait s, < m,

P, (U) = Y en el Tsott ((zr, 5,,2)) T V% [B*]

serait nul puisque U est dans Ker P,. Utilisant alors I’assertion (b)
pour D&, (on a supposé s, < m < n), on pourrait écrire

PA"o +1 (U) = ZI‘, & xr, Sos % Fr Vo [Ba],

et conclure que les z, ., « sont tous nuls, ce qui est contraire a I’hypo-
these. Ilest alors facile, par un calcul analogue a celui de 5.2.2, de montrer
que si Ue(¥™), avec m < n, il appartient a I'idéal a gauche engendré
par les ¥ [B*], « € I"*; ce qui prouve la premiere partie de (a).

On vérifie ensuite que, pour m < n, (¥).(¥™) est contenu dans (37+1),
donc lui est égal. En effet, (V) est engendré par les ¥ [BB], Be I, et tout
élément U de (V™) est congru modulo (V™+*) & un élément de la forme

XH‘EN,GEI"' X, m, o Fr Qpm [Ba];

on est donc ramené a prouver que tout produit U, =¥ X g vm,
avec X e€e (k), est dans (V™+1). Ceci est clair : pour r =0, on a

U, = vm+, 7 X;
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pour r> 1, on a, d’apreés la relation (iv), U, = ¥.S® (X).F7™; en
posant S (X) = FY (5.1.2), on en déduit

Ur =V.FY.Fr.9m = )4 Y gr—t m =Y gr—1 Qm+1 3.';

ceci achéve la démonstration.
(b) On sait maintenant que (?) annule I'idéal bilatére D _, " D@

nt+1e
Comme D@ = k [F] = D®/(?), on en déduit une structure de k [F]-module
a gauche sur D@ , V" D$ ,. D’aprés (a), ce module est engendré par

les V7 [B*], a € I*; il reste a prouver que cette famille est libre. Soit
Laer Qu (F).V"[B*] =0

une relation dans laquelle les Q, (F) sont des polynomes de k [F]. Si cette
relation est vraie dans D@, elle est a fortiori vraie dans I’anneau des
endomorphismes du groupe additif ¢€,,, (k) (5.1). Cela nous suffit pour
prouver que Qg = 0 pour tout 3 € I". En effet, soit Xg = [t B-#]e¢e, ., (k),
avec t€kr"; d’aprés 2.7, on a

0,0,...,0,¢ i o=,
3187 (Xe) = | L

on en déduit I’égalité
(Zaerm Qa (F) o V" o [B*]) (Xg) = Qs (F) (0, 0, ..., 0, %))

Par hypothése, 'élément ainsi obtenu est nul quel que soit ¢ ek’".
Posons

Qs (F) = Xizna: F, a;ek;
il vient

0=03(F)(0,0,...,0,8) =%_x0, ...,0, a" ).

Alors, puisque k’" est infini (k n’est pas parfait!l), le polynéme
Siox @ TP'€k[T], qui s’annule pour une infinité de valeurs de la
variable T, est nul. Ceci achéve la démonstration de (b) pour n.

(e) En supposant cette assertion vraie pour m < n, on la démontre
aisément pour n grace a (b).

5.3.2. CoroLLAIRE. — Les assertions (a), (b), (c) restent vraies lorsqu’on
y remplace B* par B—* pour tout « € I", n € N*,

Utiliser la remarque 5.2.3.

5.3.3. CoroLLAIRE. — Pour tout n, D$ est un anneau noethérien
a gauche.

C’est vrai pour n =1 puisque k[F] est principal a gauche (utiliser
la division euclidienne). Un raisonnement par récurrence faisant inter-
venir (c) donne le corollaire.
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5.4. — Dans ce numéro, nous définissons, pour tout n, une opération
de anneau D® sur le schéma en groupes J,.,; compatible avec le mor-
phisme T : Iy = Tpia, i

5.4.1. — On fait opérer € (k) de la maniére suivante : on utilise
Pisomorphisme U,7?, : Cpiq (k) = Tpiy (°") — Iy (k) défini par
wuzt (¥ ([27" B2)) = ¥ ([x @ B/ "))
pour tous r =0, 1, ..., n, €k et a €I Pour toute k-algébre R, on
appelle ug: Iy (k) = Jpia (R) Vinjection canonique, et X~ I'image
de I’élément X de € (k) par le composé uz o U7, © Tppy : € (K) > Tnpy (R).

Alors, en notant (Y, YY) Y.Y’ la multiplication dans &, (R), on
définit une opération de € (k) sur J,.4 (R) en posant

Xe(Y)=(XP™).Y, VXeeck), Ye€I..(R).
5.4.2. — L’endomorphisme
Fr: Wort RQZ[B"]) > Wory (RQ Z[B7])

d’anneaux, qui a (o, a, ..., a,) associe (a}, af, ..., a?), induit un
endomorphisme F de 7,4 (R); en effet, on a Fgr (W (R))C W,y (R)
et Fr([1® B7"-*]) = [B* ® Br'™" *»~] pour tout

o=y +past...+prto,=a(@m—1) + p—ta,el
On peut définir F, directement par les formules
T (Vy (= @ B D) = Vj (w2 Bor @ By B
pour tous x€R, (r, B)e I (n), avec
B=Bi+plt...+p 71 Bor=BM—r—1)4 p=71Brp

5.4.3. — Ces constructions sont fonctorielles en R, et I'on définit

une application
Rppr: DB —>End J,41

en posant, pour tout Xe¢ (k) et toute k-algébre R, R,y (X) (R) = Xp,
Ry (F™) (R) = F7 et Rpa (V™) (R) = V', olt Vg est 'endomorphisme
définien 2.7.

LemMme. — L’application R,y :D® — End J,,4,x est un homomor-
phisme d’anneauzx.

En utilisant 3.9 et lisomorphisme canonique Cp.iy (k) > Jnis (K),
on voit que les endomorphismes X;, Fx et V¢ sont liés par les relations (i)
4 (v). Nous allons en déduire qu’il en est de méme pour les Xz, Fp, Vg
pour toute k-algebre R, ce qui prouvera le lemme. -
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Puisque R,.1 (X), Ruit (F), Rppq (V) sont des endomorphismes du
groupe Jn.4,z, toute relation entre eux se traduit par I’annulation d’un
endomorphisme Z de J,.4,;. Par dualité, il correspond a4 2 un endomor-
phisme P de la bigébre I, = k[T (n)], o & (n) désigne I’ensemble
des variables { X, o; (r, 2) €l (n)} (2.5).

On est ramené a montrer que P est nul si et seulement si € (k) = 0.
L’endomorphisme P est défini par une famille { P, o; (1, «)€I (n)} de
polyndmes a coefficients dans k, par rapport aux indéterminées Xj,g,
(s, B) e I (n). Alors 2 (k) est nul si et seulement si, pour tout (r, )€ I (n),
P, , s’annule chaque fois que I'on remplace les indéterminées X, g par
des éléments z,,3 quelconques de k. Comme k n’est pas parfait, il est
infini, et la derniére assertion implique que les P, . sont tous nuls,
donc P = 0.

C.Q.F.D.

5.5. LEMME. — Le morphisme t : J, 1~ Jniq,x est compatible avec les
opérations R, el R,., de D® respectivement sur J, et Jp4.

Il est évident que 70 ¥V = ¥V o 7 (cf. 2.8). Il reste a prouver que

ToRp (F) = Rpyy (F) o7 et ToRp(X) = Rpry (X)o7

pour tout X dans ¢ (k). Par un raisonnement analogue au précédent,
on est ramené a prouver les égalités

To Ry (F) () = Rus (P ot (®) et ToRe(X) (K) = Rpws (X)o7 (K)

[comme homomorphismes de &, (k) dans I,y (K)].

Soit i : W, (k") — W, (k*~") I'injection canonique; si I’on considere
Iniq (k) [resp. I, (k)] comme sous-anneau de W,., (k»~") [resp.
de W, (k»™)] on rappelle que :

(@) R, (F) (k) est induit par I'endomorphisme F de W, (k”'™");
(b) 7 (k) est induit par Toi, ou T: W, (k*" ") > Wny, (k) est la
translation (2.8).

Comme F « commute » avec i et T, on a ToioF = FoToli ce qui
prouve la premiére égalité. '

D’un autre coté, si U : W, (k") - W, (k*™™"), meZ, est liso-
morphisme canonique (@, ..., @,1) = (a§”, ..., a;”,), I'isomorphisme
canonique U;", : Cppy () > Tppy (k) (5.4.1) est induit par

U s W (k) > Wy (k777
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Le diagramme ci-dessous, dans lequel R désigne la projection canonique,
est commutatif :

Ut

Wt () i Woss (k7)

’| g

ui—

W (k) 25 W )y 22 W ()

Alors, pour tout Xee (k), z = U,;?, 0w,y (X) est dans I,y (K),
donc dans W, (k* "), et'ona U™ o 1, (X) = US" (R (2)).

Rappelons que les homomorphismes I, F, R, i et U, de groupes de Witt
sont liés par les relations

(%) W(ITW) =T(F Rw).w), YweW., k™), weW,k ™),
(%) ioU,=F.

Alors, pour tout Y €, (k), la relation (%) nous donne, avec les nota-
tions de 5.4.1,
XMz (Y)=z.7(Y)=2.(Toi (V) = ITF R @.i(Y)),

la relation (% %) nous donne
T(XPTY) =t UP(R@).Y! =Foi{ UM (R(@).Y]
=Z(io U (R@).I(Y) =ZFT{FR@.1(Y) |

Ceci prouve la deuxiéme égalité : 7o R, (X) (k) = Rpis (X)o7 (),
et acheve la démonstration du lemme.

5.6. — Comme % : J, (R) - I, (R) est nul pour toute k-algebre R,
R, se factorise a travers D&,

ProposiTION. — L’homomorphisme R, :D® > Gry (In ks Inx), induil
par R, est un isomorphisme d’anneauzx.

La démonstration se fait par récurrence sur n. Pour n =1,
R, : D@ = k[F] > Gry (Ga;, Ga;) est 'isomorphisme déja utilisé.

Supposons que ®, soit un isomorphisme, et montrons qu’il en est
de méme de R,.,. On considére le diagramme de D@, ,-modules 4 gauche

? T .
0—> G‘l‘]( (GaI""’ er—l, k) _P_) Grk (Jn—f-i.k’ J’l+1,k) ‘_L") Grk (Jn,k’ Jn+1 ,k) —>0
4

T

v 3 Rnt+1 Grk (Jn, ks Jn. k)

]

0 - (@) . DS, D 0
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Il est commutatif (5.5), et ses lignes sont exactes [? © est surjective
puisque © ? est bijective (4.1) ainsi que ®,, par hypothése de récurrence].
Par conséquent, ‘Rpeq est un isomorphisme si et seulement si I’homo-
morphisme induit v est bijectif.

D’aprés 4.1, Gr;: (Gax, Jniix) est le k [F]-module a droite libre
engendré par t°:Ga; — ¥,y Comme 7t est compatible avec les
opérations R, et R, de D® respectivement sur &,,, ; et Ga, si 'on
identifie Gry (Gas, Gaz) & Gri (Gax, Jnia,«) au moyen de 7 ?, la struc-
ture naturelle de D@, ,-module & gauche sur Gry (Gax, Ju.44,%) correspond
a la structure naturelle de k[F]-module & gauche de Gr; (Gai, Gay).

Ainsi, le module a gauche Gr;(Gal, J,.1,%) sur D&, est, en fait,
un k[F]-module a gauche libre de base {7"o p,; a€I”] (on appelle
pa : Ga)' —> Ga, la projection canonique sur le facteur de rang ).

Comme les ¥"[B—*] forment une base du k[F]-module a
gauche (V7)) (5.3.1), on montre que v est un isomorphisme en prouvant
I’égalité

Ryyy (V2 [B-2]) = "o pyop pour toutael”.

On le fait en regardant les valeurs pour toute k-algébre R, et I'on est
ramené a vérifier que

o paop(X) =V (1 ® B °].X)
pour tout X =[xz ® B "-8]l€J,., (R) avec z€R, Bel
Le premier membre est nul si 8 74 a; il vaut V% ([x® 1]) si 3 = a.

Le second membre prend évidemment la méme valeur. Ceci achéve la
démonstration de la proposition.

6. Le théoréme de structure : cas ou card @ est fini

Les résultats acquis dans les chapitres précédents permettent d’envi-
sager un théoréme de structure dont ’énoncé et la démonstration seront
semblables a ce qui est fait dans ([1], V; § 1) sur un corps de base parfait.
Les hypotheéses sur k sont celles du chapitre 4.

6.1. — Considérons le systéme inductif
T T
Tpg—=>Topg—>eo o> T —>Tnpi o> 00

Soit G un k-groupe (affine, unipotent, commutatif); les morphismes
de transition 7 étant compatibles avec les opérations de D® sur les J, ;,
on définit un D®-module a gauche M (G) en posant

M (G) = lim Gr; (G, I nx).
—>

n
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Puisque les morphismes © sont des monomorphismes, les homomor-
phismes du systéme inductif Gr: (G, J,,;) sont injectifs; nous iden-
tifierons donc Gr: (G, J,,x) & son image canonique dans M (G). Si
f: G— G’ est un morphisme de k-groupes unipotents, on pose

LmGri (f, Ty = M (f): M (G)— M (G');
—_—

n

c’est un homomorphisme de modules a gauche sur D&,

Dans la suite nous écrirons « D®-module » au lieu de « D®-module
a gauche ».

6.2. — D’apres 5.5, I'application composée

can

Das/(w)ﬁ‘;Grk (Tnks Tnp) > M (Tn2)
est un isomorphisme de D#-modules, et I'on a un carré commutatif,

D&[(rt) == M (In+1,4)

can

De[(V7)

M(T)

>M (Jn,k)

Si le k-groupe G est algébrique, il existe un entier n tel que B = 0.
D’aprés 4.1, lapplication " ?: Gri (G, Jp ) - Gri (G, I, 1) est
donc bijective pour r>. n, et 'on a M (G) = Gr; (G, In,2).

- De facon générale, la suite exacte

u,
0 *Jnl—>5rk_‘>@1" r, ks

décrite en 2.10, montre que Gri (G, I, ) est I'ensemble des me M (G)
tels qué ¥*[B—%]m = 0 pour tous «€ I". Comme l'idéal bilatére (V")
de D® engendré par V" est, en tant que D®-module 4 gauche, engendré
par les V7 [B—*], a€ I* (cf. 5.3.2), on peut aussi dire que Grk (G Ink)
est 'ensemble des me M (G) tel que (V*).m = 0.

Par conséquent, pour tout G e Gry, le Dé-module M (G) est effacable,
i. e. tel que, pour tout me M (G), on a (¥?).m = 0 pour n assez grand.

6.3. TutorEME. — Le foncteur M est une antiéquivalence de la caté-
gorie Gry des k-groupes affines, unipotents, commulatlfs sur la catégorie
des D%-modules effacables.

Nous nous contentons ici de « copier » la démonstration falte ‘dans [1]
sur un corps de base parfait.

(a) Si le k-groupe unipotent G est la limite d’un sy:stén’le‘projectif
filtrant (G;), I'application canoniquelim M (G;)— M (G) est bijective.

—>
(b) 11 est clair que M est exact a gauche; prouvons qu’il est exact.
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Soit j: H— G un monomorphisme de k-groupes, pour prouver que
M (j): M (G) > M (H) est surjectif, on suppose d’abord G algébrique.
Dans ce cas, on choisit une suite de composition

H=H,cH,c...cH. =G

telle que H;/H, , soit isomorphe & un' sous-groupe de Ga; pour
i=1, ..., r (1.3). Alors, d’aprés 4.6, pour tout feGri(H, ),
il existe geGry (G, J,ir 1) tel que = f = gj, donc M (j) est surjectif.
Si G n’est pas algébrique, il est égal a la limite projective du systéme
projectif filtrant de ses quotients algébriques G/G;; on a alors

H =1lim H[j~* (G),
é—

et M (j) s’identifie, d’aprés (a), a la limite inductive des applications
M (G|G) — M (H[j~* (G;)). Comme ces derniéres sont surjectives,
il en est de méme de leur limite inductive.

(¢) Prouvons que M est pleinement fidéle. Soient H et G deux k-groupes
unipotents; montrons que I'application canonique

‘ ® (H): Gr:(G, H)—~>Mod g (M (H), M (G))
est bijective.

Supposons d’abord H = J,; : si l'on identifie Gri (I, Jui) &
Da|(vn), et Gry (G, In,x) a I'ensemble des éléments de M (G) annulés
par (V7 (6.2), ® (J,) est la bijection qui associe & m: G- T,
I'homomorphisme x > x.m de D&/(2") dans M (G).

Supposons maintenant H algébrique : il existe (4.7) une suite exacte

O#Hﬁdz,k%ari,k

qui conduit au diagramme commutatif ci-dessous, dont les lignes sont
exactes

——>Gri (G, H)————>Gri (G, 954) ——> Gri (G, I55)

O (a1 I D (47,0 l‘i’ (k)

¥

Comme @ (&7, ;) et ® (J 5 ) sont des bijections il en est de méme de @ (H).
Dans le cas général; H est limite du systéme projectif filtrant de ses
quotients algébriques H;, et I'on a un diagramme commutatif

Gr; (G, H) ~ lim Gr; (G, H)
é_
D (H) _ lim P HY |,

Mod g (M (G), M (H)) —lim Mod 4 (M (G), M (H)))
donc @ (H) est bijectif.

(97,1), M(G)) —> Mod, (M (5,1), M(G))
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(d) 1l reste a2 montrer que tout D#-module effagable N est isomorphe
4 l'image par M d’un k-groupe unipotent. Si N est de lype fini, il existe n
tel que (V)N =0, et comme D$-3Da&|(V") est noethérien a
gauche (5.3.3), il existe une suite exacte

DBy % (DS) 5 N 0.

D’apreés (c), ¢ est de la forme M (f), ou f: I},  — 5 ; est un morphisme
de k-groupes; comme M est exact, N est isomorphe a M (Ker f). Dans
le cas général, N est la limite filtrante de ses sous-modules { N;;ieJ |
de type fini. Pour chaque i, il existe un k-groupe G; et un isomorphisme
u;: N; 3 M (G;) : d’aprés (c), pour chaque homomorphisme de tran-
sition f;;: N;— N, il existe un unique morphisme uj;: G; - G; tel
que ujof;; =M(u;)ou; Les G; et les u;; forment un systéme pro-
jectif filtrant; soit G la limite de ce systéme projectif, alors M (G) est
isomorphe & la limite du systeme inductif (M (G;), M (u;;)), donc a N.

6.4. CorROLLAIRE. — Si G€Gry, G est algébrique (resp. fini) si et seule-
ment si M (G) est de type fini (resp. de longueur finie).

Une antiéquivalence échange, en effet, objets artiniens (ici les k-groupes
unipotents algébriques) et objets noethériens (ici les modules de type fini);
elle échange aussi les objets de longueur finie.

6.5. COROLLAIRE. — Le k-groupe I, est un cogénérateur injectif
de la sous-catégorie pleine Gr,, ; de Gr; formée des k-groupes unipotents
algébriques annulés par B*.

En effet, d’aprés 4.7 et 4.1, Ge Gr,; si et seulement si il existe une
suite exacte

0> G—> I — 54
Alors, M définit une antiéquivalence entre Gr, ; et la catégorie des
D&-modules annulés par (¥7); et le corollaire s’ensuit.

6.6. ProprosiTioN. — Soit h : k — K une exlension de k telle que I'image
par h de & soit une p-base de K, et soit 3¢ : € (k) - € (K) '’homomorphisme
canonique induisant h. Alors si G € Gry, on a un isomorphisme canonique :

¢ (K) ®e iy M (6) 3 M (G @ K).

Précisons que, si l’'on note h”":kr" > KP* I’homomorphisme qui
a xr"€kr" associe (h(x))”", 5¢ est déterminé par les homomorphismes

I ntt (hpn) Y ) (kp") > I np1 (Kp")-

La démonstration de [1] (V, § 1, 4.9) s’adapte immédiatement, nous ne
la reproduisons pas ici.
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7. Une autre définition des ®3-groupes de Witt

Les notations sont celles du chapitre 2. On suppose card & fini.
Nous nous proposons de définir « directement » la structure de schéma
en anneaux sur ®@’® déterminée par I'isomorphisme

X @5 T nas

factorisation de S o W : @' — 1], W, & travers J,., (cf. 2.5).
Rappelons que, pour tout m =0, 1, ..., n, le morphisme

D,: W, ,S>0m - d5Ga

de Z [®]-schémas, défini par le polynéme de Witt,
(I)m == X’ojm + P Xfm_l +- .. + P'" Xm’

est un morphisme de foncteurs en anneaux. Pour tout Z [®3]-algébre R,
®,, (R) associe au vecteur de Witt a = (ao, ai, ..., a,) la m-iéme compo-
sante fantome ag™ + pa?” ™ +...4+ p™a,€R de a.

7.1. — En appliquant & ®,, la restriction de Weil [[, ?, on obtient
le morphisme
[15 ‘bm | IS Wn+1 —1I» Ga

de schémas en anneaux, qui a tout we W, (R ® Z[d53»™"]), écrit sous
la forme w = (x, z, ..., x,), associe

"+ pxt" T ...+ prx,€eRQQZ[B],
pour toute Z [?3]-algébre R.
LemMmE., — Pour tout m < n, le morphisme composé
P,=1.PneS¥: ®" T, Ga

se factorise a travers le monomorphisme canonique [[.—. Ga — II. Ga.

En effet, pour toute Z [@3]-algébre R, I'image J,., (R) de SoW
(cf. 2.5.1) est le sous-anneau de W,., (RQ Z[®”"]) engendré par
Wit (R) et les éléments[1 Q b7 "], be B. L’image de W, (R) par [1, ®,.
est contenue dans 'image canonique R ® 1 de R dans R Z [®"];
de plus, [I. . ([1® o) =1Q b»"; comme []. ®, est un homo-
morphisme d’anneaux, I'image de P,! est contenue dans le sous-anneau
RQZ[#B*" "] de RQ Z[®Br™"]; d’ou le lemme.

7.2. — Soit P, :®"™ — [[,.m Ga le morphisme factorisant P,

me*

Pour toute Z[d®]-algébre R et tout = = (z,.; (1, x)€l (n))eR!™,
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on a, en appliquant la définition de S oW,
P, (@) = Xr,metmrem PF 20 @ B/,
Rappelons que si (r, )€l (n), on a re (0, n) et a€I*"; pour
a=oa;+pas ...+ p ", , et mXxr,

on note a (n—m) Vélément o, +~poy +...+ p"ta, , de I"m
et am I'élément ap_pis + P %—mre +...+ pm 71 a,, de I™ . Alors
on a, en désignant encore par @ 'image de B3 cZ [®3] par le morphisme
structural Z [653] — R,

P, () = Ypwerm,ren PFTna B @ Bpm T n—m),

Rappelons que I, est ’anneau de polyndémes Z [B3] [T (n)], ou & (n)
représente l'ensemble des variables | X, o:(r,a)el(n)} (2.5.2).
L écriture ci-dessus prouve que P, :®'"W — D™ est le morphisme de
schémas dont la composante P, g: ®'"W — ® de rang eI~ est décrite
par le polynéme

m—r

Pm,ﬁ = E(r,y)el(m) Pr By -Xf,ﬁ+p"*"“‘{

de I, [pour obtenir P,,g, on ne considére dans P,, (r) que les termes
pour lesquels « (n — m) = 3; les indices (r, «), qui interviennent dans
cette somme, sont ceux qui vérifient r=m et « = + p*™ a™, ol
am parcourt I—7; en posant y = a™, on aboutit & la somme ci-dessus].

Lorsqu'on considére sur @™ la structure de foncteur en
anneaux déduite par transport de structure au moyen de S oW, les
P, : @' - 1],_.» Ga sont des morphismes de foncteurs en anneaux pour
m=0,1, ..., n.Deplus, comme le groupe additif ], - ,, Ga est isomorphe
a " Ga, les P, g, pour (m, ) € I (n), sont des morphismes de foncteurs
en groupes pour les groupes additifs sous-jacents a '™ et Ga.

7.3. — On constate que, pour tout (m, 3)€l (n), la variable X,, g
intervient dans P,,,g avec pour seul coefficient p™. On en déduit, en raison-
nant par récurrence sur m, que X,, g €Z[d3; p~'; P (n)], ou P (1) désigne
I’ensemble des polynémes P, s, (r, 2) €I (n).

Il s’ensuit que si 2 : @'W > @I est le morphisme dont la compo-
sante de rang (m, {3) est P,, g, V (m, 3) € I (n), le morphisme

TQZ[®, p]: @ QZ[B, p] > @' QE[B, p]

est un isomorphisme.

Remarquons que le schéma ®’® se décompose en

XD XDIXD,
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et que % peut encore éire considéré comme le morphisme dont la composante
@' — @ de rang r pour cette décomposition est P,.

Nous noterons désormais  — % [p—'] le foncteur extension des scalaires
associé a ’homomorphisme Z[®3] — Z[®B, p—*].

ProrositioN. — Il y a sur ®@'™ une structure de schéma en anneaux,
et une seule, telle que, pour tout m, P, : @™ — [[._» Ga soit un morphisme
de Z[dB]-foncteurs en anneaux.

Nous avons déja décrit une telle structure, il reste & en prouver
I'unicité, ce qui se fait en passant a @™ [p—1]. En effet, supposons ®@’®
muni d’une structure de schéma en anneaux telle que P,, soit un
morphisme de foncteurs en anneaux pour tout m (nous notons
g: @M X @I DIM et p: R X DWW @I la somme et le
produit); alors

Z2: @ > DM =1[,Ga X [[.—1 Ga X...X Ga

est un morphisme de foncteurs en anneaux; il en est donc de méme
de Z[p—t] pour les structures de foncteurs en anneaux sur @™ [p—1]
obtenues par extension des scalaires. Comme Z [p—] est un isomorphisme
de schémas, il n’y a qu'une seule structure de foncteur en anneaux
sur @' [p—1] déduite, par transport de structure, de la structure produit

(II» GaXT[n—1 GaXx ... xGa)[p]
(. Ga [p~']) (II.—: Ga[p~*]) X ... X (Ga[p~]);

les morphismes o [p—] et @ [p—*] sont donc uniques, ce qui assure I'unicité
de o et p.

Nous identifions désormais le schéma en anneaux ci-dessus avec J,.,.

7.3.1. Remarque. — 1l est possible, par des méthodes analogues
a celles utilisées dans le calcul de Witt ([1]; V, §1.1), de prouver cette
proposition en oubliant que ’on connait sur @’ une structure de schéma
en anneaux qui convient; on n’utilise alors que les propriétés des poly-
ndémes P,,. Nous avons préféré commencer par une présentation moins
formelle de J, qui donnait immédiatement accés aux propriétés conduisant
au théoréme de structure du chapitre 6. La nouvelle description donnée
ici nous permettra par contre de compléter au chapitre suivant I'étude
des propriétés de ’anneau de Cohen € (k) d’'un corps k de p-base @.

7.3.2. Remarque. — Les coefficients des polynoémes P,, qui sont
dans Z [®3], dépendent effectivement de @3; lorsque nous aurons a effectuer
des changements de base nous écrirons donc Pg au lieu de P,,.
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8. Structure des anneaux locaux complets

Les hypothéses sur le corps k sont les mémes qu’au chapitre 3. Nous
commencerons par prouver l'existence de sections « multiplicatives »
pour la projection canonique 7, : € (k) — k, i. e. d’applications s : k— € (k)
telles que w0 s () = x et s (x.y) = s (x).s (y) pour tous x et y dans k.

8.1. LEMME. — Soif A un anneau local d’idéal maximal m, de corps
résiduel k, tel que m™+! = 0; si s et s’ sont deux sections multiplicatives
de la projection canonique A —k, alors s (x) = s’ (x) pour lout rekr".

Nous prouvons plus loin I'existence de sections multiplicatives.

Désignons par A* le groupe multiplicatif des éléments inversibles de A4,
et par Q. (r=1, 2, ..., n + 1) le noyau de I’application canonique
A* > (A/m")*. Pour tous = et y dans m”, 1 4+ x et 1 4 y sont dans Q,,
etel'ona (14+x)(1+y)(d + x4+ y)t€Q ; ceci montre quel’appli-
cation 1 + x> x 4+ m’+* induit un isomorphisme de groupes

Qr[Qrvs — [+,

Il s’ensuit que Q,/Q,.; est annulé par p’, en particulier Q,/Q,.. = Q-
est annulé par p~+t-—,
De I’exactitude de la suite

1> Q> A% > A%|Q, 3 k* 0,

on déduit que I’homomorphisme qui, a x € k*, associe s (z).(s’ (x)) '€ A%,
se factorise a travers Q;, d’oit un homomorphisme f: k* — Q, de groupes
abéliens. Comme p* @, = 0, on a f(x*") = 1 pour tout xek*; donc s

et s’ coincident sur k7",
C. Q. F. D.

8.2. ProrosiTioN. — Il existe des applications s : k — € (k) telles que
T 08(x) =x el s(x.y) = s (x).s (y) pour tous x ef y dans k.

Comme € (k) est plongé dans W (k) (3.2.4), toute section multiplicative
s: k — ¢ (k), a supposer qu’il en existe, peut étre considérée comme une
section multiplicative de la projection canonique W (k) k. Pour
obtenir une telle section, il suffira donc de modifier la section de
Teichmiiller ¢: x ~ [z] [qui est multiplicative (1.2)] par un homomor-
phisme o : k* — Ker { W (k)* — k* | de groupes multiplicatifs tel que
t(@).c (x)ec (k), V xek*.

(a) Nous utilisons cette idée et le lemme 8.1 pour montrer d’abord
Iexistence de sections multiplicatives pour la projection canonique G, (k)->k,
[Cnv1 (k) est identifié & un sous-anneau de W,., (k)]. On applique le
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lemme 8.1 & A = W,., (k) : on pose U, = Ker (W (k)* > W, (k)*)
pour r =1, 2, ..., et 'on est ramené & trouver un homomorphisme
[": k*[(kP"y* — U,|U,. tel que, f désignant le composé

can

K S % (kY D UL UL,

on ait f (x).f (x) € Cyy (k) pour tout x dans k.

Le groupe abélien k*/(k”")* est annulé par p”, il est donc somme directe de
groupes cycliques [3]. Plus précisément, soit { ¢;; j € J | une base de k*/(kr)*
comme espace vectoriel sur F,, et soit { x;; j€J } un relévement dans k*
des ¢;; alors k*/(k”")* est un Z|p" Z module libre ayant pour base la projec-
tion canonique {Z;;jeJ | de | x;; jeJ | dans k*|(kr™)*.

Comme U,/U,., est annulé par p», pour définir f: k* - U,/U,4, il
suffit de se donner les images f(z;) = f’' (z,) des x; de maniére a avoir
t(x;).f (x;) € Cyrry (k) pour tout je J. Soit x; = Yuem £4" B* la décompo-
sition de x; sur la base { B*; ae I" | de k sur k?"; il existe un élément y
de W, (k) tel que

t(@) =[2)] = Zuer [ B*] + V (@)

L’élément u; = Yaem[£2" B*] est un élément inversible de C,., (k),
donc f(x;) =u;. (14 V@).u;"), avec 14+ V(@) .u;'eU,/Upp. 1
suffit de poser f(r;) = (1 + V (y).u;7")~! pour avoir

t(z)).f (x)) = u; €Cnis (k).

On définit alors un homomorphisme o3, : k* — (Cniy (k))* en se donnant
ses valeurs sur (k”")* et sur {z,;jeJ | : on pose ok, (¥) =z pour
tout xekr" et o¥., (x;) = u; pour jeJ. L’application o,y : k— Cpyy (k),
définie par o, (x) = o}, (x) pour x€k* et o,,, (0) = 0, est une section
multiplicative de la projection canonique C,., (k) — k.

Pour tout reN¥*, soit U, le groupe multiplicatif formé des éléments
de ¢, (k) qui s’écrivent 1 + p"y, y € Cpyy (k); toute autre section multi-
plicative &, : k — Cpyy (k) s’obtient en « multipliant » 7,., par un homo-
morphisme v : k* — U, |U,., de groupes tel que v ((k”")¥) = 1 [autrement
dit, v est défini par la donnée d’une famille { v (x;); jeJ | quelconque
d’éléments de U, /U,.,].

(b) Fixons la base | z;; je€J |; on constate que, si ©: €,y (k) - &, (k)
est la projection canonique, 7o o, n’est pas égal & o,. Cependant,
pour loute section multiplicative s, : k — G, (k), il est possible de trouver
une section multiplicative s,y : k —> Cpiq (k) telle que oS,y =S, : en
effet, @ o o, est une section multiplicative de &, (k) — k, par conséquent,
il existe un homomorphisme u : k* — U, /U, tel que s, = (7 o 0p44).u.
On a u (z*") = 1 pour tout x dans (k”")*, et u est déterminé par les u (z;),

1

je€J. Pour tout jeJ, soit v (x;) un relévement de u (x;) dans U,/U,,,,,
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et v:k* - U,/U,,, 'homomorphisme égal a 1 sur (k?")* défini par
les v (z;), alors la section s,.4 = g, .0 est telle que o s,4, = S,

Pour obtenir une section multiplicative s de la projection canonique
€ (k) > k, on construit alors les s, de proche en proche a partir de
s, = Id (k) : k- ¢&; (k). 1l est clair, d’apres cette construction, que la
section s n’est pas unique [par exemple, pour s,:k— &, (k) on peut
prendre n’importe quelle section multiplicative de &, (k) — k!].

8.3. — Utilisant les résultats du chapitre 7, nous nous proposons
d’oblenir un théoréme analogue a celui de Teichmiiller-Witt ([1]; V, § 4, 2.1),
pour les anneauzx locaux complets de corps résiduel k dans le cas oix [k : k7]
est finie. 11 est possible d’étendre ces résultats au cas ou [k : k?] n’est pas
finie.

Soit A un anneau local d’idéal maximal m, de corps résiduel k; pour
tout be®, on choisit un relévement b de b dans A ; ’homomorphisme
de Z[®] dans A qui envoie b sur b pour tout be @, détermine sur A,
une structure de Z [d3]-algeébre telle que la projection canonique  : A — k
soit un homomorphisme de Z [63]-algébres.

On convient ici d’identifier @™, muni de la structure de foncteur
en anneaux décrite en 7.3, 4 J,, au moyen de I'isomorphisme .

D’aprés 7.2, 'application
P,(A): I (A)—>A

est un homomorphisme d’anneaux; a tout élément x = (z,, »; (r, @) € I (n)),
il associe

P.(A) (@) = SrmermP e B

(on convient de noter B* I'image canonique de B* par I’homomorphisme
Z[?] — A défini par b > b).

Soit Jpy (M) le noyau de Jnpy (@) 1 Fnpy (A) = Tny (K) 5 il est formé
des éléments x = (%, ; (r, ®)€ I (n)) de I, (A) dont toutes les compo-
santes sont dans nt.

Comme pem, la formule ci-dessus montre que l'image de J,,, (m)
par P, (A) est contenue dans m™*'. On a donc un carré commutatif

Tnr (A) —25 A

Inr1(@) | can
T g (k) =25 A fm+t
ol §, est induit par P, (A).

11 est clair que %, est un homomorphisme local; il induit sur les corps
résiduels I'isomorphisme k7~ % k qui 4 z associe x#". En composant %,
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avec I'isomorphisme canonique

Inia (k77) 5 Tnia (),

on obtient un homomorphisme

Tt Tney (k77) > Ajmr,
induisant I'identité sur le corps résiduel commun.

8.4. TaEorEME. — Soif A un anneau local complet de corps résiduel k
tel que [k : kr] soit fini, et w : A — k la projection canonique. Pour foute
famille & = {b; be®} d’éléments b de A tels que & (B) = b, il existe

~

un unique homomorphisme % : ¢ (k) > A d’anneaux tel que ¢ ([b]) =D
pour fout be®, et woT =m, : C (k) > k.

Avecles notations du paragraphe précédent, les ¢, : Jpiy (k7") > A/m"*+!
définissent un homomorphisme ¢ d’anneaux de € (k) dans A = lim 4 /m»+!
+.—
qui répond aux conditions du théoréme.

Unicité. — Soit ¢’ : € (k) >~ A un autre homomorphisme d’anneaux
tel que ¢’ (b) =T (b) = b, V be®, et @o ¢’ = m,; on montre que ¢’ = &
en vérifiant que les homomorphismes induits c,., et ,u de Cpy ()
dans A/m”*+! coincident pour tout neN. Procédons par récurrence
sur n : on a ¢, = ¢, = Id (k). Supposons que ¢, = T,, alors

Criy — Cna b Cnpy (k) — A-/TTI"'H
se factorise a travers I'idéal m»/m*+t de A/m™+'. Comme, de plus,

p.(m*/m*+) = 0, ¢, — Cns se factorise a travers k = €y (K)[p. Crs ().
Finalement, il existe une application

D: k—mrfm+!
telle que c,,,, — Cnys SOit le composé
Crst (K) 3 k5> mrfmr+t S> Afmrt,
Pour tous x et y dans k, soient X et Y dans €., (k) tels que 7, (X) = «,
etm (Y)=y;ona
D @.y) =iy (X).Criy (Y) — Crtet (X).Crrs (Y)
= Cpyy (X).D(Y) + €51 (Y).D (X).

Comme c;,,, (X).D (Y) = z.D (Y) (pour la structure naturelle d’espace
vectoriel sur k de m*/m"+*), on a D (x.y) = x D (y) + y D (z). Alors D est
une dérivation de k dans le k-espace vectoriel m»/m”+1,

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — rasc. 3 19
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Une telle dérivation est déterminée par ses valeurs D (b) (b€ ®) sur
la p-base @ de k ([2]; chap. 0, § 21, 2.3). Comme c,,, ([5]) = Ens ([b]) = b,
on a D (b) = 0 pour tout be®, donc D = 0.

C. Q. F. D.

8.5. CoroLLAIRE. — Avec les hypothéses du théoréme, il existe des appli-
cations o:k—> A telles que woo(x) =z el o(x.y) = 0o (x).c (y) pour
tous x et y dans k.

I1 suffit de prendre €o s, ot s: k — € (k) est une section multiplicative
de 7, (cf. 8.2). Mais, sil’on compare la construction de s avec la construc-
tion de €, on constate qu’il y a, en général, « beaucoup plus » de sections
multiplicatives que d’homomorphismes d’anneaux de ¢ (k) dans A
induisant I'identité sur le corps résiduel commun : en effet, la donnée
d’'un relevement d’'une p-base % de k dans A ne détermine pas une
section multiplicative unique.

9. Etude des @ foncteurs de Witt lorsque card () n'est pas fini

Dans tout ce qui suit, 3 désigne un ensemble infini, et Z [d3] I'algebre
symétrique de ’ensemble @, a coefficients entiers. On considére I’ensemble
{ By; we€Q | des parties finies 3, de 3; Z[03] est la limite inductive de
ses sous-algebres Z [$3,,], » € Q.

Les notations sont celles de 1.4. Pour tout wef, on appelle
I% T’ensemble sous-jacent au groupe P, (Z/p" Z).

Comme en 1.4, on appelle I (resp. I%) I'ensemble des éléments du
groupe @z Z (resp. Pz, Z) dont toutes les composantes sont inférieures
a p» Pour tout @, contenant @&,, on a les inclusions naturelles

rcly cIry de plus 1" =V e 1.

9.1. Propriétés des 03,~groupes de Witt.

9.1.1. — Pour tout weQ et pour tout neN, nous notons J2,, (au
lieu de 98y,) le @,-schéma de Witt de hauteur n + 1 (cf. chap. 2). On
remarque que, si B, D B, IL,, P Z[B,] est un sous-schéma en anneaux
de 59, : pour toute Z[®,]-algébre R, J2., (R) est le sous-anneau de

J9, (R) engendré par W, (R) et les [1 Q B»"*], a €.

Le foncteur %, n’est pas un schéma affine (du moins pour n > 1),
mais les inclusions naturelles déterminent un isomorphisme de Z [®]-fonc-
teurs :

lim 95’4 1,2(01-% I8,
—>
Q
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Pour tous n, n’ e N et w, »’ € Q tels que n’ > n et B, > B, on convient
de noter
LR e,
et
—n

’ n ’
T::)',m . Jn,Z[{Bm'] - J;?/

les monomorphismes canoniques de Z [3,,]-groupes.

Enfin, on note ¥ (resp. ¥,) I'’endomorphisme de J¢_, (resp. J¢.,)
défini en 2.7. Il est évident que, pour tout we®, ¥ induit Ve, zim
et que les ¥, « commutent » avec les translations t%.3. Pour toute
extension A de Z [&3], on écrira encore ¥, au lieu de V,, 4.

Soit I » le complémentaire de I% dans I, ; les inclusions I — I3
pour m =0, 1, ..., n déterminent une inclusion de I,, (n) dans I, (n);
on désigne par I, . (n) le complémentaire de I, (n) dans I, (n).
Rappelons enfin qu’un élément de I, (n) est repéré par un couple (m, ),
oum=0,1,...,netaec I ™.

Pour la démonstration du théoréeme de structure, nous aurons besoin
de raffiner le résultat de la proposition 2.10 que I’on remplacera par la
suivante :

9.1.2. ProrosITION. — On pose A, = Z[®B,, By']. Pour fout neN
el w € R tel que B, C B, on a une suite exacte de A -groupes

wrHw
Toryw uz” o’

0> I,y —> 32’:.-1,Am: > D1y 0w Iner, dyrs
ot UY'® est le morphisme dont la composante de rang (n—r, o) est
Vo [1 Q@ B—+7¢), pour tout (n —r, a) € L, (N).

Pour toute A, -algébre R, le noyau de ¥ est formé des
X = Sim.pretn Ve ([Zn,s @ B "8])

pour lesquels x,,,3 = 0 pour tout (m, ) tel que m=n—ret 3(r) =0
[on rappelle que, si B =3, +pB +...+p " Bpmet sir<=n—m,
onafB(r) =B+ pBat...+ p—' 3] Alors, le noyau de Vg, o [1 ® B~77"-%]
(avec € I, ) est formé des X pour lesquels x,,3 = 0 pour tout (m, 3)
tel que m=Zn—r et 3(r) = «. Par conséquent, le noyau de UAY"®
est formé des X pour lesquels

Tm, B = 0, V (m9 B)EIO)',O) (Il).

Il est clair que ce noyau est confondu avec J%,, (R), qui est formé des
éléments X de J¢;, (R) s’écrivant

X =2, perm Vb (Tn,p @ B F)),
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9.1.3. CoroLLAIRE. — Pour fous n, neN et », o' € tels que m> n
et By D By, on a une suite exacte de A, -groupes

m-n W/ 0
unl' w’

0~ In gy —> T —> @, T a,

w!,w

ou, ulilisant Uinclusion naturelle 1., (n —1)c I, (n) (2.8.1), on appelle
Jo', 0 (n) le sous-ensemble It U Iy, , (n — 1) de I, (n), et ot UL,L est le
morphisme dont la composante de rang (n —r, @) est V§. o [1 @ B—F—™+-2]
pour tout (n—r, a)€Jy,, ().

I1 suffit d’utiliser la suite exacte

w!

P U
0> > 99 5Pm, I
donnée par la proposition 2.10, et la proposition ci-dessus au cran n —1.

9.2. Exlensions de ®3-groupes de Witt sur un corps k de p-base 3. —
Nous nous proposons d’étudier les propriétés des k-groupes J% ;, n€ N*,
w €L, k étant muni de sa structure naturelle de Z [3,,]-algébre pour tout

we.
Rappelons la définition de J%,, : c¢’est 'image du morphisme

st @1,,, n+1,4 > 1, | 4 Was,

(avec A = Z[3,] et A" = Z[@,"]) dont la composante g., de rang «,
est pour tout aelj, le morphisme qui, pour toute Z[@3,]-algébre R
et tout w = (%o, T4, . . ., 2,) € W (R), associed w’élément (z,® 1,2, ®1, ...,
z, ® 1).[1 ® B»~"-*]. Lorsqu’on étend les scalaires & k, on remarque
que, pour toute k-algébre R,

(IIA 14 Wn+1 A )k (R) Wn+1 (R ®Z[03m] Z [a’?p—n]) = n+1 (R ®k Kn),
ou K, =k (®#5™"); par conséquent J7, ; est I'image du morphisme

s Bz Worr, e => Dk Wain,x, = Wyt Wooir, o )i

gn+1 k-

9.2.1. ProrosiTioN. — Pour fout ne N*, 3 , est le plus grand sous-
groupe de V2., , annulé par B~

Compte tenu de la remarque de 1.3, il suffit de montrer que
J%9 , = Ker Vr, ou ¥~ : I0i x> I, (U524, )% est le morphisme de
foncteurs en groupes, image de B" : (J%,, ;)P — I%,, , par la bijection
canonique £ (92, 4 9., 1)-

On reprend le raisonnement de 4.1, en remplagant &, ; (resp. Jpiq,s;
II» Wasa) par J5 ;. (vesp. I%., 13 Ik x Wt k). Nous nous contentons
de donner les points essentiels de la démonstration: 8" est nul sur (&2 ;)"
donc se factorise & travers (J%, i/J% )" @, Gar; on obtient
ainsi un morphisme B : @,» Gar — IL,, , et 'on montre que B =12 o u,
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ou u : @,z Gar - Ga; est le morphisme dont la composante de rang o
est Phomothétie B*, pour tout « € I5.

Il en résulte que V = (Il ta) o liopy, ol py est la projection
canonique de J%,, ; sur @, Gar et & : B, Gar— [[» Gar > Br Gax
le monomorphisme canonique déterminé par Iinclusion I cI”. Donc
Ker V = Ker pe.

C. Q. F. D.

9.2.2. — Nous conservons la notation K, = k(&% "), pour tout n,
de sorte que 'on a un isomorphisme de K2~ sur

k (55{:)_"> R kr— = K, Qi kr—1.

LeMME. — Pour loufe suite exacte

e: 0>Wyk,_,—~E—>H-—>0

de K, ,-groupes dans laquelle H est un sous-groupe de Gay,_,, il existe
By €, avec BB, DBy, et un morphisme ¢, €Gry, (HQ K,, Gag;)
ou K, = k(®%,"), tels que la suite ex,=e @ «,_, K, soit l'image réciproque
de e, k!, par Qu.

n—1

Rappelons que e, 4, est la suite

T fa"
O — Wﬂ,K,'. — Wn.,,_j’[(,’l —> GaK{l —> 0.
Il s’agit de raffiner, par ce lemme, le résultat de la proposition 4.3.

Supposons H = Gay, , : d’aprés 4.3, il existe un morphisme
qJEGrKg:: (GaKs:, GaK'[:) tel que e Q«,_, K2, soit 'image réciproque
parede e 3 Ce morphisme est représenté par un élément ® = XY, a, F"
de K57 [F](a;e K52y, Vi); comme K/~ 5 K, ®:k”', on a, pour
chacun des a;, une écriture a; = 24¢e5a;,, Q B7"%, ou les a;, sont
des éléments presque tous nuls de K,. Il existe donc un @B, €L tel que
a€K" = K, Qi k (#%.") pour tout i =0,1,...,N; alors ®eK" [F],
autrement dit, il existe ¢’ € Gry. (Gax., Gax.) tel que ¢ = ¢’ R, K2~;. On
peut supposer @3, C 3, de sorte que K” est contenu dans K|, = k (&34.");
alors le morphisme ¢, = ¢’ Q. K, posséde la propriété voulue.

Si H est un sous-groupe propre de Gag, , on procéde comme en
4.3. Soit i : H— Gag, , le monomorphisme définissant H; il existe
e€Ext' (W, «,_,, Gag,_,) tel que e = ¢ i; il existe o’ et

¥, e GrK,’. (Ga,,-;l, GaK;_)

telsque s g, , K, =e, «;,. Wy, etl’on pose ¢, = W0 (i Qi,_, K,).
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9.2.3. ProposiTION. — Soient H un sous-groupe de Ga; et

e: 092, ~E~>H—->0

une suite exacte de k-groupes; alors il existe un @, € Q, tel que By > By,
et un morphisme W : E — J%,, , induisant Uidentité sur J% ,

I1 suffit de reprendre le raisonnement fait en 4.4, mutatis mutandis :
on remplace kT par K —1 = k (6‘,’5;—")’ Hn—l ? par HKn—l[k ?a kr—" par
K, = k (3% ") (ou o’ est donné par le lemme ci-dessus) et I], ? par [T« z ?-

9.2.4. CorOLLAIRE. — Avec les notations de la proposition précédente,
st E est annulé par B, alors W se factorise a travers J%’,

9.2.5. COROLLAIRE. — Soient 0 > G-> G' =% Ga; une suite exacte
de k-groupes, et f : G— J%; un morphisme; il existe @, € tel que
@By DBy, est un morphisme g : G' — Iy, ; lels que 7,0 f = g 1.

Soit H I'image de u; d’aprés la proposition 10.3, il existe w’ avec
By DB, tel que (16, 0)y : Exty (H, 9% ) — Ext} (H, J%';) soit nul
Le corollaire résulte alors de la commutativité du diagramme

Gri (G, 925 1) —> Gy (G, 95, 1) —> Bxtt (H, 520, )

rf,/ ,mT T(’m’ ,m)*

Gr. (G, 9% ,) —— Ext' (H, 529 ;)
et de I'exactitude de sa premiére ligne.

9.2.6. ProrositioNn. — Pour lout k-groupe algébrique unipolent G,
il existe w, '€ Q (tels que G, D> RB,,), des entiers n, r, s, et une suile exacle

0> G— (I3 = (T2
La démonstration se fait comme en 4.7; on remplace la référence
4 4.6 (resp. 4.1) par la référence 4 9.2.5 (resp. 9.2.1).
9.3. Compléments a I’étude de I'anneau de Cohen d’un corps k de p-base 3.

9.3.1. — Remarquons que les résultats du chapitre 8 s’étendent au
cas ou card ¢ n’est pas fini. En effet les morphismes

PY: J9 —n Ga —n
" r Hz[asf, lzig,  zlat "]

déterminent aprés extension des scalaires un morphisme de foncteurs
en anneaux

Ps. J& =lim J:z[@]—>HnGa [ P_"];
—Q—> Zl#

on remplace P, par P$ dans 8.3, et I'on retrouve le théoréme 8.4.
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En vue de l'utilisation de I’anneau de Cohen dans la démonstration
du théoréme de structure (chap. 10), nous donnons ici quelques complé-
ments aux chapitres 3 et 5.

9.3.2. —Par analogie avec 3.6, on définit, pour fout m € N, un projecteur
Stm de € (k) d’'image € (k»™) : €™ (k) est un € (k?")-module libre de
base { B*; ae€I™}; la projection p, de em (k) sur le premier facteur
(correspondant 4 « = 0) se prolonge en un homomorphisme p, :
ém (k) 3 e (k) - ¢ (k*™) de e¢(k»™) modules [puisque €(k”™) est complet].
On a P, o J, = Id (€ (k*™)) ou J™ : € (k?™) — € (k) est I'injection cano-
nique; et I'on appelle S le projecteur J,, o p, de € (k).

9.3.3. — Pour tout neN, l'anneau C,., (k) est la limite inductive
de ses sous-anneaux C%,, (k) = J%,, (k*"), w € Q. Si w €L, le projecteur
de Cnyq (k) déterminé par S» (nous le notons encore S") induit le
projecteur S$* de €%, (k) sur €2, (k*™) associé & la décomposition

eg’)ﬂ (k)—_> @ae]”’ @;’_H kp'n).[Ba].

On définit I’endomorphisme F (resp. F,) de ¢ (k) [resp. 2., (k)]
comme en 3.7; F, est induit par #. On démontre alors, comme en 3.9,
que les endomorphismes Fn, ¥, et les homothéties de c2,, (k) sont liés
par les cinq relations obtenues en remplacant dans 3.9.1 4 3.9.5,
F,%, I", ¢ (k) respectivement par &, ¥, I, et ¢2,, (k),avecr = 0,1,..., nn;
naturellement Vg™ =01,

9.3.4. — De facon générale, on définit comme en 5.4 I’endo-
morphisme ¥ du foncteur en anneaux J@,, k, il induit lendomorphlsme
Fyp de J%,, , pour tout v €Q. De méme, C,., (k) opére sur J@,, , : si
X €Cpyi(k), ’'endomorphisme R? (X) défini par X est I’homothétie de
rapport X®™, image de X par l'isomorphisme canonique

’l+1 (k) - Jgﬁ_ﬂ (kpn) _>Jn+1 (k);

on en déduit une opération de €2,, (k) sur J%,, ; pour tout we L.

Il en résulte, comme en 5.5, un homomorphisme R? de l’anneau
a®,, engendré par €%, , (k) et les deux variables # et ? liés par les relations
(i) & (iv) de 5.1, dans I'anneau des endomorphismes de I3, ;.

Pour tout UeA@?,, d’image canonique U dans @2, on a
Ry (U) 0Ty = T o RY (—U) (Cf 5.6).
Pour &, C @, A%,, est un sous-anneau de A%,,, et J%9,, A est naturelle-

ment plongé dans I3, ;; alors, pour tout Uea?®,,, &%, (U) induit
I’endomorphisme &%, (U) de I3, &.
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Remarquons enfin que, dans 'anneau Grx (32, 4, 9%,, ), la relation
Rer (Zaem) [BY] F V7 [B-*]) = R, (P7)

est vraie pour tout r = 1,2, ..., n (utiliser 9.3.3 et 5.5).

10. Le théoréme de structure : cas ol card @ n’est pas fini

Les notations sont celles des deux chapitres précédents. Nous nous
proposons d’énoncer un théoréme de structure analogue a celui du
chapitre 6. Pour cela nous introduisons un anneau D& formé encore
a partir de € (k) et de deux variables ¥ et ¥; les relations (i) & (iv)
conservent un sens dans le cas ou card @ n’est pas fini, il faut donner
un sens a (v). La construction est, en gros, la suivante : au moyen
d’idéaux convenablement choisis, on met sur I’anneau ¢ (k) [, ¥’], muni
des relations (i) a (iv), une topologie telle que, en passant au complété
la somme infinie S, = Yaes [B*].F2V" [B~*] ait un sens pour tout n;
et 'on pose p» = G~

10.1. Définition de Uanneau D®. — Soit D% I’anneau engendré
par G, (k) et les deux variables F et % liées par les relations

@ FX = FX7F,

(ii) XV =V FX,

(iii) VF =P,

@iv) Vr. X.Fr = 9. 8" (X).F7,

Mo P = Zeen; [B*] 57 V" [B~¥],

(Vi)u)’,m 6:;1',0) = Eaelur»/,m [Ba] Fr o [Bha] = 0’

(vii)y ¥ =0,

pour tous Xeer(k), r=1,2,...,n—1 et B, >AB,. [Comme en 5.1,
on a posé FX =7 (X), ou F est 'endomorphisme de C, (k) défini
en 9.3.3; S a été défini en 9.3.2; rappelons que I5,, ., désigne le complé-
mentaire de I, dans I.]

Si B, >®B,, 'anneau D? est le quotient de D% par I'idéal bilatere
engendré par les G5, pour tout o’ tel que @B, C @, C®B, et tout
r=1,2,...,n—1. Les D? forment un systéme projectif filtrant
d’anneaux, et I’on pose

D@ =lim D}.
“a

On identifie D¢ a 'anneau k[F] déja utilisé en envoyant # sur F;
pour tout n, k[F] est isomorphe au quotient de D$ par I'idéal bilatere
engendré par ?.
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On définit un homomorphisme surjectif P, : D?,, -~ D? en envoyant
Cri1 (K) sur €, (k) par la projection canonique, ¥ et ¥ respectivement
sur & et ¥. Les P,, déterminent un homomorphisme surjectif

P: Dg., 6 —Da,

On pose
D& =lim Dg.
é_

10.2. Pour tout k-groupe unipotent G, on pose
M (G) =1lim Gr; (G, J% ).
PX

On se propose de définir sur M (G) une structure de D®-module a gauche.
Soient Ue D@, f: G-— J% ; un élément de M (G), et Uy la projection
canonique de U sur D? ;

si U? = &, on pose
U.f=50°feGr (G, J7.);
si U? =%, on pose
U.f=%,0ofe€Gri (G, I3 1);
si U €€, (k), alors il existe un élément @3, de £ tel que &, > &,
et U?ec? (k), et 'on pose
U.f =(UD)P ™oy, o feGr (G, J‘,‘,”',{)

[ou (U?)?™" est ’homothétie définie en 9.3.4].

On vérifie que, pour tous ®B,D>®B, 2B, m>n, UeD& et
feGri (G, J2 1), le diagramme ci-dessous est commutatif chaque fois
que la projection U%' de U sur DY est égale 4 & ou %, ou bien est un
élément de C%' (k).

m—n
Tl 0w

W v Torwn ,
G—— 0 20 g, 2 g,
fl s
o ) m—n
Tw/ o (Uy‘i’)( oy W7
w M [0 (O) (0%
) k Ik Ik Ik

Cela résulte de 9.3.4.

Si U? s’exprime comme un polyndme en & et ¥, on définit U.f par
composition. Il reste & montrer que, lorsque U? parcourt D?, les rela-
tions définissant Dy sont vérifiées par les UP.f(f € Gri (G, I% ).
La relation (vii) est évidente; si I’'on prend X dans ¢%' (k) avec B, D B,,,
les relations (i) a (iv) sont vérifiées car elles sont vraies dans I’anneau
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des endomorphismes de J%; (cf. 9.3); les relations (v), sont vraies
dans I'anneau des endomorphismes de 4% ;, donc

(Bues; [B*] F7 V" [B-2)).f = p".f.

Enfin, pour montrer que &%, o.f=0 pour tous B, >®B, et r=1,
2,...,n—1, on écrit

600 f = ZaelL/ [B*] o Fiy 0 Vi 0 [B=*] 0 T4y, © f
—Yaen[B¥ e Fh 0oV o[B~*]o1h wof.
Le premier terme s’écrit p”o 78, o o f puisque
Sacr, B %5 05 [B] = pr

dans l’anneau des endomorphismes de J%;; le deuxiéme s’écrit
T, 0 © Yaer; [B*] o F& o V5 o [B~*] o f, puisque les [B*] sont dans € (k),
il vaut donc 7%, 0w o pTo f; d’out &4 ,,.f = 0.

On a ainsi défini une structure de D#-module a gauche sur M (G);
elle dépend fonctoriellement de G.

Soit L% I'idéal a gauche de D@ engendré par les éléments ¥ [B—%],
(n —r, &) parcourant le sous-ensemble J,, (n) = I"U I} (n— 1) de I (n)
[ou I% (n—1) est le complémentaire de I, (n —1) dans I (n—1)];
alors, d’aprés 9.1.3, pour tout k-groupe G, le D&-module & gauche M (G)
posséde la propriété suivante : pour tout meM (G), il existe un
couple (n, ») tel que LY.m = 0. Nous dirons encore que M (G) est un
module effacable.

10.3. Etude du module M (9% ;). — Remarquons d’abord que, compte
tenu de 9.2.1,
M (J;?, k) = lim Grk ( :;), ks J(;:: k)s
—>
et que, d’aprés 9.1.3, M (J% ;) est annulé par L3.
Soit MY le quotient de D$ par l'idéal a gauche L?; on appelle I,

I'image de 1 par la projection canonique, et N% le noyau de la projection
canonique M%,_, — M¥. On définit un homomorphisme

Pn: MY M)
en posant ¢, (I) = Id (J% 2)-

ProposITION. — Soit (¥™), meN, l'idéal bilatére de DY engendré
par v™; pour fout n€ N,
(@) N3 = (¥) M3, ;
(b) N? est engendré par la famille { V" [B*].l,.y; €I’} e lon a
(¥).N? =0;
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(¢c) pour la structure naturelle de k[F]-module a gauche, N est libre
et a pour base { V" [B¥].lys; a€ 1B };
) ¢ner: MY — M (5% ;) est un isomorphisme.
La proposition est triviale pour n =0 [pour (a) poser MY = 0)];
supposons-la vraie pour tout m < n, et montrons-la pour n.
On utilise la suite exacte

0> I > Ik —> Ga;® —~ 0,

et I'on obtient un diagramme commutatif et exact

0--lim Gry (Gfk L 99, ) > lmGr (99, IR, ) > Hm GG (97 6 T3 )

(O w’ ®’ I’E t
i S ntt lim G'rk (J(;z), ks J(nu-;%, k)
| o %Ta
0— N® M3, Mz 0

dans lequel ¥ =lim 7, ? est une bijection d’aprés 9.1.3. Alors ¢,
—>

est un isomorphisme si et seulement si i est une bijection.
Comme en 5.6, on voit que lin; Gr; (Gals, J2., x) est isomorphe a

w
Gr; (Gal®, GaQ%@m k[F] pss ou p, est la projection canonique sur
le facteur de rang «; de plus, i (¥*[B*].l,+1) = pa. Il s’ensuit que i
est une bijection si et seulement si la famille { X" [B¥].lyy; a€1f |
engendre Ng.

Par conséquent, avec I’hypothése de récurrence, il suffit de démon-
trer les propriétés (a) et (b) pour n; (c) et (d) résultent alors de (b).
La démonstration se fait comme en 5.3 (a); il suffit de remarquer que tout
élément de M® admet une écriture analogue a celle de 5.2.

En effet, soit ¢: k— (k) une section de la projection canonique;
on pose G, =m,oc:k—>¢C,(k); on montre, comme en 5.2, que
tout élément de D, a une écriture (non nécessairement unique !) de la

forme
ErEN,s<n,a €l On (xr: $5 a) gr ‘vS [Ba]’

ou les z, ,, 4 sont des éléments de k tous nuls pour r assez grand [il suffit
d’utiliser I’isomorphisme €&, (k) > €, (k*")[B], qui découle de 3.4,
et les relations Y,¢e[B*] ™ ¥ [B—%] = p™, qui sont vraies dans D,].
En passant au quotient par L%, on voit que tout élément U de M$
a une écriture de la forme

U =Er€N,S<"»“€IJ, %n (xr. S5 a) Frys [B“] n,y

ou les x,,, sont presque tous nuls; on démontre alors (a) et (b) en
utilisant les méthodes de 5.3 (a).
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COROLLAIRE. — Le D®-module M? est noethérien.

10.4. TaEoREME. — Le foncteur M est une antiéquivalence de la caté-
gorie Gry sur la catégorie des D®-modules effagables.
La démonstration est la méme qu’en 6.3, mutatis mutandis.

10.5. COROLLAIRE. — Si G€ Gry, G est algébrique (resp. fini) si et
seulement si M (G) est de type fini (resp. de longueur finie).
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