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LA STRUCTURE DE POISSON SUR L'ALGEBRE SYMETRIQUE
D'UNE ALGEBRE DE LIE NILPOTENTE

PAR

Micatre VERGNE

Rfsumi. — Cet article traite du probléme suivant : Soient g une algébre de Lie
nilpotente, et G le groupe de Lie simplement connexe d’algébre de Lie g; les orbites
de G dans ¢* sont munies canoniquement d’une structure de variété symplectique.
11 existe donc sur chaque orbite © des coordonnées locales p9, p9, . . ., p9,,99,99, - . ., 4%,
telles que la 2-forme symplectique canonique sur © soit égale 4 X; dpi“’ A dq‘?, 1ZiZm.
L’algébre des fonctions différentiables sur ’orbite © est munie d’une structure de Lie
par le crochet de Poisson, et on a les relations [p?, q(/‘?] = 8{ . Peut-on recoller les
fonctions p?, q‘l? en des fonctions définies sur un ouvert de g ? Ceci est possible dans
le cas d’une algébre de Lie nilpotente, et on peut démontrer qu’il existe 2 m fone-
tions p;, Py - -5 Pos 915 Qo5 - - -» 4., Tationnelles qui engendrent le corps des fractions
rationnelles ® (g) sur le corps des fractions rationnelles G-invariantes et dont les restric-
tions pg, ¢? a chaque orbite o vérifient les relations de commutation (¢, q‘"}] =8/,
On déduit de ces considérations géométriques la structure de corps @, , du corps des
fractions @ (g) de l’algébre enveloppante de g qui avait été étudiée par GEL’FAND
et KiriLLov.
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Index des notations

désignera une algébre de Lie de dimension finie
sur un corps commutatif;

son algébre enveloppante;

le corps des fractions de U (g);

le centre de U (g);

le centre de @ (g);

Palgébre symétrique de g;

le sous-espace des éléments de degré n de S (g);
le corps des quotients de §(g);

I’anneau des invariants de $(g), i.e. I’ensemble

des éléments annulés par toutes les dérivations
de S (g) prolongeant les dérivations ad X de g;
I’anneau des invariants de R (g), i. e. I'’ensemble des
éléments annulés par toutes les dérivations de R (g)
prolongeant les dérivations ad X de g;

un élément de g*;

la forme bilinéaire alternée sur g, définie par
B, (X, Y) =f(X, Y]);

le noyau de la forme By, i. e. 'ensemble des X tels
que f([X, Y]) = 0 pour tout yeg;

une suite croissante d’idéaux de g avec dim g; = i
pour tout i avec n = dimension de g;

la sous-algébre Y, g:(f)) de g;

la sous-algébre associative de S (g) engendrée par la
réunion des I(g) pour 0 =i n;

la sous-algébre associative de Il (g) engendrée par la
réunion des Z(g;) pour 0 =i n;
I'épimorphisme canonique de I’espace vectoriel S (g)
sur ‘U (g) appelé symétrisation ([6]);

désignera le sous-espace vectoriel de $(g) formeé
des polyndmes P de la forme Y7, P; X;, ou les P;
appartiennent a S°(g; S) et les X; appartiennent
ag.

désigne le sous-espace vectoriel de 4l (g) formé
des éléments Q de la forme Q = B, 4+ ¥7', B, X,
ou les éléments B, et B; appartiennent & U° (g; S) et
les X; appartiennent a g;
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B désigne I'application [pour son existence, voir (3.11)]
de St (g; S) dans U (g) qui 4 un élément

P=A,+3, A X
fait correspondre I'élément

B(P)=1r(A) + XL, A (A) X,

Introduction

Soit g une algébre de Lie sur un corps k de caractéristique zéro. Si g
est une algébre de Lie algébrique de dimension n sur k, une conjecture
de I. M. GELFaND et A. A. KiriLLov dans [9] est que le corps des fractions
@(g) de I’algébre enveloppante AU (g) de g est un corps @,,, - ¢’est-a-dire un
corps non commutatif, tel que son centre soit de degré de transcendancer
sur k et engendré sur son centre par 2m éléments pi, Psy «ver Prus Qis Qo -5 Gims
vérifiant les relations [p;, ¢;] = /. Cette conjecture est démontrée, dans [9],
si g est une algébre de Lie nilpotente, ou si g est I’algébre s £ (n, k) ou
g £ (n, k). D’autre part, un article des mémes auteurs[10] étudie la struc-
ture de @ (g) si g est une algébre de Lie semi-simple quelconque, et
aboutit 4 une conclusion trés proche de cette conjecture.

La philosophie d’une telle structure du corps @ (g) dans le cas nilpo-
tent s’explique en grande partie par la théorie des représentations.
Supposons k = R, alors on sait que les représentations génériques du
groupe G s’effectuent dans un espace L*(R™), ou m = (1/2) (n—r)
et les opérateurs infinitésimaux de l’algébre de Lie fournissent 1’algébre
de tous les opérateurs différentiels a coefficients polynomiaux sur R™,
algébre engendrée par les opérateurs P; = x; et Q; = d/dzx;.

L’analogue algébrique de ce résultat dit que si I est un idéal primitif
« générique » de U (g), alors ’algébre quotient U (g)/I est une algébre
de Weyl A, [7].

Donc pour tout idéal primitif « générique » I de U (g), il existera des
éléments p/ et ¢/ dans U (g)/I vérifiant les relations [p], ¢/] = 8.

GeL’FAND et KiriLLov ([9], lemme 9) démontrent qu’on peut remonter
globalement ces éléments dans @ (g); plus précisément, qu’il existe
un élément non nul ¢ de Z (g), centre de U (g), et 2 m éléments p;, q;,
de U (g) vérifiant les relations [p;, ¢;] = 0/ c.

On sait, d’autre part, que la théorie des représentations d’un groupe
de Lie G est fortement liée & I'étude des orbites de G dans l’espace
vectoriel dual g* de son algébre de Lie g (voir [11], [2] et [13]).

On peut formuler un analogue géométrique de la conjecture de Gel’fand-
Kirillov : soient g une algébre algébrique réelle, et G le groupe simple-
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ment connexe d’algébre de Lie g, les orbites de G dans g* sont munies
canoniquement d'une structure de variété symplectique ([11], ou [4],
chap. II).

La dimension maximale d’une orbite © est 2 m. Soit w, la 2-forme
canonique sur O, alors, d’aprés la théorie générale des variétés symplec-
tiques, il existe des coordonnées locales p¢, ..., p%, 99, - - -, ¢3,, de telle
sorte que w, soit localement égale a ¥, dp® A dg¢. Ceci revient a dire
que le crochet de Poisson des fonctions p¢ et q¢ vérifient les relations
[pe: 49] = 9/

Peut-on trouver un ouvert de Zariski V de g*, et 2m fonction ration-
nelles py, Pay - .5 Pms Q15 Q25 - - -5 Qm, définies sur V, telles que si O est
une orbite rencontrant V, la forme o, sur ©n 'V soit égale a la restric-
tion 4 onV de 372, dP; A dQ.

Ce probléme est aussi en étroit rapport avec la détermination de la
mesure de Plancherel du groupe G (voir en particulier [12], si G est nil-
potent).

Nous montrerons dans cet article que si g est une algébre de Lie nil-
potente, on peut en effet « recoller » les coordonnées locales p¢. Préci-
sément, il existe 2 m fonctions polyndmiales (p1s P2y -+ s Prs Q15 Q25 + « 5 m)s
un polynéme ¢ G-invariant non nul, un ouvert de Zariski U non vide,
G-invariant, sur lequel ¢ ne s’annule pas, tels que si © est une orbite
contenue dans U, les restrictions pp et ¢9 de p; et ¢; & © réalisent
un isomorphisme algébrique de © sur R*™ et telles que w, soit égale
a 1fe (0) X2, dpp A dgg.

Formulons de maniére légerement différente ce résultat :

L’algébre co des fonctions différentiables sur © est munie (grace a
la forme w,) d’'un crochet de Poisson. Ceci permet de définir un crochet
de Poisson sur S (g), algébre des polyndmes sur g*.

Si a et b appartiennent & S(g), la fonction [a, b] est la fonction sur g*

telle que
[a, b]® = [a9, b©], pour toute ©

(On démontrera que [a, b] est encore un polynéme.)

Alors la structure de I'algébre S (g), ou plut6t de son corps des fractions
R (g), muni de ce crochet de Poisson, est tout a fait analogue a la structure
du corps des fractions @ (g) de I’algébre enveloppante U (g) [1].

L’algébre de Poisson R (g) est engendrée sur son centre J(g), corps
des fonctions rationnelles G-invariantes sur g*, par les 2m éléments
P1s P2s + - +s Pms Q15 Q25 - - -5 qms €t ils vérifient les relations [p;, ¢;] = ¢/ c.

La démonstration de ce fait est calquée sur la démonstration de
GEL’FAND et KiriLLov pour le corps enveloppant.
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Cependant, il n’est pas clair a priori que notre « conjecture géométrique »
sur la structure de I'algébre de Poisson S (g) est entrainée, ou entraine,
la structure du corps enveloppant @ (g).

Il est clair que ces conjectures sont reliées I'une 4 I'autre : en effet
soit (1, (g)) la filtration canonique de U (g). Alors si aeU,(g) et
bea, (g), on a [a, b] = ab — ba€U,,,—, (g). Ceci permet de munir

$(g9) = X Un (8)/WUn— (8)

d’une structure d’algébre de Lie qui n’est autre que la structure du crochet
de Poisson [en fait, dans cet article, on définira le crochet sur S (g) de
cette facon, puis on prouvera l'identité [a®, b°] = [a, b]9]

On peut ainsi dire que la structure de crochet de Poisson sur & (g)
est « la premiére approximation » du crochet sur a (g).

Mais les structures de corps ®,,, de @ (g) n’étant en aucune fagon
compatible avec la filtration, on ne peut déduire de la structure de @ (g)
la structure de I’algébre de Poisson R (g).

— Nous montrerons dans cet article, et ceci en sera I'un des points
essentiels, que, dans le cas nilpotent, la conjecture géométrique entraine
la conjecture algébrique.

Ceci nécessite la construction d’un isomorphisme (3 d’algébres de Lie
entre une sous-algébre S!(g) de Poisson de $(g), engendrant S(g) en
tant qu’algébre associative, et une sous-algébre de Lie ALt (g) de U (g)
engendrant U (g) en tant qu’algeébre associative. [On sait bien qu’un
isomorphisme d’algébre de Lie entre tout S (g) et U (g) n’existe pas en
général.] On s’inspirera de la théorie des représentations du groupe G :

Rappelons la méthode de KiriLrov permettant d’associer & toute
orbite © de G dans g* une représentation unitaire irréductible du
groupe G [11]:

Soient © une orbite de G dans g*, et f un point de O. Soit G (f) le
stabilisateur de f dans G, d’algébre de Lie :

g (f) ={zeg; f([z, y]) = 0 pour tout yeg|.

On a dim g — dim g (f) =2k = dimO. 1l existe une sous-algebre I
de g telle que

f{H ) =0 et dim ) — dim g (f) = 1/2 dim oO.

Alors la représentation unitaire p (f, ) du groupe G, induite par le
caractére y, du groupe analytique H = exp b de différentielle if sur b,
est irréductible, et définit une classe de représentations unitaires irréduc-
tibles p (0) de G.

On désire construire ), variant rationnellement en fonction de f, sur
un ouvert de g*.

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 3 20
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Soit § =(g:)o<i<» une suite de Jordan-Holder du g-module g. Soient
feg*, et f; la restriction de f & g;. Alors on peut choisir, comme sous-
algébre b vérifiant les propriétés voulues,

p(fis) =Xt a:(f)  ((17], ou [4] chap. 4).

Soit I(g) 'anneau des polyndémes G-invariants sur g*, et soit z un
¢lément de I (g); alors la différentielle d; z, de la fonction z au point f,
définit un élément de g qui appartient a g (f), et il existe un ouvert de
Zariski U, de g* tel que si f e U,, g(f) soit égale au sous-espace vectoriel
constitué des éléments d a pour a€ I (g) [8].

Donc, si on introduit la sous-algébre 5° (g, s) de S (g) engendrée par
la réunion des I (g;) pour i <Zi < n, il est clair que sur un ouvert de
Zariski de g*, p (f; s) est égale au sous-espace vectoriel de g formé des
éléments d,a pour aeS° (g, ).

On étudiera cette algébre S°(g, s); on montrera que les m éléments
(p:s P2 ---s Pm) peuvent étre choisis dans $° (g, s), et que le corps des
fractions R° (g, s) de $° (g, s) est engendré sur J (g) par (pi, Ps - - -5 Pr)-

Etant donnés un point [ et la sous-algébre p (f; s) subordonnée a f,
on peut définir la notion de fonction quantifiable sur I'orbite ©, de f
par rapport & p (f; s), et a toute fonction quantifiable, on sait faire corres-
pondre un opérateur non borné dans ’espace de la représentation p (9y).

Si (p1, P2s ++-s Pms Q15 ---5 Qm) est un systéme de coordonnées sym-
plectique sur I'orbite ©, I'algébre de Poisson des fonctions quantifiables
est formée de 'algébre des fonctions linéaires en ¢; (voir [14]).

On introduit alors la sous-algébre de Poisson St (g; S) de S (g) formée
des polyndmes de la forme A, + XL, A;X;, ol les éléments A,, A;
appartiennent a $° (g; s), et ou les éléments X, appartiennent a g. Alors
toute fonction de S! (g; s) donne, par restriction a toute orbite ©,, une
fonction quantifiable sur ©, par rapport a p(f; s), et I'opérateur non
borné correspondant provient d’un élément de U (g).

Nous n’utiliserons pas, dans cet article, les notions relatives aux
fonctions quantifiables, mais il est clair que ce sont ces notions qui
conduisent a la définition de ’homomorphisme 8 de $* (g; s) dans U (g)
défini en (3.11).

On montrera que les m éléments ¢., ¢., ..., ¢ peuvent étre choisis

dans S (g; s); alors les éléments (3 (p1), ..., B (Pw), B(q)s ..., B(qn))
sont des éléments de U (g) qui vérifieront les relations

[B () B (g)] =93] B (o),

ou B (c) sera un élément non nul du centre Z (g) de U (g), et on pourra
montrer que le corps @ (g) est engendré sur son centre C (g) par les 2 m
éléments (3 (), B (¢:))-

Je remercie Nicole Conze, Mustapha Rais et Pierre RENOUARD
pour l'aide qu’ils m’ont apporté dans ce travail.
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1. Rappels sur la représentation coadjointe
d’un groupe de Lie et sur le crochet de Poisson

(1.1) Soient G un groupe de Lie réel connexe, et g son algébre de Lie.
Si a est un idéal de g, G opére dans a au moyen de la représentation
adjointe et dans le dual a* de I'espace vectoriel a au moyen de la repré-
sentation contragrédiente de la représentation précédente : si fea* et
g€ G, g.f est la forme linéaire sur a définie par

(9.£,Y>={f,g1.Y> pour tout Yea.

Il en résulte une représentation linéaire de g dans a*. Si fea* et
Xeg, X. f est I’élément de a* tel que

(X.f,Y>={f,[X,Y]> pour tout Yeg.

Dans le cas particulier o a = g, la représentation linéaire de G
(resp. g) dans g* ainsi définie est appelée représentation coadjointe de G
(resp. de g).

(1.2) Comme tout espace vectoriel réel de dimension finie, g* est une
variété C* (dans la suite, une fonction sera dite différentiable si elle
est indéfiniment différentiable). L’espace tangent en chaque point de g*
s'identifie canoniquement a g*, et I'espace cotangent a4 g. Si donc ¢
est une fonction différentiable définie au voisinage de f, la différentielle
dr ¢ au point f de la fonction ¢ est un élément de g. On notera indiffé-
remment { ¢, f>, {f, ¢ >, ou ¢ (f) la valeur de ¢ au point f.

On a, par définition,

{lLdro>y= d%cp f+t) pour tout leg*.
=0

(1.3) A la représentation coadjointe de G dans g* correspond
une représentation de g dans I’algébre opposée a I'algébre de Lie des
champs de vecteurs sur g :

Si Xeg, on désignera par ¢ (X) le champ de vecteurs sur g* définie
de la maniére suivante :

Si feg* et si ¢ est une fonction différentiable définie au voisinage
de f,

d
o (X)s.0 = d—tcp(exth.f) l_o.

Comme exp {X.f=f+ tX.f modulo #,
e (X)ro=<X.f,ds9>
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Ou encore le champ de vecteurs ¢ (X) s’identifie au champ de vecteurs
fe>X.f.

(1.4) Soit Y un élément de g, et soit ¢' la fonction sur g* définie par
Y, 1> =<1, Y ). Alors on a

7 (X). 47 = — g

(1.5) Soit f un point de g*. On notera B, la forme bilinéaire sur g
définie par B (X, Y) = f(X, Y]).

Si W est un sous-espace de g, on notera W/ I'orthogonal de W parrapport
4 la forme bilinéaire B .

Soit G (f) le stabilisateur de f dans G, il a comme algebre de Lie g (f), ot

g(f) ={Xeg; X.f=0}
={Xeg; f([X, Y]) =0 pour tout Yeg .

(1.6) LemMme. — Soient feg*, Xeg (f), et ¢ une fonction différentiable
définie au voisinage de f; alors

dy (e (X).9) = —[X, ds9].
Démonsiration. — Soit [ e g*, alors
(s (09> = 5EE ) (+ 0|

d/d
=E<(—iﬂ(f+tl—|— u X.f + ut X.1)

.
u=0 t=0

Intervertissons l'ordre des dérivations, et remarquons que X.f =0,
car Xeg (f). 1l vient

= i(GeC+taruxny| )
- %((l-{— llX.l,dfCP>)lu:0
= —{L[X,ds 9] ).

(1.7) LemMme. — Soient f € g*, et ¢ une fonction différentiable définie au
voisinage de f et localement invariante par G, c’est-a-dire telle que o (X), ¢ =0
quel que soit Xeg. Alors dy ¢ appartient au cenire de g (f).

Démonstration. — On a { X.f, df ¢ > = o (X)s.¢ =0 pour tout Xeg
ce qui prouve que dr ¢ appartient a g (f).
D’autre part, (1.6) montre que dr¢ appartient au centre de g(f).

u=0

(1.8) Soit U l'ensemble des feg* tels que g (f) soit de dimension
minimale égale a r.
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Cet ensemble est un ouvert de Zariski. Si fe U, il existe un voisinage
ouvert V de f dans U, et des fonctions différentiableslocalement invariantes
par G, (91, ..., ¢,) définies sur V telles que les différentielles au point f
des fonctions ¢; soient linéairement indépendantes. Il en résulte donc
le lemme suivant :

(1.9) Lemwme [8]. — Si feU, lalgébre g (f) est égale a Uespace vectoriel
formé des dys ¢, ot ¢ parcourt Uespace des fonctions localement invariantes
par G définies au voisinage de f. En particulier, si fe U, g (f) est com-
mutative.

Remarque. — Une démonstration simple de Carmona ([4], chap. II)
prouve que quelle que soit 1’algébre de Lie g sur un corps de base infini,
alors si feg* est tel que g (f) soit de dimension minimale, I’algébre
g (f) est commutative.

(1.10) Soit feg*; alors I'orbite © de f est isomorphe & G/G (f) par
Papplication g + g¢.f.
Elle est de dimension paire = 2 k.

On considérera sur l'orbite © la structure de variété héritée de la struc-
ture d’espace homogéne de G, la topologie sous-jacente 4 cette structure
C” est en général plus fine que celle induite par g* [toutefois, les résultats
essentiels de cet article étant obtenus dans le cas ol g est une algebre
de Lie nilpotente, I'orbite par G d’un élément de g* est alors fermée
(voir [15]), et c’est une sous-variété de g*].

Soit X &g, on notera ¢ (9, X) le champ de vecteurs sur © défini par
d
(0, X);.9 = PTAd (expt X.1)
t=0

ol ¢ est une fonction C* sur l'orbite © et [ un point de ©.

En tout point I de ©, I'espace tangent 4 O est I'espace (v (0, g)); qui
s’identifie a g/g ().

(1.11) La variété © est munie d’'une 2-forme différentielle canonique
qui est fermée, G-invariante et partout non dégénérée (voir [4], chap. II).
Si X et Y appartiennent & g et l€0, alors

0 (@ (9, X0), 5 (0, Y)) = (LIX, Y.

Soit & I'isomorphisme canonique'défini par w entre I'espace des 1-formes
sur © et I'espace des champs de vecteurs. Si « est une 1-forme sur O,
par définition @ («) est I'unique champ de vecteurs sur O, tel que
@ (), &) = { a, £> quel que soit le champ de vecteurs £ sur ©.

Soit ¢ une fonction différentiable sur g*, et soit i} (dy) la 1-forme
sur O, image réciproque de la 1-forme d¢ sur O par I'injection canonique i,
de © dans g*.
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(1.12) LemMe. — & (i (dY)): = o (d; ).
Démonstration. — 11 suffit de vérifier que, quel que soit Yeg,

w (@ (@) o(Y)) =did, Y.1D,

or

w (@ (d ), o (Y)) =<L[d ), Y])
=(Y.Ld >

(1.13) On définit le crochet de Poisson de deux fonctions ¢ et ¢ diffé-
rentiables sur O, par [¢, ¢] = & (dV). .

La loi (9, 4) > [o, ¢] définit alors une structure d’algébre de Lie sur
I'espace ¢¢ des fonctions différentiables sur I’orbite © [14], de plus on a

(o1 92 V] = [91, 1. 92 + [z, $]. 91

Naturellement si ¢ et ¢ sont deux fonctions définies sur un ouvert U
de 0O, [¢,{] peut se définir sur I'ouvert U.

(1.14) LemMmE. — Soient ¢ et { deux fonctions différentiables sur g*,
et notons ¢, et Y, les restrictions de ¢ et ¢ a ©. Alors, quelles que soif l€ 0,
on a

{LI9er Yol > = <L [di 9, di g D).

En effet :
{[9es Yol 1> = & (AYo):- 90
=o(d ). d’aprés (1.12)
={d§).Ldig)
=L [di g, di ]
(1.15) CoroLLAIRE. — Soient X et Y appartenant a g, alors

[43, 451 = 48

(1.16) On sait que, pour tout point f de 0, il existe un ouvert U de ©
contenant f, et 2 k-fonctions pi, ps, ..., Pis @15 G2 - .., qx de U dans R
formant un systéme de coordonnées sur U et telles que la restriction
de » 4 U soit égale a la 2-forme Y}, dp; A dg. (voir [1]). On a alors

~ 0 ~ Jd
® (dpy) = — A (dg) = op;
et par conséquent

[Ps Pl =19591=0 et [psq;] =2l
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2. Crochet de Poisson sur l'algébre symétrique
d’une algébre de Lie

(2.1) Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur un corps k. Soient
U (g) ’algébre enveloppante g, et (U, (g)).~o sa filtration canonique.

Alors I'algébre symétrique S (g) = X,»0 57 (g) de g est canoniquement
isomorphe au gradué associé a la filtration (U, (g)) de g. Notons j, la
surjection canonique de U, g sur S*g. Si PeU,(g) et Q€U (g),
alors PQ — QP €Upim (9)-

On définit alors le crochet de Poisson sur S (g) de la maniére suivante ([3],

§7):

(2.2) DEFINITION. — Soient
Pesr(g) et Pea,(g) tel que p=j, (P),
Qesm(g) et QeWUn(g) tel que Q =jn (D).

Alors on pose [P, Q] = jrim—1 (P Q — Q P). I est clair que [P, Q] ne dépend
pas des choix de Pet @ On prolonge ce crochet & S (g) par bilinéarité.
On dira que S (g), muni de ce crochet, est I’algébre de Poisson de g.

(2.3) Lemme ([3], § 7) :
(a) Le crochet ainsi défini sur S (g) = X, 8" (g) fait de S (g) une algébre
de Lie, et on a
[5"(9), 5" (@] 5™~ (g)-

(b) Sur 8*(g) = g, le crochet redonne la loi d’algébre de Lie de g.

(¢c) Le crochet vérifie, pour tout triplet (P;, P, P;) d’éléments de S (g),
la relation

[Pl Pi!’ Pa] = [Pn P:}]Pz —I- [Pg, P3].P1.
(2.4) LemME. — On peut prolonger de maniére unique cette loi au corps
®R (g) des fractions de S (g) en une loi vérifiant

[Rl R:’ Ra] = [Ru R:x]-Rz + Ri-[Rs, R:s],
el ce prolongement est encore une loi d’algébre de Lie sur ® (g). On dira
que R (g), muni de ce crochet, est Ualgébre de Poisson rationnelle de g.

La démonstration de ces lemmes se fait sans aucune difficulté. Démon-
trons par exemple que la loi prolongée est encore une loi d’algébre de Lie
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sur R (g). Si R, et’R. sont fixés dans R (g) I'application qui a R, fait
correspondre

[[R:, Rs], Ri] +[[R, Rs], Ri] + [[Rs, Ri], Re]

est une dérivation pour la structure associative de ® (g). Pour qu’elle
soit nulle, il suffit qu’elle soit nulle sur S (g).
On se raméne donc & démontrer I'identité de Jacobi dans le cas ou

un élément appartient a S (g), puis deux éléments, et finalement tous
les trois.

(2.5) LemME. — Nolons ¢ (X) l'unique dérivation de R (g) qui prolonge
Uendomorphisme ad X de g, alors si Qe®(g),

¢(X).Q =[X, Q.

En effet, ¢ (X) et adg ) X sont deux dérivations de ® (g), muni de
sa structure associative, qui coincident sur g.

En particulier, le centre de 1’algébre de Poisson S (g) [resp. R (g)]
coincide avec l'algébre I (g) [resp. J (g)] des éléments de S(g) [resp.
de R (g)] annulés par I’ensemble des dérivations e (g).

(2.6) LeEMME. — On suppose k = R, et on identifie S (g) a I'algébre des
polynémes sur g*. Soit G un groupe de Lie connexe d’algébre de Lie g.
Soient f € g*, et © Uorbite de f par G. Alors la restriction a © de la fonction
polynéme [P, Q] est le crochet de Poisson [défini en (1.13)] des restrictions
P, et Q, des fonctions P et Q a ©O.

Démonstration. — Ceci est vrai si P et Q appartiennent tous deux a
$1(g) =g, d’aprés (2.3, b) et (1.15).
On en déduit le résultat d’aprés (2.3, ¢) et (1.13).

(2.7) On suppose k = R, et soit G un groupe de Lie connexe d’algébre
de Lie g. Si P est un polyndéme sur g*, on notera g.P le polyndéme défini
par (9.P)(f) =P (9*f)

11 résulte de (2.5) que le centre I (g) de I'algébre de Poisson S (g)
coincide avec I'anneau des polyndmes G-invariants; et que de méme le
centre J (g) de l'algébre de Poisson R (g) coincide avec le corps des
fractions rationnelles G-invariantes.

LemME. — Supposons g nilpotente, ou k = R. Alors ‘exp ads(g)X

définit un aufomorphisme de S (g) pour la structure d’algébre associative
et d’algébre de Poisson, et (exp ad ;) X) (P) n’est autre que le poly-
néme (exp X).P.

(2.8) Soient g une algébre de Lie algébrique sur un corps k de caracté-
ristique 0. Puisque k est un corps infini, on identifie R (g) & I'algébre
des fonctions rationnelles sur g*. -
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Si feg*, on note (3 (g))r I'anneau des fonctions rationnelles définies
en f, et si P (S (g))s, on notera indifféremment P (), {( P,f> ouf, P>
la valeur en f de la fonction P.

Soient By la forme bilinéaire alternée sur g définie par
By (X, Y) =<{f[X YD),

et g (f) son noyau. On note ds l'unique application de S (g)r dans g
telle que
dr(X) =X si Xeg,

dy (PQ)=<f,P>dsQ+<f,Q>ds P

Des analogues algébriques des lemmes (1.6) et (1.7) prouvent que
si ReJ (g), et est défini en f, alors d, (R) appartient au centre de g (f).
On a aussi{f,[d,P,ds Q]> = {f, [P, Q] > quels que soient P et§Q

dans (5 (9)),-
Soit (e, €, ..., €,) une base de g, et soit d le rang sur R (g) de la

matrice ([e;, e/]);, ;. Alors le degré de transcendance r de J (g) sur k est
égal & n—d ([5], chap. 3, lemme 7).

Or ce rang est aussi égal au rang maximal sur k des matrices
«f, [ess €1 D), ; pour tout f € g*. Comme g (f) est 'ensemble des X = Y xie
tels que X ! {f,[es e;] > =0, on a aussi r = [dimension minimale des
g (f) pour feg*, et on obtient I’analogue du lemme (1.9).

LemMe. — 11 existe un ouvert de Zariski non vide U de g* tel que, si
feU, g(f) est l'ensemble des d; (P) pour PeJ (g)n (S (8))s-

(2.9) On dira qu'un systéme d’éléments (pi, Po, - - .5 Dis Q1> Qo5 - -5 Qi)
de R (g) vérifie les relations (R) si

[pi’ qi] = 5{,
[p»pi]1 =0,
[95 9,1 =0,

quels que soient i et j.

LeMME. — Si (P1, P2 « -« Pis Q1> o5 - - -5 qr) Vérifient les relations (R),
alors  (p1y P2s - - -» Pis Q15 Q25 - - -5 qx) Sont algébriquement 'indépendants
sur J (g).

Démonstration. — Supposons pour simplifier que k = 1. Soit alors
A =Y a; p'¢/ =0 une relation algébrique sur J (g). Montrons, par
récurrence sur le degré de total de A en p et ¢ que a;; =0; on a
[A, p] =[A, q] = 0, ceci entraine que tous les a;;"sont nuls si i ou j 5 0.
Donc A = a,, = 0.
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(2.10) On suppose k = R, et g algébrique, et soit G un groupe de Lie
connexe d’algébre de Lie g. Si f est un point de g*, on désignera par o,
I'orbite de f par G, et i@f Pinjection canonique de O, dans g*.

ProrosiTioN. — Soient (1, P2y «..s Pms Q15 Q=5 -+ -5 Gm) des éléments
de R (g) vérifiant les relations (R), el supposons que r + 2m = n.

Soit U l'ouvert de définition des fonctions p; et q;. Alors si feU, la
forme Wo est I'image réciproque par i@f de la 2-forme ¥, dp; \ dq; définie
sur U. De plus, en tout point f de U, les restrictions (p®s, q‘l?f) des fonctions p,
el q; a Oy forment un systéme de coordonnées locales sur ;.

Démonstration. — Soit fe U, posons z; =d; p;, y: = dsq;.

On a alors, d’aprés (1.14), les relations (Ry) :

il g > =9,
< f, [x z] > =0,
{fysyi1>=0.

Si donc feU, les relations (Ry) prouvent que i, Tz ..., Tm,
Uss Yos - - -5 Ym sont linéairement indépendants et que la restriction By
aV,=3" Rz, + X", Ry: est non dégénérée. Puisque r 4+ 2m =n
et que dim g (f)>r, ona g =V, D g (/).

L’application X - o (X)r est alors un isomorphisme de V, sur 'espace
tangent au point f 4 orbite de f, ce qui prouve que les restrictions des

fonctions pi, pPss - - «s Pms G1s @25 - - -5 @m Sont localement bijectives de Oy
sur R~

On a par définition
0o, (7 (X)ss 0 (V)) = {f[X YD,
et il s’agit de montrer que ceci est aussi égal a

2y dpi A\ dgi (X.f, Y.f)
=30 (X fodrpi>{Y.fydrq> —<{X.f,dy > Y.f, dspi ).

Il suffit de vérifier sur la base (Ti, s, ..., Tims Y1s Yo - - -» Ym) de Vi
légalité cherchée. Effectuons la vérification pour X =z;, Y =y
Alors

0o (7 (@)1, & Yr)s) = &}
et
22, (dp: A\ dq) (x;-f, yx.f) = 35
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car
<xj.fidrpy=<{f,[dspudsp;]1>=<f,[ps P/]1> =0,
<zj-fidrq> ={f,ldrqudrpj1> =—<filppql > =—9/,
{yefidrpiy =<fldspodr @] > = f. [P ¢l > = 31,
<ye-fidrqi> =<fldsqdsrq]> =<f,[gs ¢ > = 0.

Cette proposition admet une réciproque :

(2.11) LemMeE. — Soient (pi, P2 «-+s Dis Q1s Qs - - -5 Q&) des éléments
de R (g), V un ouvert de g*, sur lequel les fonctions p; et q; sont définies,
tels que si feV le forme Wo soit I'image réciproque par i@f de la forme
Sk, dp: \ dqi. Alors (Dis Pas - - -5 Pis @i Qos - - -» qi) Vérifient les relations
(R). De plus, 2k + r = n.

En effet, si feV, alors [pf'f, qﬁl?f] = ¢}. Ceci entraine donc que
[P g1 = ¢ sur l'ouvert V d’aprés (2.6) et par conséquent que
[P q;] = &4. De plus, sur I'ouvert V, la dimension de I'orbite O est donc
égale & 2 k. Or I'ensemble U des f € g*, out dim ©y = n — r, est un ouvert

de Zariski non vide de g*, donc partout dense. On a donc UnV # @
etn=r+4 2k.

3. Etude de sous-g-modules de l'algébre
symétrique et de 1’algébre enveloppante
d’une algébre de Lie nilpotente

Nous supposerons dans ce paragraphe que g est une algébre de Lie
nilpotente de dimension n sur un corps k de caractéristique 0.

(3.1) Comme, pour tout Xeg, la dérivation ad X de g est nilpotente,
on peut former 'automorphisme exp ad X de I'algébre de Lie g. On
définit le groupe G de g comme étant le sous-groupe du groupe des auto-
morphismes de g formé des exp ad X. G opére sur g*; si f € g*, on note O,
lorbite de f sous le groupe adjoint G.

C’est une sous-variété fermée de g*.

L’anneau I (g) est alors 'anneau des polyndémes sur g* qui sont
G-invariants.

Rappelons que I (g) a pour corps de fractions le corps J (g) des fonctions
rationnelles G-invariantes sur g*. Le corps J (g) est une extension transcen-
dante pure de k de degré de transcendance r et n — r est un entier pair [5].

Onposen —r =2m.
On peut préciser le lemme (2.8).
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LemMmE. — Il existe un ouvert de Zariski U non vide de g*, tel que si fe U,
g (f) est 'ensemble des ds (P) pour Pe I (g).

(3.2) Soit b une sous-algebre de g. On dit que b est une sous-algébre
subordonnée a f, si f ([h, h]) = 0. On note M (f; g) I'ensemble des sous-
algébres surbordonnées a f et de dimension égale 4 1/2 (dim g + dim g (f)),
c’est-a-dire ’ensemble des sous-algébres f) de g dont le sous-espace vectoriel
sous-jacent soit totalement isotrope maximal pour la forme Bj.

Il est important de savoir construire des sous-algébres ) de M (f; g).
En effet, la représentation p (f; h; g) induite 4 g par le caractére f|b
de la sous-algébre ) est une représentation irréductible de g, et son noyau
est un idéal primitif de AU (g) qui ne dépend que de f et que nous noterons
1() [7].

D’autre part, si k = R, la donnée d’un élément ) de M (f; g) permet
de construire une représentation unitaire irréductible T (f; h; g) du
groupe exp g simplement connexe d’algébre de Lie g. Par définition,
T (f; b; g) est la représentation induite & exp g par le caractére y, du
sous-groupe exp b, ot { y s, exp H > = e/#), On la réalise par la trans-
lation 4 gauche dans ’espace de Hilbert #¢(f; ; g) des fonctions mesurables
sur G vérifiant presque partout

) ¢(gh) =xr ()" ¢(9) (9€expg, heexph),
2 2 dg ,
@ fa,,,' ol dj< + o

ou dj désigne une mesure sur ’espace homogéne G/H invariante par
Paction de G & gauche [11].

On désignera par #¢” (f; h; g) 'espace des vecteurs indéfiniment diffé-
rentiables de la représentation T (f; b; g). Si ye&” (f; h; g) et Xeg,
alors on définit I'opérateur dT (f; b; g) (X) par

4T (95 0) (0 4 = 5 (T (39 9) (exp 1 X).9)|

On notera dT (f; b; g) la représentation canonique de U (g€ dans
3¢ (f; b; g). S’il n’y a pas d’ambiguité sur I, on se permettra de la noter
dT (f), ou dT.

On sait qu’il existe une base e,, e,, ..., e, supplémentaire de ) dans g
telle que I'application vy de R xexpl) dans exp g définie par

Yty ooyt h) =explie, XexploesX ... Xexplnen X h

soit un difféomorphisme.

Ceci permet d’identifier 2¢ (f; h; g) & £2 (R™). L’espace %~ (f; b; g)
s’identifie alors 4 I'espace 8 de Schwartz des fonctions indéfiniment
différentiables sur R™ a décroissance rapide [15].
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En particulier, cet espace contient l'espace @ des fonctions indéfi-
niment différentiables & support compact. Si A e (g€), alors dT (A)
est la restriction & S d’un opérateur différentiel a coefficients polyné-
miaux ([15]). Si A €U (g€) et si D est un opérateur différentiel 4 coefficients
polyndémiaux sur R pour vérifier que dT (A) = D | 8, il suffira de vérifier
que dT (A) et D coincident sur @.

(3.3) Rappelons le procédé simple de construction d’algébres h € M (f; g)
([4], chap. IV ou [17]).

Soit S = (g:)o-i-» une suite croissante d’idéaux de g avec dim g; = i.

Alors si f est un point de g*, si f; désigne la restriction de f a g;, et
g: (f) la sous-algébre correspondante, l’espace p (f; S) =X, a: (f)
est une sous-algébre de g appartenant a M (f; g) qui dépend rationnel-
lement de f, sur un ouvert de Zariski. On considére la sous-algébre
89 (g; S) engendrée par la réunion des I (g;) [qu'on distingue soigneu-
sement de I (g)N'S (g;)]. Alors si Pe$°(g; S), d/Pep (f; S), et le lemme
(3.1), appliqué a chaque forme f;, conduit au lemme suivant :

LemME. — Il existe un ouvert de Zariski non vide V de g* tel que, si fe V,
p (f; S) soit égale a 'ensemble des ds (P) pour PeS°(g; S).

(3.4) Rappelons les résultats suivants sur la comparaison entre I(g,)
et I(gu—s) [D] : les résultats y sont démontrés pour Z(g.) et Z (gn—1)
mais des démonstrations analogues fournissent les résultats pour I(g.)
et I1(g.—1); on peut aussi utiliser I'isomorphisme canonique entre I(g)
et Z (g) (voir [5]).

Soit X, un élément de g, — g.—.. Deux cas peuvent se produire :

(A) ou bien I (g,) ¢S (g-—1). Dans ce cas, I (g.—1)CI (gn), et il existe
un élément Z, de I(g,) de la forme Z, = o, X, + 3, ou 2,20 et
a, €I (gn—) CI(gn),

Pres (gnr)

et

J (@) = J (@) (Z)).
(B) ou bien I (g,) €S (gn—1). Dans ce cas, I (g,) est évidemment contenu
dans I (g.—), et il existe un élément y de I (g.—.) tel que :
10 si on pose [z, y] =z, alors z:20 et ze I (g,);
20 y est transcendant sur I(g.) et

J(9n) = J (gr—1) ();

(3.5) PROPOSITION :

(a) 8°(g; S) est un sous-g-module de S (g). Plus précisément, $° (g, S)
est stable pour toute dérivation o (D) de S (g) prolongeant une dérivation D
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de g telle que
D(g)cg: (0Li<n).

(b) Le corps de fractions R°(g; S) de $°(g; S) est une sous-algébre
commutative de lUalgébre de Poisson rationnelle R (g).

(c) Le corps R°(g; S) est une extension transcendante pure de k de degré
de franscendance =r + m = (1/2) (r + n).

Démonstration. — (a) résulte immédiatement de la définition de
$°(g; S). Démontrons (b) et (c¢) par récurrence sur la dimension de g.
Nous poserons S,—; = (§:)ozizn—1. Cest une suite d’idéaux de g,
Soit r,_, le degré de transcendance sur k de J (gn.—i).

Deux cas peuvent se produire :
(A) ou bien I(g.)¢ S (gr—). Alors r,_y =r — 1. Soit Z, un élément
de I(g,) tel que
J (@) = J (@nr) (Z1),

alors R°(gn; Sn) = R° (@n-1; Snt) (Z,). Donc si R (Gn—1; Sn—i) est
une sous-algébre de Poisson commutative de R (g.—i), R®(g.; S») est
une sous-algébre commutative de 1’algébre de Poisson rationnelle de g,
car Z,. est dans le centre de R (g). De plus si R°(gn—1; Sn—1) est une
extension transcendante pure de k de degré de transcendance
1/2) ((r — 1) + (n — 1)), R°(gn; S») est une extension transcendante
pure de k de degré de transcendance

a2 (r—1)+@—-1)+1=(1/2)( + n);
(B) ou bien I(g,)CS(gn-). Dans ce cas, r,_y =r + 1 et
R (gn; Sn) =R’ (gn—-i; Sn—l)

est une sous-algébre de Poisson commutative de R (g); et R°(g.; S»)
est une extension transcendante pure de k de degré de transcendance

égal a (12)(n — D+ (+1) =122 (n +1).

(3.6) Soient U (g) I'algébre enveloppante de g, et Z (g) son centre
On introduit la sous-algébre U° (g; S) de U (g) engendrée par la réunion
des Z (g) pour 1 £i.<n [on distingue soigneusement Z (g)n<U (g
et Z (g;)]

Soit 2 Iisomorphisme canonique de l’espace vectoriel S (g) sur
I’espace U (g) qui & tout mondéme X,X,...X, par rapport aux éléments
X, Xo, ... X, de g fait correspondre I'élément

(P !)—1 z X’ru) Xooo XXG-(},)
calculé dans U (g), la sommation portant sur toutes les permutations o

de {1,2, ..., pl.2 est fonctoriel par rapport aux morphismes d’algébres
de Lie.
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On sait, d’autre part, que cet isomorphisme d’espace vectoriel est un
isomorphisme de g-modules. On a donc 2 (I (g)) = Z (g). On démontre
dans [6] que la restriction de 4 a I(g) est un isomorphisme d’algébres
associatives. Par la méme méthode que dans [6], on peut démontrer la
proposition suivante :

ProrosiTioN. — L’application de symétrisation A réalise un isomorphisme
d’algébres associatives entre $°(g; S) et U (g; S).

Démonstration. — Si g est abélienne, le théoréme est évidemment vrai.
On raisonnera par récurrence sur la dimension de g qu’'on peut donc
supposer supérieure ou égale a 2, et il suffit de démontrer que A est un
morphisme d’algebres associatives.

Soit 3 le centre de g. On distinguera deux cas :

(A) dim 3 > 1. Soit [ une droite contenue dans 3; c’est un idéal de g.
Soient g’ = g/l, et © la projection canonique de g sur g’. On pose
g; = 7 (g:). Alors les idéaux g; forment une suite croissante d’idéaux
de g’, qui ne sont pas tous distincts, mais en supprimant les termes
superflus de cette suite, on obtient une suite S’ = (gu()) croissante
d’idéaux de ¢’ avec dim gk, = 1.

Considérons le diagramme canonique

U (g) —> U (g)
B
5 (9) —> 3 (g)
évidemment commutatif.

Soient P et Q des éléments de $° (g; S), il est clair que » (P) et 7 (Q)
sont des éléments de S° (g'; S’). On a donc

Ay (0 (PQ)) = Ay (0 (P) 1 (Q) = Ay (1 (P)). Ay (n (Q))
par hypothése de récurrence.
Ceci s’écrit
0 (2 (PQ)) = 0 (3 (P)) 0 (2, (@) = 0 (2 (P). 2, (Q))
et par conséquent :

2y (PQ) — 24(P)-24(Q)

appartient & Ker 0, c’est-a-dire est divisible par tous les éléments de I,
et ceci pour toute droite [ contenue dans 3. Comme dim 3 > 1 et que k
est un corps infini, ceci n’est possible que si

24 (PQ) — 2, (P). 2, (Q) = 0;
(B) dim 3 =1. On a alors 3 = g, et [g, g:] = gi.
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Soit y, un élément non nul de g, et y, un élément de g, — gi. Soit g’
Pannulateur de g,. Alors g’ est un idéal de codimension 1 de g qui
contient g.. On pose g; = g’ng.. On a alors I (g;)cI(g;) pour tout i.
En effet, si g; = g;, ceci est clair. Sinon il existe un élément z;€g;
tel que [r;, x.] =y, et on a g, =g; @ kx;, et on peut supposer i > 2.

Soit alors P un polyndme appartenant a $(g;). P s’écrit d’une maniére
unique sous la forme

P=YP,x2} avec P,eS(g).

Supposons que P € I (g.), en particulier [y., P] = 0. Comme y, commute
agj, il vient 0 = ¥ nX,X"'P,, et ceci prouve que P, =0 si n#0,
et donc que Pes (g).

Les idéaux g; forment une suite croissante d’idéaux de g’ qui ne sont
pas tous distincts; en supprimant les termes superflus de cette suite,
on obtient une suite S’ = (ga ) croissante d’idéaux de g’ et telle que
dim g&([) =1.

On a donc °(g; S)C3°(g'; S)CS(g'), et comme ;[ (') = 2y; la
proposition est évidemment vraie dans ce cas.

(3.7) Supposons k = R. Soit S une suite d’idéaux de g, on note g¢
la complexifiée de I’algébre de Lie g, SC la suite (g°),_,., d’idéaux de gC.
Alors 8° (g€, S©) s’identifie 4 $°(g; S) ® G. Soit f un point de g*, qu’on
prolonge par linéarité en une forme linéaire sur g€, alors, si P € $° (g€, SC),
d;; (P) est un élément de gC appartenant a

p (if; 89 = (0 (f; S))°

LemMME. — Soient PeS° (g%, SC) et feg*. Alors la fonction P/ sur
exp g a valeurs complexes définie par P/ (g) = { P, g~ f > est invariante
a droite par le sous-groupe exp p (f; S).

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que, quels que soient
Yep(f; S) et geexpg, (d/dt) P/ (gexptY)|—, = 0. Or ceci s’écrit :

d . . .

i <o Pexp tY.if > ={dis (g7 P), iY.f> = (if, [dis (97 P), Y])-

Or il est clair que ¢g—t PeS° (g% SC), car S°(g% S€) est un sous-g&-
module de S (g€), donc

dy (9 P)e@ ;) et L (S (9] =0.

(3.8) On suppose toujours k = R. On choisit, pour toute fe g*, I’algébre
p(f; S) comme élément de M (f;g). On notera 2¢* (f) lespace
2 (f;p (f; S); g), € (f) espace des fonctions indéfiniment différentiables
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sur exp g 4 valeurs complexes vérifiant

) ?(gh) =xr(W*9(9) [g€expg, heexpp (f; S,
et @ (f) l'espace des fonctions de €(f) & support compact modulo

exp p (3 S)-

On a @ (f)cH” (f)ce(f), et on notera dT (f) la représentation
dT (f; » (f: S)).

Si Pes° (g% SC), puisque P/ est invariante a droite par exp p (f; S),
on peut définir un opérateur v, (P) sur I'espace € (f) en posant

(s (P)9) (9) = P/ (9) ¢ (9)-

ProposiTioN. — Si Pe$° (g%, SC), lopérateur (dT (f)) (A (P)) est la
restriction a lespace #¢” (f) de Uopérateur vy (P).

Démonstration. — Si on identifie au moyen d’une base supplémentaire
e, €, ..., em de p(f; S) et du difféomorphisme y (3.2) I'espace € (f)
a un espace de fonctions différentiables sur R™, I'opérateur v, (P) est
alors la multiplication par la fonction polyndmiale

Aty .. tn) > P,exptie;xXexplyesX... Xexp iy en.f .

En particulier c’est un opérateur différentiel.

Il suffira donc de démontrer que v, (P) et dT (f) (A (P)) ont méme
restriction a I'espace @ (f). On raisonnera par récurrence sur la dimension
de g. Si g est abélienne, la formule est évidemment vraie. On peut donc
supposer que dim g > 2.

Deux cas sont possibles [on reprend les notations de (3.6)].

(A) oubien Ker fn3 20. Soit alors [, une droite contenue dans Ker f c 3;
[ est alors un idéal de g. Soient, comme dans (3.6), g’ 'algébre g/I,
w:g-—>g’, S la suite définie & partir de S. Soit f’ la forme sur g’ telle
que f'om =f.

On a 7 (g:(f)) = gi (f), et donc = (p (f; S)) = p (f’s §). On notera
aussi 7 I’homomorphisme canonique : G — G’. L’espace @ (f) s’identifie
a ®(f') : si ¢’ est une fonction de @ (f’), alors ¢’ o w appartient & @ (f),
et toute fonction ¢ est de ce type, et on a

dT () @ (¢" e m) = @T (f) 0 (@) (9) o7

quel que soit ueU (g%).
Donc si PG':SO (gc’ SC),

@T () (A (P)) (¢" e m) = T (f") (9 (A4 (P))) (@) o7
=@y (P).9)em
=vs (P). (9" m);

BULL. SOC. MATH. — T. 100. — Fasc. 3 21
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(B) Ker fn3 =0. On peut donc supposer dim3 =1 et f|3=0.
On pose g" =ann g, f' = f|g’, et S’ la suite d’idéaux de g’ définie
a partir de S. On a pour tout i,

g: (f) < g: (o).
En effet, si g; = g, ceci est évident; sinon
a=RX,Pg;: avec [X,y.]=y et g.cg.

Soit u = o X; + y, avec yeg;, et x€R un élément de g; (f), alors
f(u, y.]) = 0 entraine o = 0.

On a donc p (f; S)cp (f'; S') et, comme p (f'; S’) est un sous-espace
totalement isotrope pour By, p (f'; S') = p (f; S).

La représentation T (f) s’identifie a4 la représentation induite par

T (f") a exp g.
Soit X un élément de g n’appartenant pas a g’; alors tout élément de
exp g s’écrit de maniére unique sous la forme exp uX.g’ ou ¢’ €exp g'.

Si 9e® (f), alors quel que soit u€R, la fonction
P (u) (9') = ¢ (exp u X.g¢)
appartient a @ (f’). Soient alors Yeg' et o €® (f).
On a
@T (f) (Y).9) (exp u X.¢')
= d%cp (exp —t YxexpuX.g') .
. d
= (dT (f’) (exp — u X.Y).® (0) (9).
On en déduit que si AU (g'C) et 9 (f),
T (f) (A).9) (exp u X.g') = dT (f') (exp — u X.A4).® (u)) (9).
Soit donc Pe8° (g SC)cS°(g'¢; S'6)cS(g’®), on a donc
(dT (f) (24 (P))-9) (expu X.g) = (dT (') (exp — u X. 2, (P)).(3 (W) ().

Or comme A, commute & I'action de G et que $°(g'G, S'C) est stable
sous I'action de G, on en déduit que ceci s’écrit aussi

(s (exp —uX.P)® () (9') =<exp —uX.P, g'.f" > (P () (9')
=(P,expuX.g'.f>0(expuX.g’)
= (vs (P).9) (exp u X.¢).

(expu Xxexp —t((exp —uX).Y).g)
t=0
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(3.9) PROPOSITION :

(a) U (g; S) est un sous-g-module de AU (g). De plus, U°(g; S) est
stable par toute dérivation ¢ (D) de U (g) qui prolonge une dérivation D
de g telle que D (g;)Cg:.

(b) Le corps de fractions ®@°(g;S) de U°(g;S) est un sous-corps
commutatif de @ (g).

(c) ®@°(g; S) est une extension franscendante pure de degré de transcen-
dance (1/2) (r + n).

Ceci est un corollaire évident de la proposition (3.6).

(3.10) On considére I'application c5 de S (g) ® S (g) dans $(g) définie
par ¢ (P ® Q) = PQ.

On note V!(g) le sous-espace vectoriel k@ g de S (g) et St (g;S)
I'image par cg de S°(g; S) ® V* (g). Soit (e, e, ..., €,) une base de g.
Alors tout élément de $* (g; S) peut s’écrire sous la forme (mais I’écriture
n’est pas unique) :

P, 4 ¥, P;e;, avec P, et P, (1=i<Zn)
appartenant a $°(g; S).

LEMME :

(a) $1(g; S) est un sous-g-module de S (g). Plus précisément, S (g; S)
est stable par toute dérivation o (D) de S (g) prolongeant une dérivation D
de g telle que D (g:)Cg.

(b) $'(g; S) est stable par la multiplication par les éléments de s°(g; S).

(c) 8 (g; S) est une sous-algébre de Poisson de 'S (g) et 5! (g; S) normalise
8°(g; S)-

Tout ceci se démontre sans difficultés.

Démontrons par exemple le point (c) : 11 suffit de démontrer que si P
et Q appartiennent a 5°(g; S), et X et Y appartiennent a g, alors

[PX, Q] appartient & S (g; S)
et
[PX, Qy] appartient & St (g; S).

Or [PX, Q] = P[X, Q], car $°(g; S) est une sous-algébre de Poisson
commutative de $(g), et donc, comme [X, Q] appartient a S°(g; S),
[PX, Q] appartient & S°(g; S) et

[PX, Qyl = P[X, Q] Y +[Y, P]0X + PQ[X, Y]

appartient & $*(g; S).
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(3.11) On introduit de méme I'application ¢, de U (g) ® U (g) — U (g)
définie par ¢y (P @ Q) = PQ, le sous-espace W (g) =k @ g de U (g)
et Timage U!(g;S) de U°(g; S) ® Wi(g) par cq.

Si on considére 'application ¢, o (A @ 2) de S (g) ® S (g) dans U (g),
il est clair que I'image de $°(g; S) @ V' (g) par cette application est
U (g; S).

THEOREME :

(a) Il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels, et un seul, f de
$t(g; S) sur U (g; S) tel que

Poes=cyo(A Q@M

sur 5°(g; S) ® V' (g), et B est un isomorphisme pour les structures de
g-modules.

(b) La restriction de 3 a $°(g; S) est Uapplication 1 de symétrisation;
si P appartient a 8°(g; S) et Q appartient a St (g; S), alors

pPQ =2(P)E(Q):

(c) B vérifie B(P, Q) = [B (P), B (Q)] quels que soient P et Q apparte-
nant a 8! (g; S).

Démonstration. — Si g est abélienne, le théoréme est évidemment vrai.

Pour démontrer ’existence de 3, il s’agit de prouver que si un élément A
de 3°(g; S) ® Vi (g) est tel que ¢z (A) =0, alors ¢y (A ® 2) (A)) = 0.

Soient (e, e, ..., €,) une base de g, et (A¢, A)i;.n des éléments
de 3°(g; S). Il s’agit donc de prouver que si I’élément

A0®1+2Ai®ei

est tel que
Ay + Y A;e,=0 dans U(g),

alors
A(A) +X2(A)e; =0 dans S(g).

L’application {3 associera alors & un élément Q = Q, + X/—; Q. X;[Q. ef Q:
dans $°(g; S) et X; dans g], I'élément 2 (Qo) + X{=1 2 (Q) X..

On reprend les notations de (3.6).
1° On suppose que dim3 > 1. Soit [ une droite contenue dans 3.
Soient g’ I'algébre g/l, et S’ la suite d’idéaux de g’ obtenue & partir de S.

Supposons que A, 4+ Y/, Ae; = 0 dans S (g), donc
1 (Ao) + Xi=im(A)n(e) =0 dans S(3')
et n (Ao), n (A;) appartiennent & 8°(g’; S').
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Donc
] (A (Ao)) + 3.6 ()\g (4))0(e) =0

et A (Ao) + X2 A (A) e; appartient au noyau de 0, ceci quel que soit [;
donc
A(A)) + Z=i 2 (A) e = 0.

20 Supposons maintenant que dim 3 = 1. Soient g’ =anng, §’
la suite d’idéaux de g’ obtenue & partir de S. On a

S (g; s (g'; S)CS(g).

Soit (e, €, ..., €,) une base de g telle que (e,. .. .. e;) forme une base
deg’,alors siA, + A, e, + 37—, A;e; = 0, comme A, + Y. A;e, appar-
tient & S (g’), ceci implique que A, = 0 et que 4, + X-> A;e; = 0.

On a alors par récurrence
A (Ao) + Yiea A (Az) e =0=1 (Ao) + Xioi A (Ai) €,

ce qu’il fallait démontrer.

On peut donc construire une application 3 de St (g; S) dans U! (g; S)
telle que Bocg = ¢4 © (A ® 4). Il est clair que 3 est surjective; on démontre
que (3 est injective en utilisant un raisonnement par récurrence entiere-
ment analogue au précédent.

Les autres points du théoréme se vérifient aisément sur la formule

donnant I'image B (U) = A (Ao) + X{=12(4) X; d’un élément
U=A4,+Y_.4,X, [Ao A:€3°(g; S), Xi€g]
de St (g; S).
En utilisant le fait que I’application 4 est un isomorphisme de

g-modules et que sa restriction & $°(g; S) est un homomorphisme
d’algébres associatives, démontrons par exemple que

BdP, QD =I[8 (P B (@]
pour P et Q dans $' (g; S). Il suffit de le vérifier pour les couples
(P=A, Q = BX 501‘1A et BeS°(g; S)

|P=AX, Q=BY |etXetYeq.

On a [A, BX] = B.[A, X], et donc
B (A, BX]) = 2 (B.[4, X]) = 2 (B) 1[4, X] = 1 (B) [} (4), X]
= [2 (4), 2 (B) X] =[f (4), B (BX)].
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Ecrivons [AX, BY] = A[X,B] Y + B[A, Y] X + AB[X, Y] et
B[AX,BY]=2(A[X,B) Y + 2 (B.[A4, Y]).X + 1 (AB)[X, Y]
=1 A)A[XB)Y + 1B (A, YD X + 2 (A) A (B)[X, Y]
=41 A)[X2B]Y +2(B)[2(A), Y]X + 1 (A)A(B)[X, Y]
=[2(4) X, 2 (B) Y] = [ (AX), B8 (BY)].

(3.12) Soit feg*, on note J (f) l'idéal de la variété O, c’est-a-dire
I'idéal formé des polyndomes P nuls sur l'orbite de f.

D’autre part, I (f) désigne I'idéal primitif de U (g) associé a f (3.2).

ProrosiTioN .— Soient P un élément de S (g; S), el [ un point de g*.

Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) P appartient a J (f);

(b) B (P) appartient a I (f).

Démonstration. — On reprend la notation de (3.6). On raisonnera
par récurrence sur la dimension de g.

Si g est abélienne le théoréme est évidemment vrai. On peut donc
supposer dim g > 2.

On distingue deux cas :

(A) On suppose Ker fn3 = 0. Soient [ une droite de g contenue dans
Ker fn3, g’ I'algébre g/I, 7 la projection de g sur g’, S’ la suite d’idéaux
de g’ obtenue a partir de S, f’ la forme sur g’, telle que f' o = f.

L’idéal I (f) est alors I'image réciproque par 0 de I'idéal I (f'); de méme
J (f) est I'image réciproque par » de J (f’) [14].

Soit Pes' (g; S). Alors » (P) appartient & $'(g’; S’) et donc si P
appartient a J (f), n (P) appartient & J (') et 3 (n (P)) appartient a I (f');
or on a B (n (M)) = 0 (3 (P)), et par conséquent 8 (P) appartient a I (f).

De méme, si 3 (P) appartient a I (f), on voit que P appartient a J (f).

(B) On suppose Ker fnz = 0. On a alors 3 = g;. Soient g’ = ann g,
S’ la suite d’idéaux de g’ construite & partir de S, f’ la restriction de fa g’.

Soit X un élément de g tel que g =g’ P kX. Si s est un élément
de k notons f; la forme exp sX.f, alors dans ce cas J (f) est I'idéal
engendré par J (f)n's (g’) et

J (NS (@) = Nsex I (f)-
De méme I (f) est I'idéal engendré par I (f)n<uU (g') et
I()nu (@) = Nser I (f) [14]

Soit donc P un élément de ! (g; S), on peut écrire P sous la forme
P =AX + B, ot A appartient a

R CHOIEMCERY
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et B appartient a
81(8; )N (8) 51 (g5 ).
Alors, si P appartient a J (f), A et B appartiennent a
J (NS Q) = Nier I (f)-

B(A) et 3(B) appartiennent & N,e: I (f;) = I(f)nS(g’), et donc
B8 (P) =B (A) + B (B) appartient & I (f). De méme, on démontre que
si B (P) appartient a I (f), alors P appartient a I (f).

(3.13) Remarque. — Supposons k = R, et soit G, le groupe simplement
connexe d’algébre de Lie g. Si pour toute f de g*, on choisit comme sous-
algébre subordonnée a f de dimension maximale I'algébre p (f; S), alors
toute fonction de $* (g; S) donne par restriction a 'orbite O, une fonction
quantifiable sur I'orbite [14].

4. Structure comparée de l'algébre de Poisson S (g)
et de l'algébre associative U (g)

Dans tout ce paragraphe, g désigne une algébre de Lie nilpotente de
dimension finie sur un corps k de caractéristique zéro.

(4.1) On dira qu'une suite d’éléments b = (pPi, P2y - - -5 Pis Qus Q25 -+ - -5 Q&)
de $ (g) vérifie les relations (R; c) si ¢ est un élément non nul de I (g)
et si on a les relations [p;, q;] = 97 ¢, quels que soient i et j. Alors la sous-
algébre associative de R (g) engendrée sur J (g) par (P, Pz - - -5 Pis q1s
@2 - - -5 q) est une algébre de polyndmes a 2 k-variables d’aprés (2.9).
On la notera A (b). On notera A° (b) la sous-algébre engendrée sur J (g)
par (pi, ps ..., Pi) et A'(b) le sous-espace vectoriel de A (b) formé
des polynomes ayant un degré inférieur ou égal a 1 par rapport & chaque
variable ¢;, on a donc

At (b) = A (b) @ Xty A° (D) g

On notera @ (g) le corps des quotients de U (g), et C (g) le centre de
@ (g); on sait que C (g) est le corps des quotients du centre Z (g) de

U (g)-
On désire prouver le théoréme suivant :

TutoriME. — Soient g une algébre de Lie nilpotente de dimension n
sur un corps k de caractéristique 0, G le groupe adjoint de g, r le degré de
transcendance sur k de J (g), et m Uentier tel que r + 2 m = n.

Soit S = (8:)oizn une suite croissante d’idéaux de g tels que dim g; = i
pour 0 £ i <Zn.
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Il existe alors dans S (g) des éléments (D1, Py «- -5 Pms Qis G2 « - > Gm)s
un élément c non nul de I (g), un ouvert de Zariski U de g* G-invariant,
tels que :

10 (py, P2y ..y Pms Q15 Qs - - -5 qm) Vérifient les relations (R; c);

20 pi, Ps ..., Pm appartiennent @ S°(g; S) et 5°(g; S)c A° (b);

3° qi, qs, ..., qm appartiennent a S* (g; S) et ' (g; S)cA* (b);

40 R (g) est engendré par pi, Pa, ..., Pms Qs Qos - --s Qm SUur I(g) et
S(g)cA (b);

50 le corps @ (g) est engendré sur C(g) par les éléments B (p,),
B> - B(Pw)s B(@)s B(G)s .- B(gm) [0 B est Uapplication de
' (g; S) dans U' (g; S) définie en (3.11)];

60 Si f appartient a U, la restriction des fonctions pi, Pz, ... Pms Qs
Q2 - - -5 @m & Of définit un isomorphe de variété algébrique entre ©, et k>,

Il est clair que I’énoncé de ce théoréme comme sa démonstration
s’inspire du théoréme de Gel’fand et Kirillov ([9], lemme 9), et I’entraine
comme corollaire. On s’inspirera aussi de [15] (Part 2, chap. II, § 6).
La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de g. Soient
St = (8:)ocizn—1 qui est une suite d’idéaux de gn—, r,—; le degré de
transcendance sur k de J(g.—.), et soit X, un élément de g, — gn—1.

Deux cas peuvent se produire :
A) I1(9-) ¢ S(gn—1). Alors I(gr—1)<I(g.), donc

J(gn-1)CJT () et C(8r-1)cC (g0

et il existe un élément Z, de I (g,) de la forme Z, = . X, + 3,, ol «,
appartient & I (g.)<I(g.), et a, Z0et 3,€5(gn), alorsr, , =r — 1
et mp_, =m.

Soient (Un—15 P1s P2s ««-s Pms Q15 Q25 + - s @ms €) les €léments vérifiant
les conditions du théoréme pour (g.—:; S.—1). Soit @ la projection cano-
nique de g} sur g}_,, et soit U, I'ouvert de Zariski G-invariant de g}
défini par «, 0.

Soit fe U,, alors la restriction de = & O, est injective. En effet, si
n(l) ==n (') avec l et I'€0y, ceci veut dire que [ et I’ coincident sur
gn—1, Mais I'égalité

{Znl>=<LZ,1I> entraine que <1, X,> =l', X, >.
D’autre part, si feU,, alors
drZ, = fyar > Xn + [, XD drar +dr B,
n’appartient pas 4 g,—.; comme d, Z, appartient & g (f), on a donc

g = gns + g ()
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Si on note G, le sous-groupe de G engendré par les exp ad X pour
X€gn1, et G (f) le sous-groupe de G engendré par les exp ad X pour
Xeg(f); ona G =G,_..G(f), car g, est un idéal de g. L’orbite de f
sous G est donc aussi I'orbite de f sous G,_., et = est une surjection de o,
sur Oz (f). Donc 7 réalise un isomorphisme algébrique de O sur O (f)
si f appartient & U,.

Soit alors U, = 7t (Up—1) N Uy, et soient (D1, P2y - - -5 Pms Q1s G2s - -5 m)
qui sont des éléments de S (g), et ¢ qui est un élément de I (g). Alors
on vérifie aisément que les conditions 10, 20, 30, 40, 50, 6°, sont satis-
faites.

(B) Supposons I (g,) CS (g.—)- On a alors I (g.) C I (gn—1), et il existe
un élément y de I (g.—,) n’appartenant pas a I (g,) tel que :

10 [X,, yl =z avec z ;20 et ze I (gn);

20 J (8n-1) = J (8,) @)

On aalorsr,,=r-+1etm,, =m—1.

Soient (Up—i, P1s P2y « - -5 Pm—ts Qus Q25 -« 5 @1, €) les éléments véri-
fiant les conditions du théoréme pour (g.—i, Sr—1)-

Soit U, l'ouvert de g} défini par < f, z> 2 0. Remarquons qu’on peut
remplacer I'élément y vérifiant les conditions 10 et 20, par n’importe
quel élément y + 7z avec 7€k. Donc, pour un choix approprié de 7,
le fermé F,, défini par y = 0, rencontre I'ouvert non vide U, nU.nU..

Montrons qu’on peut construire un isomorphisme algébrique « entre
U, et kxkx(FynU;. On posera a (f) = ({t(f), u(f), 9(f)), o t(f) et
u(f)ek, et ¢ (f)eF,nU..

Si feU,, il existe un élément { unique tel que

(exptX,.f,y>=0.
En effet,
{fiexp —tXpy) ={fiy —tz).

On a donc ¢t =< yz', f>. On pose

t(f) =<yz" 1>,
u(f) =<Xunf>

¢ (f) = = (exp L (f) Xa-f)-

Montrons que « est un isomorphisme de variétés algébriques. Il suffit
de calculer y I'application inverse et de montrer que y est un morphisme
algébrique.

Appelons f, la forme linéaire sur g, définie par f,(g.—1) =0 et
fo (X») = 1, et soit i I'injection canonique de g}_, dans g} définie par

i) g f et i(f)(Xs) =0.

et
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Alors on calcule facilement que

Yy 9) =ufi+ (exp — 1 X,).i(9)
est I'application inverse de o.

Montrons que, si fe U., « réalise par restriction un isomorphisme
entre Oy et kX kX Oy y).

11 suffit de voir que « (9/) = kX kX Oq(/).

On peut supposer en remplagant f par exp ({ (f).X,).f que <y, f> = 0.
Soit alors [ appartenant & ©,. On a

l=exptX,.gn.[.

On calcule alors facilement que { y z—1, 1 > = — f et que, par conséquent,

¢ () = gns.9(f); donc on a
o (Or)€k Xk X Oy ).

Pour démontrer que « est surjective sur kxkX Oy, il s’agit de
montrer que f+ gt , cO,. Soit y» = d, y, alors y, appartient & g, (fa—1),
et on a donc y,.f€g, ..

D’autre part,

Yoy X = [ X 0]D = [, [Xny dryl> =< f, Xyl > = {f, 20 #0,

donc y,.f =<{f, z>.fo. Or comme g, contient[g, g], car g, est un idéal

de codimension 1, et que y, appartient a g, (f,—1), on a simplement
(expoy).f=Ff+vy.f

f+ g?!'—1 cOoy

Considérons 'ouvert U, des f dans U, tels que o (f)€ U,—; c’est un
ouvert de Zariski G-invariant non vide de g}, et si f € U,, alors les 2 m-
fonctions de O, dans k,

et donc

P1o® ..y Pmo9 G109 ..., quo9, Yz, Xn
réalisent un isomorphisme de O, sur k>=,

Soit a une fonction de S (g.—:). La fonction ¢ (a) = a o ¢ définie sur U.
est donc une fonction appartenant a S (g,—) [z~1]. Calculons précisément
Pexpression de I'homomorphisme ¢ de l’algébre associative $ (gn.—.)
dans S (g.—1) [z7']. On a

@ fr=<s(ha>=(aepkx.r)

_/ @ \
__\exp ——1 @X".a, f/
=(x'%7 %(adev(g>‘”~)‘-“’f>

[la notation ady )« est relative a la structure de Poisson de S (g)].
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On a donc

kol

— 1) .
9 (a) = E( kl) z'lik-(ad;s(g)xn)‘.a.

Montrons que ¢ est un homomorphisme de I'algébre de Poisson
S (gn—1) dans I'algebre de Poisson S (g,—.) [z7'].

En effet, on a
¢ (0, 0) = 2SI @d )t (o, )

(_ 1) y ¢ Siejok 3 1[( ad z,)! a, (ad z,)’ b]

(— 1)H Ly

=X T 7 [(ad x,)? a, (ad z,)’ b].

Comme y/zeJ (g.—:) et que (ad z,)a et (ad z,)' b appartiennent a
S (gn-1), on a bien

ol@ ) = 30, ST [L @aay o L @awy b] =1 @. 0 @)

On pose alors

P =2V 0 (p) pour 1 Zi~<m—1,
ﬁm =1,
g =zV¢(q) pour 1 Zi<m-—1,

I(im = 72N Xn @ (C),
¢ =22V ¢ (c),
et on choisit N assez grand pour que tous les éléments ainsi définis
appartiennent a S (g).

Remarquons que, comme F,nU.nU.7# @, T'élément ¢ (c) n’est
pas nul.

D’autre part, montrons que ¢ applique § (g.—.) dans le sous-corps
de R (gn-1) formé par les éléments qui commutent a X,. en effet, on a

(Xn ¢ @] = 25 X, ((g)‘ (ad Xn)".a>

- % (,f_ 11)) ; < >k_‘ (ad X,).a
+uE <z> (ad X,y .a = 0.

Donc ¢ applique I (g.—;) dans J (g.), et € appartient bien a I(g).

Alors montrons que les conditions 190, 20, 30, 40, 50, 6° du théoréme
sont vérifiées.



332 M. VERGNE

On vérifie aisément la condition 1°, en utilisant le fait que ¢ est un
homomorphisme d’algébre de Poisson et les faits que

19, 8 (9n-1)] = [Xns 9(S (82-1))] = 0.

Montrons ensuite que la condition 4° est réalisée, c’est-a-dire que

S (g)cA (b), ou encore que S(g)CJ () [P1s D2s - -» Dms Gus Ga» «+ -5 Gl
on a sur g,

9 (X) =X + Zj,iPi,j<'g>'Xj.
Donc
y
Grn-1CQ (g,l,,) [ 2 ]
et
S (gnAi) co (:S (gn_1)) [ g] )
or

8(80-1) CI(@et) [P1s P2s s Pty @5 s -+ o5 Gl
Montrons que ceci entraine que
¢ (S (9n—1))CT (8n) [Brs Bos « -+ Prts s Gos - - s Pma]-

Remarquons que ¢ est I'identité sur I (g.) et que ¢ (y) = 0.

Soient z,, z,, ...,z des éléments de I (g.) tels que (z;, 25, ..., 2—1)
forment une base de transcendance de J(g.) sur k. On a alors
J(@n—1) =k (215 255 ..., 21, J) d’aprés le choix de y.

Soit A un élément de S (g.—), alors A s’écrit sous la forme

A=Ni(Pts -+ esPmts Qs oo esqQmots Z1s ++ o3 21, Y) . No (21, .oy 20 3, Y) !

ot N, et N, désignent des polynomes en les variables (pi, ..., Pm—i,
qh L] qm—iy Ziy oeey zr—i’ y)'

Il s’agit de montrer que ¢ (A) s’écrit sous la forme
(P (A) = N’l (ﬁ“ ooy i’)m—j, 61, ey qm—b Ziy ooy Zr_l).N; (Z], ooy Zrkl)‘j.
On a
AN (Zis oo s 215 Y) = Ni(P1s oo o5 Pruets Qs oo v Qmets 21y + v o5 2y Y)-

En appliquant ¢, il vient

9 (A).N2 (25 - - -5 Zr—1, 0)
= Nl (CP (pi), LELEE ] (P (pm—i)s (P (ql)’ LS ] (P (qm—l)s Ziy o ooy Zr—iy 0)-

Par conséquent si N, (2, 2, ...,2—, 0)3 0, notre assertion est
démontrée car ¢ (p;) = p:/z", et z appartient a k (z,, 25, ..., Z—1).

Si N:(zy, 25 ..., 201, 0) =0, N. est divisible par y, il suffit alors

de démontrer que N, I'est. aussi (on terminerait le raisonnement par une
récurrence sur le degré).
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On supposera, pour simplifier la démonstration, que seules les variables
(P, 9> 2 y) interviennent.

Soit N = Y a;; (y, z) P! Q/, ou les a;; sont des polyndémes en y et z,
et raisonnons par récurrence sur le degré total de N.

On a 9 (N) =0, donc [¢ (N), ¢ (P)] =0 = ¢ (IN, P]), or
[N, P] =—Xa; (@ 2)j P Q@

Par conséquent, [N, P] est divisible par y, ce qui prouve que les
a;, ; (y, z) pour j % 0 sont divisibles par y.

De méme, en considérant [N, Q], on prouve que tous les a;; (y, z) sont
divisibles par y sauf peut-é&tre a,,, (y, 2).

Mais alors ¢ (N) = a,,0 (0, z2) = 0, et a,,, est divisible par y. On a
donc bien

9 (S (3r—1)) CJ (8r) [P1s D2s -+ +s Pru—ts Gas G5 « « o Grn]
et donc

$(81) €S (gn1 [Xn] €T (8r) [B1s Pos - s Prn—ts G5 s - - +5 G-

Démontrons que la condition 20 est satisfaite. Il est clair que les élé-
ments P; (1 £i<m) appartiennent a S°(g; S), car S°(gn—1; Sn—1)
est stable par les dérivations ad gy X ‘

Soit donc a un élément de S (g,) appartenant a $°(g; S). Soit v un
élément de N™ si v = (ny, ny, ..., Ny), alors on écrit symboliquement

Py =pm.pr. ... P et § =G ... .G
D’aprés le point 4° que nous venons d’établir, a s’écrit sous la forme
a=3 Qy, vy f)v" 6\'?

ot les ay,v, sont des éléments de J (g).

Montrons que a appartient & J (g) [Ps, ..., Pn]. En effet, a commute
aux P, puisque P; appartient & $° (g; S), et que °(g; S) est une algébre
de Poisson commutative.

On en déduit par une récurrence sur le degré de a le résultat voulu.
De méme pour la condition 3°, on remarque d’abord que les éléments
G, 1 <i<m, appartiennent 4 S'(g; S) et si un élément a de S (g)
appartient 4 $t(g; S), a normalise la sous-algébre S°(g; S), donc
[a, pleJ (8)[P1s P25 ---s Pn] = A° (D). On en déduit que a appartient
a At (b).

Démontrons le point 4°. Soit 3 I'isomorphisme de $* (g; S) sur U! (g; S),
alors (3 (y) appartient & Z (g.—.), et 3 (z) appartient a Z (g,). Soit ¢!
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I'application de U (g.—) dans U (g.—) [B (z)~!], défini par

, — 1) k .
@' (a) =2% (%) (ad oy (g) Xn)f . .

Alors on vérifie aisément (voir [9]) que ¢’ est un homomorphisme
d’algébres associatives, et on a
PB)=B@Y' B(p) (A=izm—1),
B@ =LAD" B@@) (A=izm-—1).

On vérifie de la méme facon que, dans la démonstration du point 4°,
que si

W (Gn1)CC (G [B(P1)s -+ o5 B(Prma1), B(Q1)s -5 B Q)]
alors

UG CC (@) [B(B)s - > BB B, - - -, B (@Gm)]-

Enfin la condition 6° est clairement réalisée, car si fe U,, o (f)e U,_,
et les 2 m-fonctions

@) o5 @ (Pna1)s 9 (@) - - o5 @ (qm)s Y25 T)

réalisent pour chaque f appartenant a U, un isomorphisme de ©, sur k*”.
Or comme la restriction de z & toute orbite ©,, pour f € U, est une cons-
tante non nulle, les 2 m-fonctions (pi, ..., Pm—1s Q15 «« o5 Grts P> Gom)
sont proportionnelles aux précédentes.

(4.2) CororLLAIRE. — Supposons k = R. Soit U. Uouvert de Zariski
G-invariant défini par ¢ # 0; alors, si fe U, la forme o, est induite
par la forme .

¢ Tty dp: dgu.

Ceci est un corollaire du théoréme (4.1) et de la proposition (2.10).

(4.3) COROLLAIRE :

(a) Le corps R°(g; s) est un sous-corps commutatif maximal de R (g)
[pour la structure de Poisson de R (g)].

(b) Le corps @° (g; s) est un sous-corps commutatif maximal de @ (g).

Ceci se déduit immédiatement du théoréme (4.1).
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