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FIBRES VECTORIELS POSITIFS SUR UNE COURBE ELLIPTIQUE
PAR

Hirosut UMEMURA
[I. H. E. S., Bures-sur-Yvette]

RESUME. — On montre qu’un fibré vectoriel sur une courbe elliptique est différen-
tiellement positif si, et seulement si, il est ample au sens de HARTSHORNE.

1. Définition

~ Soient V une variété kihlérienne de dimension n, et E un fibré vectoriel
de rang r sur V. E est (différentiellement) positif (resp. non négatif),
s’il existe une métrique hermitienne h sur E telle que la forme quadra-
tique hermitienne en deux variables £ = (£, ..., &), n =@, ..., ")

0 (E ) = Xicpr0zcnizijen o, @);i} EPET mi
soit définie positive (resp. non négative), out (0%)i .= 0~ est la courbure
de la connection h—' dh (voir ANDREOTTI et GRAUERT [1], et GRIFFITHS [3]).

2. Propriétés

(i) Un fibré vectoriel quotient d’un fibré vectoriel positif ou non
négatif I'est aussi.

(ii) La somme directe de deux fibrés vectoriels positifs est positive.

(iii) Soient E un fibré vectoriel positif, et E’ un fibré vectoriel non
négatif. Alors le produit tensoriel E ® E’ est positif.

(iv) Un fibré vectoriel positif est ample (au sens de HARTSHORNE [4]).

(v) Un fibré de rang 1 est positif si et seulement s’il est ample.

(vi) Soient V_T, V' un revétement fini non ramifié d’une variété
kahlérienne V', et E un fibré vectoriel positif sur V. Alors 'image directe
s E est positive.

Pour la démonstration de (i), (i), (iii) et (iv), voir GriFFITHS [3]. (V) est
bien connu. (vi) est une conséquence de (ii).
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3. Equivalence des conditions

Soient C une courbe elliptique sur G, et E un fibré vectoriel sur C.

ProrposiTioN. — Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) E est positif;
(b) E est ample (au sens de HARTSHORNE [4]).

Démonstration. — L’implication (a) = (b) est générale (2 (iv)). Nous
allons démontrer (b) = (a). On peut supposer que E est indécomposable
et de degré positif. On utilise la classification d’Atrvan [2].

LEMME. — Supposons E €E (r, d), avec d > r. Alors E est non négatif.
Preuve du lemme. — Soit P un point de C. On a une suite exacte

0>0(—P)>0—->0C—0.

En tensorisant avec E, on a
0>-EQo(—P)—~E-—>Ep—>0,

ou E, est la fibre de E en P. Signalons que E ® © (— P) est un élément
de E (r, d — r), et que H' (C, E’) s’annule si E’ est un élément de E (r, d’)
avec d' > 0 (voir Ativan [2]). Alors on a une suite exacte

0—->F—~T(, E)—>E—O.

Puisque le fibré vectoriel trivial est non négatif [d’aprés 2, (i)], E est
non négatif.

Q. E. D.

COROLLAIRE DU LEMME. — Si E est un élément de E (r, d) avecd > 2,
alors E est positif.

En effet, E est le produit tensoriel d’un fibré inversible de degré 1
et d’'un élément E’ de E(r,d —r), d —r >r. Donc E est le produit
tensoriel d’un fibré vectoriel positif et d’un fibré vectoriel non négatif.
D’aprés 2, (iii), E est positif.

Revenons a la démonstration de la proposition. Raisonnons par récur-
rence sur r. Si r = 1, d’aprés 2 (iv), on a (b) = (c). Supposons que 'on
ait (b) = (a) pour r — 1 et démontrons-le pour r. Désignons par = I'appli-
cation de C dans C qui transforme x en mz. Le degré de I'image réciproque
n* E est m*d. Si 7*E est décomposable, alors, par hypothése de récurrence
et 2 (ii), 7* E est positif. Si n*E est indécomposable, d’apreés le corollaire,
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n* E est positif pour m assez grand. On fixe m tel que ©*E soit positif.
D’apreés 2 (vi), my 7*E est positif. D’ailleurs, on a

Ty T* E = E ® 7y Oc.

Donc E est un facteur direct de m, n*E. D’aprés 2 (i), E est positif, ce
qui achéve la démonstration de la proposition.

4. Conclusion

Sur une courbe elliptique, la positivité différentielle est une bonne
notion. En effet, sur une courbe elliptique sur G, les trois notions suivantes
coincident :

(i) positif : définition différentielle d’amplitude;

(ii) ample : définition algébro-géométrique d’amplitude;

(iii) tous les fibrés vectoriels quotients sont de degré positif : définition
topologique d’amplitude.

Voir GriFriTHS [3] et HARTSHORNE [5].
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