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PROBLEMES D’ANALYSE GEOMETRIQUE
LIES A LA CONJECTURE DE BLASCHKE (*)

PAR

Reng MICHEL

REsuME. — Le résultat le plus important caractérise, dans le projectif réel P, (R),
les formes symétriques de degré 2 a intégrale nulle sur toutes droites projectives,
ce qui résoud infinitésimalement une conjecture généralisée de Blaschke; ce résultat
est obtenu comme cas particulier d’un théoréme plus général concernant les pro-
jectifs complexes, quaternionniens et le plan projectif des octaves de Cayley.

CHAPITRE 1

Introduction

Un résultat essentiel de ce travail est une résolution infinitésimale
de la conjecture de Blaschke généralisée; le probléme posé, en 1921,
par cette conjecture est le suivant :

Dans le projectif réel P, (R), et plus généralement dans celui de dimen-
sion n, P, (R), la structure canonique, est-elle la seule pour laquelle
toutes les géodésiques sont fermées et de méme longueur « ?

Pour P, (R), le probléme a été résolu affirmativement, en 1963, par
L. W. GreeN [10] aprés de nombreux travaux.

La recherche de ces structures sur la sphére S, remonte au moins a
I’école de HiLBERT; en 1903, les surfaces de Zoll montrait I'existence
sur S, d’aufres structures 4 géodésiques toutes fermées, de méme lon-
gueur, que la canonique, et méme d’une famille analytique de telles
structures issue de la structure canonique ([19] ou [1], p. 145).

En 1913, en recherchant toutes les variations & un parametre, supposées
conformes, autour de la métrique canonique de S,, par des métriques
a géodésiques toutes fermées de longueur m [abréviation m. g. t. f. (7)],

(*) These Sc. math., Paris-VII, 1972.
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18 R. MICHEL

Funk [9] montrait I'impossibilité pour ces variations d’étre invariantes
par l'antipodie de S,, c’est-a-dire de passer a P, (R) : il résolvait pour
cela le probléme de la reconstitution d’une fonction paire sur S, connais-
sant la valeur de ses intégrales sur tous les grands cercles, et proba-
blement était-ce le premier probléme de transformation de Radon.

Si, pour n> 3, la conjecture généralisée de Blaschke reste posée,
elle est valablement renforcée par le théoréme suivant :

Dans P, (R), foute variation & un paramétre g, par des m. g. L. f. (n)
est triviale infinitésimalement, c’est-a-dire ¢, est tangente pour A =0 a
un transport de structure (d,)* g, les dy étant des difféomorphismes
(théoréme 5.1).

En fait, grace au théoréme du slice de EBIN [8], on voit que ¢, et (d))* ¢
ont un contact infini en 0.

La difficulté essentielle du théoréme ci-dessus est rencontrée, aprés
linéarisation du probléme, dans la caractérisation des tenseurs k, symeé-
triques de degré 2, tels que pour toute géodésique f paramétrée par
son arc, on ait

@) f k(- f)dt = 0.

Ces tenseurs sont rencontrés aussi dans la linéarisation du probléme
de Pu [2]. On démontre ici le résultat suivant :

Dans P, (R), les tenseurs vérifiant (1) sont exactement les dérivées de
Lie de la méfrique canonique (théoréeme 3.1, cas réel).

La méme caractérisation se pose pour les projectifs complexes P, (CG),
quaternioniens P, (H), et le plan projectif des octaves de Cayley P, (Ca),
pour lesquels la métrique canonique est une m. g. t. . ().

On n’a obtenu, dans ces derniers cas, qu'un résultat plus faible qui
contient cependant le théoréme précédent.

Soient dans P, (K), avec K =R, G, H ou P, (Ca), les fenseurs qui,
en resiriction & chaque droite projective, sont des dérivées de Lie de la
mélrique induite :

Ce sont exactement les dérivées de Lie de la méirique canonique
(théoréme 3.1).

Ce théoréme donne a son tour, dans P, (C), P, (H), P, (Ca), le résultat

Toute variation @ un paraméfre, de la mélrique canonique par des
métriques pour lesquelles les droites projectives sont a courbure constanite 4,
est triviale au premier ordre (sans hypothése de compalibilité telle que
hermitien, efc.) (théoreme 5.2).
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CONJECTURE DE BLASCHKE 19

On a aussi dans P, (C), P, (H), P, (CGa) des résullals de variation
triviale pour les m. g. t. f. (w) vérifiant une hypothése supplémentaire,
de parité (théoréme 5.3) ou de conforme (théoréme 5.4).

Il est donc naturel de poser les problemes de rigidité globale corres-
pondant a ces résultats infinitésimaux.

La démonstration du théoréme 3.1 nécessite d’importants résultats
d’analyse et de géométrie tels que certaines décompositions des tenseurs
symétriques de degré 2 (BeErGeErR-EBIN [3]); linjectivité de la trans-
formation de Radon pour les projectifs (résultats d’Hercason et
SEmMvANISTYI [11]).

Un probleme de décomposition spectrale d’'un opérateur elliptique
autoadjoint en restriction a4 un sous-espace invariant est aussi rencontré.

Enfin sont utilisés (bien qu'une démonstration élémentaire soit
possible) des résultats sur les invariants orthogonaux, pour exprimer
I'intégrale d’un polyndme tensoriel sur le fibré unitaire d’une variété
riemannienne & I’aide de traces du tenseur; cette expression, qui ne
semble pas explicitée dans la littérature, devrait étre utile en géométrie
riemannienne.

La mise en ceuvre de ces outils est longue et délicate; I'opérateur
laplacien A de LicaneErowIcz [13] a un réle important dans la démons-
tration, en particulier :

Si on appelle Geod la variété des géodésiques de P, (K), elle a une
structure riemannienne naturelle, et si on note

ko) = f k(' @),y () dt, pour yeGeod
,

on a la commutation
A= (k),

ou [] est le laplacien sur les fonctions de Geod.

Certaines propriétés des valeurs propres de divers laplaciens ont
aussi un rdle essentiel.

En résumé, ce travail se divise de facon naturelle en quatre chapitres,
le plus important étant le chapitre 3 :

Chapitre 1 : Introduction.

» 2 : Linéarisation de problemes géométriques dans les pro-
jectifs et rigidité infinitésimale pour des structures
riemanniennes.

3 : Un probléme d’analyse géométrique (théoréme 3.1).

» 4 : Fin de la démonstration du théoréme 3.1.

5 : Résultats et problémes.
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20 R. MICHEL

Une partie des chapitres 2 et 3 a déja fait I'objet de publi-
cations ([14], [15]).

Je remercie vivement M. BERGER et F. BoreL pour d’utiles discussions.

CHAPITRE 2

Linéarisation de problémes géométriques dans les projectifs

2.1. Variations de métriques

Soient M une variété C*, et S* (T*) le fibré sur M des formes bilinéaires
symétriques; on note Sym 2 = C* (S? T*). Si ¢ est un tenseur métrique
sur M, on appellera variation C? de la méfrique g une application

IxM - S (T*),
* 2) - g (@),

ou I est un intervalle contenant 0, qui est de classe C? en (A, z), de
classe C* en z, et telle que g, = ¢g; on impose aussi & ¢, d’étre une
métrique, ce qui est d’ailleurs réalisé si M est compacte et I assez petit.

En considérant I’espace Ot des métriques riemanniennes muni de la
topologie C*, on voit aisément qu’une variation ¢, est C” si, et seule-
ment si, 'application

I — on (C~) est de classe C7.
h—> ¢

2.2. Les structures a géodésiques toutes fermées et de méme
longueur

2.2.1. — La connaissance des variétés possédant une métrique a
géodeésiques toutes fermées de méme longueur, = par exemple, est un
probléme difficile; pour une telle variété, on note M. G. T. F. I'ensemble
de telles métriques, et cet ensemble est stable dans O par transport
de structure (voir en 2.4.1); les exemplaires connus sont, a4 isométrie
pres, les sphéres, les projectifs et les surfaces de Zoll, ou leurs analogues
en dimension supérieure a 2.

D’aprés le théoréme de Green, I’ensemble M. G. T. F. est réduit a la
structure canonique pour P, (R), alors que pour S, cet ensemble contient
au moins une courbe issue de la structure canonique.

La méthode de Green est cependant bien particuliére 4 la dimen-
sion 2 (voir [10] ou [1], p. 292).
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CONJECTURE DE BLASCHKE 21

Pour démontrer le théoréme 5.1, énoncé dans I'introduction, et qui
supporte la conjecture de Blaschke pour n > 3, on commence par linéa-
riser le probléme.

2.2.2. — On fait d’abord une étude locale autour d’une géodésique
fermée, sans autre hypothése sur la variété riemannienne (M, g).

Soit f:R > M, la géodésique fermée, de longueur T, paramétrée
par 'arc de longueur, de conditions initiales f(0) = m, ' (0) =x.

Soit n = dim M. On considére des champs de vecteurs transportés
parallélement le long de f: X, (f), ..., X, (f), formant une base ortho-
normée de facon que X, (f) = f’. Notons B,e€ TM,, la boule ouverte de
centre 0, de rayon r, dans l'orthogonal de X, (0) =z. Il existe r > 0
et V.c M, ouvert tubulaire autour de f, tels que I’application R x B, — V
définie par

o (@2 ..., 2") = expray (@ Xe (@) +... + 2 X, (21))

soit un difféomorphisme local (systéme de coordonnées dit de Fermi).

On considere une variation Ct' de la métrique g, soit 4 -> g3 €N,
et on s’intéresse aux géodésiques f, de la variété (M, ¢,) ayant les mémes
conditions initiales que f=f,. On travaille en coordonnées a I'aide
de ¢ pour exprimer que chaque f) est fermée, de longueur 7.

L’équation des géodésiques de (M, ¢)) s’écrit :
2.2.2.1) &) 4 ai e =0  (1=j=n).

On a noté ™7, et (z]) [resp. T}, et (2/)] les symboles de Christoffel
et les coordonnées des géodésiques pour ¢, (resp. g).

On étudie donc les solutions de (2.2.2.1) vérifiant les conditions
initiales
2.2.2.2) (z](0)=(,0,...,00 et (2/(0)=(0,...,0).

Par le théoréme sur la dépendance des solutions par rapport au para-
métre, on a : Pour « > 0, il existe un intervalle I (contenant 0 et non
réduit a 0) tel que les solutions de (2.2.2.1), ayant les conditions
initiales (2.2.2.2), existent pour Ae€l, sur lintervalle (— a, T + «)

et sont telles que (2] (f)) € (— «, T + «) X B,; de plus, (] ()) dépend C"~
de (2, t), et ’équation vérifiée par

5@ —wo

s’obtient en dérivant (2.2.2.1) par rapport a4 A, et en prenant 2 = 0.
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22 R. MICHEL
En tenant compte de
(2.2.2.3) @ (@) =(t0,...,0), @/ @®)=(,0,...,0),
et puisque I'/; (¢, 0, ..., 0) = 0, on obtient
B @) + o DT @ O -y 2 ()b = O,
ou encore

hlli (t) _I_

J
1

or/, , 0 yr _
G0, L OO+ SPTLIGO, 0)!}30_0.
Le dernier terme est calculé dans[13] (p. 40) : en posant k = (3¢»/0A )=,
/] . 1 . .
7 rinNo,...,0) = 2(— Vikin+2V. k)0, ...,0).
D’autre part, il est simple & vérifier que le long de f,
R0, ..., 0) = 2T/ (60, ...,0)  (1=Lj=n),
I’équation linéarisée de (2.2.2.1) s’écrit donc :

(2.2.2.4) h" + Ry /R = %(Vf ki — 2V, k),

le premier membre est bien celui de I’équation de Jacobi, obtenue, elle,
en dérivant par rapport aux conditions initiales.
Pour j =1, I’équation (2.2.2.4) s’écrit :

B = — 5V ka0, ..., 0) = —%Hdi{k“(t,o, L, 0) ),

les conditions initiales (2.2.2.2) imposant h! (0) = A"t (0) =0, il vient
en intégrant :

(2.2.2.5) B (f) = — %f‘k“ 0, ...,0)d + ék“ o, ...,0).

2.2.3. Condition nécessaire de fermeture et longueur T pour fp. —
Soit Ael; si t varie dans (0, T3) pour qu’on ait fo (Th) = m, il faut
que T = T,.{ ¢ (z, x) }'/2, et aussi, par un argument simple de continuité,

(2.2.3.1) (% (T)) = (T, 0, ..., 0).

En dérivant (2.2.3.1), de classe C', on a pour }» = 0 la relation
2.2.3.2) (W (T)) — %k“ ©,...,00x(1,0,...,0=(, ..., 0).

TOoME 101 — 1973 — n~° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 23

D’aprés (2.2.2.5) et (2.2.3.2), on a la condition
T
(2.2.3.3) f k(0 ..., 0)dt = 0.
0

Remarque 1. — On n’a exploité (2.2.2.4) et (2.2.3.1), que pourj = 1;
en fait, on trouve la méme condition (2.2.3.3) en se servant de 1 << j < n.

Remarque 2. — On n’a pas utilisé pour obtenir (2.2.3.3) toute la
condition de fermeture, a savoir f3 (T) = z, ni le fait que f' (T) = z;
on peut donc énoncer la proposition suivante :

ProposiTiON 2.2.3. — Sur une variélé riemannienne (M, g¢), soit
f: (0, T) - M une géodésique paramétrée par son arc de lonqueur et telle

que f(0) = m = f (T).
Soit A — ¢, une variation C' de g.

Si les géodésiques f, pour (M, g)) telles que f' (0) = fi (0) repassent
en m, avec la méme longueur T, on a

HPI \ 0
fok(ﬂ,ﬂ)dt_o, o k—[a—lg{'ko.

Remarque 3. — Cette condition peut s’obtenir par une méthode plus
variationnelle (Alan WEINSTEIN, non publié), et une étude analogue,
pour une sous-variété minimale assujettie & des conditions au bord et
a rester minimale pendant la variation de la métrique, donne une condi-
tion intégrale du méme type.

2.2.4. — On voit qu’il est naturel pour une variété M, munie d’une
m. g. t. f. (T), d’étudier le sous-espace suivant de Sym 2.

DEFINITION 2.2.4. — On note F I’ensemble des k tels que, pour toute
géodésique f paramétrée par son arc, on ait

fo K ) dt =o.

ProrosiTiON 2.2.4. — Pour foute variation C' autour de g, soit ¢,
contenue dans M. G.T. F., on a

g
[?X :I)\ZO e F’

Ceci est conséquence immédiate de la proposition 2.2.3.
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24 R. MICHEL

2.2.5. — Pour une (M, g) on a noté L le sous-espace de Sym 2 des
tenseurs qui sont des dérivées de Lie de la métrique g, c’est-a-dire

keL si k= Lx(yg), avec XeC~ (TM),
en coordonnées k; =V X, +V, X,

CoROLLAIRE 2.2.5. — Pour M munie d’'une m. g.t. f. (T), soit g,
on a LcF.

On peut en faire une vérification triviale par le calcul, mais une raison
géométrique est la suivante : soit k = Lx (g) et A — d) le groupe a un
paramétre de difféomorphismes qui induit X, donc tel que :

0 .
[5‘)‘\ (d7 g)])\:o_ k;

chaque d3 ¢ étant une m.g. t. f. (T), il résulte de la proposition 2.2.4
que k est dans F.

Pour un résultat plus précis, voir [15], proposition 2.1.

LY

2.3. Les meétriques riemanniennes a «courbure projective »
constante dans les projectifs non réels

2.3.1. — 11 est classique (par exemple [11], p. 167) que sur P, (C),
P, (H), P, (Ca) avec leur métrique canonique g, les droites projectives
sont des sphéres de dimensions respectives 2, 4, 8 et a courbure cons-
tante + 4; de plus, sur le projectif complexe P, (G), il est connu que la
structure canonique est la seule structure kdhlérienne a courbure holo-
morphe constante -+ 4.

On s’intéresse 4 I’ensemble A cOn des métriques pour lesquelles les
droites projectives sont a courbure constante -+ 4, sans hypothése de
compatibilité de structures telle que kihlérien ou hermitien; on doit

remarquer que A n’est pas stable dans O par laction des difféo-
morphismes.

2.3.2. Linéarisation dans A sur P, (K), K #R.

DErFINITION 2.3.2. — On appelle Fg le sous-espace de Sym 2 des k
qui, en restriction 4 chaque droite projective, sont des dérivées de Lie
de la métrique induite; c’est-d-dire : Soit S une droite projective
quelconque, I'inclusion canonique dans P, (K), étant notée i, on a

i*k = Lx (i* g), ou X est un champ C” sur S.

ToME 101 — 1973 — n~N° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 25

ProposiTiON 2.3.2. — Pour toute variation C', soit ¢,, contenue dans A,

on a
on.
[W])\ZO EFK-

Démonstration. — Chaque S munie de i* ¢, est & courbure constante 4;
il existe donc une famille 2 — r, de difféomorphismes de S tels que

(2.3.2.1) i* g, = 1% (i* g).

On peut assujettir les r, a étre C! par rapport a4 2 : on reprend pour
cela la démonstration de la rigidité des structures a courbure constante
(par exemple [12], p. 262), on fixe un point z, dans S; siexp, (resp. exp)
est ’exponentielle en x, de i* ¢, (resp. i* g), en posant r, = exp o exp; ',
on définit une isométrie locale que I'on peut étendre et qui convient.

On dérive (2.3.2.1) :
9 . 0 .
[3—;\ (& gx)]x:o = 55 (I 9))i=os

le second membre est bien une dérivée de Lie de i* g dans S, et le premier

membre n’est autre que i* [(d/02) ¢ ]r=o-
C. Q. F.D.

2.3.3. PropriéTE. — Sur P, (K), on a, a priori, LCFgcCF.

L’essentiel est que les droites projectives S sont totalement géodé-
siques dans P, (K); dans ce cas, si Y est un champ sur P, (K), on a
i* Ly (9) = Lx (i* g), o X est le champ sur S qui est la projection
orthogonale de Y, donc Lc Fg.

D’autre part, pour toute géodésique f, soient S la droite projective
qui la contient, et k un élément de Fyg; d’aprés le corollaire 2.2.5,
appliqué sur S, on a

kY
f *k(f, f)dl =0, donc keF.
0

C. Q. F. D.

2.4. Sur la rigidité infinitésimale de certaines structures géo-
métriques

2.4.1. — On utilise ici des résultats de EBin [8] et de BERGER-EBIN [3]

au chapitre 4, et concernant les problémes précédents. On rappelle ces
résultats rapidement.

Soit M une variété compacte, C*, sans bord. On a posé

Sym 2 = C* (S T*) = N g, Ct (S T*).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



26 R. MICHEL

C’est un espace de Fréchet pour la topologie C*, dans lequel I’espace o1
des métriques riemanniennes est un cone convexe ouvert. Si on fixe

une telle métrique g, on note { , > le produit scalaire global des sections,
relativement au produit scalaire local et & la mesure v, associée a g,

Ch k> =fhi1'k,-,~vg,
M

d’ott Sym 2, muni de { , >, est un espace préhilbertien.

Plusieurs décompositions de Sym 2, orthogonales pour ( , > sont,
données dans BERGER-EBIN [3] et celle qui s’avére essentielle au cha-
pitre 3 est la suivante : Les opérateurs différentiels

3% : C* (T*) ->Sym2,

£ %LX ), avec X et £ duaux par ¢
et
0 : Sym2 - C~(T*),

k —> ok, avec ok; = — V/ kj;

(dont le premier est a symbole injectif) sont adjoints formels, et on a
la décomposition :

Sym2=Kerd@® L ([3], p. 382),

oi L = Im o6* est ’espace des dérivées de Lie de la métrique g.

Le groupe des difféomorphismes de M, soit &, agit sur On par trans-
port de structure : (g, d) — d* g; on note O (g) I'orbite de g,

0(g) =d*g|ded|com.

Comme il est naturel, I'espace tangent en g a4 O (g) est L.

EBIN a montré, dans [8], I'existence au voisinage de g d’une sous-
variété S de Jn, transversale aux orbites de @ (un « slice ») et homéo-
morphe 4 un voisinage de O (9), la structure de g, dans I’espace N /@

des structures riemanniennes sur M; l'espace tangent & S en g n’est
autre que Ker d.

2.4.2. — On dira qu'un sous-ensemble ¢ de I est rigide au premier
ordre si :

« Pour toute variation C' de la métrique g contenue dans £, on a
[0g2/0Ah=o€ L. » -

LemMmE 2.4.2. — Soient S un slice, et ¢ un sous-ensemble de O, rigide
au premier ordre. Pour toute variation C* de g, soit ), contenue dans £n S,

onaVn>0,
o, —0
d)\ )\:0_ )

TOME 101 — 1973 — N° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 27

Démonstration. — Soit n entier tel que ¥V m, 0 << m < n, on ait

o™, _
[ d)\m ])\:0 - 0.

On applique la formule de Taylor a I'application A — r;, sur (0, 2, )
4 lordre n 4 1 dans Cv (S* T*), pour V ¢; on a donc dans Sym2 :

1[on
— n n-+1 —_ | — .
=g+ mk+w1Q), avec k n![ s ]H
On se restreint 4 I = (0, a(; on pose p. = A", p.€ (0, b(, avec b = a~
et py = ry.., chaque p, € Sym 2, et la variation

(1 1) > pp @) = g @) + k@) + po e L (@i @) e S (T*),

est C! sur (0, b(.

En reprenant la définition de la topologie de o1, on voit que 1'appli-
cation g — p, est dérivable en 0, & droite, et de dérivée k; puisque
pu €S, d’apres [8] (p. 30) et [3] (p. 384), on a dk = 0. L’hypothése de

2.4.3. — Donnons une formulation indépendante du slice.

ProrosrTioN 2.4.3. — Soit £, un sous-ensemble de N, rigide au premier
ordre et stable par @. Pour toute variation C* de g, soit g, contenue dans &,
il existe une famille de difféomorphismes de M, soit A — d) € @, de classe C”,
telle que

‘dﬂ
VY n>0, [W"(m_d{m]xzozo'

En d’autres termes, | g, est un transport de structure a une varia-
tion, infiniment plate en g, prés.

Démonstration. — Ceci est conséquence rapide du théoréme du slice
([8], p- 30-33) : un slice S existe tel que, pour chaque ¢, €9, il corres-
ponde r, €S et de® tels que ¢, = d} (), 1o = ¢, do = identité.

En suivant sa démonstration, on voit que I'application A - d5'€®@
(muni de la topologie C*) est de classe C~.

11 en résulte facilement que X — r, = (d5')* ¢). est une variation C~
de g. De plus, ne€tnS : car, d'une part n €S, et d’autre part n, est
dans l'orbite de ¢, qui appartient a I’ensemble stable &.

Donc, d’aprés le lemme précédent,

oarr, _
Vn>o0, [W]H_o
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En dérivant n fois dans ¢, =d¥ (n) :
O O
o (a% r}) = o (92)

il reste pour 2 =0 :

o « . or
[?)Tn (af -")]«,‘:0 - [dl" & ]‘A:o.
C. Q. F. D.

Remarque. — 11 serait intéressant d’examiner le cas de variations
analytiques en 2 (en supposant éventuellement aussi, les métriques ¢
et la variété M, analytiques). Si I’on montrait dans la proposition 2.4.3
que df g est analytique en 2, on aurait un résultat local.

CHAPITRE 3

Un probleme d'analyse géomeétrique

3.1. Le théoréme principal

On a défini Fg, en 2.3.2, pour K = C, H ou Ca; on remarque que Fg
a aussi un sens pour cette définition, et que g = F : en effet, sur P, (R),
dire que k est, en restriction & chaque droite projective, c’est-a-dire,
4 chaque géodésique, la dérivée d’'un champ X tangent a cette géodé-
sique revient a dire que i* (k) (f) est la dérivée ordinaire de la fonction
m-périodique X (f), et ceci équivaut a la condition d’intégrale nulle.

On a vu, en 2.3.2, que, a priori, Lc FgxcF.

Dans la suite, on démontre le résultat suivant.

TuéorkmE 3.1. — Si sur P, (K), K =R, G, H ou P, (Ga), muni de
sa mélrique canonique g, on pose

L ={Lx(g)| X champ de vecteurs C*},
0
F ={keSym 2|V [, géodésique paraméirée par l'arc :f k({f., fHdt= 0},
0

Fx = les tenseurs de Sym 2, qui, en restriction a chaque droite projective,
sont des dérivées de Lie de la métrique induite :

on a
L=FK

en particulier sur P, (R) :
L =F.
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CoroLLAIRE 3.1.1. — Soit 2 le sous-espace des tenseurs de F, sur P, (K),
qui sont pairs en restriction a chaque droife projective, on a

2cL.

On peut donner une définition en apparence plus faible de I’espace Fg
pour K # R en imposant a ses éléments d’étre localement des dérivées
de la métrique induite, en restriction aux droites projectives. En fait,
sur la sphére S, canonique (¢ > 2), un tenseur qui est une dérivée de
Lie locale de la métrique est une dérivée globale : on peut recoller les
champs locaux a I’aide d’isométries infinitésimales (voir CaLABI [6], p. 158),
ce qui est évidemment faux pour S, puisque, en restriction a une courbe,
fout élément de Sym 2 est localement une dérivée de la métrique induite.

3.1.2. « Esquisse analyse » de la démonstration du théoréme 3.1. —
La démonstration du théoréme 3.1 contient celle qu’on a faite dans [15]
pour P, (R); étant toutefois plus longue et plus technique, on en donne
ici une « esquisse analyse ». Aprés les préliminaires 3.2, on montre deux
faits essentiels :

— l’espace F est orthogonal & R ¢ (lemme 3.3);

— pour P, (K) I'espace F est stable par I'opérateur A (lemme 3.4);
plus précisément, on a la formule de commutation des laplaciens 3.5.3,
ou intervient la variété des géodésiques, munie d’une métrique natu-
relle; il en résulte que A induit un isomorphisme de F sur F (prop. 3.5.8).

Un argument fondamental aussi est la décomposition de BERGER-
EBIN : le théoréme 3.1 équivaut ainsi & ce que FgnKer o = 0.

Au lemme 3.5, si ke FgxknKerd, on a trk = 0 (on arrive a4 passer
du global au local par transformation de Radon en se concentrant
sur trk et Atrk, et on peut conclure grace & des inégalités sur les
valeurs propres du laplacien).

Au paragraphe 3.7, il intervient Pk, la partie « pure » du tenseur k,
(PK) (@, ) = %trm k.g(x,7), ot g¢— dimgK;

Pk est un tenseur; on l’exprime & l’aide de la courbure (3.2.4.2).
Au lemme 3.7, si ke Fgxnkerd, on a APk = (2q(n + 3) — 8) Pk.
Pour P, (R), Pk = k, et le théoréme en résulte rapidement.
L’argument important est que les dérivées de Lie de la métrique
sur toute variété riemannienne a courbure scalaire constante sont solu-
tions d’une certaine équation du deuxiéme ordre; en utilisant cela sur
des sous-variétés totalement géodésiques pour le tenseur induit, on
arrive, par des calculs locaux, & I’équation vérifiée par Pk; on pose

A = Fgnker 0 = Fgnker dnker tr
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et
B = Fnkeronker tr.

Au lemme 3.7.6, si P(A)#0, alors 2q(n + 3) — 8 est dans le
spectre de Ag, la restriction de A 4 B, qui est un isomorphisme. Ceci n’est
pas une conséquence évidente de 3.7 car, d’'une part P n’opére pas
dans F, et d’autre part B n’est pas un sous-espace complet de Sym 2,
muni de ¢, >.

Au paragraphe 4.1, pour une métrique sur M qui est une m. g. t. f.,
les éléments de F vérifient une inégalité quadratique obtenue en inté-
grant sur le fibré unitaire U l’inégalité de Wirtinger (principe du
minimum pour un cercle). On doit savoir pour cela exprimer l'intégrale
sur la sphére S, canonique d’un polynéme T (z, ..., x) en fonction de
la forme multilinéaire T (prop. 4.2.1).

On en déduit alors que le spectre de Ay est minoré par 4 (qn + 4),
et il résulte du lemme 3.7.6 que P (k) = 0 pour ke€A.

Au paragraphe 4.9, si k€ A, on obtient finalement k = 0 par la méthode
locale de 3.7 et en exploitant tr k = 0 et Pk = 0, le théoréme en résulte.

3.2. Quelques propriétés nécessaires

3.2.1. Rappels sur les laplaciens. — Pour une variété rieman-
nienne (M, g), on sait que l'opérateur de dérivation -covariante
V:C* (T;)— C* (T;,,) est & symbole injectif; soit V* son adjoint
formel.

Comme dans [13] (p. 25) ou [3] (p. 386), on pose
A=V*V: C"(T;)—C~(T).

En coordonnées avec la convention d’Einstein (qu’'on emploie suivant
le contexte) :

(VRO ==V

(B = = Vv

le laplacien A : C* (T%) — C* (T7%), introduit par Licanerowicz dans [13]
(p. 26) et qui généralise le laplacien de de Rham sur les formes anti~
symétriques, s’écrit :

(3.2.1.1) A=13+K,

ou K est un opérateur d’ordre 0, donc un tenseur, défini & 'aide du
tenseur de courbure.

A et A sont autoadjoints, elliptiques (fortement pour A) et préservent
les symétries; ainsi, dans la suite, A et A désigneront ces opérateurs
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agissant sur Sym 2; dans ces conditions, K s’écrit :

(3212) Kkab=pajk£ +pb/k£—2Ruibjkij,

ou R désigne le tenseur de courbure, p celui de Ricci.
Pour keSym 2, on a les commutations :

(3.2.1.3) trAk =Atrk =trAk;  tr Kk =0,

la trace étant prise relativement a g, et A: C* (M) - C* (M) désignant
Popérateur classique de Laplace-Beltrami.

3.2.2. Sur la commutation de Ricci des dérivées. — On rappelle pour
un tenseur de degré 2 l'identité de Ricci :

(3.2.2. 1) Va V[, kuv — Vb Va kuv = Rabul klv + Rabv[ kul-

En particulier, en courbure constante 2 :
3.2.2.2) Vo Voka — Vo Va ko = A (koo — Kaa)-

D’autre part, on rencontre dans la suite la fonction sur M :
3.2.2.3) VaVbk, — VeV, kj (convention d’Einstein),
qui s’écrit aussi : V* V* k + A tr k; un fait essentiel est que, si la fonc-
tion courbure scalaire = = R;,"/ est constante, toutes les dérivées dispa-
raissent dans (3.2.2.3) lorsque k = Ly (g), le champ X étant quelconque.
Ceci s’explique en considérant une variation de métrique ¢ (avec g, = g)

telle que [0¢)/0r]n=o = k; la variation de la courbure scalaire ,, vérifie
en effet (voir par exemple [13], p. 43) :

Jto, )
3.2.2.4) L =V*V*k 4 Atrk — k;;pU.

d)\ )\:O

Soit d; le groupe a un paramétre de difféomorphismes induisant X;
pour tout point p de M, 7, (d)(p)) =< dg:g(p) = 7, (p); en particulier,
si la variété est d’Einstein, avec p = « g, on a donc, pour k€L :

3.2.2.5) V¥V*¥k 4+ Atrk = atrk.

3.2.3. Définition et hérédité des projectifs. — Soit K 1'un des trois
corps R, G, H, et ¢ = dimg K.

On munit K»+* de sa structure d’espace vectoriel a droite,
TA=(Ty, ..., T) A =(Z1 A ..., T, }),

du produit hermitien :
<.’L', y> = Zi:i 5i yi)
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et du produit scalaire
<%y r=Relz, y).

Les projectifs P, (K) sont définis comme quotients de K+ — {0}
par I'action multiplicative (4 droite) du groupe K — { 0}; ils ont une
structure naturelle de variété C* réelle, de dimension qn, et on a la
fibration principale :

(3.2.3.1) Syt = Synrg1— P, (K),
o S;niqg—1 est la sphere unité dans R7+1) ~ K+, et S,_; le groupe

des unités de K.

Ceci est classique [voir : CHEVALLEY, Theory of Lie groups, p. 9-18
et STEENROD, The topology of fibre bundles, p. 105].

Notations. — Pour meS;.,q1, on écrit m (m) =m. Il résulte
de (3.2.3.1) que le tangent en m" a P, (K) s’identifie au quotient de
(m S,_,) xmL, ou ml est 'orthogonal de m pour { , >, par la relation

(mi t)y~(mp,s) si, et seulement si, {2~ = s p';

la classe des (m A, t 1) est notée (m, ).
Le produit scalaire { {, s >y est invariant par l’action de S,_, :
20, sAOR ={tA sADOF{sMEAD> =2t s>A+2{s t>A
=2(Ls>+{stD)A=2A{t,sDpA =21, s p.
A cause de la commutativité, {{, s >g est invariant par S,, il n’en
est pas de méme de {{, s >g.

Dans T,.(P. (K)), on a le produit scalaire canonique :
(3.2.3.2) g ((m, 1), (m, 5)) =4 s R

et une notion de K-dépendance (et K-indépendance).

Si K = R ou G, on a un produit par un scalaire canonique dans 1’espace
tangent en m’" :

(m, ty X &« = (m, t ),
car, grice a4 la commutativité,
mAMtiyxa=(@mdtra)y =(md,tad) = (m,ta),

d’ou, dans T,,. (P, (G)), la structure d’espace vectoriel, complexe.

Cette multiplication n’a pas de sens pour P, (H); cependant, si

(m, f), (m,s) sont K-dépendants, c’est-a-dire si a€K existe tel que

ToME 101 — 1973 — nN° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 33

t = s «, alors
th=s2(1tad);

d’olt la notion de K-dépendance pour (m, )" et (m, s).

Notons (abusivement pour les quaternions) K x la classe des vecteurs
K-dépendants de = dans T,. (P, (K)).

Il est clair que K x est un R-sous-espace, de dimension q.

(3.2.3.3) Base adaptée : Soient x,, x, unitaires en m, avec z, ortho-
gonal a Kz, :

g(@, ) =g (T2, ) =1, g (x:, Kz2)) = 0.

On vérifie que K x, est orthogonal a K z, pour g.
On a donc, en itérant, une somme directe orthogonale pour g¢ :

T@P.K)=Kz, H...o Kz,
avec x; = (m, t)).
Si on prend une base orthonormée (xr; = z;, ..., %) pour chaque K z;,

les gn vecteurs (z3}), 1 =s = ¢, 1 = j = n forment une base dite adaptée
de T,.(P.(X)).

(3.2.3.4) Heérédité des projectifs : Soient (1, is, ..., i,) une base ortho-
normée de K sur R, et (1, i,, ..., i) une base d’'un sous-corps de K,
soit K’ (¢/ = 1,2 ou 4 et ¢’ = ¢).

Considérons linclusion : K+t XK —» K"+'x K" avec n’' = n.

On note U (n + 1, K) le sous-groupe de G (n + 1, K) laissant { , >
invariant dans K"+'; c’est le groupe orthogonal, unitaire ou symplec-
tique; le sous-groupe, qui laisse K'»+! invariant et K» fixe point par
point, s’identifie & U (n' 4 1, K').

Appelons (e, ..., €.1) la base canonique de K=+,

Si p est I'action de U (n + 1, K) sur P, (K) donnée par

P (@) = (@ (exr1))’s

on a, d’aprés la caractérisation connue des projectifs comme espaces
symétriques,

UmK)YU(,K)—> U@+ 1,K)-2>P, (K)
U@, K)U(, K)—">U@ +1, K)—5> P, (K)
ol iy, Iy, i3, i, i; sont des inclusions.
P, (K') est ici défini comme sous-espace syméfrique de P, (K) : c’est
donc une sous-variété totalement géodésique de P, (K) (voir [12], p. 234 .
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Posons

Ty = (Cns1> €1) vy &) = (€nyrs € Iy)
' :i,l' = (Ent1s €)'y « ooy T = (Enpas €ny Ly1)'
dans ’espace tangent en ¢, ,.
Le tangent & P, (K’) en e,,, n’est autre que
3.2.3.5) E=Rz,P.. PR P.. Rz, Pp...d Rz,

la somme étant orthogonale pour b, et on a donc :

exp.s., E = Py (K').

Soient maintenant m" quelconque, et des vecteurs tangents
[X;=@m, )] 1Ls=Lq,1L1n") extraits d’'une base adaptée;
avec la méme notation que (3.2.3.5), on a encore :

(3.2.3.6) exp,. E est un projectif P, (K') plongé géodésiquement.

Pour voir cela, on se raméne dans la base canonique, a I’aide d’un
élément de U (n + 1, K), c’est-a-dire une isométrie de P, ., (K).

Cas particuliers :

— Si ¢ =1, n"=1, exp,.Rz est une géodésique, sous-variété
‘isométrique a P, (R); elle est donc fermée, de longueur .

—Si ¢=1, n"=2, exp,. Rz, +Rux), avec ¢,.(z, x.) =0,
et x, orthogonal 4 Kz, est un projectif P, (R) géodésique dans P, (K).

— Si ¢ =¢q, n'" =1, exp,. Kz est isométrique a P, (K), et il est
classique que P, (K) est une sphére a courbure constante 4 de dimen-
sion ¢; c’est la droite projective définie par m et ¢, oit x = (m, {)".

(3.2.3.7) Conséquence : courbure des projectifs : Soient x, et x, d’une
base adaptée en m’'.

— Si z,€Kux,, on a R(x,, 22) x, = 4 s,

— Siz, | Kz, on a R (zy, T2) T, = ..

Ces relations sont vraies, en effet, avec la courbure R de
exp,. Rz, @ Rx,)

qui est donc dans les deux cas, a courbure constante; étant de plus
géodésique dans P, (K), les relations valent avec le tenseur R (par
exemple [12], II, p. 58). On déduit aisément aussi que VR = 0 par un
.argument analogue.
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(3.2.3.8) Cas de P, (Ca) : Pour 'algébre a division des octaves de
Cayley qui n’est pas associative, on n’a pas de notion usuelle de projectif,
mais ’espace symétrique compact de rang 1, F,/Spin 9, de dimension 16,
noté P, (Ca).

Pour x unitaire au point p, on note ici Ga z I’espace engendré par x
et I’espace propre de dimension 7 relatif a la valeur propre 4 de I’endo-

morphisme autoadjoint
U—R(z, U)x.

L’espace propre relatif 4 la valeur 1, de dimension 8, est de la
forme Ga y, et on a
T, (P, (CGa)) =Cax CGay.

On vérifie encore les propriétés (3.2.3.6) en utilisant un plongement
de Spin 3 dans F,.

(3.2.3.9) Pour le projectif P, (K), qui est d’Einstein, I’expression du
tenseur de Ricci est
o=[(n+3)q—4]y.
En fait, pour une base adaptée (X;), on a, d’aprés (3.2.3.7),
p (X, X)) =% g (R(X,, X)) Xs, X)) =[(n—1)qg + 4 (¢ — D] g (X}, X)),
p et g étant symétriques, I’égalité en résulte.

3.2.4. L’opérateur P de moyenne projective dans P, (K). — Pour
keSym?2 et XeT, (P.(K)), posons

1 >
(PR), (X, X) = q U®e kg, (X, X).

(3.2.4.1) PropPrIETE : Pk est un lenseur de Sym 2. — Il n’est pas
évident, a priori, que la fonction homogéne de X, de degré 2, définie
par Pk (X, X) soit de classe C. [et donc soit une forme quadratique
dans T, (P, (K))].

— Pour K =R, P est l'identité.

— Pour K = G, en appelant J 'opérateur de la structure complexe,
on a

PhH X, Y)= %[k X, YY)+ kX, JY).

— Pour K = H, on a aussi trois anti-involutions locales J,, J,, J;
de T (P, (H)) telles que ‘

(PR (X, V) = 3 [k (X, ) + k(1. X, ], ¥)
+ k(). X, J.Y)+k(J, X, J,Y)]
définit globalement un élément de Sym 2 (pour ceci voir [5], p. 53-56).
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En fait, on a une expression simple de P & l’aide du tenseur K
(déf. 3.2.1.2).

Soient XeT, (P, (K)), et { X;|, 1 i qn, une base adaptée telle
que { X, ..., X;}]cKX.

On a
KX X)=2% (X, X) k(X, X))
—2% ;9 RX X)X, X)) k(X;, X)).
D’aprés (3.2.3.7) et (3.2.3.9),
(Kk) (X, X) =2[(n + 3) g — 4] % 9 (X, Xi) k (X, X))
—2¥, g(RX, Xy X, X)) k (X:, X))
=2[(n+3)q — 4]k (X, X)
- 22Xiexxg (R (X’ Xi) Xa Xl') k (Xiv Xi)
-2 Ex1xx 9 R X, X)X, X)) k (X, Xi);
(Kk) (X, X) =2((n +3) ¢ — Y k (X, X)
— 8[q.Pk (X, X) — k (X, X)]
—2[trk.g (X, X) — q.Pk (X, X)]

et donc Pk (X, X) est une forme quadratique; d’ou, en particulier
pour P, (Ca), la relation entre fenseurs symétriques :

(3.2.4.2) Pk=6iq[2(n+3)qk——2trkg—Kk].

(3.2.4.3) LemME. — P est un projecteur dans Sym 2, autoadjoint, qui
commute avec K, A et A.

— P? = P résulte de la définition; on a aussi tr Pk = tr k et Pg = g.

— ( Pk, h > =k, Ph) résulte de (3.2.4.2), puisque K est auto-
adjoint.

— PK = KP se voit sur (3.2.4.2), car tr Kk = 0 = Kg.

— AK = KA se vérifie sur la définition de K (3.2.1.2), puisque
VR =0.

3.3. Lemme. — Soit une variété M munie d’une m. g. &. f. (%), soit g.

L’espace F (définition 2.2.4) est orthogonal & R g dans (Sym 2, { , >),
c’est-a-dire

YV keF, {h g> =ftrkvg =0.
M

Soit le fibré U des vecteurs tangents unitaires de (M, g); il a une struc-
ture riemannienne naturelle et donc une mesure associée (voir par
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exemple [1], p. 163) invariante par le flot géodésique. Dans cette situa-
tion, on sait qu’on a une fibration localement triviale de U sur la variété
Geod (M). Comme la mesure de U passe & la base, I'intégrale de la forme
quadratique k (z, x) est nulle sur U, puisque nulle sur les fibres (défi-
nition de F). On reprend la fibration de U sur M; I'intégrale sur la fibre

sphére U,, en chaque point m de M, vaut k (x, x) v, = a (tr k),
Um
ol « est le volume de la sphére canonique S,_, divisé par n = dim M;

d’ou | trkv, =0.
M
C. Q. F.D.

3.4. Lemme. — Sur P, (K), avec sa métrique canonique qui est une
m. g. t. f. (), on a AFCF, ot A est le laplacien de Lichnerowicz, agissant
dans Sym 2. De plus, A respecte la somme directe F = (F nKer d) @ L.
[Définition de A en (3.2.1.1), de F en 2.2.4.]

3.4.1. — On considére sur P, (K) une géodésique f (fixée) telle que
f@©O) =m, f'(0) =z, unitaire; c’est donc une fonction m-périodique.

Soit { U, ==z, U,, ..., U, } une base adaptée en m, donc formée de
vecteurs propres de Y — R (z, Y) z; soit U;(f) le champ obtenu par
transport paralléle de U, le long de f.

Si on appelle P; le plan engendré par x et U; (i > 1) par (3.2.3.6),
exp,, P; est une surface totalement géodésique a courbure 2; (la valeur
propre correspondant 4 U, valant 1 ou 4).

Laissant toujours i > 1 fixé, on considére la famille & un paramétre de
géodésiques autour de f, définie pour (¢, u)e (— =©/2, ©/2) X ) — a, a par

¢ (t, u) = expn, tx (u),

avec x (u) =z cos\/2; u + U,sin\/}, ueP,.

Chaque géodésique {— ¢ (f, u) est donc paramétrée par son arc de
longueur; on note ¢° (¢, u) son vecteur tangent en {.

On considére la fonction énergie associée a la 2-forme symétrique k
et a la variation ¢, soit

/2
(3.4.1.1) E; (u) = k (9" (¢, w), o (t, ) dt.
— T2
On calcule (d? E;/du?) (0).
Puisque ¢ (¢, u)c S;, en notant i 'inclusion S; < P, (K), on a
k(9" (4 ), ¢" ( u)) = * k (i)~ ¢ (& w), (i)~ ¢ (¢ w)
et on calcule donc (d? E;/du?) (0) sur S..
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Soient, dans P;, Pouvert V ={)—x/2, 0(uU)0, 7/2( | X)— a, af,
et le systéme de coordonnées polaires V — o (V)cS..

La métrique induite sur V s’écrit :
ds® = o* (9) = df* -+ sin® /2, t duz.
En posant 1 et 2 pour £ et u, les symboles de Christoffel non nuls sont :
T, = —\/hsiny/2, t.cos V7, t,

VY cos it
. " sin % £

=2
De plus,ona E; (u) = f k.. (¢, u) dt (en écrivant encore k pour i* k).
—Tp

ae O = [ Mi <—(% k) (¢, 0) d.

Calcul de [(0*[ou?) k,,] (¢, 0) :

G

On a donc

)(t ) = Vo ki + 2T, k= Vo kyy 4 2T2, ki,
p) , 9
ku (t, lI) = EH(V.) kll) +2T3, w(ki‘-’)’

sk

Q‘% Q"Q, Qm

)(t, W) = Vo Vo ko + %, V, ki 4+ 2T, Ve ki,
+ 21‘?1 [V?. kx‘z + 1‘121 k/, + rlzz kll],
k“> (1) = Vo Vs by + T4, Vo ko, + 4T2, Vs koo

|%

o

=y

u-
+ 2T, T ke + 275, Ty, Ky,

~

t’ ll) =WV ku

©

(7
(o
(
<_‘u_kl.

— VA sin & tcosy/ A £V, kyy — 23 cos? /2 Lk,

coss/&tv‘2 Ky 42, cos® \/k; cos Vit
sin \/2; sin? \/2, ¢

Puisque on a (d/du),,, = siny/A;t U, (f), on voit que

ks 1 0 1 J
t, 0 e — — | =k U. (@), U; (b)),
sin? \/2; ¢ 60 = <sin Vit ou’ sin Vit du) s (U@, UD)

+ 4V
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de méme
1
sin?\/2; t

V. ki 4, 0) = 9.9 ")

1
—_—sin2ﬁ;tv k<5‘t’ EI, %
=VkU.®, U:(; U: ().

Finalement, pour fe)— =2, 0(u )0, 7/2(, et en posant U; pour U, (f)
(i=1),

a%k.l t, 0) = sin® VTs £ (Ve Vo, k) (U, U)

— VA sin /2 tcos /1t (Vy, k) (U, U))

+ 4\/¥;siny/; tcos\d £ (Vy, k) (Uy, Uy

— 2% cost Itk (Us, U)) + 2 ) cost VI Lk (Us, U),
donc

o) /2 B
3412 LL0) = f { (sin® VXt (Vo, Vo, k) (U, UY)
—7p

+[4 Vo, B) (U, U)
— (Vo, k) (Uy, UD]V i sin /A Ecos (/A t
+ 22, cos? A t[k (U, U) — k (U, U,]db)}.
L’opérateur V est ici celui de différentiation covariante dans S, et k
est écrit pour i* k : puisque S; est totalement géodésique, 1’expression

est ]la méme si’on considére V comme la dérivation covariante dans P, (K)
et k avec sa signification de tenseur sur P, (K).

3.4.2. — On fait le méme raisonnement avec la géodésique I, définie
par [ () = f(t + (n/2\/N)) et avec les champs

Un () = U, <t+ 2’:@), Un(®) =1 () = U, <t + #)

On obtient l’expression correspondante :

d* En e
e (0) = { (Sll'l‘2 \/)\l t (VUi* VUi* k) (Upk, Upﬁ)

— /2

(3.4.2.1)

4+ VA siny/3; Ecos /A, £
X [4 (Vo k) (U, Us)
— (VoK) (U, Un)]
+ 22 cos? At [k (Us, Us)
— k (Uw, Uw]| dt.
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En faisant le changement de variable s = ¢ 4 (n/2/2,), et en gardant
les mémes bornes puisque l'intégrant est m-périodique, on obtient
/2 -
(3.4.2.2) d Eu 0) = { cos?\/l s (Vu, Vo, k) (U, U,)
—7/2
—VAsiny/A;scos\/A; s
=< [4(Vu, B) (U, U)
— (Vo k) (U, U))]
+ 2% sinz 2 s [k (U, U) — k(U,, U))]} ds

On écrit les équations (3.4.1.2), (3.4.2.2) pour chaque i > 1, et
on fait la somme des 2 qn — 2 équations obtenues : on a donc

. & E, En
3.4.2.3)  xn2 L) + ¢ 2 (0)
/2
= { X9" (Vu, Vo, k) (U, Uy)
—7p

+237"gRU, U) U, U)(k(U; U) —k(U,, Uy))}at.

On remarque que I’expression du deuxieme membre a un sens, et est
nulle pour i = 1. On trouve donc :

7 (Vo Vo, k) (U, U) = (tr VV k) (Uy, Uy) = — Ak (U, U));
de méme,
Sy R (ki — kiy) = Xz, jegn Runj kiy — 011 ks

ol p désigne le tenseur de Ricci; puisque pour les projectifs p =2 g,
(3.4.2.3) s’écrit finalement :

& E, Ewn
(3424)  Siiiim —{ iz © +4 aw ©

ks
=f [Ak (U, U) + 2% jeqn by — 2% i jogn Rinij kij } dt.
0

On reconnait dans (3.4.2.4) 'opérateur A de Lichnerowicz.
On a donc la formule, dans laquelle E;, Ex sont définis a 'aide des
champs U, (f) le long de la géodésique f :

d? E,*
O L

(3.4.2.5) [ K(fi f)dt = = Tciyn duz o)+
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Donc, si keF, E; (u) =0 = Ex (u), d’ou
f Ak (f,, f)Hdt=0 (pour chaque géodésique f),
0

et par conséquent AkeF.
C. Q. F. D.

3.4.3. L’opérateur A respecte la somme directe : F = (FnKerd) @ L.
— Eneffet, sike L, k = Lx (g), soit en coordonnées k;; =V, X; + V; X;;
d’aprés [13] (p. 28-29), sur une variété & tenseur de Ricci paralléle,
AV X =V AX, d’ou il résulte :

ALX (g) = LAX (g) et ALcL.

De méme, soit ke F et 6k =0, on a va que AkeF et, d’apres [13]
(p- 28-29), on a aussi 6 Ak = A ok, donc Ake Fno—! (0).

3.5. La variété des géodésiques orientées pour une variété
munie d'une m. g. t. f. (7).

3.5.1. — Le deuxiéme membre de (3.4.2.5) conduit & I’étude de la
variété des géodésiques de P, (K) et, plus généralement, d’'une variété M
munie d’'une m. g. t. . (7), soit g.

On appelle Geod (M) (ou Geod) 'ensemble des géodésiques orientées
de M, c’est-a-dire I’ensemble des sous-variétés géodésiques de dimen-
sion 1, munies d’une orientation : il est donc formé des orbites du fibré
unitaire U sous I'action du flot géodésique, et a ainsi une structure de
variété de dimension : 2dim M — 2.

Pour yeGeod, le tangent en y a Geod, soit T, (Geod) s’identifie
naturellement aux champs de Jacobi normaux a v (voir [16], p. 80-81).
Pour réaliser I'identification, on fabrique une carte de Geod autour
de v en faisant une tranche dans U a I'action du flot géodésique (ortho-
gonalement au vecteur x€ U, x tangent a v); dans une {trivialisation
de cette carte, une courbe, issue de x, s’écrit : { — (a,, v,) avec a, € carte
de M, v,eRi™¥ g, (v,v)=1 et (a, v,) =image de = dans la
trivialisation.

En dérivant pour { = 0, on a ainsi le vecteur tangent le plus général
de T, (Geod); ce vecteur s’écrit dans la trivialisation (a,, v,; @, ;)
avec ¢, (vo, v,) =0 et g, (v,, a,) =0.

On définit un champ de Jacobi normal unique W le long de v en posant
W (0) = a,, V. W = v, et on vérifie bien que ce champ ne dépend pas
de la trivialisation choisie, d’ou I'identification.
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On a, sur Geod, une métrique riemannienne naturelle en posant

V V, WeT, (Geod) ~ champs de Jacobi le long de v :

W =2 [gvawya

On voit que § est invariante par les isométries (rigides) de (M, g).

3.5.2. La variété Geod pour P, (K). — Dans ce cas, Geod est un espace
homogene puisque SO (n 4 1) [resp. U (n + 1), Sp (n + 1)] agit tran-
sitivement sur le fibré unitaire de P, (R) [resp. P, (C), P, (H)], donc
aussi sur Geod. Notons G(n+ 1) l'un des groupes précédents.
D’aprés (3.2.3.4) appliqué avec n’' =1, ¢’ =1, la géodésique [ de
condition initiale x = (m, f)" est l’application

u— 7w (mcos u + tsin u)e P, (K).

Dans une base (m, 1, e;, ..., €,.,) de K*+!, orthonormée pour { , >,
un systeme de coordonnées homogenes pour f est donc :

u— (cosu, sinu, 0, ..., 0).

Le groupe d’isotropie de I'élément de Geod paramétré par f, lorsque
G (n + 1) agit dans Geod, est donc le produit direct de deux sous-
groupes; I'un est isomorphe & G (n — 1), il invarie I'orthogonal de { m, ¢ |,
I'autre est formé des matrices :

‘scosa —ssina 0
M (s, ) ={ ssin a scosa 0 ), ou [[s|=1, z€R.
0 0 1

Si K = R on a immédiatement pour Geod I’expression :

SO (n + 1)
SO — 1)< SO ()

= la variété de Grassman

des 2-plans orientés de R +'.

Autrement, soit ’homomorphisme (s, o) - M (s, «’), ot « = (= + 27 Z)

Son noyau est le groupe I' = { (1, 0°), (— 1, 7*) }; d’ou les expressions
pour Geod :
C o UMn+1)
—SK=C g DX UM<0 @
_ SiK=H, Sp(n + 1)

Sp(n —)x[Sp(MxSO@) T

(3.5.2.1) Pour P, (K), Geod a une structure presque complexe naturelle,
pour laquelle la métrique invariante § est hermitienne : Soient y € Geod,
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et f une représentation paramétrique de y par I’arc de longueur ¢, I’orien-
tation de y correspondant & f croissant; on reprend la base

Q=000 -..,U.0}
définie en 3.4.1.
Les champs de Jacobi définis le long de y, a I'aide de f, par

W: (f®) =U:(@sinyht (2=i<qn),
Wa (f () = U, (f) cos /) t
forment une base orthonormée de T, (Geod).
Si on pose J, (W) = Wy, et J, (Wx) = — W, on définit bien un

automorphisme de T, (Geod), indépendamment de la géodésique orientée f,
qui vérifie

w®

J:=— 1

-2

De plus, gy (J- (V), J, (W)) =g, (V, W), d’'oit g est hermitienne.
C. Q. F. D.

Ces remarques sont peut étre utiles, puisqu’elles donnent des condi-
tions nécessaires sur Geod, pour la conjecture de Blaschke généralisée.

3.5.3. Une formule de commutations des laplaciens. — Considérons
I’application linéaire :
Sym 2 - C* (Geod),

Kk R = [k v dt

Pour vérifier que ke C” (Geod), on repére les géodésiques voisines
de v, par un vecteur unitaire u = u (y); la dépendance des conditions
initiales entraine que le vecteur ¢’ (f) dépend C~ de (f, u); de plus,
E:T (M) >R, ou k(v) =k(,v) est C*; donc k(y, v,) dépend C*

de (f, u), et par conséquent [ k (v, y)dt est C* en u. Notons que
I'espace F est le noyau de cette application.

TuroriME 3.5.3. — Pour un projectif canonique P, (K), si A est le
laplacien généralisé de Lichnerowicz, et [ le laplacien sur les fonctions
de la variété riemannienne Geod (P, (K)), on a la formule :

V keSym2, Ak = (k).

On doit prouver que le deuxi¢éme membre de la formule (3.4.2.5)

n’est autre que [J (k). On utilise la caractérisation suivante du laplacien :
Si N est une variété riemannienne, p un point de N, (V,, ..., V)
une base orthonormée de TN, et ¢; les géodésiques telles que ¢; (0) = V,,
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pour une fonction différentiable 0 sur N, on a
d2
A9, = — Eléiéld—ug‘(e o ¢5) (0).

Soient encore y € Geod, et f une représentation orientée de y, on consi-
dére la variation u — ¢; (u) de 3.4.1 avec

9 (u) (f) = exp,, t (x cos VA, u + U, siny/2; u)

comme une courbe dans Geod.

Avec cette notation, la fonction E; définie en (3.4.1.1) s’écrit :
Ei = 1/2' o (Pl-.

Avec la géodésique I, définie par I(f) = f({ + (=/2y/2%)), on a de
méme

Ei* = IQ’ o (Pl-*.

Puisque le vecteur tangent en u =0 a ¢; (resp. ¢) dans Geod est
le champ de Jacobi W, (resp. W) défini en (3.5.2.1), il suffit donec,
pour avoir la formule de commutation, de vérifier le lemme suivant :

LemMeE 3.5.4. — Pour les P, (K), les courbes u— ¢;(u) avec
i€{2,...,nq 2% ..., (ng)* | de R dans (Geod, §) sont des géodésiques.
On montre que ¢ = g; est critique pour la fonction énergie.
On se donne une variation autour de ¢, a extrémités fixes, par une
application de classe C! :
b [0, w] X[0, u,] X [— &1 &1] > Pr (K),
@ u,e)—>4d ¢ u ) =o0.(t w,

telle que :
10 ¥V (u, ¢), la courbe {—> ¢ (L, u, ¢) est une géodésique paramétrée
par son arc;
20V (4, u),
Y u, 0) =9 u) =9 ¢ uv);
30V (¢, 9,
¢ 0, ) =9¢(0,0)=9¢(0),
Y, ) = w, 0) =9 (G u).
Pour tout (u, ¢), le champ { -> (d¢/du) (I, u, 0) est de Jacobi; on peut

choisir ¢ pour qu’il soit normal & ¢{— ¢ (¢ u, ¢) : en effet, ce
champ est périodique, donc sa composante sur (d¢/df) (, u, :) est
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une constante & (u, ¢); on redresse ce champ de Jacobi en prenant

¢ (t —f”h @, <) du, u, >

0
On considére Iénergie de la courbe ¢ — ¢. dans Geod

“_ 9 Jd
E (9:) =/ 9(0—11%()—u%>du’

ol (d/du) ¢. est le champ ¢ — (d¢/ou) (L, u, ¢) qui est de Jacobi et normal

et
dou
E (g) = 2 [ < w9, R, a)>dudt

On calcule la variation premiére : (d/d:) [E (¢:)]c=o
L’intégration par parties est classique et les extrémités étant fixes,

il reste :

d 4 0
FEE. =1 [ 95 0 0. Voviminn 5t @ v, 0)) du dt
- [0 u,] (0 T]

et d’aprés 3.4.1 :
J 0
Vog/ou 1, 1,0) d—i (t, u, O) = Vo;/ouu,m £ (t’ Ll)
= .= — 09
—\/A;siny/2; £ cos /2 to @& w.

Or le champ ¢ — (9y/0z) (t, u, 0) est de Jacobi, et puisqu’il est pério-
dique, sa composante sur (d¢/df) (f, u) est une constante A (u), donc :
LIE (69)s = + 2V, [f siny/T{ cos VTt A () du dt = 0.

4 (0, us) < (0, ™)
Le lemme en résulte ainsi que la proposition 3.5.3

. — On considére

3.5.5. Formule de commutation pour les fonctions
C* (P, (K)) - C” (Geod), définie par ¢ — 3, et

Iapplication linéaire :
ko
s =[ed=[ oG a
Y 0
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Si on applique la formule 3.5.3 a4 un tenseur conforme ¢ g, on a
immédiatement le corollaire suivant.

CoRrOLLAIRE 3.5.5. — Si A (resp. [J) est le laplacien sur les fonctions
de P, (K) (resp. Geod), on a

VoeC” (M), A% =01 (9).
Pour P, (R), cette formule coincide avec celle de [11] (p. 170, th. 5.1).

3.5.6. Conséquence pour les specires de A et []. — Soient ¢ 3£ 0 une
fonction propre de A, A la valeur propre correspondante, on a

N4
Kp =i =1 =0 (%),

et 1 sera valeur propre de [J si on est assuré que & =2 0; ceci est consé-
quence de résultats sur la transformation de Radon (voir [11], p. 165) :

Pour un projectif ou une sphére, il correspond & chaque point p une
variété antipodale A,; pour une sphére, A, est le point antipode de p,
et, pour P, (K), A, qui est I’ensemble des points & distance /2 de p
est un P, , (K) plongé de facon totalement géodésique.

L’ensemble X des variétés antipodales A, = H est muni d’une facon
naturelle d’une structure différentiable et métrique qui rend P, (K)
et X isométriques. A chaque fonction feC” (P, (K)), on associe

feC“ (2) par
Hes, f(H) =jf.

Il est remarquable, d’aprés HerLgason et SEmsanistys ([11], p. 170)
que l'application f--> f soit un isomorphisme linéaire, la connaissance
de f permettant la reconstitution de f :

Supposons § = 0; si on applique le lemme 3.3 pour M = A, au
tenseur conforme ¢ g, il vient ftr @9ln)=0= o, soit =0

i H

et donc par l'isomorphisme, ¢ = 0.
CoroLLAIRE 3.5.7. — Sur P, (K), si ¢ et % sont fonclion el valeur

propres de A, alors § et & sont fonction et valeur propres de [; donc pour
les spectres :

SpAcSp O.

3.5.8. — On a vu que, pour les P, (K), on a AFcF; en fait on a le
résultat suivant :
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ProrosiTioN 3.5.9. — L’opérateur Ay est un isomorphisme de F sur F.

— Ay est injectif, car KerA =Rg et RgnF ={0}; en effet, si
Ak =0, (Ak, k> =<Ak, k) +<{ Kk, k>=0; or {Ak, k)>0 et,
en courbure sectionnelle positive, ( Kk, k> > 0 (voir [3], p. 388) avec
{ Kk, k> = 0 implique k = ¢ g; donc Ak = O entraine keR g.

— Ap est surjectif : puisque A est elliptique, on a la décomposition
orthogonale de Sym 2,

Sym2 =ASym2)PRg ([3], p- 389).

Soit ke F; comme F est orthogonal 4 R ¢ (lemme 3.3), on a

k = Ah;
avec les notations de 3.5.3,
~ N\
k=Ah=0
et par le théoréeme 3.5.3,
o (R) =o0;

puisque Geod est compacte, la fonction h est constante sur Geod.
D’ou

h = Cte

a §,
S .
h—ag=0 c’est-a-dire h—ageF

et
k=Ah — ayg).

C.Q.F.D.

3.6. Etude de Fg sur P, (K).

LemMme 3.6. — Pour ke FgnKerd, on a trk = 0.
Soit He X (voir 3.5.6) un hyperplan projectif quelconque de P, (K),
et soit i I'inclusion H <5 P, (K).

3.6.1. H est totalement géodésique dans P, (K), et puisque H est iso-
métrique a4 P,_, (K), on considére les espaces F correspondant 4 H
et P, (K), respectivement F,_, et F,, et les opérateurs :

An—l = Zn—1 + K —19 An = Zn + Kn-

Soient pe H, et N I'espace normal en p a T, (H). Soit (X, ..., X, (n_,)
une base orthonormée de T, (H); (X;(n—1)+1> ..., Xgn) une base ortho-
normée de N avec encore ¢ = dimg K.
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3.6.2. Sous-lemme. — Pour ke F, HeZX, on a
‘f{ Antr k—2 q (n — 1) tr k =+ Zr](n—1)<a,iéqﬂ Va Va, ki } =0
H

(pour la mesure riemannienne de H).

Démonstration de 3.6.2. — Par le lemme 3.4 et 3.6.1, on a

keF, = i*keF,, = A, (*KeF.,
keF, = A,keF, = i*@.keF, .,

d’ou il résulte, par le lemme 3.3 :

(3.621) 0 =f tr k =ftr (i* k) =ftr @i* A, K) =ftrA,,_.(i* k),
P, (K) H H H

ou tr k [resp. tr (i* k)] est une fonction sur P, (K), (resp. H), et est rela-
tive 4 la métrique g (resp. i* g).

On a, en p, grace a 3.6.1, la relation
(3.6.2.2) i* (A, k) + i* try (VW K) = A,_, (i* k)
avec, pour 1 Zi, j<Zq(n — 1),
*try (VWK = ZaZ0t 101 Va Va kij

on voit, sur la relation (3.6.2.2) que i* try (VV k) est une forme bilinéaire
sur T, (H), indépendante de la base de N choisie.

On introduit A et K (au lieu de A) dans (3.6.2.2) :

(3.6.2.3) * (A k) — i* (Kn k) + * try (VV E)
=A,_, ((*k) — K,_, (i* k).

D’aprés (3.2.4.2), on a pour K,k et K,, (i*F) :
K,k=2(n+ 3)qgk —2trkg — 6 q P, (k),
(3.6.2.4) i*(K.k)=2(n+4 3)qi*k — 21tr ki* g — 2 qi* P, (k),
(3.6.2.5) K, (i*k)y=2(n+2)qi*k —2tri*ki* g —2q P, (i* k).

On prend la trace dans la relation (3.6.2.3) relativement a la
métrique i* ¢ de H, et on integre cette égalité sur H (avec la mesure
riemannienne).

En tenant compte de (3.6.2.1), il reste :

f tr (i* try VV k) + tr [Ko, (i* k) — i* (K, k)] = 0.
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D’apres (3.6.2.4), (3.6.2.5), (3.6.2.1) et de ce que

i* P, (k) = P._, (i* k),
on a

(3.6.2.6) f{tr(i*trNVVk)—f—Zq(n—l)trk}=0.

En commutant V et contraction, on peut écrire :

(3.6‘2.7) E(](n-—-l)<aéqn Va Vatl‘k
= Zléiéqn,q(n—1)<uéqn Va Va kii
=tr(*try VV k) + Yiin—n<izqnqn—1y<azqn Ve Ve ki

On a aussi, & cause de 3.6.1, en tout point de H :

(3628) A,L trk = An—l tr k l]—[ — Zq(n—j)<aéqn Va Vu tr k.

D’aprés (3.6.2.7) et (3.6.2.8) et puisque fA,H tr k |z = 0 comme
H

intégrale de toute divergence, on a, en portant dans (2.6.2.6) :

(3.6.2.9) f,{ Atrk + 3,0 vcaicqnVa Vaka —2q(n — 1) tr k| = 0.
~ H

3.6.3. Calcul de A = X;n—1y<ab<gn Va Va ks — On utilise pour
cela I’hypothése ok =0; ceci est équivalent & Vdk antisymétrique
(la partie symétrique de V ok n’est autre que o* ok et, si 6* 6k = 0,
alors { 0* ok, k> = || ok |]* = 0).

Pour chaque vecteur de base X, :

V ok (Xa; Xa) = Va 6ka = 0 = ziébéqn Va Vb kba’
on pose

B = 2q(n—l)<a,béqn Va vb kab = - Eq(n—1)<aéqn,lébéq(n——1) Va Vb kab-

On commute les dérivées V,V,; d’aprés la commutation de
Ricei (3.2.2.1),

== Z{/(n—l)<a_éqn,1ébéq\n—i) Vo Va kay + q (" - 1) trk — gn tr (i* k)'
La sommation A s’écrit trivialement :

A=B-— Zq(n—l)<a,bé(/n (Va Vb kab - Va Va kbb) =B — D.

En posant
E=— Zq(n—1)<aéqn,1ébéq(n—1) Vb V. kab,
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on a donc :
3.6.3.1) A=E+4+q@n—1)trk —qntr(@* k) — D.

En portant (3.6.2.9), et tenant compte de (3.6.2.1), on a le résultat
suivant :

3.6.4. f{A,,trk—q(n—l)trk—}—E—D}=0.
H

3.6.5. Sous-lemme : f E =0. — Considérons pour cela la forme
H
linéaire ¢ sur T, (H), définie par
9 (Y) = Xsin—n<azon(Vx, k) (Xo Y),

¢ est bien définie, indépendamment de la base orthonormée de N, puisque

9 =i* (8, k) — d,_, ((* k), 4 cause de 3.6.1.

On vérifie alors que E = 43, § désignant I'opérateur de divergence
sur les 1-formes, dans H.

On a
- &P = Yiob=qin—1) ﬁb Qo = Xicbeqgin—y) <€1X/, Q?) (Xb),
ou ¥ est la dérivation covariante dans H.

On étend les champs X, [l b <q (n — 1)] autour de p en des

champs X,, en leur imposant sur H, d’étre tangents a H et de rester
une base orthonormée; on étend les champs X,[q(n — 1) < a < ¢n]
de N, d’abord dans H parallélement le long des géodésiques issues de p;

soit X, des extensions au voisinage de p.

On a alors :
(ﬁXb CP) (Xb) = Zl](n—1)<ué(]n Vb Va kab

puisque
(Vx, Vx, k) (Xo» X3) = Vx [(V, k) (Xo» X0)] — (Vo x, k) Ko X0)
— (Vx, B) (Vx, X Xo) — (Vx, &) (Xar Vx, X0),
avec Vy, X, =0, pour g(n —1)<a=qn, 1 Zb<q(n —1).
D’ou

Z«/(n~1)<aéqn (VXb VXn k) (Xa’ Xb) = VXb [CP (‘}_{b)] —9 (VXb Xb)
— (Y,0) (Xs) d'aprés 3.6.1.
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On a donc E = 3o et I'intégrale d’une divergence étant nulle, 3.6.5 en
résulte.

3.6.6. Calcul de D, pour ke Fg, avec
D = Zl](n—1)<a,bé/]n (Va Vb kab - Va Va kbb)-
Pour P,(R)(q =1), ce terme est nul; pour K:~ R, c’est pour
calculer D que I'on a besoin de I’hypothése d’appartenance a Fy.

Considérons exp, N : c’est une droite projective, donc une sphére S,
de dimension ¢, a courbure 4, qui est totalement géodésique.

Soient j : S, <> P, (K), j*k = h et V la connexion induite.

Puisque S, est totalement géodésique,
D = 2/](11- N<ah<Zqn (Vu v[) hnb - i:fu va hbb)

donc D =doh +Atrh (la barre indique une opération dans S,), or
ke Fyg signifie que h est une dérivée de Lie de la métrique j* ¢ sur S,,
donc, d’apres (3.2.2.5), on a

D=4(q—1V)trh
et en revenant a k :
3.6.6.1) D =4( —1)(trk — tri* k).
Il reste finalement dans 3.6.4, d’aprés 3.6.5, (3.6.6.1), (3.6.2.1),

(3.6.6.2) (V Hel), f{A,Ltrk—(q(n+3)—4)trk}=0~
H

Donc d’apres (3.6.6.2) et, grace a l'injectivité de la transformation
de Radon ([11], p. 170), rappelée en 3.5.6, on a

(3.6.6.3) Actrk —(g(n +3) —4) trk = 0.

Mais (3.6.6.3) est de la forme A, trk —atrk =0, et p = « g, avec
a=q(n+3)—4@3.2.3).

D’apres [4], (p. 179), la premiére valeur propre du laplacien sur les
fonctions, soit 4, est telle que

(3.6.6.4) lléqnqila>a.

Il en résulte que tr k = 0.
C. Q. F. D.
Remarque. — L’idée d’utiliser la trace et le laplacien dans la démons-
tration précédente, démonstration qui ne parait pas heuristique, se
trouve cependant dans I’analyse du cas le plus simple, celui de P, (R)
(voir [15]); les difficultés supplémentaires sont surtout techniques.
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3.7. Lemme local. — Sur P,(K), K=R, G, H ef P, (Pa) si on
pose h = Pk (définition 3.2.4), pour ke FgnKer d,ona Ah = (6 ¢— 8) h
ou encore Ah =[(2n + 6)q— 8] h.

3.7.1. — On commence par démontrer 3.7 pour P, (R); le résultat
est en effet utilisé dans la démonstration pour P, (K), et d’autre part
I'idée de la méthode y apparait. Soit ke Fg = F et soit 3k = 0. Soit une
base orthonormée (X,, X,) de T, (P; (R)).

Comme au 3.6.3, on écrit :
(E) Vok (X, X)) =0=V, V. k,, + V, Vo k,,,
(E,) Vok(X,, Xo) =0=V,V, ki + V. V, kss.
Puisque tr k = 0 (lemme 3.6), on a
3.7.1.1) VuVitrk=V, V., k,+ V.V, ky, =0.
En formant (E,) — (E)), et utilisant (3.7.1.1) :
Aksy +V Vo koy — VoV, kys = 0.

Etant en courbure constante 1, par commutation de Ricci (3.2.2.2),
on a

Xk‘_)z + k22 - k“ == Kkgg + 2 kv_»s_)_ = 0,

done, V X, (Ak + 2k) (X, X) =0, et parce que Ak + 2k est symé-
trique : Mk + 2k = 0 (condition cherchée), d’ou les valeurs propres

de A étant positives : k = 0.
Done, puisque F =(FnKerd)@ L, on a le théoréme 3.1,
pour P, (R).

3.7.1.2) Pour P, (R), F = L.
Remarque. — En fait sur une surface compacte quelconque, les deux
conditions trk =0 et ok = 0 entrainent k =0, d’aprés [3] (p. 388).

3.7.2. Démonstration du lemme 3.7. — Soient xe T, (P, (K)), et la
décomposition T, (P, (K)) = T, (P, (K)) @ K x. Soient (X, ..., X;(n_1))
une base orthonormée de T, (P, (K)), et (X;in—1)+1, ..., X,n) une
base orthonormée de K z.

On écrit encore que V ok est antisymétrique :
(E) (Vok) (Xyi Xy) =0 = Bicazgn Vi Va Ky,
(Er/(n—l)) (V Bk) (Xq(n—i)s Xtr(n—l)) = Zléaé(/n Vr](n—l) V. kn,q{n—lb
Ejin-n+) (V) (Xgnr1s Xgnns1) = Zizaczgn Vot Vo Ka,giniyns
(Eyn) (Vok) (Xyn, Xyn) = i zazgn Vgn Va ka, gn-
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Puisque trk = 0 (lemme 3.6),
(3. 7.2. 1) El/(n—l)<aéqn Va Va trk=0= Eq(n——l)<n4l]n,1éhéqn V,, Va kbb.

On forme (E) +...+ (Ejpn—n) — (Eginnr) +...+ (E4n); en
tenant compte de (3.7.2.1), et en ajoutant et retranchant I'expression

EI ZaZb=Zqin—1) Va Va kbbs
on obtient

(3-7-2-2) Yicazonicizgin—r Vi Vake
+ Yyin—n<abegn (Va Va Koy — Vo Vi kap)
+ Yicascqgn-1(Va Vokas — VoV, ki)
+ Yicazqgn—ngn—nztzqn (VaVokay — V5 Vo kay) = 0.

On calcule les termes de cette relation.

Puisque trk =0 :

Atrk=0= — Z]énéqn,jébéqn V/l v(l kbba
donc
Sicazonizizgn— Va Va ks = — Bicazqnqn—n<vzgnVa Va ko

= Zq(n—l)<béqn A kbb-

(3.7.2.3) Chaque terme des trois autres sommations se calcule bien
pour la raison suivante : soient X, et X,, ot 1< a3 b qn, deux
vecteurs de la base choisie, P le plan engendré par X, et X, (sur R),
et S,, =S =exp, P.

Si X, et X, sont K-dépendants, S est une 2-sphére totalement géodé-
sique (en abrégé T. G.) a courbure 4, et en restriction a S, k est une dérivée
de Lie de la métrique induite (en effet, c’est vrai sur exp, K X,, par
hypothése, et S y est T. G.). Si X, et X, sont K-indépendants, S est
un projectif P, (R), T. G., 4 courbure 1, donc k est encore en restric-
tion & S une dérivée de Lie comme conséquence de (3.7.1.1).

Pour le calcul de la deuxiéme et la troisieme sommation dans (3.7.2.2),
on se sert donc de (3.2.2.5) en calculant chaque terme

(VaVakss — Vo Vi kat) + (Vo Vo ko — Vi Va kia)
avec la connexion induite sur S = S,;.
On a ainsi :
Yon—n<ascqgn (Ve Vake — Vo Vo k) = —4(q@ — 1) Xyin—ny<bzqn kus
et aprés calcul :

Zléa,bér{ (n—1) (Va Vb kab - Va Va kbb)
=[(n +2)q —4] Sicteqn—n ke = —[(n + 2)q — 4]Erl(n—1)<l;éqn kes.
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Pour
A= Zlénét/ (n—1),g(n—1)<b<Zgn (Va Vb kab - Vb Va kab)

d’aprés Ricci, (3.2.2.2), et Ry =1,

A= Eléaéq(n-i),q(n~1)<béqn (kbb - kaa) = qn Z(/(n—l)<béqn kbb
(car tr k = 0).

En récapitulant dans (3.7.2.2) :
(3.7.2.4) Syu-ncocgnDki + B —69) Lu_n<tgnks =0,
d’ott on a, VY ze TP, (K),
P Ak (z, x) = (6 ¢ — 8) Pk (z, ),
k étant symétrique : P Ak = (6 ¢ — 8) Pk, et d’aprés (3.2.4.4),
APk = (6 ¢ — 8) Pk, donc,
(3.7.2.5) Ah = (649 —8) h, avec h = Pk.
On introduit A = A + K; on a vu (3.2.4.2) que
Kh = 2 ngh — 2 tr hg,
et puisque trh =0 =trk, (3.7.2.5) s’écrit :

(3.7.2.6) AR =[(2n + 6) g — 8] h.
C. Q. F.D.

3.7.3. — On a, a ce stade, le théoréme 3.1 pour K = R.

TutorEME. — Pour P, (R), on a FnKerd = {0}, c’est-a-dire F = L.
Pour K =R, on a P = Id, Fg = F, donc dans (3.7.2.6),

3.7.3.1) Ak +2k =0,
et puisque A est un opérateur positif, k = 0.
C. Q. F. D.
3.7.4. CoroLLAIRE. — Appelons F' le sous-espace de Sym 2, sur la

sphére S, munie de sa structure riemannienne canonique, des tenseurs a
intégrales constantes sur les grands cercles, IP celui des lenseurs impairs
par Uapplication antipodale, et L, celui des dérivées de Lie de ¢ qui sont
paires. On a la somme directe orthogonale :

FF=Rg®L,®IP.

ToME 101 — 1973 — ~N° 1



CONJECTURE DE BLASCHKE 55

Démonstration. — Soit P l’espace des tenseurs pairs, on a d’abord
F'=(F'nP)¢® IP.
Ilrevient a vérifier que sur le projectif P, (R), avec les mémes notations,
FF=Rg® L. ’
Soit la forme linéaire ¢ : F' — R telle que
o (k) = k () = constante en y (notation de 3.5.3),

on a ¢ (9) = [pour P, (R)], d’out la somme directe :
FF=KereRg=F@PRg=LPRg (3.7.3)

et cette somme est orthogonale.
C. Q. F.D.

3.7.5. Suite de la démonstration du théoréme 3.1 pour K #R. —
On veut prouver que FgxnKerd = {0}; d’aprés le lemme 3.7, si
h = Pk est différent de 0, alors (2n + 6) ¢ — 8 est une valeur propre
de A sur Sym 2; cependant cette seule information semble insuffisante.
Une idée éventuelle serait d’utiliser la propriété suivante : Sur une
variété riemannienne (M, g) compacte, connexe, a courbure positive ou
nulle, donc par exemple un P, (K), si on appelle 1, (resp. p,) la premiére
valeur propre, non nulle, de A dans Sym 2 [resp. de l'opérateur A°

sur C* (M)], on a
(3.7.5.1) M Z e

En effet, il est classique (par exemple [4], p. 186) que
po=inf G KAV PO/ I

et que
M= infmerm_|_< Ak, k> k3

or fe(Ker A%)L signifie (f,1> = f f=0, et en courbure positive,
M

Ker A = R ¢ (voir [3], p. 388 et 358).
Si on prend k={fg, avec {f,1>=0, on a {fg, g>=0, donc
fge (Ker A)L; puisque
(A(f9), 9> _ <AL >
I fo I I

)

I'inégalité en résulte.
(3.7.5.2) Pour P, (C), il est connu que
pi=4n+1)=2n+6).2 -8
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est la premiére valeur propre de A°, et on n’a pas contradiction
avec (3.7.5.1), mais méme s’il était vrai que I'inégalité soit stricte
dans (3.7.5.1), elle serait encore inopérante, car (2n + 6) ¢ — 8, qui
est dans le spectre de A, n’est pas forcément égal a 1,.

3.7.6. — On doit donc encore exploiter I’hypothése ke F, et en par-
ticulier le fait que F est stable par A.

On pose
FgnKerd = FgnKerontr1(0) = A4
et
FnKerontr— (0) = B.

On note Az : B — B la restriction de A & B qui est un isomorphisme
(en conséquence de 3.4.3 et 3.5.8).

LﬁMME 3.7.6. — Si P(A)#{0}, alors 2n + 6)q — 8 appartient
au specire de Ap.

Soit ke A tel que h = Pk # 0; alors (2n + 6) ¢ — 8 et h sont valeur
propre et tenseur propre de A, d’aprés le lemme 3.7. On sait que, A étant
un opérateur elliptique autoadjoint, il existe une base hilbertienne de
vecteurs. propres pour I’espace H° (S* T*), complété de Sym 2 pour { , >
(voir [17], p. 182).

11 n’est pas évident que la décomposition de Fourier de ke Ac B se
fasse sur les tenseurs propres de A qui sont dans B, puisque B n’est
pas un sous-espace complet; en fait, B est fermé dans Sym 2, muni de
la fopologie C', comme on le vérifie facilement; a4 cause de cela, on se
place dans I’espace de Sobolev H?¥ (S* T*) avec 2r > (qn/2) 4+ 1, et
on suit de prés Pavrars ([17], p. 182).

On sait que Sym2 =A (Sym2) P Rg, pour <, > ([3], p. 389).
Soit p la projection de Sym 2 sur R g, d’out p (k) = tr kg.

On pose A, = A + p. Il est simple que A, est autoadjoint pour ( , >,
elliptique de degré 2, et que Ker A, = 0.

D’aprés le théoréme 14, page 182, de [17] si on appelle { k, | une base
orthonormée pour ¢ , > de vecteurs propres de A,, la formule

(3.7.6.1) Chy B Dor = B0 N7 ks bn >Ry K>

fournit un produit scalaire admissible pour H?" (S? T*).

D’aprés le théoréme 12, p. 180 de [17], A, est bijectif et, d’apres le
corollaire 2 de [17] (p. 169), A7' s’étend en un opérateur compact
de Her (S T*), soit A,

D’autre part, pour k, he Sym 2n H?" (S? T*), on vérifie sur (3.7.6.1)
que

AT Ry kDo = Chy AT K s
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Puisque Sym 2 est dense dans H* (S? T*), A7' est autoadjoint
pour< , >.,. Considérons le complété pour { , >, de B dans H*> (S T*),

soit B¥. Puisque A7’ (B) = B et que Er est continue, on a
5T (Br)c B

Il en résulte que Z?Th,,r est un opérateur compact, autoadjoint
dans 'espace de Hilbert B> et, d’aprés le théoréme spectral, il existe

dans B> une base hilbertienne pour< , >..de tenseurs propres de AT |pers
un tel tenseur propre [ appartient & B*'nSym 2 par régularité
([17], p. 182); donc on a

l = limnzr ln, avec lneB,

et, d’aprés le théoréme de Sobolev ([17], p. 169),
l =limaL,;

comme B est fermé dans Sym 2 muni de la topologie C', on a leB.

Revenons a4 ke A et h = Pk = 0. On décompose k en série de Fourier
dans B pour ¢ , >, sur une base hilbertienne de A, (puisque Ay = A4
et que des tenseurs propres de A;'z sont des tenseurs propres de A, p).

k=k +...4+k,+... dans {, >, avec
3.7.6.2) Ak; = X k; et ke B.

D’aprés le théoréme 7 de [17] (p. 152), 'opérateur P s’étend en un
opérateur continu de H?>" (S? T*).

On a donc
Pk=h=Pk +...+ Pk, +... dans {, D,

c’est-a-dire
Pk=h=h+...+h, +...

et
APk; = P Ak; = P }; ki = A, Pk,,

c’est-a-dire
3.7.6.3) Ah; = A; h,.

De plus, Ak =X k, +...+ 4, k, +... dans {, >, et par conti-
nuité de P :

(3.7.6.4) P Ak =APk=Ah=2h +...+ ) h, +...

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



58 R. MICHEL
or d’aprés le lemme 3.7, pour ke d :
Ah=[(2n +6)q —8]h

donc si h # 0, d’apres (3.7.6.2), (3.7.6.3) et (3.7.6.4), 2n + 6)q — 8
est I'un des 2; correspondant a un tenseur propre de A qui est dans B.

C. Q. F. D.

CHAPITRE 4

Fin de la démonstration du théoréme 3.1

On établit ici une inégalité métrique vérifiée par les éléments de F
dans une variété munie d’'une m. g. t. f. (T'), d’apres I'idée de M. BERGER
d’utiliser l'inégalité suivante.

4.1. Intégration de 1'inégalité de Wirtinger sur le fibré unitaire

Pour une fonction f:R >R, de classe C', T-périodique vérifiant

r
f f (Y dt = 0, on a I'inégalité de Wirtinger, qui est conséquence rapide

o

de la formule de Parseval :

@.1.1.1) f07v<%>2dt§<2%>2J{Tf‘ldt.

Soit G,: U — U le flot géodésique sur le fibré unitaire tangent de la
variété M, munie d’'une m. g. t. f. (T), soit g¢.

T
Pour keF, on a f k (G, @), G.(@)dt =0 et, daprés (4.1.1.1) :

Voel, [ [Fomb)(G@, 6@ ) [ kG 6aa.

On intégre cette inégalité sur U par le raisonnement de [1] (p. 273)
et, la mesure p. sur U étant invariante par G, on obtient

= [

4.1.1.2) f[ka(x, D p

En décomposant les intégrales suivant la fibration de U sur M :

(4.1.1.3) fu [[V. k @, D) V,.] Vgé“?’f fM [ fU k@ o ng] v,
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4.2. Utilisation de l'inégalité (4.1.1.3)

Cette utilisation oblige & savoir exprimer une intégrale du type

[ o (X, ..., X), ou ¢ est une forme d-linéaire, a 'aide de scalaires

St

liés a ¢ [et pas seulement au polynéme § tel que 3 (X) = ¢ (X, ..., X)]
ceci, bien que théoriquement connu depuis H. WEvL, ne semble pas
avoir été expliciteé.

ProrositioN 4.2.1. — Soit S,_, la sphére unité canonique de R,

euclidien; 'intégrale 9 (X, ..., X) est égale a la somme des lraces
L‘vll—-l

possibles sur les coefficients de ¢ (en égalant les indices deux a deux), et

ceci @ un coefficient prés dépendant seulement de n et d = degré de g.

On précise : soit dans une base orthonormée :
o Xy .., X)=Xa, ,X4... Xf=Ya; Xy ... XY,
ot i décrit I'ensemble a (d, n) des applications de {1, ...,d} dans

{1, ..., n}.Soit T ’ensemble des involutions sans point fixede { 1, ..., d},
alors :

“.2.1.1) f 6 (X, . X) = c (1, d) Sver (Srean it Qs

Sn—i

avec
. Vol (S,.—)
A e (ER) B ey ) &
Démonstration. — Soit D'application I: @Y R™ -~ R définie par

1(9) =f 0 (X, ..., X).

Soit o€ 0 (n), et soit o¢ définie par
@9) (Xis oo Xa) =0 (¢ (X), - .-, 0 (Xa));
la mesure canonique de S,_, étant invariante par o, on a
I(@9)=1(s) [YoeO0(m)]

autrement dit, I est un invariant orthogonal, et puisque I est linéaire,
c’est une forme linéaire par rapport aux traces [pour cela, consulter
H. WeyL (The classical groups, p. 53), DIEUDONNE [7] (p. 40), ainsi que
BerGER-GAUDUCHON-MAZET [4] (p. 76 et 83), pour une démonstration
synthétique et des applications géométriques].
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D’autre part, si II; est le groupe symétrique de d éléments, pour
cell; et oxo, définie par

(@xX9) (Xyy + oy Xa) = ¢ (Xo(1)y -+ > Xo(a)

on a bien
I(ex9)=1(9);

d’ou I, étant un invariant du groupe symétrique II,, la forme linéaire
est symétrique par rapport aux traces, et donc I est la somme de ces
traces 4 un coefficient prés, soit c (n, d).

Pour calculer ¢ (n, d), on spécialise une forme; posons d = 2p, le
cas d impair donnant toujours une intégrale nulle, et

o (X1, X2, ..., Xor+, Xor) = (X0, X2 L. (X, Xor S,

En effectuant I'identification dans (4.2.1.1), il vient par un calcul
d’analyse combinatoire :

f 0 (X, ..., X) = Vol (Su) = c(, d).(n(n +2)...(n +d — 2).

C. Q. F.D.

Remarque. — On peut faire aussi une vérification élémentaire
de (4.2.1.1) en partant de la formule donnant

f (X% .. (X% (=0 et ay ...+ a = d),
81

si celle-ci est supposée obtenue par le calcul intégral, comme dans
H. WevL ([18], p. 465-466).

4.2.2. Expression de | [(V. k) (z, x)]? V,,. — On calcule dans une
U

base orthonormée du tangent en m d’une variété riemannienne
quelconque; on applique (4.2.1.1) avec ¢ = (VEk P V k),
Le coefficient c¢(n, d) = c(n, 6) vaut Vol (S,_)/n (n 4 2) (n + 4).
Il y a 5x3 opérations de traces sur les coefficients V;k,, V, k,,.
On note (T, S),, et | T |2 = (T, T),, le produit scalaire local en m
pour deux tenseurs de méme variance, et on emploie la convention de
sommation :

i=u, v =p, q=r Vikiu, V, ky, = — (0k, d tr k).,

i =uv, u=np, qg=r idem, puisque k est symétrique,

i=u, =gq, p=r Viki, V), kyp = (— ok, — 3k),, = | ok |%,,
i=v, u=gq, p=r idem,

i=u, v=r, p=gq idem,

i=wv, u=r, pP=q idem,
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i=p, u=myv, q=r Vikuququ=|dtrk§3¢,
i=p, u=¢q, v =r) VikpViky=]|Vk[,
i=p, u=r, v=q) idm,
i=gq, u=p, vV=r Vi kuy V* kv,
i=r, u=np, v =4q idem,
i=gq, u=r, vV =p idem,
i=r, u=gyq, v=p idem,
i=q, u=muv, p=r Vikuu V) ki = — (9k, d tr k),
i=r, u=uv, pP=4q idem.
Finalement :

.2.2.1) f (V. §) @ D) V.,

=V.n(@@+2)(n+4) [— 4@k dtrk), + 4]0k,
+ldtrk];, + 2| Vk[;,
+ 4V, ky, V k7]

En intégrant sur M, on a donc 1’égalité correspondant a (4.2.2.1)
avec les produits scalaires globaux; on a rapidement

(4.2.2.2) fvi Kuw Ve ki V= || 8k||2—é<Kk,k>.
M

Vérification : on pose T, = V, ki, et on calcule

(VR TS =k oT> = — [ ko VI Ty = —fkuv VIV, ko,
M

M

par commutation de Ricci des dérivées, le terme { k, V ok > = || ok ||?
apparait, et le terme en la courbure s’exprime & l'aide de K [défi-
nition (3.2.1.2)].

1l s’ensuit, pour une variété riemannienne M et k dans Sym 2, I'identité

(4.2.2.3) f[v,,,,k(x, D) i = Vaoun (0 + 2) (0 + 4)
X[—A4< ok, dtrk>+ 8 || 3k|* + [|dtr k|
L2 VK[P — 2 Kk k).

(4.2.2.4) L’expression de / BV, = f ki; k., x' 2/ 2* 20 pré-
U St
sente trois contractions, et on a immédiatement :

(4.2.2.5) sz @ @)t = Vaufn (0 + 2) { 2| K | + || tr k|2 }.
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4.2.3. — On peut maintenant expliciter I'inégalité (4.2.2.3) grice
a (4.2.2.4) et (4.2.2.5).

LemMmE. — Pour une variété M, de dim n, munie d’'une m. g. 1. f. (T),
el pour k dans F, on a lUinégalité
4.2.3.1) 2||VEk|P+|ldtrk|>+ 8| ok

— 2Kk k= T @+ Y QUK+ ek

P — 45k dtrk>

On revient sur P, (K); si ke B = FnKerdntr— (0), puisque
IV k(2 =<8k k> = Ak, k> — K, k>,
il reste :
4.2.3.2) (AR kY>> 4(qn +4) || k[P + 2 Kk, k.

En appliquant (4.2.3.2) 4 un tenseur propre quelconque k de A,
différent de 0, qui est dans B, on a

f Ak = Ak, Cky Ak > =2 || k|2,
(4.2.3.3) | 2| kjP>4(qn +4) | k| + 2 KK, k>.

De plus, la courbure sectionnelle étant positive, on a { Kk, k> >0,
si k=0 ettrk=0 ([3], p. 388, prop. 6.1).

(4.2.3.4) 4 (gn + 4) est un minorant strict du spectre de Ay (privé de 0).

4.2.4. LemmMEe. — P (A) =1{0], cest-a-dire pour keEyxnKerd,
on a P (k) =0.
D’apreés le lemme 3.7.6 et (4.2.3.4), si P(A) Z {0}, on doit avoir

4(gn+4H<@n—+06)qg—38,

et ceci est faux pour ¢ = 2, 4, 8 ct pour V n > 2.
C. Q. F. D.

4.3. Fin de la démonstration du théoréme 3.1

On a montré que, pour ke FgynKer ¢ = A, on a tr k = 0 (lemme 3.6)
et Pk = 0 (lemme 4.2.4). On en déduit le lemme suivant :

LemMe 4.3.1. — Pour ke A, pour x unitaire dans T, (P, (K)) et y
unitaire, orthogonal @ Xz, on a

(Ak 4 8 k) (x, x) = (Ak + 8 k) (y, p).
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4.3.2. — Supposant (4.3.1) démontré, fixons = et prenons la trace
sur K y; on obtient

(Ak + 8kK) (x,z) = (Ah + 8 h) (y, y) = O,
puisque h = Pk = 0; comme k est symétrique,
Ak =8k =0,
et A étant un opérateur a valeurs propres positives :
k=0.

Donc, d’aprés la décomposition de [3] (p. 382) : Fx = (Fgn Ker d) L.
D’ou
FK = L,

ce qui prouve le théoréme 3.1.

4.3.3. Démonstration du lemme 4.3.1. — Posons
Ke=RzPE.,

Ky=RyoQE,
et

T,(P.(K) =KzdKyDE,
ces sommes devant étre orthogonales.
Soit X,, ..., X,» une base orthonormée telle que :
— (X4 ...y X,(n est une base de E;
— (Xjin—2,415 ++ s Xgn—1y—1) est une base de E,;
— Xy =Ys

— Xyn—t)+1s + s Xyn—1) est une base de E,,
et X,, ==

On emploie & nouveau la méthode du lemme 3.7; I’équation (3.7.2.2)
s’écrit :
(4-3-3-1) Z(I("—')<bé‘lﬂzkbb + A, + A, + A, =0,
avec
A1 = Zt](n—1)<a,béqn (Va Va kbb - Va Vb kab)’
Ay = Yicabzqn—1 (Va Vo kae — Vi V, kig),
Ay =Y cazqin—n,qn—1<bzgn (Va Vo kas — Vi Vo kap),

On calcule chaque terme :
Yiin—t)<bzqn Zklzb = X¥x,e Fy Zkl;b -+ Ak (x, -’L')
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et puisque P et A commutent et que Pk =0, on a

APk (y, y) = PAk (y, y) = }Itr,(). Ak = %(zEy Aky, + Aky,) =0,

4.3.3.2) Sin—n<szqn ks = A k (z, ) — Bk (y, y).

Calcul de A,. — Posons 0, =V, Vi ks, — Va Vi kass
A, =Yx,xex Y06 + Ex,=ex,e2 (0as + 0b0)

(on a écrit E, au lieu de la base orthonormée choisie de E,).

Mais exp, E, est une hypersphére totalement géodésique de
exp, Ky = §,;, qui I'est aussi; il en résulte que k étant une dérivée de
Lie, en restriction & S,, I’est aussi en restriction a exp, E,; en calculant
avec la connexion induite (voir 3.6.6), il résulte de (3.2.2.5), et de
Pk =0, que

Ix.xen, 000 = —4q —2) Bx,er, ke =4 (@ —2) kY, y)
on a aussi, 'argument étant celui de (3.7.2.3), sil’on pose ¢ = 0. + 04

Zx,‘:x,x,,elfy Pap = — (q - 1) k (x, x) — Yy, e B, ki
=@—Dk@ x)+ k@ Yy,
Ai=[40@—2)+1k@y@g—Dk@ 2.
Calcul de A, :

Ay =Xx,.x,er 9 + Xx.x,er, 00,0
+ Xx.er x, €8, Pat + Xx,=y,x,€E Pab + XX, =y, X, € ,, Pab-
On a comme en (3.7.2.3) et puisque Pk = 0, successivement :

zxa,XbEE eab = - ((n + 1) q —_— 4) ZXI;EE kb/) 3 O,
Yx,x,e8, Yo =4 (@ — 2) k (z, x),

EX,,EE,XbEEm Pab = — (q - 1) ZX,,EE kaa
—q@ —2)Ix,er, kn = q(n — 2) k(z, 2),
YX,=yx,e8 Qb = — q (0 — 2) kyy — Bx,er koo = — q (0 — 2) kiyy),
Sx, =y, X €k, Pab = — (@ — 1) ki, y) — Ex,en, kes

=—@—-Dk@ Yy + k(@ 2);
d’ou
(—A) =(ng +2q —7) k(xx) — (ng — q — 1) k (yy).
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Calcul de A;. — Par commutation de Ricci, en courbure constante :
Va Vb kab - Vb Va kab = - Rabab (kaa - kbb) = Qgaby
As = ¥x,enx,eE, %t + Ex,e5%,=z %ab + Ix,eF.,x,€ 5, %ab

+ ZX‘,EEE,XI,:x Aap + ZX,,z)',XI,GEy ap + ZXazy,X;,:ac Xab
comme Pk =0 :
Yx.erxer, % = — (¢ — 1) Xx,er kaa
+9( —2)Exen ku = —q@ —2)k(y,Y),
Ix,enX,=c % = — Xx,eE Kaa + q(0 — 2) k (x, ) = q (n — 2) k (z, x),
Yx,er.xe8 % = — ( — 1) Bx,er, Kaa + (¢ — 1) Ex, e, ko
=@—Dk@xmv—@—-Dk@ Y,

YX, €y Xy=x % = — 4 Xx,er, kaa +4(q — 1) k (x, x) =4 qk(z, 2),
Ix=rxer % = — 4@ —1D k@ §) + 4Zxen ki = — 49k, y),
ZXE:)',X],:J- Agp = — k (y9 y) + k (fl', x)’

d’ou
A; =(@qn + 3q) (k (@, 2) — k(, y)),
I’équation (4.3.3.1) s’écrit finalement, compte tenu de (4.3.3.2) :
Ak (x,x) — Ak (g, y) +8k(z, x) —8k(y, y) =0,
ce qui prouve le lemme 4.3.1.

4.3.4. Démonstration du corollaire 3.1.1. — Par définition (3.1.1),
2 est le sous-espace de F dans P, (K) des tenseurs dont la restriction
a chaque droite projective S, est paire [c’est-a-dire passe au projectif
réel P, (R) de la sphere S,].

Sikez eti:S; <> P,(K), on applique le théoréme 3.1 pour le pro-
jectif réel P, (R) a la restriction i* k [en fait 4 sa projection sur P, (R)];
i* k est donc une dérivée de la métrique induite, d’olt k€ Fg (définition)
et donc, par le théoréme 3.1, ke L.

C. Q. F. D,

CHAPITEE 3

Résultats et problémes

5.1. Rigidité infinitésimale des métriques a géodésiques toutes
fermées dans P, (R)

TuEorEME 5. — Toute variation C* dans M. G.T. F. auiour de la
mélrique canonique est un transport de structure a une variation infiniment
plate prés.
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Ce résultat est la conséquence de la proposition 2.2.4, du théoréme 3.1
pour P, (R), et de la proposition 2.4.3.
Il serait intéressant de pouvoir déduire de cela un résultat local.

5.2. Rigidité infinitésimale des métriques pour lesquelles les
droites projectives sont a courbure constante dans P, (C), P, (H),
P, (Ca)

THEOREME 5.2. — Toute variation C' par de telles métriques est tangente
a la structure canonique (c’est-a-dire a lorbite de la métrique canonique
par laction de ®).

Ce résultat est conséquence directe de la proposition 2.3.2, du théo-
réme 3.1 et de 2.4.1; il signifie essentiellement que ’ensemble A (défini
en 2.3.1) est tangent en ¢ a 'orbite O (g); on peut saturer A par ’action
de @ : I’ensemble stable obtenu est aussi tangent en g a O (9), comme
on voit facilement; toutefois cela n’est pas géométriquement plus
significatif.

_ 5.3. Métriques a géodésiques toutes fermeées paires dans P, (C),
P, (H), P, (Ca)

Une métrique sera dite paire si la restriction a chaque droite projec-
tive est paire (c’est-a-dire invariante par l’antipodie de cette sphére).
La métrique canonique est évidemment paire.

TutoriME 5.3. — Toufe variation C' par des m. g.t. f. (%), paires,
dans P, (G), P, (H) ou P, (Ca) est tangente a la structure canonique O (g).

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.2.4, pour une telle varia-
tion g, on a [d¢)/d0A =0 € F'; de plus, comme ¢, est paire, [d¢,/0A]r=, V'est
aussi, donc d’apres le corollaire 3.1, [0¢:/0A]i~, € L.

C. Q. F.D.

5.4. Rigidité infinitésimale dans P, (K) pour les m. g.L. f. (%),
conformes

TuatortMeE 5.4 — Soit un projectif quelconque P, (K). Pour toute
variation C* par des m. g.t f.(m), conformes (c’est-a-dire ¢ = ¢ g),
on a

(¥ n), [0"¢:/0d" ]z =O.

Si ¢) dépend analytiquement de 1, nécessairement ¢, = g.

Démonstration. — D’aprés la proposition 2.2.4, on a [09; [0 ]y—, X g€ F
et, par le raisonnement fait en 3.5.6 (transformation de Radon), on a
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[093/0A]x=s = 0. Une récurrence, analogue a celle de Funk [9], basée sur
la dérivation & V'ordre p des équations (2.2.2.1) et (2.2.3.6), fournit
aprés un calcul technique la méme condition pour toutes les dérivées;
le théoréme en résulte.

\

Conséquence. — Si on considére dans P, (K) un groupe a un para-
meétre de « transformations conformes », telles que d) g = ¢3¢, on
retrouve, comme conséquence du théoréme 5.4, qu’il est formé d’iso-
métries : di g = g.

Remarque. — On voit qu'une vraie variation conforme ne peut étre
tangente en g & un slice de Ebin puisque le tangent est Ker d et que
0 (¢ g9) = — do; donc, dans I, les métriques conformes 4 ¢ forment un
ensemble oblique, qui, par ailleurs, n’engendre pas Omn entier si I'on
sature par isométries (cela est explicité dans [2]).

5.5. Problémes locaux et globaux

Il n’est pas déraisonnable de conjecturer pour les métriques consi-
dérées en 5.1, 5.2, 5.3 et 5.4, un résultat de rigidité local, sinon global,
a savoir qu’'une telle métrique (supposée éventuellement assez voisine
de g) appartient a O (g), V'orbite de ¢ par ®.

5.5.1. — Il semble probable aussi que, pour P, (G), P, (H) ou P, (Ca),
Yinclusion L c F doive étre stricte, et il serait intéressant de caracté-
riser autrement 1’espace FnKer ¢, ou au moins d’exhiber, par exemple,
un élément de Sym 2 qui soit impair en restriction aux droites projec-
tives et n’appartienne pas & L [ceci étant banal pour P, (C) ou P, (H)].

5.6. Probléme plus général

Soit P, (K) avec K =R, G, H, Ca, dimg K = ¢, et G)>" I’ensemble
de ses sous-espaces projectifs P,, (K) (m < n).
" Soit o, la p-iéme fonction symétrique fondamentale de gm variables
Ay ooy Agme
Si ke Sym 2, sa restriction i* k a4 P,, (K) permet de définir relative-
ment 4 i* g, et en chaque point u de P, (K), le nombre o, (i* k) (u);
pour p =1,
o, (i* k) (w) = tr, (i* k);

pour p = qm,
_ det (i* k)

O'qm, (l* k) = m*—g)'
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On peut donc définir I’espace F (g, n, m, p), avec m < n et p = qm,
des tenseurs de Sym 2, tels que V He G»™,

f 5, (i* k) (u) du = 0.

Questions. — Existe-t-il un probléme géométrique « intéressant »
dont la linéarisation impose au tenseur dérivée d’étre dans F (¢, n, m, p) ?

Dans P’affirmative, on a donc Lc F (g, n, m, p) et, dans ce cas, quand
a-t-on I’égalité ?

Dans [2], M. BERGER montre que cette égalité n’a pas lieu pour

F(1,n,n—1,1),

alors qu’elle est vraie pour F (1, n, 1, 1) (théoréme 3.1).

5.7. Problémes analogues pour les espaces symétriques de
rang 1 non compacts

On peut s’intéresser dans ce cas a4 I’espace F des tenseurs de Sym 2,
a support compact et a énergie nulle sur toutes les géodésiques.

On traitera ultérieurement de cette question pour laquelle il semble
que le théoréme 3.1 soit encore vrai, en particulier pour R* et pour
I’espace hyperbolique.
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