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PROLONGEMENT ANALYTIQUE
POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES
SUR UN CORPS VALUE COMPLET

PAR

Puiuiere ROBBA (%)

REsumEi. — K désignant un corps valué ultramétrique, nous caractérisons une
famille de sous-ensembles A de K™ tels que la famille des éléments analytiques sur A
au sens de KRasNER (c’est-a-dire la limite uniforme sur A de fractions rationnelles
sans singularité dans A) vérifie un principe d’unicité. Pour ce faire, nous établissons
quelques propriétés sur la répartition des singularités d’une fraction rationnelle,

1. Introduction

1.1. Soit K un corps valué ultramétrique, complet et algébri-
quement clos.

On dira que la classe U de fonctions définies sur I'ouvert ACK™
vérifie un principe d’unicité dans A si, pour toute fonction f de U, la
nullité de f au voisinage d’un point x de A entraine la nullité de f partout
dans A.

On dira que f est localement analytique, si elle est localement déve-
loppable en série de Taylor.

Lorsque la classe U est formée de fonctions localement analytiques,
au lieu de principe d’unicité, on parlera de principe du prolongement
analytique.

Si la différence de deux fonctions de U appartient & U, on voit qu’une
fonction de U est entiérement définie dans A, lorsqu’on la connait au
voisinage d’un point de A. On pourra donc parler du prolongement
analytique dans A de la fonction définie au voisinage d’un point de A.

1.2. Les sommes de séries de Laurent & m variables sur K vérifient
le principe du prolongement analytique dans leur domaine de conver-
gence (cor. 2.15), mais, comme dans le cas des fonctions d’une

(*) These, 2¢ partie.
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194 P. ROBBA

variable, elles ne permettent pas de définir un prolongement analytique
en dehors de leur domaine de convergence.

Suivant la démarche inaugurée par M. Krasner [4] nous dirons
que f est un élément analytique sur un ouvert A c K=, si f est la limite
uniforme sur A d’une suite de fractions rationnelles sans singularités
dans A. Nous dirons que I'ouvert A est un ensemble analytique, si la
classe des éléments analytiques sur A vérifie le principe du prolon-
gement analytique. On trouvera dans [6] une caractérisation des
ensembles analytiques dans le cas m = 1, et un exposé des motivations
pour une telle définition.

Les éléments analytiques ne suffisant pas pour les besoins (la somme
d’une série de Laurent peut ne pas étre un élément analytique), on
généralise de la facon suivante.

1.3. La famille (A:);c; est dite enchainée si, quels que soient les
indices j et j* de I, il existe une famille finie d’indices i, =j, i,, ...,
i, =j' tels que A, nA,; , ZJ pour 0k <n—1.

Soient A un ouvert de K, et f une fonction définie sur 4 ; nous dirons
que [ est une fonction analytique sur A s’il existe une famille
enchainée (A;);c; d’ensembles analytiques tels que A =U;cr 4: et que
la restriction de f a chaque A; soit un élément analytique.

1.4. On démontre sans peine (cf. [6], prop. 1) que:

Les fonctions analytiques sur un ouvert A vérifient le principe du prolon-
gement analytique.

1.5. On en déduit le corollaire suivant :

CorOLLAIRE. — Si la famille (A;);c; est enchainée et si les A; sont
analytiques, A =\U;e1 A: est analytique.

1.6. Nous ne caractériserons pas tous les ensembles analytiques,
mais nous construirons une classe d’ensembles analytiques, 4 savoir la
classe I des quasi-connexes qui coincide, dans le cas d’une variable,
avec celle introduite par M. KrRASNER.

Ces ensembles sont définis par des propriétés de connexité et de fini-
tude de leur projection dans R™ (projection par l’application qui au
point £ de K™ associe le point de R™ dont les coordonnées sont les valua-
tions des coordonnées de x).

Les éléments analytiques sur A étant limites uniformes de fractions
rationnelles sans singularités dans A, une étape essentielle pour démontrer
que nos ensembles quasi-connexes sont analytiques, sera I’étude détaillée
de la projection des singularités d’une fraction rationnelle : cette projec-
tion est l'intersection d’'un réseau polyédral convexe de Rm avec la
projection de K™.
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE 195

1.7. Dans le paragraphe 2, nous donnons la définition et les pro-
priétés essentielles de la fonction de valuation d’un élément analytique
qui est un outil bien adapté a I’é¢tude des éléments analytiques. (Dans
le cas d’'une somme de série de Laurent, le polyédre de valuation, graphe
de la fonction de valuation, est le polyédre dual du polyédre de Newton
de la série.) Les résultats de ce paragraphe sont une généralisation assez
simple des résultats classiques dans le cas d’une variable.

Au paragraphe 3, nous introduisons une classe naturelle d’ensembles
analytiques, mais les fonctions analytiques construites a partir de ces
ensembles ne sont que les sommes de séries de Laurent.

Au paragraphe 4, nous raffinons la définition précédente pour obtenir
la classe des ensembles quasi connexes & plusieurs dimensions.

Au paragraphe 5, nous utilisons ces notions pour étudier le prolon-
gement analytique des éléments analytiques et nous donnons un exemple
d’ouvert d’analyticité. (Plus précisément, nous construisons une fonc-
tion analytique sur cet ouvert qui ne se prolonge pas analytiquement
en dehors de cet ouvert.)

Enfin au paragraphe 6, nous montrons sur un exemple que le probléme
de Cousin, sous sa forme la plus générale, n’admet pas de solution.

Pour ne pas rompre I'enchainement des idées, on a reporté a la fin
les parties techniques concernant I’établissement de la formule de Cauchy

formelle (§ 7) et la localisation des singularités d’une fraction ration-
nelle (§ 8).

2. Notations. Séries de Laurent

2.1. R désigne la droite numérique achevée : R = Ru{ — o0, + 0}
et B — (R)™
Si | x| désigne la valeur absolue de x € K, nous noterons v (x) = — log|x|.

La fonction v (x) posséde les propriétés suivantes : pour tous x et y
de K,

v(x) > — 00;

v () = + oo si, et seulement si, x = 0;

v (zy) =v (@) + v @);

v(x +y) >inf @0 @), v (¥);

On suppose que v (K) est dense dans R;

Pourz = (%, . .., Tn) € K™, onnoterav (z) = (v (), . .., v (x,)) €R™;
Pour p et veR", p v, équivaut & p;.<v, pour i=1, ..., m.
2.2, Si

o=ty ..., ap)EZ™
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196 P. ROBBA

est un multi-indice, et si X = (X, ..., X,») est une famille d’indé-
terminées, on posera X* = X%, ..., X% et, si yeR™, on posera
ay = X% & Y

On utilisera les notations | a | = ¥/~ | ;| et, pour 0 = a = f3,

BY — (BY... (P,
o oy an
Soient a, € K, définis pour tous les multi-indices «, et considérons la

série de Laurent f = Y, a, X* Nous pouvons remplacer X par un
élément x de K™ lorsque la série f(z) = ¥« a, * converge.

Ceci a lieu si, et seulement si,
lima 5. [0 (@) + 2 v (X)] = + 0.

2.3. 11 est donc naturel de définir 'ensemble Conv (f)cR™ de la
facon suivante :

Si peR™, peConv (f) équivaut A limja sy . [v (ax) + ap] = + co.

Si pour ielIc[l, ..., m], s =& 00 (&: = + 1),

et pour

jed =|[1, ..., m]\J, ® €R,
r€ Conv (f) équivaut a a, = 0 pour ¢ a; < 0 et
limy o5 0, 0,=0,0e [0 (@2) + Tjes @; pj] = + o0

Le domaine de convergence de la série f dans K™ est I'image réci-
proque v—* (Conv (f)) de Conv (f).
2.4. Nous définissons alors la fonclion de valuation de f qui est une

application de Conv (f) dans R :
Pour p.€Conv (f), on pose

v (f, p) = info 20 (0 (a0) + ap)-
(Lorsque a«; =0 et p; = 4-oc0, on convient de poser o;p; = 0.)

2.5. — Enfin lorsqu’il y aura un seul multi-indice (3 tel que

v (f, #) = v (ag) + By, on posera N (f, ) = BeZm,
Nous noterons Reg (f) ’ensemble des points ou N (f, 1) est définie,

et Z (f) = Conv (f)\ Reg (f).
Les ensembles Conv (f), Z (f) et les fonctions v (f, ) et N (f, p),

possédent les propriétés suivantes.

2.6. L’ensemble Conv (f) est conveze.

Preuve. — Soient p et ¢ 0, p + ¢=1, A et p.€Conv (f).
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE 197
Si AetpeRm,

limja|s . [0 () +a (P2 + qp)]
=plimy; . [ (@) + 2] + qlimje;; . [0 (@) + ap] = + ©

et donc p A + q p.eConv (f).

Si A= —o (resp. + ), par pA; + qu: il faudra entendre
n’importe quel nombre < p; (resp. > ;). Avec cette convention, on
vérifie encore sans peine que p A + q € Conv (f).

2.7. La fonction v (f, |») est concave et continue.

Preuve. — C’est I’enveloppe inférieure d’une famille de fonctions
affines.

2.8. Dans Conve(f), le graphe de la fonction v (f, ) est un polyédre
(ayant éventuellement une infinité de faces).

2.9. L’ensemble Z (f) est la projection des « aréles » du polyédre de
valualion. (Par arétes, on entend les faces de dimension m — 1.)

N (f, ») = grad v (f, ) partout ou v (f, ) est différentiable. Ou encore,
si (w4, v (f, v)) appartient & une face du polyédre, (N (f, ), — 1) est le
vecteur normal a cette face.

2.10. Reg (f)nConvo(f) est un ouvert; N (f, ) y est localement
constante. Les composantes, o N (f, ) garde une valeur constante,
sont les polytopes convexes qui sont les projections des faces du polyédre
de valuation de f.

Si N, et N, sont les valeurs prises par N (f, i) de chaque cdté d’une
des faces d’'un de ces polytopes, le vecteur N,-N, est orthogonal a la
face considérée.

Toutes ces affirmations sont faciles a vérifier.

Jusqu’a maintenant nous nous sommes intéressés a la série formelle f.
Considérons a présent la fonction associée f(x). Comme on I'a vu, si
p. = v (x)€Conv (f), la série f(x) = Ya ax x* converge.

2.11. LEMME. — Soient P () = Yy.aca, Ao * un polynéme, et p.€ R™.
On a
v (P, p) = inf, o> 0 (P (2)).

Preuve. — Remarquons d’abord que, pour v (r) = A€Reg (P), on a
v(P,2) =v (P (x)), et que, pour v(x) >, on a v (P (@) v (P, p).
Notons D T’ensemble formé des A > p. Comme DnReg (P) est un
ouvert dense dans D, et donc dans D [car Z (P) est formé d’un nombre
fini de segments de droites], et comme v (K™) est dense dans R™, on
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peut trouver une suite de points x, tels que A, = v (z,)€DnReg (P)
et que lim,, . A, = j=. On a alors

v (P, ) =lim,, . v (P, },) = lim,, ., v (P (z,)),
ce qui montre que
0 (P, ) = inf, 5y 0 (P @)).
2.12. ProrpositiOoN. — Soit p.€ Conv (f)nv (K")nR”. On a
v (f, 1) = infy =y v (f (@) = inf, @y p v (F (@)
pour tout y tel que v (y) = 1, et si p.€ Reg (f), on a plus précisément
v(f@) =v(fp)  si v@) =p

Preuve. — Soit = tel que v (z) = p.. Il est évident que v (f ()) > v (f, ).

Soit A T’ensemble des o tels v (a.) + ap = v (f, ).

A n’est pas vide et est fini puisque p.eConv (f).

Posons ¢ () = Yuecs@u2* et h(x) = Xugsaux* 11 est clair que
v(h @) =0 p) >0 p-

Soit B tel que, pour tout a€A, on ait « + 3. 0.

Considérons le polyndme

P)=@+yPg@+y =Yoer @%@+ y)*PB =Xy aipaer Cy U
11 résulte de la formule du bindme que I'on a, pour ¥ = a + f3,
D (Cy) = v (@ a*87) = (@) + (= + B — 7 ps
et donc v (P, p) = fp + v (g9, p) = P + v (f, p)-

D’autre part, si «€ A n’a pas de majorant dans A autre que lui-
méme, on a Cyp = a, et done

v (P, 1) £ 0 (Casg) + (@ + B p =0 (f, 1) + Bp-

Finalement v (P, ) = v (f, 1») + B
Il résulte du lemme 2.11 que

v (P, ) = infy(y5p 0 (P () = By + infyy>yu 0 (9 (€ + Y))-
Donc
v (fy p) = v (g, p) = infyy>u 0 (g (@ + Y)) = infoy>p 0 (F (2 + Y)).
Enfin, si p.€eReg (f), A est réduit & un seul élément, et I'on a
v(f@) =v(g@)=v()+op=0v(p) pour v(x)=p.
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE 199

2.13. CoroLLAIRE. — Il y a unicité du développement en série de
Laurent. Plus précisément, soient f et g deux séries de Laurent lelles que

Conv (f)n Conv () nv (K™)nR™ # (.

Soil j.€ Conv (f) n Conv (9) nv (K™) nR™; si, pour loul x lel que v (x) = p,
on a f(x) = g (x), les deux séries coincident.

2.14. CoroLLAIRE. — Soit A le domaine de convergence d’une série
de Laurent f, et soit f (x) la somme de cette série. Si f s’annule au voisinage
d’un point xz, de A, f est identiquement nulle dans A.

Preuve. — Soit x, tel que v (x,) = € Conv (f) et que f(x) soit nulle
dans un voisinage de x,. Si on développe alors f(x) en série de Taylor
autour du point x,, ce développement converge pour v (x — x,) > v (o).
Les coefficients de cette série étant nuls, f(y) s’annule donc pour
v(y — x) >0 (x). Il résulte alors de la proposition 2.12 que
v (f, po) = + o0, ce qui montre que tous les coefficients de la série de
Laurent f sont nuls.

2.15. CorOLLAIRE. — Soit (A;);es une famille enchainée d’ouverts c K™.

Soit f définie sur A = U,;cs A; telle que sa restriction a chaque A; y
soit développable en série de Laurent. Alors f est développable en série de
Laurent dans A.

Preuve. — Pour éviter toute ambiguité, signalons que nous ne consi-
dérons que des séries de Laurent relatives a I'origine. Il résulte des
corollaires 2.13 et 2.14 que, si dans l'intersection non vide des deux
ouverts A; et A; les sommes des séries de Laurent f; et f; définissant f
coincident, alors ces séries sont les mémes. Le développement de f en
série de Laurent est donc le méme pour tous les A,

2.16. Si on a deux séries de Laurent a coefficients dans K,
[=3aanX* et g=3, by X?
on définit leur somme f + g par la formule

f+ g =3a (@ + bs) X=
Alors
Conv (f + ¢)> Conv (f) n Conv (g)

et, pour p e Conv (f)n Conv (g),
v(f+ 9, ) > inf[v (f, p), v (9, VI
I’égalité étant réalisée lorsque v (f, ) 2 v (9, ) ou lorsque
»€Reg(HnReg(g) et N(f,p) =N (g p).
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2.17. Pour définir le produit de deux séries f et g, il faut supposer
que, pour tout a €2, la série Yg ag b._g converge vers un élément c,
de K. On pose

fg = Ya o X%

Si Conv (f)nConv (9) £ @, le produit fg est défini, et l'on a
Conv (fg) > Conv (f) n Conv (g),
Reg (fg) n Conv (f) n Conv (9) = Reg (f) n Reg (9),

pour p.€ Conv (f) n Conv (g),
v (fg,p)=v (L) +v (9 1)

pour p.€Reg (f) nReg (9),
N(fg, ) =N (f, ¥) + N (9, p)-

On peut démontrer directement ces formules comme dans le cas de
dimension 1 ([5], § 2, prop. 1). Notons cependant que dans le cas ou
p-€ Conv (f)n Conv (9) nv (K™), ces propriétés résultent simplement de
la proposition 2.12. Si p.€Conv (f) n Conv (g), mais p&v (K™), on peut
considérer une extension transcendante K’ de K telle que p.ev (K'™),
et on obtient encore la proposition en appliquant 2.12.

2.18. Soient p et ¢ 0, p + ¢ = m. Posons z = (z/, 2"), z'€ K»,
z"eK7, X = (X', X"), ou X' et X" représentent respectivement p
et ¢ variables indépendantes,

a=(a'sa”), a'eZr, o"eZ et p=,p) ' eRr, p"eR.

Soit alors u’€ K». Si pour tout «a”e€Z7, la série by = Yo Gar,an U'*.
converge, on associe a fla série de Laurent a q variables f,, = Yo bar X"*’

ProrosiTION. — Si le sous-espace p' = v (u’) a une intersection non
vide avec conv (f), la série f, est définie, Conv (f,.) est U'ensemble des p."
tels que (v ('), n.")€Conv (f). Pour un tel p.", on a

v (fus b)Y 20 (f, (0 @), ")
Plus précisément, si (v (u'), ") Reg (f), " €Reg (f.)), et l'on a
v (fus ") = v (f, @ (@), "))

Preuve. — Soit p." tel que (v (u), ") Conv (f). Considérons, pour
simplifier, le cas ou (v (u'), +")€R™ On a alors

V() +a'v@W)+a"p">+o00 quand |a’|+|a”| > + oo
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Donc v(ay) +a'v(@u')—> + oo quand |a'|—> 4 o0, et la série
Yo aq U'* converge.

D’autre part, v (bor) > infy, (v (a2) + o’ v (1)), et donc
U (ber) + " p" - 4 o0 quand |a”|— + oo,

ce qui prouve que p." € Conv (f.).
Enfin

U (fu, ") = infa, (0 (bor) + a” ") 2 info. [infy, (0 (a2) + 2" v (@) + «" "]
— infa [0 (a2) + ' 0 (@) + 2" "] = 0 (f, @ @), p")).

Si (v (u'), n")eReg (f), c’est qu’il existe un multiplet 3 = (@', ),
telquew (ag) 4- B’ v (u') + B" " < v (ax) + o’ v (U') + a” " pour « == 3.

Alors

v (bg) = v (ap) + B’ v ()
et
v(bg) + B p" =v(ag) + L v (@) +B"p" <v(bw) + 2" p"

pour a” £ (3”; ce qui acheve la démonstration.

2.19. La proposition précédente exprime que le polyédre de valua-
tion de f, se trouve en dessus de l'intersection du polyédre de valua-
tion de f avec le sous-espace p.’ = v (u’), et coincide avec celle-ci dans
les intersections du sous-espace avec les faces du polyédre.

2.20. Comme dans le cas des fonctions d’une variable, les zéros
des sommes de séries de Laurent correspondent aux arétes du polyedre
de valuation.

ProposiTioN. — Soient f une série de Laurent, el
p-€Conv (f)nv (K™)nR™.
Si p.eReg (f), f (x) ne s’annule pas dans le polycercle {x:v (x) = p. };
si peZ(f), il existe x lel que v (x) = p. ef f(x) = 0.

Preuve. — Si peReg(f), on a déja vu que, pour v (r) =, on a
v(f(x)) = v (f, ), et donc f ne peut pas s’annuler dans le polycercle
(2:0@ =p).

Nous allons démontrer la deuxiéme partie de la proposition par
récurrence sur m. Le résultat est bien connu pour m = 1 [5]. Supposons-le
prouvé pour m — 1.

Soit € Z (f), et soit A I'’ensemble des multi-indices « tels que
v (@) + ap- = v (f, p).
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A contient plusieurs éléments. Il existe donc un indice i et deux multi-
indices 3 et y appartenant 4 A dont les coordonnées d’indice diffé-
rent de i ne sont pas toutes égales. Pour simplifier, on peut supposer
que [ =m, et écrire * = (2, Tpn), p = (', pm), @ = (¢, 2,). On a
donc 3" £ ¥'.

Considérons les fonctions

P(y) = Sacsop G yn
et

Q@) =Yuesa=y @ y*, YyeK, yO0.
On sait que ces fonctions n’ont qu’un nombre fini de zéros sur le
cercle v (y) = p,., soient y,, ..., yr. K, étant algébriquement clos,

posséde un corps de restes infini; il existe donc u, €K vérifiant
v (Un) = Poms €t V(U — Y;) = . On a alors :

V(P un) =0 @, pw) =0 (f, 1) — "'
et
v(Q Un)) =v(Q pm) =0 (f, p) — ¥ 1"
D’autre part,
fu,, = Yo by ' avec by = Ynez AQu,n) Ths

et il résulte des formules précédentes que

v(bg)=v(f,p) —B'p et v@y)=v(ip) -1

et donc
v(fip)=0v(bp) + B =0v0y) + 1 Z0 (o, ) =0 p)s

ce qui prouve que w'€Z (f,,). D’aprés ’hypothése de récurrence, il
existe donc z' avec v (z') = ' tel que f,, (') =0.
Mais f. (x') = (&', un)) et v (&', xn)) = 1.

3. Ensembles saturés P-connexes

Les résultats que ’on établit sur la répartition des singularités d’une
fraction rationnelle nous ameénent a définir une classe d’ensembles que
I’on montre étre analytiques. Malheureusement, les fonctions analytiques
que I’on construit & partir de ces ensembles ne sont autres que les sommes
de séries de Laurent.

3.1. Soit R (x) = P (x)/Q (x) une fraction rationnelle, ot P et Q
sont deux polyndémes premiers entre eux. On prolonge par continuité,
lorsque c’est possible, la fonction R (x) aux points ot P et Q ont des
z€ros communs.
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Soit A I’ensemble des zéros de R, on note Z (R) I’adhérence dans R™
de v (A). Soit B I’ensemble des singularités de R, on note W (R) 'adhé-
rence dans R™ de v (B). Z (R) et W (R) sont respectivement contenus
dans Z (P) et Z (Q) d’aprés la proposition 2.20.

On pose v (R, p) = v (P, p) — v (Q: p).

v (R, 1) est une fonction affine par morceaux, mais n’est plus concave.
Son graphe est le polyédre de valuation de R.

On note

Reg (®) =) (Z®)UW @).

Si p.eReg (R)nv (K™), alors v (R (x)) = v (R, 1) pour v () = pu.

On note N (R, p) le gradient de la fonction v (R, ) pour p€ Reg (R).
Si pgZ (PYUZ(Q), on a N (R, p) = N (P, ) — N (Q, ).

Ces propriétés résultent directement du paragraphe 2, sauf le fait
que, si

r€Reg (R NnZ (P)nZ (Q)nv (K™) et v(x) = ps

alors v (R (x)) = v (R, ).
Pour démontrer cela, il suffit de fixer toutes les variables sauf une,
la propriété résulte alors des propriétés des fonctions d’une variable.
Nous allons préciser la forme de W (R).

3.2. THEOREME. — Les composantes connexes de [}(W (R)) sont de
polylopes convexes, et R est développable en série de Laurent dans les
images réciproques de ces composanles connexes.

La démonstration est reportée au paragraphe 8.2.

3.3. Par définition si ae€ K™ est une singularité de R, v (a)e W (R).
Cette propriété a-t-elle une réciproque ?

TaEOREME. — Si pe W (R)nv (K™), la fraction rationnelle R (x) a
des singularités dans le polycercle v (x) = .

La démonstration est reportée au paragraphe 8.3.

3.4. L'ouvert Ac K™ est dit saturé si v— (v (A)) = A; autrement
dit, si x€ A et v (y) = v (x) impliquent yeA.

Le domaine de convergence d’une série de Laurent est saturé, c’est
ce qui motive cette définition.

3.5. L’ensemble safuré A est dit P-connexe, s’il existe £, ouvert
connexe de R, tel que LNV (K?)cV (A)cQnV (Km).
(P indique qu’il s’agit d’une propriété de la projection de A.)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



204 P. ROBBA

3.6. THEOREME. — Un ensemble saluré P-connexe est un ensemble
analytique.
Ce théoreme résulte du corollaire 2.14 et du résultat plus fort suivant.

3.7. THEOREME. — Soit A un ensemble saturé P-connexe, el soif f
un élément analytique sur A. Alors f est somme d’une série de Laurent
convergeant sur A.

Preuve. — Soit R une fraction rationnelle sans singularités dans A.
Montrons que W (R)nQ = @.

W (R) est formé de polyedres de dimension m — 1 contenus dans
des hyperplans orthogonaux a des vecteurs a coordonnées entiéres.
Par définition, il en résulte que W (R)nv (K™) est dense dans W (R).
Alors W (R)n &, étant ouvert dans W (R), W (R)n&Qnv (K™) est dense
dans W (R)nQ. Mais W (R)nQnv (K")cW (R)nv (A), et comme A
est saturé et que R n’a pas de singularités dans A, W (R)nv (A) = ¢
(th. 3.3), d’ott le résultat.

Q, étant connexe, est donc contenu dans une des composantes connexes

de G W (R), soit m; et alors » (A)cn puisque » (A)n W (R) = 0.

Soit alors R, une suite de fractions rationnelles sans singularités
dans A convergeant uniformément vers f sur A. Soit m, le polytope
convexe associé 4 R, contenant Q. Dans v~ (n,), R, est développable
en série de Laurent (th. 3.2), soit F, = Y« as,» X* cette série.

Soit mwev (A), alors v (Fr — Fp, ) > + 00 quand n et m tendent
vers -+ oo, ce qui montre que, pour « fixé, la suite a, ., est une suite
de Cauchy qui converge donc vers un élément a, de K. Soit alors
F =Y, a, X*

On voit que peConv (F) et que, pour v (r) =, on a

Yo Qo Ty = liMyy o Yo Qa0 T = limn—>w R, (I) = f(SC)
3.8. CoroLLAIRE. — Soil A un ouvert saturé P-connexe. Notons

~ TN ~
A= (v (A)). Alors A est analytique, et tout élément analytique sur A
se prolonge en un élément analytique sur A.

On rappelle que @ désigne I’enveloppe convexe de v (A) dans R™.

Preuve. — 11 est clair que A est aussi un ensemble saturé P-connexe,
donc analytique. D’autre part, pour 2 et pev (A),petg>0,p +q¢=1,
on a

V(F —Fppl+qu)>inf(o(F — F,, 1), v (F — F,, 1)

> infeeq 0 (f(2) — R (2)),

ce qui montre que R,(r) converge uniformément sur A vers la
somme de F.
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3.9. Notons € la classe des ouverts saturés P-connexes (une origine
et des axes ayant été choisis une fois pour toutes). Nous dirons que f
est C-analytique sur A, si 4 = UA,, la famille (4;) étant enchainée,
si f est un élément analytique sur chaque A, et siles A; appartiennent a €.

ProrosiTiON. — Les fonctions C-analytiques sont développables en
série de Laurent sur leur domaine de définition.

Cela résulte directement du théoréme 3.7 et du corollaire 2.15.

On voit donc que la classe € ne permet pas d’obtenir une classe assez
vaste de fonctions analytiques.

4. Ensembles quasi connexes

Pour obtenir une classe plus vaste d’ensembles analytiques, nous
allons affaiblir les conditions données au paragraphe précédent. Mais ces
conditions plus faibles devront ne pas faire intervenir un choix privi-
légié de 'origine dans K. Il faut donc commencer par relativiser toutes
les notions introduites.

4.1. Si ye K™, on pose vy (x) = v (x — y); on introduit la fonction
de valuation d’une fraction rationnelle R relativement a y :

vy (R (x), p2) = v (R (z + ), p)-

On vérifie sans peine que, si v (y — z) = p, alors vy (R, p) = v (R, ).

A est dit saturé relativement a y, si v3' (vy (4)) = A.

Si Ac K™, nous appellerons partie saturée de A relativement a y,
et nous noterons Aj, le plus grand sous-ensemble de A saturé relati-
vement 4 y. On voit que x€ A¢ équivaut a : pour tout ze€ K™, v, (2) = v, ()
implique z€A. Aj est la réunion de tous les polycercles centrés en y
contenus dans A.

4.2, L’ouvert A c K™ est appelé quasi-connexe élémentaire si, et seule-
ment si, quel que soit ye A, il existe un ouvert & de R™ fel que :

(@) 2nv (Km)Coy (A3);

(b) (Rx) désignant la famille des composantes connexes de 2, la famille
(QinR™) est enchainée;

© vy (A)c (U, Q).

A est dit quasi-connexe si c’est la réunion d’une famille enchainée de
quasi connexes élémentaires.

Si m =1, un quasi-connexe élémentaire est un quasi connexe au
sens de KrAsNER [4]. En effet, soient y et z appartenant 4 A, nous allons

montrer que si xeGA et vy () > vy (2), alors v, (r) ne peut prendre
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qu'un nombre fini de valeurs, ce qui montrera que A est quasi-connexe
au sens de KrasNERr. Soit £, la composante connexe de @ voisinage
de v, (y) = + co. D’aprés la condition (c), il existe k tel que v, (2) € ;.
On a 2 = )a, + o) et &; = )a;, b;(. La condition (b) exprime qu’il
existe j,, ..., jm avecj, =0,j,. =k, telsquea;, = b, ,,1=n-<m —1.

Si rev(K), r>v,(2) et r£a;,, 1Z=n=<m—1, r appartient a
I'un des &;,, et donc, d’aprés la condition (a), le cercle v, () =r est
contenu dans A. Donc si xe[}A et v, (r) > v, (z), on a nécessairement
v, (x) = a;, pour un n, 1 =~ n_~m — 1, ce qui achéve la démonstration.

4.3. Soient A un quasi-connexe élémentaire, f un élément analy-
tique sur A, yeA.

Si R, est une suite de fractions rationnelles sans singularités sur A
et convergeant uniformément sur A vers f, on vérifie sans peine que,
pour pe€vy (A), vy (R, 1) converge vers une limite, et que cette limite
ne dépend pas de la suite R, considérée. On note donc cette limite v, (f, ).

Sur v () NAj;, f est développable en une série de Laurent f
(th. 3.7), et l'on a, pour p.€y, v, (f, ») = vy (fs, +). Pour p.ev, (47),
on a v, (f, p) = inf, w—y v (f @)).

SiyetzeA, vy —2) =p, alors v, (f, ») = v: (f, ).

4.4. TueoreME. — Un ensemble quasi connexe est analytique.

11 résulte de la proposition 1.5 qu’il suffit de démontrer le théoreme
dans le cas ot A est un quasi connexe élémentaire.

4.5. LemME. — Soit Q un ouvert connexe de R™, et soit f un élément
analytique sur vy' (). S'il existe pe2nR™ tel que vy (f, 1) = + oo,
on a v, (f, ) = -+ oo pour tout pe LnR™.

Preuve. — La fonction v, (f, 1+) se prolonge a Q d’aprés le théoréme 3.7.
Q étant convexe et la fonction v, (f, x) étant concave, on voit que si,
pour 2€nRm, v, (f, }) = + oo, alors v, (f, ) = + oo pour tout
€9, et le résultat reste vrai par continuité pour LeQNR™,

4.6. Démonstration du théoréme 4.4. — Soit f un élément analytique
sur A, et supposons que f soit nulle au voisinage de y et ne soit pas
nulle au voisinage de z. _

Soient L,, ..., £, les ouverts connexes de R™ annoncés par la défi-
nition 4.2 tels que v;' (2) <A, N NR™ £ G pour 1 Zk < n,
v, ()€, et v, ()€, Soit weNQ nR, Par application
répétée du lemme 4.5, on voit que, puisque v (f, 1) = + oo au voisi-

nage de v, (y) = (), on a v, (f, px) = + oo, et donc v, (f, }) = 4+ ©
avec A =0 (z —p).
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Un raisonnement analogue relatif & z montre que v, (f, 1) 32 + oo.
Or, d’aprés 4.3, on doit avoir v, (f, ) = v, (f, }); il y a contradiction.

4.7. On notera X la classe des ensembles quasi-connexes. La classe 5
n’épuise pas la classe @ des ensembles analytiques (on sait, en effet,
que c’est le cas si m = 1 [6]), mais les fonctions -analytiques forment
une famille permettant d’étudier le prolongement analytique dans des
cas non triviaux. (On dira que f est une fonction K-analytique si les
ensembles A; qui interviennent dans la définition 1.3 sont pris dans la
classe X.)

5. Ensembles d’analyticité

Dans le cas d’'une variable, m = 1, étant donné le quasi-connexe A,
il n’existe pas de quasi connexe B, contenant A strictement tel que toute
fonction analytique sur A se prolonge sur B. (On peut méme construire,
si A est régulier, une fonction analytique sur A qui ne se prolonge pas
en dehors de A [7].) Comme dans le cas des fonctions de variable complexe,
il n’en est plus de méme si m > 1. On introduit des ensembles liés a
la propriété de prolongement pour tout élément analytique.

5.1. Un ensemble quasi-connexe A est dit ensemble de J-analyticité s’il
n’exisle pas deux ensembles quasi connexes A, el A, tels que

(@) 9 #£AcA;nA, et A, n’est pas confenu dans A;

(b) pour toute fonction K-analytique f sur A, il existe une fonction
XK-analytique g sur A, telle que f = g sur A,.

5.2. Nous allons d’abord nous intéresser au cas ou f et g sont des
éléments analytiques.

Soit A un sous-ensemble de K™, notons A l’ensemble des x de K~
tels que, pour toute fraction rationnelle sans singularités dans A, on ait

v (R (z)) > inf.c, (0 (R (2))).

Il est clair que tout élément analytique sur A se prolonge en un élément
analytique sur A.

Il en résulte que si A est analytique, A I’est aussi, mais nous ne savons
pas si la réciproque est vraie.

Nous allons voir sur des exemples que A peut étre plus grand que A.

5.3. On dira que A est P-convexe relativement a y, si v;! (vy (A)> =A.

On dira que A est fragmentairement convexe si, pour tout ye K™,
les sous-ensembles maximaux de A saturés P-connexes relativement
a y sont P-convexes relativement a4 y et disjoints.
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Il est clair que lintersection d’'une famille d’ensembles fragmen-
tairement convexes est fragmentairement convexe.

Etant donné I'ensemble analytique 4, il existe donc un plus petit
ensemble fragmentairement convexe contenant A, on le note A.

5.4. LEmme. — Soienl ye K™, B une partie marimale de A saturée

. A . ~ 3
P-connexe relalivement a y. Alors v, (Bycv, (BnA). Si z€A, z¢A, i
existe une partie B de A saturée P-conneze relativement a un y ltelle que x€ B.

Preuve. — Posons B’ = vy' \v, (BnA)/, et soit A’ la réunion de A
et des B’ associés a tous les y et tous les B. Alors A’ est fragmentairement

convexe, et I'on a AcA’cA, donc A’ = A, et par suite B’ = B.

5.5. LEMME. — Si A est analytique, A est analytique; si A est quasi-
connezxe, A est quasi-connexe.

Preuve. — Pour tout y € K™, et toute partie B maximale de A saturée
projectivement convexe relativement a y, B est quasi-connexe. Comme A

est l1a réunion enchainée de A et de ces ensembles B (lemme 5.4), A est
analytique (corollaire 1.5), respectivement quasi-connexe (définition 4. 2).

5.6. ProposiTION. — Soil A un ensemble analytique. Alors AcA,
et donc tout élément analytique sur A se prolonge analytiquement en un

élément analytique sur A.
Preuve. — Soit R une fraction rationnelle sans singularités dans A.

Soit ye K™ et soit B une partie saturée, P-connexe relativement a y,
de A. Il résulte de la démonstration du théoréme 3.7 que v, (B) est
contenu dans un des polytopes convexes, composantes connexes de

GWy (R), soit @ ce polytope. Alors I’ensemble A’, formé de la réunion

de A et de tous ces ensembles v}' () associés a tous les y et tous les B,
est fragmentairement convexe. Donc A cA’.

Soit maintenant B une partie maximale de A saturée, P-connexe
relativement & y. D’aprés ce qu’on vient de démontrer v (B) C #, ® compo-

sante connexe de GWy (R). Comme v, (R, 1) est concave dans m, que

TN
pour v, (@) = pem, vy (R p) =0 (R@) et que v, (B) =0, (AnB)
(lemme 5.4), on a, pour z€B, v, (2)>inf,cpn40y (). B est donc

contenu dans A. Comme A est la réunion de A et de tous ces B, la propo-
sition est démontrée.

5.7. ProposITION. — Soit & un ouvert convexe de R, A = v (Q).
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11 existe une fonction analytique développable en série de Laurent dans A
qui ne se prolonge pas en dehors de A. A est un ensemble de K-analylicité.

Preuve. — Soit (L2,) une suite croissante de fermés convexes de R™
contenus dans & tels que Q = U, 2, et que la frontiere de 2, ne
contienne aucun sous-espace affine non paralléle aux axes. Soit (u,)
une suite de points tels que u,ev (K™)n(Q\ L,) et que I’ensemble
des points d’accumulation de la suite (u,) soit la frontiére de L.

Il existe alors un hyperplan affine m, passant par u,, orthogonal au
vecteur «, de coordonnées entiéres, & une distance (euclidienne) d, > 0
de 2, En remplacant éventuellement «, par — «,, on peut supposer
que le vecteur «, € Z™ est dirigé du cdté de I'hyperplan m, ol se trouve Q,.

Soit k, une suite d’entiers positifs tels que k, d, || . || - + o quand

n—> + oo (onpose || a || = VX, «7). Soit a,€ K tel que v (a,) = — kn %, Un.
Soit x€ A, = v (Q,). La distance (euclidienne) de v (x) au plan 7,
est
d @ (@), 7)) = “_("“(’Z)—“—“) ~ d,.
On a donc !

U (an %) = ky ap (0 (T) — Un) > Ky || @n || dn.

Sur Ay le produit infini I, (1 4 a, z%-*») converge donc uniformément
vers un élément analytique développable en série de Laurent dans A .
11 résulte de l'unicité du développement en série de Laurent que ce
développement ne dépend pas de N.

I, 1 4 a, x**) converge donc dans A vers une fonction analytique f
développable en série de Laurent dans A.

Supposons que A ne soit pas un ensemble de X-analyticité, il existe
alors un quasi-connexe élémentaire A’ et un élément analytique y sur A’
tels que AnA’' 20, f=y dans AnA’ et A'"¢A. Alors il existe un
ouvert 6 c @, tel que 0 intersecte la frontiére de Q et que v (0)cANnA’.

D’autre part,
Z(f) = (V. m)NL,

car pour PE€mn, V(@n) + knoanp =0 =v (1). Il résulte de I’hypothése
faite sur les u, qu’une infinité d’hyperplans =, intersectent 0, or f doit
étre un élément analytique sur v (0), et donc Z (f)n 6 ne doit contenir
qu'un nombre fini de faces. Il y a donc contradiction. f ne se prolonge
pas en dehors de A.

6. Probléme du recollement des zéros

6.1. Le premier probléme de Cousin s’énonce de la fagon suivante :

Soit (A;) une famille enchainée d’ensembles analytiques, et soit (g;) une
famille de fonction analytique sur les A;, telles que, si A;nA; = @, ¢:/9;
soit une fonction analylique dans A;nA; ne s’y annulant pas. Existe-t-il
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une fonction analytique f sur A = U, A, telle que, dans A, f|g: soit une
fonction analytique ne s’annulant pas ?

Nous allons montrer que, méme dans des cas simples, le probléme
n’a pas de solution.

6.2. Placons-nous dans K*. Soient
A ={z|v()> 0} et Ay={z|v(x)>0}.

Soient ¢, () =1 4 ax, avec v(a) >0 et ¢, (x) =1 + z, ..

Dans AinAs={z{v(®) >0, v(x) >0}, g, et ¢g. ne s’annulent
pas, la condition de compatibilité est donc vérifiée.

Soit alors f développable en série de Laurent dans A, et A, respec-
tivement et dont les zéros dans A, et A, coincident avec ceux de g,
et ¢, respectivement. D’apres le corollaire 2.15 et 2.6, f est dévelop-
pable en série de Laurent dans tout K2

Dans v(A) ={p|pi0} et v(A) ={p|p20}, Z(f) doit
coincider avec Z (g,) et Z (9.) respectivement. Or on voit qu’il n’existe
pas de réseau dans R? formé de segments de droites, partageant le plan
en domaines convexes tels que, pour p; > 0, ce réseau ne contienne
que la droite p. = — v (a) et, pour g, > 0, ce réseau ne contienne que
la droite py = — .

7. Formule de Cauchy dans les polycouronnes. Fonctions sépa-
rément développables en série de Laurent

Dans ce paragraphe, nous établissons une formule de Cauchy formelle
qui nous permet de montrer que, sous certaines conditions, une fonction
séparément développable en série de Laurent est globalement déve-
loppable en série de Laurent. Si I'on fait ’hypothése supplémentaire
que K est maximalement complet [5], on sait que le théoréme de Hahn-
Banach est vrai pour les espaces vectoriels normés sur K [3]. On obtient
alors des résultats d’une portée plus générale (§ 3.6).

Néanmoins, cette restriction sur K n’est pas nécessaire pour 1'utili-
sation que nous avons en vue, & savoir I'étude des singularités d’une
fraction rationnelle.

7.1. Dans 7.1 et 7.2, nous considérons des fonctions d’une seule
variable.

Considérons le cercle Gy, = {x€K:v(zx) =p}, p€v (K), et notons
H (C,) Vespace vectoriel sur K des éléments analytiques sur C,, muni
de la norme de la convergence uniforme.

LemME. — Il exisle une forme linéaire ¢, continue sur H (Cy), telle
que ¢, (") =0 pour n€Z, n= — 1, et 9, (1/x) = 1.
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Preuve. — Cela résulte du fait que, dans H (C,), les fonctions z7,
neZ, forment une famille totale topologiquement libre.

7.2. On notera H (C,) @ H (C,) 'espace vectoriel des fonctions définies
sur C,uUC, dont la restriction & C, [resp. C,] appartient a H (C,)
[resp. H (C))]-

LeMME. — Soient p. et v appartenant a v (K), p. << v, soit
f(@)eH (C,) & H (C)).

Alors la fonction g (z) = ¢y (f @)/(x — 2)) — oy (f (@)/(x — 2)) est déve-
loppable en série de Laurent dans la couronne p << v (z) <<v. Si f est
développable en série de Laurent dans la couronne | =v (x) < v, on a

@) =9e @/ —2) — o (@& —2)) pour p<v(z)<v.

Preuve. — Pour p <v(z) <v et xeCy, on a

F@)@ —2) = Zuwo LD 2,

= xn+l

la série convergeant uniformément sur C,; on a donc

ou (f @)/(x — 2)) = Znso 9u (f (@)[2+) 2.

De méme, on a, pour z€C,,
xll
@@ —2) = — Zuso [ (@) o5

zn

f@)

= — Z"<0xn+l le,

la série convergeant uniformément sur C,; on a donc

oy (f @)@ — 2)) = — Ty 9 (f @)[2"+) 2.
Finalement,
92 =Xiez @& 2"
avec a, = oy (f (@)/z"+'), n>0, a, = ¢, (f @)/z™), n <O.
Si, de plus, f(x) = Xrez b. 27, il résulte des propriétés de o, et 9,
que a, = b, pour tout n.

7.3. Etant donné les cercles C,, ..., C, de K, considérons 'espace
H (I1~, C)) des fonctions développables en série de Laurent sur IJ, C;.
On a

HAL C)) = ®izjun H(C) =H(C) ®...Q H(Cn).

Etant donné les formes linéaires ¢, sur H (C;), il leur correspond la
forme sur H (II, C;), notée ¢; Q...® ¢, définie par

((Pl ®‘ ¢ ® ﬁo”l) (f(xl’ *e "xm)) = (Pl (CP2, L} <Pm (f(xl’ ey xm)). . .),
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ot 'on effectue des « intégrations » successives relatives aux variables
Zms ..., T1. L’ordre « d’intégration » n’intervient pas dans le résultat
final.

Soit s un entier, 1 =s < m. Pour xe€ K™ (resp. »€R™), on posera
= (x,z") avec T’ = (X1, .. ., T;), T = (Tys1y -+ -, Tm) [TESP. 1 = (W', 1),
avec P = (1, ...5 f)y B = (Fs215 ..., Pm)]. Soient p et v apparte-
nant & V (K™) avec p' <<v' et u” = v”, notons D la polycouronne

D={zx:p ' <v@)<v,p"=0v@&")},
D 1a polycouronne
D={z:p'=Zv@)=v,p" =v@")},
0D la frontiére distinguée de D,
oD = H;'nzl (C}‘-,‘U CV/) = Hj’:i (C{L,‘U CV,-) H?l:s+1 C{ij'
On pose
H@D)=H(C)®HC)R...& H(Cp)®H (C.))
QH(Cp) Q.. .QH(C,,),

H (0D) est formé des fonctions définies sur 0D dont la restriction a
chacun des polycercles qui compose dD est développable en série de

Laurent dans ce polycercle. _
Soit f(x', x")eH (dD), si on fixe les derniéres variables z” = z”,

la fonction
h@) =f@,2) €@z (H (Cy) @ H (C.)).
On notera @, la forme linéaire sur &,_;_, (H (Cy)) @ H (C.)) définie par
D5 = (95, — 94) Q-+ - ® (Pu, — 9v)-
ProrositioN. — Si f(x)e H (dD), la fonction de z = (2, z"),
9@ =& [f @, )@ — 2)...(x; — 2)),

est développable en série de Laurent dans D. Si f est la restriction @ 0D

d’une fonction f définie dans D, séparément développable en série de Laurent
par rapport a chacune des variables z,, ..., x,, on a, dans D, f(z) = g (2).

Preuve. — Soit C I'un des polycercles composant dD, C = [I}, G,
avec A; = p; ou v; Pour (z’, 2")€C, on peut écrire :

f @, 2") = Zor hor (') 2",

avechye®_ ;s H (Gy,); 1a série considérée converge dans ®ijeH (Cy)
pour z” fixé, v (") = p.".
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D’autre part, pour z’' tel que p' < z' <v', 1/(x, — 2,) ... (Ts — Z5)
se développe en série de Laurent en 2’ et z’ convergeant uniformément
sur II;-, Gy, pour 2’ fixé (le développement dépend du choix des 2)).

Finalement, on aura

f(.’l)’, Z”)/(-’Ei — 21) .o (xm - zm) = Ya ha (xl) 2%,

la série convergeant dans ®,.,., H (C)) pour z fixé dans D. On aura
donc, dans D,

@& .- - o), 2@ — z) ... (@ — 2)] = Za A 2%,

avec dy = (9, @...® ¢) [ha (x')]; ¢ étant une combinaison linéaire de
telles fonctions est donc développable en série de Laurent dans D.

La deuxiéme partie de la proposition se démontre par récurrence
sur s. Pour s = 1, cela résulte du lemme 7.2.

Puisque [ est développable en série de Laurent par rapport a la
variable x,, on a, d’aprés le lemme 7.2,

(9. — @) [f @', 2") (@0 — 2)) ... (25 — 2))]

= (@1 «vns Tosy 25, 2@ — 2)) - .+ (X1 — Zs—1)-

Il résulte alors de I’hypothése de récurrence pour s — 1 que

D, [f(xls ooy Ls1s 2y Z”)/(.’L'l - 21) e (.’175_1 - 25_1)]
= f(zl, coey Zo 15 Zss Z”) = f(Z),

d’ou le résultat.

7.4. On conserve les notations du paragraphe précédent.

CorOLLAIRE. — Si dans la polycouronne D, f est séparément dévelop-
pable en série de Laurent par rapport aux variables x, ..., x,, et si, dans

les polycercles formant la frontiére distinguée de D, f est globalement déve-
loppable en série de Laurent, alors f est développable en série de Laurent
dans D tout entier.

7.5. Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et démontrer des
résultats analogues dans le cas de développements en série de Taylor.

7.6. Si 'on suppose que le corps K est maximalement complet,
le théoréme de Hahn-Banach nous permet de prolonger la forme ¢,
du lemme 7.1 sur P'espace B (C,) formé des fonctions bornées sur C,,
muni de la norme de la convergence uniforme.

Dans le lemme 7.2, on peut donc se contenter de supposer que
feB (CuuC,).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



214 P. ROBBA

Sur B (IT7%, C;) on définit encore la forme ¢, ®...Q® 9, par «inté-
grations » successives :

@ ®... )@, ..., ) =01 (oo P (@15 -5 Tw))- )

Cette forme est une extension de la forme correspondante définie
sur H (I[; C)).

Dans le cas m = s, on peut alors refaire la démonstration de la propo-
sition 7.3 en supposant seulement que fe B (dD). On en déduit alors
la proposition suivante :

ProposiTioN. — Si dans la polycouronne D = {z:p <v(x) <<v},
la fonction f est bornée et séparément développable en série de Laurent,
f est globalement développable en série de Laurent dans D.

Il n’est pas nécessaire que w et v appartiennent a v (K™).

Preuve. — Pour tous les couples, (i, v') avec p'€v (K™), v'€v (K™)
et pw<<p <v' <v, il résulte de la proposition 7.3 généralisée que f
est globalement développable en série de Laurent dans la polycouronne
' <v(x)<<v'. On en déduit le résultat dans D puisqu’il y a unicité
du développement en série de Laurent.

7.7. Certains auteurs, [1] et [2] par exemple, ont cherché & donner
une expression explicite de la forme ¢,, tout au moins sur certains
sous-espaces de B (Cy). Comme on I'a vu, il suffit, en fait, de connaitre
I’existence d’une telle forme pour obtenir les résultats qui nousintéressent.

8. Singularités d'une fraction rationnelle

Nous allons démontrer les théorémes 3.2 et 3.3 sur la localisation des
singularités d’une fraction rationnelle. Pour cela, on peut se ramener,
grace aux théorémes du paragraphe précédent, au cas d’une variable.
Notons que les résultats obtenus sur les singularités d’une fraction
rationnelle correspondent a des résultats sur les zéros communs de deux
polyndmes.

Les notations employées sont celles de 3.1.

Remarquons que Reg (R) = Reg (1/R) et que Z (R)c W (1/R); des
résultats sur les singularités d’une fraction rationnelle on pourra donc
déduire des propriétés sur les zéros.

8.1. LEmMeE. — Soit @ une composante connere de Reg Q. Alors
R = P|Q est développable en série de Laurent dans v— (m).

Preuve. — Soit Q () = Yanie @« % D’aprés 2.10, il existe 8 tel que
dans »—' (m), on ait

v(axx*) > v(ag2f)  pour o ZB.

ToME 101 — 1973 — nN©° 2



PROLONGEMENT ANALYTIQUE 215
Posons
Q' @) = — Tanp 22",
ag

On a alors
P (z)
ag 8

R(x) = oo [Q @)

la série convergeant dans v—! (n).

8.2. THEOREME. — Les composanfes connexes de G(W (R)) sont des

polytopes convexes, et R est développable en série de Laurent dans les
images réciproques de ces composantes connezxes.

Preuve. — Soit ™ une composante connexe de [}W (R).  est ouvert

puisque W (R) est fermé. v (K”)nReg (Q) est dense dans GW(R).

Les cubes fermés contenus dans m, ayant leurs sommets dans
v (K")nReg (Q), forment une famille enchainée engendrant m. Soit =
un de ces cubes. Dans la polycouronne v (2), R est séparément déve-
loppable en série de Laurent, puisque c’est le cas pour une fraction
rationnelle (d’une variable) dans un intervalle ou elle n’a pas de singu-
larités. Si o est un sommet de 2, dans le polycercle v—! (¢), R est déve-
loppable en série de Laurent d’aprés le lemme 8.1. I1 résulte alors du
corollaire 7.4 (avec s = m), que R est développable en série de Laurent
dans la polycouronne v~ (2). Il résulte alors du corollaire 2.15 que R
est développable en série de Laurent dans v~ (w). D’aprés 2.6, cette
série converge dans A =v~' (%), o w désigne I'enveloppe convexe
de 7. Dans A, la somme de cette série coincide avec R (r) puisque c’est
le cas lorsqu’on fixe toutes les variables sauf une. Dans A, R (x) n’a
donc pas de singularités, il en résulte que TN W (R) = 0, et donc 7 = 7.
7 est donc convexe. Le fait que 7 soit un polytope résulte du fait que
W (R)cZ (Q).

8.3. TuEOREME. — Si pe W (R) [resp. Z (R) nG W (R)] et n.€ V(K™),

la fraction rationnelle R (x) a des singularités (resp. des zéros) dans le
polycercle v (x) = p.

Preuve. — 1l résulte de la remarque faite au début de ce paragraphe
qu’il suffit de démontrer la proposition relative aux singularités.

Soit pe W (R)n V (K™), et supposons que R (z) n’ait pas de singu-
larités dans le polycercle v (x) = p.

Supposons de plus, pour commencer, qu’il existe un segment, centré
en p, parallele & I'un des axes de R™ (par exemple, ’axe O .,) et inter-
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sectant W (R) seulement au point p. Soient (2, p') et (v, p') les deux
extrémités de ce segment avec A <<, <v, ' = (2, ..., tm)s A €L v
appartenant a v (K).

II résulte du théoréeme 8.2 que R est développable en série de
Laurent dans les polycercles v (x) = (&, ') et v (x) = (v, ). Lorsque
T = (T ..., Tn) est fixé avec v (z') = ', R (x,, ') est une fraction
rationnelle de x; sans singularités pour * < v (x,) =< v, donc dévelop-
pable en série de Laurent en x,. Il résulte alors du corollaire 7.4
(avec s = 1) que R est développable en série de Laurent dans

A=f{zv@)=p<v@)<v]

Soient m et n’ les composantes connexes de GW (R) contenant (2, ")

et (v, p') respectivement. Posons B = v~ () et B’ = v~ (n’). Le triplet
(A, B, B’) est enchainé. Comme R est développable en série de Laurent
dans B, B’ (th. 8.2) et 4, il résulte du corollaire 2.15 qur R est déve-
loppable en série de Laurent dans AuBuUB’. Soit f cette série.

TN TN
Conv (f)>omur’ est un ouvert, et dans C = v—* (n-Un’), f() et R (x)
coincident comme on peut le voir en fixant toutes les variables sauf
une. R (z) n’a donc pas de singularités dans C. On doit donc avoir

R I
W (R)nmtun' = @, ce qui n’est pas le cas puisque penwun’. R a donc
des singularités dans le polycercle v (z) = p.

Si, en fait, il n’existe pas de segment contenant p., paralléle a un axe
et non contenu dans W (R), on peut néanmoins trouver des entiers
oy, ...y A Z 0 tels que le segment S d’équations (en w) :

ml—Hizw‘z_HZ: :mm_IJ'm’ )\émév
ay o2} Am - =

ou 2 et v appartiennent a v (K), intersecte W (R) seulement en p.

Posons
r=g@: z =yh
-'1:'2 = (y1 yz)“’,

Ty = (yh “ ooy yn)a’”

et soit R (y) la fraction rationnelle R (y) = R (9 (v)).
On a
v (3}1) = a0 (Y1),
D @n) = an 0 G) +- -+ 0 @),
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g envoie donc surjectivement le polycercle v (y) = o sur le polycercle
v () = M (w), ot M est la matrice

.
22 e2} 0

M = .
Glpppe s vens A

R aura donc des singularités dans le polycercle v () = w si, et seule-
ment si, R a des singularités dans le polycercle v () = M (»). W (R) est
donc l'image de W (R) par lapplication linéaire M—'. Mais on voit
que M~ (S) est parallele 4 I'axe (O p.,), le raisonnement fait précé-
demment nous montre que ® a des singularités dans le polycercle
v(y) = M~ (n), et par suite R a des singularités dans le polycercle

v (%) =
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