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Bull. Soc. math. France,
101, 1973, p. 193-217.

(Thèse, 2e partie)

PROLONGEMENT ANALYTIQUE
POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES

SUR UN CORPS VALUE COMPLET

PAR

PHILIPPE ROBBA (*)

RÉSUMÉ. — K désignant un corps value ultramétrique, nous caractérisons une
famille de sous-ensembles A de 7?"1 tels que la famille des éléments analytiques sur A
au sens de KRASNER (c'est-à-dire la limite uniforme sur A de fractions rationnelles
sans singularité dans A) vérifie un principe d'unicité. Pour ce faire, nous établissons
quelques propriétés sur la répartition des singularités d'une fraction rationnelle.

1. Introduction

1.1. Soit K un corps value ultramétrique, complet et algébri-
quement clos.

On dira que la classe U de fonctions définies sur l'ouvert AC^"
vérifie un principe d'unicité dans A si, pour toute fonction f de U, la
nullité de f au voisinage d'un point x de A entraîne la nullité de f partout
dans A.

On dira que f est localement analytique, si elle est localement déve-
loppable en série de Taylor.

Lorsque la classe U est formée de fonctions localement analytiques,
au lieu de principe d'unicité, on parlera de principe du prolongement
analytique.

Si la différence de deux fonctions de U appartient à U, on voit qu'une
fonction de U est entièrement définie dans A, lorsqu'on la connaît au
voisinage d'un point de A. On pourra donc parler du prolongement
analytique dans A de la fonction définie au voisinage d'un point de A.

1.2. Les sommes de séries de Laurent à m variables sur K vérifient
le principe du prolongement analytique dans leur domaine de conver-
gence (cor. 2.15), mais, comme dans le cas des fonctions d'une

(*) Thèse, 2e partie.
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194 P. ROBBA

variable, elles ne permettent pas de définir un prolongement analytique
en dehors de leur domaine de convergence.

Suivant la démarche inaugurée par M. KRASNER [4] nous dirons
que f est un élément analytique sur un ouvert A c K'71, si f est la limite
uniforme sur A d'une suite de fractions rationnelles sans singularités
dans A. Nous dirons que l'ouvert A est un ensemble analytique, si la
classe des éléments analytiques sur A vérifie le principe du prolon-
gement analytique. On trouvera dans [6] une caractérisation des
ensembles analytiques dans le cas m == 1, et un exposé des motivations
pour une telle définition.

Les éléments analytiques ne suffisant pas pour les besoins (la somme
d'une série de Laurent peut ne pas être un élément analytique), on
généralise de la façon suivante.

1.3. La famille (A^çj est dite enchaînée si, quels que soient les
indices j et ] ' de I , il existe une famille finie d'indices l'o = j, ii, . . . ,
i^ ==j' tels que A^nA^^ ̂  0 pour 0 ̂ k^n — 1.

Soient A un ouvert de K, et f une fonction définie sur A ; nous dirons
que f est une fonction analytique sur A s'il existe une famille
enchaînée (A/);çj d'ensembles analytiques tels que A =^j;çjA; et que
la restriction de f à chaque A; soit un élément analytique.

1.4. On démontre sans peine (cf. [6], prop. 1) que :
Les fonctions analytiques sur un ouvert A vérifient le principe du prolon-

gement analytique.

1.5. On en déduit le corollaire suivant :

COROLLAIRE. — 5l la famille (A^çj est enchaînée et si les Ai sont
analytiques, A ==u/ç /A; est analytique.

1.6. Nous ne caractériserons pas tous les ensembles analytiques,
mais nous construirons une classe d'ensembles analytiques, à savoir la
classe JC des quasi-connexes qui coïncide, dans le cas d'une variable,
avec celle introduite par M. KRASNER.

Ces ensembles sont définis par des propriétés de connexité et de fini-
tude de leur projection dans R'71 (projection par l'application qui au
point x de K'71 associe le point de R"1 dont les coordonnées sont les valua-
tions des coordonnées de x).

Les éléments analytiques sur A étant limites uniformes de fractions
rationnelles sans singularités dans A, une étape essentielle pour démontrer
que nos ensembles quasi-connexes sont analytiques, sera l'étude détaillée
de la projection des singularités d'une fraction rationnelle : cette projec-
tion est l'intersection d'un réseau polyédral convexe de R771 avec la
projection de K171.
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE 195

1.7. Dans le paragraphe 2, nous donnons la définition et les pro-
priétés essentielles de la fonction de valuation d'un élément analytique
qui est un outil bien adapté à l'étude des éléments analytiques. (Dans
le cas d'une somme de série de Laurent, le polyèdre de valuation, graphe
de la fonction de valuation, est le polyèdre dual du polyèdre de Newton
de la série.) Les résultats de ce paragraphe sont une généralisation assez
simple des résultats classiques dans le cas d'une variable.

Au paragraphe 3, nous introduisons une classe naturelle d'ensembles
analytiques, mais les fonctions analytiques construites à partir de ces
ensembles ne sont que les sommes de séries de Laurent.

Au paragraphe 4, nous raffinons la définition précédente pour obtenir
la classe des ensembles quasi connexes à plusieurs dimensions.

Au paragraphe 5, nous utilisons ces notions pour étudier le prolon-
gement analytique des éléments analytiques et nous donnons un exemple
d'ouvert d'analyticité. (Plus précisément, nous construisons une fonc-
tion analytique sur cet ouvert qui ne se prolonge pas analytiquement
en dehors de cet ouvert.)

Enfin au paragraphe 6, nous montrons sur un exemple que le problème
de Cousin, sous sa forme la plus générale, n'admet pas de solution.

Pour ne pas rompre l'enchaînement des idées, on a reporté à la fin
les parties techniques concernant l'établissement de la formule de Cauchy
formelle (§7) et la localisation des singularités d'une fraction ration-
nelle (§ 8).

2. Notations. Séries de Laurent

2.1. R désigne la droite numérique achevée : R == R u ) — oo, +00}
et R- = (RF.

Si | x | désigne la valeur absolue de x ç. K, nous noterons v (x) == — log | x .
La fonction v (x) possède les propriétés suivantes : pour tous x et y

de K,
v (x) > — oo;
v (x) === + oo si, et seulement si, x = 0;
u(xy) =u(x) +u(y);
v (x + y) ̂ inf (P (^)> v (î/));
On suppose que v (K) est dense dans R;
Pour x = (x,, ..., Xm) e K^1, on notera v (x) == (u (x^), . . . , v (x^)) e R^ ;
Pour ^ et vçR"', p-^v, équivaut à ^ ̂  v,, pour i == 1, . . . . m.
2.2. Si

a = (ai, . . ., a^çZ^
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196 P. ROBBA

est un multi-indice, et si X = (Xi, ..., Xm) est une famille d'indé-
terminées, on posera X^ = X?1, ..., X^ et, si y e R7", on posera
^ y == Sî^i a. Vi-

On utilisera les notations | a | = ^f^i | ̂ i \ et, pour 0 ̂  a ̂  (3,

fPW^...f^.
\^ ^aj \a^

Soient a^çK, définis pour tous les multi-indices a, et considérons la
série de Laurent f = Sa ûa X0'. Nous pouvons remplacer X par un
élément x de X^ lorsque la série f (x) == Sa ûa ^a converge.

Ceci a lieu si, et seulement si,

limiai^ [v (fla) + a y (a;)] = + oo.

2.3. Il est donc naturel de définir l'ensemble Conv^cR7" de la
façon suivante :

Si fJLeR771, ^eConv (f) équivaut à linijai^oo [v (ûa) + ^P-] = + oo.
Si pour ieJc[l, ..., m], ^ = s^oo (^ = ± 1),
et pour

jçJ =[!,..., m]\J, ^./eR,

fJL e Conv (f) équivaut à ûa == 0 pour ^ a^ < 0 et

lim|a|^oo,a,=o,ze/[y (ûa) + S/e^ a/ ^/] == + oo.

Le domaine de convergence de la série f dans K^ est l'image réci-
proque y-1 (Conv (f)) de Conv (f).

2.4. Nous définissons alors /a fonction de ualuation de /* qui est une
application de Conv (f) dans R :

Pour p. € Conv (f), on pose

u (f, ̂ ) = in^o (^ (ûa) + a^).

(Lorsque a, =0 et ^i: = d= °o» o11 convient de poser a, ̂  = 0.)

2.5. — Enfin lorsqu'il y aura un seul multi-indice |3 tel que
v (f, ̂ ) = v (ap) + ̂  on posera AT (f, ̂ ) = P^Z771.

Nous noterons Reg (/*) l'ensemble des points où N (/, /JL) est définie,
etZ(f)=Conv(f)\Reg(f).

Les ensembles Conv (f), Z (f) et les fonctions v (f, (JL) et N (/, pi),
possèdent les propriétés suivantes.

2.6. L'ensemble Conv(f) est convexe.

Preuve. -- Soient p e t ç ^ 0 , p + î = = l » ^e t ^e Conv (/*).
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PROLONGEMENT ANALYTIQUE 197

Si À et pLeR^,

limiai-^ [y (0 + a (p À + q^)]
= = p l i m i a [ > < [y(aa) + aÀ] + glim|a|^,c [^ (ûa) + a .̂] = + oo

et donc p À + q ^ e Conv (f).
Si ^ == — oo (resp. + oo), par p ^ + g ̂  il faudra entendre

n'importe quel nombre ^ ̂  (resp. ̂  pi,). Avec cette convention, on
vérifie encore sans peine que p À + q ^çConv (f).

2.7. La fonction v (f, ^) est concave et continue.

Preuve. — C'est l'enveloppe inférieure d'une famille de fonctions
affines.

2.8. Dans Conv°(f), le graphe de la fonction v (f, p.) est un polyèdre
(ayant éventuellement une infinité de faces).

2.9. L'ensemble Z (f) est la projection des v. arêtes)) du polyèdre de
valuaiion. (Par arêtes, on entend les faces de dimension m — 1.)

N (f, p.) == grad v (/, ^) partout où v (f, p) est difîérentiable. Ou encore,
si QJL, v (f, ^)) appartient à une face du polyèdre, (N (f, ^), — 1) est le
vecteur normal à cette face.

2.10. Reg (f) n Conv°(f) est un ouvert; N (/, ^) y est localement
constante. Les composantes, où N (/, ^) garde une valeur constante,
sont les polytopes convexes qui sont les projections des faces du polyèdre
de valuation de /*.

Si Ni et N2 sont les valeurs prises par N (f, p.) de chaque côté d'une
des faces d'un de ces polytopes, le vecteur Ni-N^ est orthogonal à la
face considérée.

Toutes ces affirmations sont faciles à vérifier.
Jusqu'à maintenant nous nous sommes intéressés à la série formelle f.

Considérons à présent la fonction associée f(x). Comme on l'a vu, si
^ = v (x) e Conv (f), la série f (x) = Sa ûa X"' converge.

2.11. LEMME. — Soient P (x) === So^a^ao ûa x^ un polynôme, et ^eR^.
On a

v (P, ̂ ) = inf^)>p. v (P (x)).

Preuve. — Remarquons d'abord que, pour v (x) = À e Reg (P), on a
v (P, À) == v (P (x)), et que, pour v (x) > p., on a y (P (x)) ̂  v (P, pi).

Notons D l'ensemble formé des À > p.. Comme D n Reg (P) est un
ouvert dense dans D, et donc dans D [car Z (P) est formé d'un nombre
fini de segments de droites], et comme v (K7") est dense dans R77', on
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peut trouver une suite de points Xn tels que ^ = v (Xn) € D n Reg (P)
et que lim^, ̂  = pi. On a alors

y (P, ^) = lim,^ y (P, À,) = lim^ y (P (^)),

ce qui montre que

y (P, ̂ ) = inf^>^ (P (;r)).

2.12. PROPOSITION. — Soit ^eConv^ny^^nR"1. On a

y (/, a) = inf,(^ v (f(x)) = inf^_,^ v (f(x))

pour tout y tel que v (y) = ̂ , et si ^eReg (/•), on a plus précisément

u(f(x))=u(f,^) si v(x)=^

Preuve. — Soit x tel que v (x) == ^ II est évident que v (f (x)) ̂  v (f, ̂
Soit A l'ensemble des a tels v (û?a) + a^ == v (f, ^).
A n'est pas vide et est fini puisque ^ e Conv (f).
Posons ^(rr) =2ae^aa^ et A (x) = ^a^^ffa^. Il est clair que

u(h(x))^u(h^)>u(f,p.).
Soit (3 tel que, pour tout açA, on ait a + (3 ̂  0.
Considérons le polynôme

P (y) = (x + y)P g (x + y) = 2aeA ûa (x + y)^ = So^a^açA C^ î/ï.

Il résulte de la formule du binôme que l'on a, pour y ̂  a + |3,

y (C^) ̂  y (o?a rr^-T) = y (aa) + (a + p - y) ^

et donc v (P, ^) ̂  ̂  + y (^, ^) = p^ + y (f^ ̂

D'autre part, si açA n'a pas de majorant dans A autre que lui-
même, on a Ca+p = «a et donc

v (P, .̂) ̂  y (Ca+p) + (a + (3) ̂  = y (/, pi) + p^L.

Finalement y (P, ^) == y (/; pi) + ppL.
Il résulte du lemme 2.11 que

v (P, ^) = inf^.)>^ y (P (y)) = p^. + inf,(,.)>^ v (g (x + y)).
Donc

u (/, ^) = v {g, p.) = inf,(,)>^ v (g (x + y)) = inf^^ v (f(x + y)).

Enfin, si ^.eReg(/), A est réduit à un seul élément, et l'on a

v (f(x)) == v (g (x)) = v (a^) + ̂  = v (/•, ̂  pour v (x) == p..
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2.13. COROLLAIRE. — I I y a unicité du développement en série de
Laurent. Plus précisément, soient f et g deux séries de Laurent telles que

Conv (f) n Conv (g) n v (K^ n R^ ̂  0.

Soii |JL ç Conv (f) n Conv (g) n P (K^) n R^ ; si, pour /ou/ x tel que v (x) == p.,
on a f (x) = g (x), les deux séries coïncident.

2.14. COROLLAIRE. — Soit A le domaine de convergence d'une série
de Laurent f, et soit f(x) la somme de cette série. Si f s'annule au voisinage
d'un point Xo de A, f est identiquement nulle dans A.

Preuve. — Soit Xo tel que v (xo) = ̂ oeConv (f) et que f(x) soit nulle
dans un voisinage de Xo. Si on développe alors f(x) en série de Taylor
autour du point Xo, ce développement converge pour v (x — Xo) > v (rco).
Les coefficients de cette série étant nuls, f(y) s'annule donc pour
u (y — Xo)> v (Xo). Il résulte alors de la proposition 2.12 que
v (^ p.o) = 4- oo, ce qui montre que tous les coefficients de la série de
Laurent f sont nuls.

2.15. COROLLAIRE. — Soit (Ai)içi une famille enchaînée d'ouverts cK771.
Soit f définie sur A == UiçiAi telle que sa restriction à chaque Ai y

soit développable en série de Laurent. Alors f est développable en série de
Laurent dans A.

Preuve. — Pour éviter toute ambiguïté, signalons que nous ne consi-
dérons que des séries de Laurent relatives à l'origine. Il résulte des
corollaires 2.13 et 2.14 que, si dans l'intersection non vide des deux
ouverts Ai et A; les sommes des séries de Laurent fi et fj définissant f
coïncident, alors ces séries sont les mêmes. Le développement de f en
série de Laurent est donc le même pour tous les Ai.

2.16. Si on a deux séries de Laurent à coefficients dans K,

f = Sa ûa X01 et g = Sa ^a X01,

on définit leur somme f + g par la formule

/ '+^=I;a(aa+&a)Xa.

Alors
Conv (f + g) D Conv (f) n Conv (g)

et, pour p.eConv(f)nConv(^),

y (f + ̂ ) ̂  int [v (f, ̂  v (g, ^)],

l'égalité étant réalisée lorsque v (f, ^)^-v (g, ^) ou lorsque

^L ç Reg (f) n Reg (g) et N (/•, ^) ̂  N (g, ^).
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200 P. ROBBA

2.17. Pour définir le produit de deux séries f et g, il faut supposer
que, pour tout aeZ", la série 2^ a? ^a-p converge vers un élément Ça
de K. On pose

fg == Sa Ça X01.

Si Conv (f)nConv (g) -^- 0, le produit fg est défini, et Von a

Conv (fg) D Conv (f) n Conv (g),
Reg (fg) n Conv (f) n Conv (^) = Reg (f) n Reg (g),

pour pi e Conv (f) n Conv (<y),

^ (fr» ^) = ^ (f> P-) + v (9, ̂

pour ^ e Reg (f) n Reg (g),
N ( f g , p . ) = N ( f , p . ) + N ( g , ^

On peut démontrer directement ces formules comme dans le cas de
dimension 1 ([5], § 2, prop. 1). Notons cependant que dans le cas où
p. e Conv (f) n Conv (g) n v (K^, ces propriétés résultent simplement de
la proposition 2.12. Si p. € Conv (f) n Conv (g), mais ^ ̂  v (K^, on peut
considérer une extension transcendante K' de K telle que ^çu^^),
et on obtient encore la proposition en appliquant 2.12.

2.18. Soient p et ç^O, p - { - q == m. Posons x == (x ' , x"), x ' ç K ^ ,
x^çK^, X==(Xf,X/f), où X' et X" représentent respectivement p
et q variables indépendantes,

a =(^,00, a'eZ^, ^çZ7 et ^ = (^, p.") ̂  çî{P, ^eî .

Soit alors u' Ç.KP. Si pour tout a^eZ^, la série by," = Sa' a(a',a") u^'.
converge, on associe à /*la série de Laurent à q variables fu' = Sa" by.. X^'

PROPOSITION. — Si le sous-espace ^ ' = v (u') a une intersection non
vide avec conv (f), la série fu' est définie, Conv (fu) est V ensemble des y."
tels que (v (u'), ^)eConv (/'). Pour un tel ^tf, on a

v(f^^)^u(f,(v(u/)^ff)).

Plus précisément, si (v (u'\ ̂ eReg (f), ^"ç. Reg (fu'), et Von a

v(f^^)==v(f,(u(uf),^)).

Preuve. — Soit p." tel que (v (u'), ̂ eConv^). Considérons, pour
simplifier, le cas où (u (u'), pi^eR7". On a alors

v (ûfa) + a' v (u') + a" ^./' -> + oo quand | a' | + | a" | -^ + oo.
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Donc v (cfa) + a' v (u') -> + oo quand | a'|-^ + oo, et la série
2a' ûa "/a converge.

D'autre part, v (by.') ̂  infa' (v (ûa) + a' y (u')), et donc

y (6a'/) + a" ̂  —»- + oo quand | es." \ -> + oo»

ce qui prouve que ^eConv (/^').
Enfin

^ (/^ ^//) == in^ ̂  (^aO + a V) ̂  infa. [infa. (̂  (fla) + a' ^ (u')) + a / / ̂ //]
= infa [v (aa) + a' v (iQ + a- ̂ ] = v tf, (^ (u'). ̂ %

Si (y(iz'), ^.")eReg(f), c'est qu'il existe un multiplet (3 = ((3', (3"),
tel que y (ap) + P' v (u') + P" ̂  < v (ûa) + a7 ^ ("') + a" ^// pour a ̂  p.

Alors
v (b^) = y (ap) + ̂  y ("/)

et
^ W + P' ^" = v (ap) + P' ^ ("') + ^" ̂  < v (M + ̂  ̂ "

pour a"^(3"; ce qui achève la démonstration.

2.19. La proposition précédente exprime que le polyèdre de valua-
tion de f^ se trouve en dessus de l'intersection du polyèdre de valua-
tion de f avec le sous-espace p.' == v (u'), et coïncide avec celle-ci dans
les intersections du sous-espace avec les faces du polyèdre.

2.20. Comme dans le cas des fonctions d'une variable, les zéros
des sommes de séries de Laurent correspondent aux arêtes du polyèdre
de valuation.

PROPOSITION. — Soient f une série de Laurent, et

pi e Conv (f) n v (K^ n R^.

Si |ji€Reg (f), f(x) ne s'annule pas dans le poly cercle { x : v (x) = pi};
si ^ e Z (f), il existe x tel que v (x) = ^ et f (x) = 0.

Preuve. — Si pLeReg(f), on a déjà vu que, pour v (x) = JJL, on a
v (f(x)) = v (/, p.), et donc f ne peut pas s'annuler dans le polycercle
{ x : v (x) == ^ j.

Nous allons démontrer la deuxième partie de la proposition par
récurrence sur TH. Le résultat est bien connu pour m == 1 [5]. Supposons-le
prouvé pour m — 1.

Soit pi. e Z (f), et soit A l'ensemble des multi-indices a tels que

U (ûa) + a .̂ = V (f, ̂ ).
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202 p. ROBBA

A contient plusieurs éléments. Il existe donc un indice i et deux muiti-
indices P et y appartenant à A dont les coordonnées d'indice diffé-
rent de i ne sont pas toutes égales. Pour simplifier, on peut supposer
que i = m, et écrire x = (x\ x^), p. = (̂ ', ,̂), a = (a', a^). On a
donc |3' ̂  y'.

Considérons les fonctions
p ( y ) =^çA,^'=^a^y^

et
(?0/) ^Sae^a'^ ûay°S ï /€ X, Z/ ̂  0.

On sait que ces fonctions n'ont qu'un nombre fini de zéros sur le
cercle v (y) = ̂ , soient z / i , . . . ,^ . K, étant algébriquement clos,
possède un corps de restes infini; il existe donc UmÇ.K vérifiant
v (iim) == ̂ , et v (u^ — y j ) = p.^. On a alors :

v (P (u^)) = v (P, ̂ ) = y (f, pL) - (3' pL7

et
u (Q (u^)) = v (Q, ̂ ) = y (f, ^) - y' ̂ '.

D'autre part,
/^ == Sa' b^ x^ avec ^' = S.ez û(a',.) ̂ ,

et il résulte des formules précédentes que

v W = u (f, ^) - ̂  ̂  et v (b^) = u (f, ̂  - y' ̂

et donc

u (/•, ^) = u (^) + (3'^' = u (^) + y' F' ̂  ^ (/•.,, ̂ /) ̂  u (f, ̂

ce qui prouve que ^/eZ(^J. D'après l'hypothèse de récurrence, il
existe donc x' avec u {x') == ^ ' tel que /'//^ (.r') = 0.

Mais /•,,, (^/) = f^, u^)) et y ((^, ^,))= ^/.

3. Ensembles saturés P-connexes

Les résultats que l'on établit sur la répartition des singularités d'une
fraction rationnelle nous amènent à définir une classe d'ensembles que
l'on montre être analytiques. Malheureusement, les fonctions analytiques
que l'on construit à partir de ces ensembles ne sont autres que les sommes
de séries de Laurent.

3.1. Soit R (x) = P (x)IQ (x) une fraction rationnelle, où P et Q
sont deux polynômes premiers entre eux. On prolonge par continuité,
lorsque c'est possible, la fonction R (x) aux points où P et Q ont des
zéros communs.
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Soit A l'ensemble des zéros de R, on note Z (R) l'adhérence dans R^
de v (A). Soit B l'ensemble des singularités de R, on note W (R) l'adhé-
rence dans R^ de v (B). Z (R) et W (J?) sont respectivement contenus
dans Z(P) et Z (Q) d'après la proposition 2.20.

On pose v (R, p) -= v (P, p) — v (Q, p.).
v (R, p) est une fonction affine par morceaux, mais n'est plus concave.

Son graphe est le polyèdre de valuation de -R.
On note

Reg(J?)-g(Z(J?)uW(J?))).

Si p-eReg (J?)ny (K'»), alors v (R (x)) = v (R, ^) pour v (x) = p.
On note N (R, p) le gradient de la fonction v (R, p.) pour ^.eReg (R).

Si ^Z (P)uZ (Ç), on a N (R, ̂ )=N (P, p) - N (Q, p).
Ces propriétés résultent directement du paragraphe 2, sauf le fait

que, si

p.€Reg (J?)nZ (P)nZ (Q)ny (K-) et y (x) = ̂

alors y (R (x)) = v (R, p).
Pour démontrer cela, il suffit de fixer toutes les variables sauf une,

la propriété résulte alors des propriétés des fonctions d'une variable.
Nous allons préciser la forme de W (R).

3.2. THÉORÈME. — Les composantes connexes de \.(W (R)) sont de

polylopes convexes, et R est déueloppable en série de Laurent dans les
images réciproques de ces composantes connexes.

La démonstration est reportée au paragraphe 8.2.

3.3. Par définition si aç.^ est une singularité de R, u(a)GW (R).
Cette propriété a-t-elle une réciproque ?

THÉORÈME. — Si fJieW (J^npGK^), la fraction rationnelle R(x) a
des singularités dans le polycercle v (x) == p..

La démonstration est reportée au paragraphe 8.3.

3.4. L'ouvert AcK^ est dit saturé si u-1 (v (A)) = A; autrement
dit, si xç.A et u (y) == u (x) impliquent ï /eA.

Le domaine de convergence d'une série de Laurent est saturé, c'est
ce qui motive cette définition.

3.5. L'ensemble saturé A est dit P-connexe, s'il existe Î2, ouvert
connexe de R", tel que ^n V (K^c V (A)cÏÏn Y (K^).

(P indique qu'il s'agit d'une propriété de la projection de A.)
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3.6. THÉORÈME. — Un ensemble saturé P-connexe est w ensemble
analytique.

Ce théorème résulte du corollaire 2.14 et du résultat plus fort suivant.

3.7. THÉORÈME. — Soit A un ensemble saturé P-connexe, et soit f
un élément analytique sur A. Alors f est somme d'une série de Laurent
convergeant sur A.

Preuve. — Soit jR une fraction rationnelle sans singularités dans A,
Montrons que W (R) n Î2 = 0.

W (R) est formé de polyèdres de dimension m — 1 contenus dans
des hyperplans orthogonaux à des vecteurs à coordonnées entières.
Par définition, il en résulte que W (R) n v (K771) est dense dans W (R).
Alors W(2?)n^, étant ouvert dans W (R), W (R)n^ny (K^ est dense
dans W(J?)n^. Mais W (fl)n^ny (K^cW (R)r^v (A), et comme A
est saturé et que R n'a pas de singularités dans A, W (R)r\v (A) = 0
(th. 3.3), d'où le résultat.

Î2, étant connexe, est donc contenu dans une des composantes connexes

de P W(R), soit TT; et alors v (A)CTT puisque v (A)r\W(R) == 0.

Soit alors Rn une suite de fractions rationnelles sans singularités
dans A convergeant uniformément vers f sur A. Soit TT^ le polytope
convexe associé à Rn contenant Î2. Dans v~1 (n:n), Rn est développable
en série de Laurent (th. 3.2), soit Fn = Sa a^nX" cette série.

Soit P.Ç.U (A), alors v (Fn — F m, ^) -> + oo quand n et m tendent
vers + oo, ce qui montre que, pour a fixé, la suite ûa, n est une suite
de Cauchy qui converge donc vers un élément Oy. de K. Soit alors
F = Sa ûa X\

On voit que ^ e Conv (F) et que, pour v (x) == p., on a

2a ûa a^a = lim^, Sa c^ ̂  = lim^, J?/, (.r) = /'(rc).

3.8. COROLLAIRE. — Soit A un ouvert saturé P-connexe. Notons
À == y-1 {v (A)). Alors À est analytique, et tout élément analytique sur A
se prolonge en un élément analytique sur A.

On rappelle que v (A) désigne l'enveloppe convexe de v (A) dans R^.

Preuve. — II est clair que À est aussi un ensemble saturé P-connexe,
donc analytique. D'autre part, pour À et ^.ey (A), p e t q > 0 , p + q = = l ,
on a

v (F - Fn, p À + î^inf (y (F - Fn, 7), y (F - Fn, ^)
^ infyç^ y (/'(a;) — Rn (x)),

ce qui montre que Rn (x) converge uniformément sur À vers la
somme de F.
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3.9. Notons e la classe des ouverts saturés P-connexes (une origine
et des axes ayant été choisis une fois pour toutes). Nous dirons que f
est e-analytique sur A, si A = \jAi, la famille (A,) étant enchaînée,
si fest un élément analytique sur chaque Ai et si les Ai appartiennent à (3.

PROPOSITION. — Les fonctions e-analy tiques sont déueloppables en
série de Laurent sur leur domaine de définition.

Cela résulte directement du théorème 3.7 et du corollaire 2.15.
On voit donc que la classe C ne permet pas d'obtenir une classe assez

vaste de fonctions analytiques.

4. Ensembles quasi connexes

Pour obtenir une classe plus vaste d'ensembles analytiques, nous
allons affaiblir les conditions données au paragraphe précédent. Mais ces
conditions plus faibles devront ne pas faire intervenir un choix privi-
légié de l'origine dans K171. Il faut donc commencer par relativiser toutes
les notions introduites.

4.1. Si yeK^, on pose Vy (x) = v (x — y); on introduit la fonction
de valuation d'une fraction rationnelle R relativement à y :

Vy (R (x), pi) == v (R (x + y), ̂ ).

On vérifie sans peine que, si v (y — z) = ^, alors Uy (R, ^) = Uz (R, p.).
A est dit saturé relativement à y , si Vy1 (py (A)) = A.
Si Ac-K^, nous appellerons partie saturée de A relativement à y,

et nous noterons A5, le plus grand sous-ensemble de A saturé relati-
vement à y. On voit que x e A f équivaut à : pour tout z e -K^, Vy (z) = Vy (x)
implique zeA. A'y est la réunion de tous les polycercles centrés en y
contenus dans A.

4.2. L'ouvert AcK^ est appelé quasi-connexe élémentaire si, et seule-
ment si, quel que soit y^A, il existe un ouvert ^ de R^ tel que :

(a) ^n^K^c^Af);
(b) (^k) désignant la famille des composantes connexes de Î2, la famille

(^nR^) est enchaînée;
(c) yy(A)c(u^).
A est dit quasi-connexe si c'est la réunion d'une famille enchaînée de

quasi connexes élémentaires.
Si m === 1, un quasi-connexe élémentaire est un quasi connexe au

sens de KRASNER [4]. En effet, soient y et z appartenant à A, nous allons

montrer que si rreP.A et Uy (x) > Vy (z), alors Uy (x) ne peut prendre
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qu'un nombre fini de valeurs, ce qui montrera que A est quasi-connexe
au sens de KRASNER. Soit i2o la composante connexe de i2 voisinage
de Vy (y) = + oo. D'après la condition (c), il existe k tel que Vy (z)ç^
On a Î2o == )do, + oo) et ^2 y = )a/, bj[. La condition (6) exprime qu'il
existe j\, .. .,jm avecji == 0,j^ == /c, tels que a^ == ^^, 1 ̂  n ̂ m — 1.

Si rç. v (K), r > Vy (z) et r ̂  o^, 1 ̂  n ̂  m — 1, r appartient à
l'un des ^, et donc, d'après la condition (a), le cercle Vy (x) = r est

contenu dans A. Donc si ^e[ A et Vy (x) > Vy (z), on a nécessairement
Vy (x) == a^ pour un n, 1 ̂ n ̂ m — 1, ce qui achève la démonstration.

4.3. Soient A un quasi-connexe élémentaire, f un élément analy-
tique sur A, yçA.

Si Rn est une suite de fractions rationnelles sans singularités sur A
et convergeant uniformément sur A vers /, on vérifie sans peine que,
pour p.çuy (A), Vy (Rn, p) converge vers une limite, et que cette limite
ne dépend pas de la suite Rn considérée. On note donc cette limite Vy (/, [L).

Sur u~1 (^-) nA^'., f est développable en une série de Laurent f/c
(th. 3.7), et l'on a, pour ^.e^, Vy{f, ^) == Vy (fk, ^). Pour ^çu, (AQ,
on a y y (/, .̂) == mî^.^=^ v (f(x)).

Si y et zeA, u (y — z) == p-, alors ^ (/, .̂) == ^ (/', ^).

4.4. THÉORÈME. — Un ensemble quasi connexe est analytique.
Il résulte de la proposition 1.5 qu'il suffit de démontrer le théorème

dans le cas où A est un quasi connexe élémentaire.

4.5. LEMME. — Soit ^î un ouvert connexe de 'Rm, et soit f un élément
analytique sur v^ (^). S'il existe pie^nR^ tel que Uy(f, p.) = + oo,
on a Vy (f, p) = + oo pour tout ^.e^nR^.

Preuve. — La fonction Uy (/, ^) se prolonge à i2 d'après le théorème 3.7.
^ étant convexe et la fonction Vy (f, p) étant concave, on voit que si,
pour 1 e ̂  n R^, Vy (/, À) = + °0î alors Vy (/, y) == + oo pour tout
|JL€^, et le résultat reste vrai par continuité pour ^e^nR^.

4.6. Démonstration du théorème 4.4. — Soit f un élément analytique
sur A, et supposons que f soit nulle au voisinage de y et ne soit pas
nulle au voisinage de z.

Soient I^i, ..., ^2n les ouverts connexes de R'71 annoncés par la défi-
nition 4.2 tels que u~y^ (^)cA, ^ n ̂ -+1 n R^ 7^ 0 pour l^Â:<7î,
yy (z/) e i21 et yy (z) e ̂ . Soit ^ e ̂  n i^+i n R^. Par application
répétée du lemme 4.5, on voit que, puisque v (/, p.) = + oo au voisi-
nage de Uy (y) == (oo), on a Vy (/, ^) == + oo, et donc Uy (/, À) = + oo
avec À = y (z — y).
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Un raisonnement analogue relatif à z montre que Vz (/, ^) 7^ + oo.
Or, d'après 4.3, on doit avoir ^ (f. À) = Uy (f, À); il y a contradiction.

4.7. On notera ^C la classe des ensembles quasi-connexes. La classe JC
n'épuise pas la classe CL des ensembles analytiques (on sait, en effet,
que c'est le cas si m = 1 [6]), mais les fonctions JC-analytiques forment
une famille permettant d'étudier le prolongement analytique dans des
cas non triviaux. (On dira que f est une fonction ^-analytique si les
ensembles Ai qui interviennent dans la définition 1.3 sont pris dans la
classe JC.)

5. Ensembles (Tanalyticité

Dans le cas d'une variable, m = 1, étant donné le quasi-connexe A,
il n'existe pas de quasi connexe B, contenant A strictement tel que toute
fonction analytique sur A se prolonge sur B. (On peut même construire,
si A est régulier, une fonction analytique sur A qui ne se prolonge pas
en dehors de A [7].) Comme dans le cas des fonctions de variable complexe,
il n'en est plus de même si m > 1. On introduit des ensembles liés à
la propriété de prolongement pour tout élément analytique.

5.1. Un ensemble quasi-connexe A est dit ensemble de ^C-analyticité s'il
n'existe pas deux ensembles quasi connexes Ai et Aa tels que

(a) 0 T ^ A i c A a ï ï A , et A 2 n'est pas contenu dans A;
(b) pour toute fonction SC-analytique f sur A, l'Z existe une fonction

^-analytique g sur A 2 telle que f = g sur Ai.

5.2. Nous allons d'abord nous intéresser au cas où f et g sont des
éléments analytiques.

Soit A un sous-ensemble de K^, notons A l'ensemble des x de jK^
tels que, pour toute fraction rationnelle sans singularités dans A, on ait

u(R(x))^mî^(u(R(z))).

Il est clair que tout élément analytique sur A se prolonge en un élément
analytique sur A.

Il en résulte que si A est analytique, A l'est aussi, mais nous ne savons
pas si la réciproque est vraie.

Nous allons voir sur des exemples que A peut être plus grand que A.

5.3. On dira que A est P-conuexe relativement à y, si v^1 \Uy (A)) == A.
On dira que A est fragmentairement convexe si, pour tout y ç K ' " ,

les sous-ensembles maximaux de A saturés P-connexes relativement
à y sont P-convexes relativement à y et disjoints.
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II est clair que l'intersection d'une famille d'ensembles fragmen-
tairement convexes est fragmentairement convexe.

Étant donné l'ensemble analytique A, il existe donc un plus petit
ensemble fragmentairement convexe contenant A, on le note À.

5.4. LEMME. - Soient yç^, B une partie maximale de À saturée

P-connexe relativement à y. Alors Vy(B)cvy(Br\A). Si xçÂ, x^A, i
existe une partie B de À saturée P-connexe relativement à un y telle que x € B.

Preuve. - Posons B' == v^ [vy(Br\A)), et soit A7 la réunion de A
et des B' associés à tous les y et tous les B. Alors A' est fragmentairement
convexe, et l'on a AcA'cA, donc A' = A, et par suite B' = B.

5.5. LEMME. — Si A est analytique, À est analytique; si A est quasi-
connexe, À est quasi-connexe.

Preuve. — Pour tout ye^, et toute partie B maximale de A saturée
projectivement convexe relativement à y, B est quasi-connexe. Comme À
est la réunion enchaînée de A et de ces ensembles B (lemme 5.4), A est
analytique (corollaire 1.5), respectivement quasi-connexe (définition 4.2).

5.6. PROPOSITION. — Soit A un ensemble analytique. Alors AcA,
et donc tout élément analytique sur A se prolonge analytiquement en un
élément analytique sur À.

Preuve. — Soit R une fraction rationnelle sans singularités dans A.
Soit y € K"1 et soit B une partie saturée, P-connexe relativement à y,

de A. Il résulte de la démonstration du théorème 3.7 que Vy (B) est
contenu dans un des polytopes convexes, composantes connexes de

[,Wy(J?), soit TT ce polytope. Alors l'ensemble A', formé de la réunion

de A et de tous ces ensembles Vy1 (n) associés à tous les y et tous les B,
est fragmentairement convexe. Donc AcA'.

Soit maintenant B une partie maximale de À saturée, P-connexe
relativement à y. D'après ce qu'on vient de démontrer v (B) c TT, TT compo-

sante connexe de P Wy (R). Comme Vy (R, p.) est concave dans TT, que

pour Vy (x) == ^<=7r, Vy (R, ^j.) == v (R (x)) et que Vy (B) = Vy (AnB)
(lemme 5.4), on a, pour zçB, Vy (z) ̂ inf^ç^n^ Vy (x). B est donc
contenu dans A. Comme À est la réunion de A et de tous ces B, la propo-
sition est démontrée.

5.7. PROPOSITION. — Soit i2 un ouvert convexe de R^, A = v-1 (i2).
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I I existe une fonction analytique développable en série de Laurent dans A
qui ne se prolonge pas en dehors de A. A est un ensemble de ^fC-analy licite.

Preuve. — Soit (î^n) une suite croissante de fermés convexes de R^
contenus dans ^2 tels que ^2 = U n ̂  e^ que la frontière de ^ ne
contienne aucun sous-espace affine non parallèle aux axes. Soit (Un)
une suite de points tels que Un e v (K^ n (Î2\^) et que l'ensemble
des points d'accumulation de la suite (Un) soit la frontière de Î2.

Il existe alors un hyperplan affine v.n passant par Un, orthogonal au
vecteur cx.n de coordonnées entières, à une distance (euclidienne) dn > 0
de 1̂ . En remplaçant éventuellement ain par — an, on peut supposer
que le vecteur y.n € Z'" est dirigé du côté de Fhyperplan rcn où se trouve ̂ .

Soit kn une suite d'entiers positifs tels que kn dn || ^n || —^ + oo quand
n -> + oo (on pose || a [ [ = \/^ a?). Soit an e K tel que y (a/i) = — kn^n Un.
Soit rreA^ = y-1 (^Sn). La distance (euclidienne) de v (x) au plan 'Kn
est

, / / . . c(.n (v (x) — Un) ,
d (V (X), TTn) = n , , — — — - ̂  dn.

On a donc
y (an x^^) == ̂  a^ (u (x) — Un) ̂  kn [| a^ II d .̂

Sur AN le produit infini lin (1 + fln ^"a") converge donc uniformément
vers un élément analytique développable en série de Laurent dans A^y.
Il résulte de l'unicité du développement en série de Laurent que ce
développement ne dépend pas de N.

n^ (1 + anX^^) converge donc dans A vers une fonction analytique f
développable en série de Laurent dans A.

Supposons que A ne soit pas un ensemble de X-analyticité, il existe
alors un quasi-connexe élémentaire A' et un élément analytique y sur A'
tels que AnA'^0 , f = y dans An A' et A'(A. Alors il existe un
ouvert 6 c Î2, tel que 6 intersecte la frontière de ^2 et que y-1 (9) c A n A'.
D'autre part,

^(f)=(u.7r,)n^
car pour pie^, u (dn) + kn ^n p- = 0 = v (1). Il résulte de l'hypothèse
faite sur les Un qu'une infinité d'hyperplans ^n intersectent 6, or f doit
être un élément analytique sur y-1 (9), et donc Z (f) n 9 ne doit contenir
qu'un nombre fini de faces. Il y a donc contradiction, f ne se prolonge
pas en dehors de A.

6. Problème du recollement des zéros

6.1. Le premier problème de Cousin s'énonce de la façon suivante :
Soit (Ai) une famille enchaînée d'ensembles analytiques, et soit (gi) une

famille de fonction analytique sur les Ai, telles que, si A.nAy -^ 0, g^gj
soit une fonction analytique dans A ^ n A y ne s ' y annulant pas. Existe-t-il
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une fonction analytique f sur A = Uz A; telle que, dans Ai, f / g ^ soit une
fonction analytique ne s'annulant pas ?

Nous allons montrer que, même dans des cas simples, le problème
n'a pas de solution.

6.2. Plaçons-nous dans Jï2. Soient

Ai = { x \ v (rci) > 0 } et Aa == { x v (̂ 2) > 0 j.

Soient g^ (x) = 1 + cix^ avec v (a) > 0 et g^ (x) = 1 + Xi x.^
Dans A l U A a == { x \ v (Xi) > 0, y (rca) > 0 }, ^i et g-z ne s'annulent

pas, la condition de compatibilité est donc vérifiée.
Soit alors f développable en série de Laurent dans Ai et A 2 respec-

tivement et dont les zéros dans Ai et A? coïncident avec ceux de g^
et ^2 respectivement. D'après le corollaire 2.15 et 2.6, f est dévelop-
pable en série de Laurent dans tout K2.

Dans F(AO = { ^ | ̂ i ̂  0 } et u~(A^) == j /JL [ ̂  ̂  0 }, Z (f) doit
coïncider avec Z (^i) et Z (^2) respectivement. Or on voit qu'il n'existe
pas de réseau dans R2 formé de segments de droites, partageant le plan
en domaines convexes tels que, pour ^ > 0, ce réseau ne contienne
que la droite ^2 = — v (a) et, pour .̂2 > 0, ce réseau ne contienne que
la droite ^i = — ^2.

7. Formule de Cauchy dans les polycouronnes. Fonctions sépa-
rément développables en série de Laurent

Dans ce paragraphe, nous établissons une formule de Cauchy formelle
qui nous permet de montrer que, sous certaines conditions, une fonction
séparément développable en série de Laurent est globalement déve-
loppable en série de Laurent. Si l'on fait l'hypothèse supplémentaire
que K est maximalement complet [5], on sait que le théorème de Hahn-
Banach est vrai pour les espaces vectoriels normes sur K [3]. On obtient
alors des résultats d'une portée plus générale (§ 3.6).

Néanmoins, cette restriction sur K n'est pas nécessaire pour l'utili-
sation que nous avons en vue, à savoir l'étude des singularités d'une
fraction rationnelle.

7.1. Dans 7.1 et 7.2, nous considérons des fonctions d'une seule
variable.

Considérons le cercle C^i = { xçK : v (x) = ̂ } , ^.çu (K), et notons
H (C^) l'espace vectoriel sur K des éléments analytiques sur Cp., muni
de la norme de la convergence uniforme.

LEMME. — I I existe une forme linéaire cpp. continue sur H (Cp.), telle
que <p^ (x^ = 0 pour neZ, n ̂  — 1, et cp^j, (I/o;) = 1.
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Preuve. — Cela résulte du fait que, dans H (Cp.), les fonctions x"-,
neZ, forment une famille totale topologiquement libre.

7.2. On notera H (Cp.) ® H (Cv) l'espace vectoriel des fonctions définies
sur Cp. u Cv dont la restriction à C^ [resp. Cy] appartient à Jf (Cp.)
[resp.Jî(Cv)].

LEMME. — Soient ^j. et v appartenant à u (K), ^. < v, soit

f(x)GH(C^)QH(C^

Alors la fonction g (z) = cp^ (f(x)l(x — z)) — cpv (f(x)l(x — z)) est déue-
loppable en série de Laurent dans la couronne |JL < u (z) < v. Si f est
déueloppable en série de Laurent dans la couronne ^ ̂  u (x) ̂  v, on a

f(z) == ?ix (f(x)l(x - z)) - ̂  (f(x)l(x - z)) pour ^ < v (z) < v,

Preuve. — Pour ^ < v (z) < v et xe C^, on a

f(^-z)=2^o|^,

la série convergeant uniformément sur Cp.; on a donc

^ (f(x)l(x - z)) == S^o ̂  (f^)/^1) ̂ .

De même, on a, pour rreCv,

f(x)l(x - z) = - S^of^)^ = - ̂ J^z^

la série convergeant uniformément sur Cy; on a donc

?v (f(x)l(x -z))=- 2,<o ?v (f(x)lx^1) ̂ .

Finalement,
g(z) ==^nçzanZn

avec a.^cp^tf^)/^^), n^O, an=^(f(x)^\ n < 0.
Si, de plus, f(x)=^nçz bnXn, il résulte des propriétés de cpp, et cp^,

que c^ = bn pour tout n.

7.3. Étant donné les cercles Ci, ..., Cm de K, considérons l'espace
H (n7=i Cy) des fonctions développables en série de Laurent sur n/ C;.
On a

H (n/ Cy) = ®^,^n H {Cj) = H (Ci) (g)... (g) ff (€„).

Étant donné les formes linéaires cpy sur H(Cj), il leur correspond la
forme sur H (n/ Cy), notée cp; (g)... 0 <pm, définie par

(91 (g).. .(g) cp^) (f(a;i, . . . , Xm)) = <pi (?2, • . . , ?m (f{x^ ..., a;,»))...),
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où l'on effectue des « intégrations » successives relatives aux variables
Xm, . . . , o;i. L'ordre « d'intégration » n'intervient pas dans le résultat
final.

Soit s un entier, l^s^m. Pour xç.K111 (resp. pt-çR^), on posera
x = (x\ x " ) avec a;' == (x,, ..., x,), x" = (x,^, . . . , Xm) [resp. ̂  = (^', pi"),
avec ^ == (^i, ..., .̂,), y." = (^i, ..., ^)]. Soient pi et v apparte-
nant à V (K^ avec ^' < v ' et pi" == v", notons D la poly couronne

û = { n: : ̂ ' < v (x') < v', ̂  = v (x11) },

D la polycouronne
G = { x : ̂  ̂  v (x') ̂  v\ p." = v (x") },

àD la frontière distinguée de -D,

ÔD = n7=i (c^.u c .̂) = n^ (c;.,u c^ n7=..i ,̂.
On pose

H {ÔD) = (H (Ç^ © ̂  (Cv,)) (g). . . (g) (JZ (C^) ® Jî (C.J)
(g)Jf(C^)(g)...(g)Jf(C^),

H (àD) est formé des fonctions définies sur àD dont la restriction à
chacun des polycercles qui compose àD est développable en série de
Laurent dans ce polycercle.

Soit f (x ' , x " ) ç H (àD), si on fixe les dernières variables x " = z\
la fonction

h (x') = f(x\ z"}^®^^ (H (C^) ® H (C^.)).

On notera <ï>, la forme linéaire sur (g)i^/^, (H (C^) © H (C .̂)) définie par
<^ = (?^ - ?v,) ®. . .(g) (?p., - ?vJ.

PROPOSITION. — Si f(x)çH(àD), la fonction de z == (z\ z" ) ,

9 (^) == ̂  [f(x\ Z^KX, -z,).. .(x, - 2,)],

est déueloppable en série de Laurent dans JD. Si f est la restriction à àD
d'une fonction f définie dans D, séparément déueloppable en série de Laurent
par rapport à chacune des variables Xi, ..., Xs, on a, dans D, f(z) = g (z).

Preuve. — Soit C l'un des polycercles composant àD, C == n7=i C\.,
avec À; == [f.j ou vy. Pour (x ' , z")çC, on peut écrire :

f(x\zff)=^h^(xf)ztfa\

avec hy." e 0i^/^ H (C .̂); la série considérée converge dans 0i^/^ H (ÇA.)
pour z " fixé, y (z") = ^ " .
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D'autre part, pour z' tel que ^/ < 2' < u ' , l/(a;i — Zi) . . . (rc, — Zs)
se développe en série de Laurent en x ' et z ' convergeant uniformément
sur nj-=i C\^. pour ^/ fixé (le développement dépend du choix des )i;).

Finalement, on aura

f(x\ Z " ) 1 ( X , - Zi) . . . (Xm - Z,n) = Sa ^a (̂ ) Z01,

la série convergeant dans (g)i^/^ H (C\j) pour z fixé dans D. On aura
donc, dans D,

(^ (g) . . .0 ?).) [f(x\ Z^KX, - Z,) . . . (̂  - 2,)] = 2a Oa 2°',

avec do, == (9^ (g).. . (g) cp^) [Aa GQ] ; g étant une combinaison linéaire de
telles fonctions est donc développable en série de Laurent dans D.

La deuxième partie de la proposition se démontre par récurrence
sur s. Pour s == 1, cela résulte du lemme 7.2.

Puisque f est développable en série de Laurent par rapport à la
variable Xs, on a, d'après le lemme 7.2,

(?^ - ?v,) [ f (x ' , Z'^KX, - z,) . . . (x, - z,)]
= f(x,, .... a;,-i, z^ z " ) l ( x , — Zi) . . . (^_i — z,_i).

Il résulte alors de l'hypothèse de récurrence pour s — 1 que

€^_i [f(x,, . . . , Xs-i, z,, z")l(x, — Zi) . . . (^_i — Zs-ï)]
=f(2i, ....z.-i.^z") =/'00,

d'où le résultat.

7.4. On conserve les notations du paragraphe précédent.

COROLLAIRE. — Si dans la polycouronne D, f est séparément dévelop-
pable en série de Laurent par rapport aux variables x^ . . . , Xs, et si, dans
les poly cercles formant la frontière distinguée de D, f est globalement déve-
loppable en série de Laurent, alors f est développable en série de Laurent
dans D tout entier.

7.5. Nous laissons au lecteur le soin d'énoncer et démontrer des
résultats analogues dans le cas de développements en série de Taylor.

7.6. Si l'on suppose que le corps K est maximalement complet,
le théorème de Hahn-Banach nous permet de prolonger la forme 9^
du lemme 7.1 sur l'espace B (Cçj.) formé des fonctions bornées sur Cp.,
muni de la norme de la convergence uniforme.

Dans le lemme 7.2, on peut donc se contenter de supposer que
f€B(C^uC,).
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Sur B (II7=i ^7) on définit encore la forme cpi 0.. .0 cp^ par « inté-
grations » successives :

(?i ®.. .0 ?^) (/'( '̂i, • . . , Xm)) = cpi (... 9^ (/'(a'i, . . . , Xm))'..).

Cette forme est une extension de la forme correspondante définie
sur H (n/ C;).

Dans le cas m = s, on peut alors refaire la démonstration de la propo-
sition 7.3 en supposant seulement que f^B(ôD). On en déduit alors
la proposition suivante :

PROPOSITION. — Si dans la poly couronne D = { x : ̂  < v (x) < v },
la fonction f est bornée et séparément déueloppable en série de Laurent,
f est globalement déueloppable en série de Laurent dans D.

Il n'est pas nécessaire que p. et v appartiennent à v (K^.

Preuve. — Pour tous les couples, (^', v ' ) avec ^çu (X^), v'çuÇK^
et ^ < ^ ' < v ' < v, il résulte de la proposition 7.3 généralisée que f
est globalement développable en série de Laurent dans la polycouronne
^ ' < v (x) < v ' . On en déduit le résultat dans -D puisqu'il y a unicité
du développement en série de Laurent.

7.7. Certains auteurs, [1] et [2] par exemple, ont cherché à donner
une expression explicite de la forme cp^, tout au moins sur certains
sous-espaces de B (C^). Comme on l'a vu, il suffit, en fait, de connaître
l'existence d'une telle forme pour obtenir les résultats qui nous intéressent.

8. Singularités d'une fraction rationnelle

Nous allons démontrer les théorèmes 3.2 et 3.3 sur la localisation des
singularités d'une fraction rationnelle. Pour cela, on peut se ramener,
grâce aux théorèmes du paragraphe précédent, au cas d'une variable.
Notons que les résultats obtenus sur les singularités d'une fraction
rationnelle correspondent à des résultats sur les zéros communs de deux
polynômes.

Les notations employées sont celles de 3.1.
Remarquons que Reg (R) = Reg (1/J?) et que Z (R)cW (1/J?); des

résultats sur les singularités d'une fraction rationnelle on pourra donc
déduire des propriétés sur les zéros.

8.1. LEMME. — Soit TT une composante connexe de Reg Q. Alors
R == PfQ est déueloppable en série de Laurent dans u~1 (TT).

Preuve. — Soit Q (x) == Srune ûa ^a. D'après 2.10, il existe (3 tel que
dans u~1 (TT), on ait

v (ûa x^) > v (a? rf) pour a ^z= p.
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Posons
Qf(x)=-^^x^.

On a alors
R{x)=^^[Qt(x)Y,

la série convergeant dans v~1 (n).

8.2. THÉORÈME. — Les composantes connexes de |,(W (K)) sont des
polytopes convexes, et R est déueloppable en série de Laurent dans les
images réciproques de ces composantes connexes.

Preuve. — Soit TT une composante connexe de ( W (jR). TT est ouvert

puisque W (R) est fermé, v (K^ n Reg (Q) est dense dans LW(.R).

Les cubes fermés contenus dans TT, ayant leurs sommets dans
v (K'^ n Reg (Q), forment une famille enchaînée engendrant TT. Soit 2
un de ces cubes. Dans la polycouronne ir"1 (^), R est séparément déve-
loppable en série de Laurent, puisque c'est le cas pour une fraction
rationnelle (d'une variable) dans un intervalle où elle n'a pas de singu-
larités. Si a est un sommet de ^, dans le polycercle u-1 (o-), R est déve-
loppable en série de Laurent d'après le lemme 8.1. Il résulte alors du
corollaire 7.4 (avec s = m), que R est développable en série de Laurent
dans la polycouronne u~1 Ç^). Il résulte alors du corollaire 2.15 que -R
est développable en série de Laurent dans y-1 (ir). D'après 2.6, cette
série converge dans A == y-1 (rr), où TT désigne l'enveloppe convexe
de TT. Dans A, la somme de cette série coïncide avec R (x) puisque c'est
le cas lorsqu'on fixe toutes les variables sauf une. Dans A, -R (x) n'a
donc pas de singularités, il en résulte que TrnW (R) = 0, et donc TT = TT.
TT est donc convexe. Le fait que TT soit un polytope résulte du fait que
W(R)cZ(Q).

8.3. THÉORÈME. - Si ^ e W (R) [resp. Z (R) n H W (R)} et ^ ç. V (K^,
la fraction rationnelle R (x) a des singularités (resp. des zéros) dans le
polycercle v (x) == p..

Preuve. — II résulte de la remarque faite au début de ce paragraphe
qu'il suffit de démontrer la proposition relative aux singularités.

Soit ^eW (J?)nV (K^), et supposons que R (x) n'ait pas de singu-
larités dans le polycercle v (x) = ^.

Supposons de plus, pour commencer, qu'il existe un segment, centré
en ^, parallèle à l'un des axes de R771 (par exemple, l'axe 0 ̂ i) et inter-
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sectant W (R) seulement au point ^ Soient (À, ^') et (., ^') les deux
extrémités de ce segment avec À < ̂  < ., ^/ = (^, ..., ̂ ), ^ et .
appartenant à v (K).

Il résulte du théorème 8.2 que R est développable en série de
Laurent dans les polycercles v (x) = (À, y.') et v (x) = (., ^/). Lorsque
^ - (^, ..., ̂ ) est fixé avec v ( x ' ) = ^/, J? (:r,, ^) est une fraction
rationnelle de x, sans singularités pour À ̂  i; (^) ̂  ^, donc dévelop-
pable en série de Laurent en x,. Il résulte alors du corollaire 7.4
(avec s == 1) que R est développable en série de Laurent dans

A = { x : u (x') = ̂ , À < v (x,) < v j.

Soient TT et TT' les composantes connexes de H W (R) contenant (À, ^f)

et (v, ^/) respectivement. Posons B == y-1 (jr) et B' = y-1 (TT'). Le triplet
(A, B, R) est enchaîné. Comme R est développable en série de Laurent
dans B, B' (th. 8.2) et A, il résulte du corollaire 2.15 qur R est déve-
loppable en série de Laurent dans AuBuB'. Soit f cette série.

Conv^DTTUTr' est un ouvert, et dans C = y-1 (îTj^), f(x) et J? (a;)
coïncident comme on peut le voir en fixant toutes les variables sauf
une. R(x) n'a donc pas de singularités dans C. On doit donc avoir

W(J?)n7rU7r' = 0, ce qui n'est pas le cas puisque ^.eTr^T^. R a donc
des singularités dans le polycercle u (x) == p..

Si, en fait, il n'existe pas de segment contenant ̂  parallèle à un axe
et non contenu dans W (R\ on peut néanmoins trouver des entiers
ai, .... a^O tels que le segment S d'équations (en w) :

^ ~^ _ ̂  -^2 ^rn-^m . .
0, ~~^~=f"=-^———^ ^ .̂,

où 7 et v appartiennent à v (K), intersecte W (R) seulement en ^

Posons
x = 9 (y) '- x, = y^,

^ = O/i y^,

Xm ==0/1, ...,^)a-

et soit ôi (y) la fraction rationnelle ^ (y) == R (g (y)).
On a

v (x,) = ̂  u (y,),

^(^)=a^(y(y,)+. . .+y(^)),
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g envoie donc surjectivement le polycercle v (y) == co sur le polycercle
v (x) = M (co), où M est la matrice

M = as a2

ffi. aura donc des singularités dans le polycercle u (y) = w si, et seule-
ment si, R a des singularités dans le polycercle u (x) = M (c*)). W (^) est
donc l'image de W (R) par l'application linéaire M-1. Mais on voit
que M-1 (5) est parallèle à l'axe (0 p.i), le raisonnement fait précé-
demment nous montre que ^ a des singularités dans le polycercle
v (y) = M-1 (p.), et par suite R a des singularités dans le polycercle
u (x) = ^.
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