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CONTRIBUTIONS A L'ETUDE SPECTRALE
DES CONTRACTIONS DE L'ESPACE DE HILBERT

PAR

TON-THAT LONG (*)

RfisuMi. — On démontre d’abord que toute contraction dans un espace de
Hilbert s admet un, et un seul, prolongement T, ® T, de type C, & i (sur un
espace de la forme s, @ ;) et vérifiant les conditions de minimalité suivantes :

@ (I)= x ()= 5,
,LMn( ) 1Cy et Lgci( C) = 4¢;

On établit ensuite des correspondances entre les spectres d’une contraction donnée
et du prolongement associé, ce qui permet d’améliorer certains résultats de Sz.-NAGY
et de C. Foras sur ’étude des parties résiduelles, de la similitude et des commutants
des contractions. On donne aussi des conditions pour que l’existence d’une valeur
propre de T* dans le disque ouvert D= {z:|z| < 1} implique que tous les autres
points de D soient aussi des valeurs propres de T*. On montre alors l’existence de
liaisons entre les vecteurs propres ainsi associés et, en particulier, I’existence de
fonctions analytiques h (z) dans D, a valeurs dans &, telles que

T* h (z) = zh (2), h(z) #0 pour tout zeD.

Introduction

Nous citons d’abord ici une direction de recherche sur les opérateurs
dans T’espace de Hilbert qui a été commencé avec le théoréme des
dilatations unitaires de Sz.-Nacy (1953), qui affirme que, si T est une
contraction dans un espace de Hilbert #¢, il existe un opérateur uni-
taire U dans un espace de Hilbert H contenant ¢ comme sous-espace
fermé tel que

T %2, =2, Ur<, pourtout neN.

(*) Equipe de recherche n° 1 : « Processus stochastiques et applications », associé
au C. N.R. S.
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220 TON-THAT LONG

Cet outil, la dilatation unitaire, a été utilisé notamment par Sz.-Nacy
et C. Foras pour résoudre un certain nombre de problémes sur les
contractions.

Ce travail a pour but d’apporter quelques contributions 4 la suite
des résultats obtenus par ces deux auteurs, et est inspiré de leurs études
sur les contractions. Nous supposons donc connus, dans la suite, certains
de leurs résultats (et surtout ceux des premiers chapitres du livre
Analyse harmonique des opérateurs de Uespace de Hilbert [1]).

Nous avons a considérer dans ce travail les deux problémes principaux
suivants :

(a) Le premier concerne l’étude des spectres ponctuels et des parties
résiduelles qui jouent un role essentiel dans I’ensemble des travaux
de Sz.-Nagy et de C. Foias et qui interviennent dans presque tous les
problémes étudiés.

En liaison avec le probléme de similitude des contractions, Sz.-Nacy
et C. Foras ont donné une condition suffisante pour que T vérifie une
relation de la forme

Zg, (3€) = Ry,

ou, par exemple, R, est la partie résiduelle duale de U. Nous complétons
ici ce résultat en indiquant que la condition données par Sz.-Nacy et
C. Foias n’est pas nécessaire et en donnant une caractérisation compléte
de toutes les contractions vérifiant la relation considérée. On étudie aussi
certaines propriétés spectrales des contractions qui ne vérifient pas la

condition %, (5€) = R,. Les résultats obtenus seront aussi utilisés
pour compléter un autre résultat de Sz.-Nagy et C. Foias sur les
commutants des contractions.

(b) Nous considérons aussi le probleme de 1'éfude des prolongements
des opérateurs. Ce probléme est important dans la mesure ou il est, dans
ce travail, I'outil essentiel pour les solutions des problémes considérés
dans (a), et aussi parce qu’il peut étre utilisé, & la place des dilatations
unitaires, pour d’autres problémes sur les contractions. On va montrer
notamment, pour toute contraction, ’existence et 1’unicité des prolon-
gements minimaux de type C, @ i (c’est-d-dire somme directe d’une
contraction de classe C, et d’'un opérateur isométrique). Ce résultat
est aussi comparable avec le théoréme de Sz.-Nacy sur les dilatations
unitaires, et est ici I'outil essentiel de nos résultats. L’étude approfondie
des prolongements de type C, @ i est I'objet du dernier paragraphe.

Pour terminer cette introduction, il me reste & présenter ici mes
remerciements a M. le Professeur Béla Sz.-Nagy qui m’a aidé a
comprendre les points essentiels de I’étude des opérateurs de I’espace
de Hilbert deés le début de notre travail. Ses conseils ainsi que les
discussions que nous avons eues au Congrés de Nice (1970) ont abouti
4 la forme de cette rédaction.
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ETUDE SPECTRALE DES CONTRACTIONS 221

1. Etude des spectres ponctuels des contractions. Résultats
principaux

Rappelons d’abord que si U est la dilatation unitaire minimale
(unique) de la contraction T, alors £ = (U — T) 3¢ est un sous-espace
ambulant pour U et

Ry = He (@nez u- f)

est appelé 'espace résiduel dual de U.
Pour caractériser toutes les contractions, vérifiant une relation de
la forme
930{* (ge) = Ry,

la restriction T, de U a l'espace &; = 24, (5¢) sera utile dans la suite.
On a en effet le théoréme suivant :

1.1. TutorEME. — Les cing conditions suivantes sont équivalentes :
(1) Zg, () = Ry;
(2) T est unitaire;
(3) T* n’a pas de vecteurs propres non nuls appartenant a la variété

A}* 3¢ et correspondant a des valeurs propres appartenant au disque
unité ouvert D = {z:|z| << 1}. De facon équivalente, on a

V he A}/ e, h#0e Y aeD, on a nécessairement T* h £ ah;
(4) o' étant un point fixé du disque D alors :

Pour he A}* 8¢ et h£ 0, on a nécessairement T* h = a' h;

() T vérifie la condition : A}* s = A/* T 3¢, A, étant la transfor-
mation autoadjointe donnée par A; = lim,, ., T** T~

Le théoréme suivant améliore un récent résultat de Sz.-Nacy et
C. Foias sur I'étude des commutants des opérateurs.

1.2. TutorEME. — On suppose que T vérifie les trois conditions
suivantes :

(1) T est une confraction de classe C,;
(2) Les conditions du théoréme 1.1 sont vérifiées;
() T a un vecteur cyclique;
alors T* a aussi un vecteur cyclique et le commutant de T* est commutatif.
Si de plus h est un vecteur cyclique pour T, alors
h =lim,s, T** T"h=A; h
sera un vecteur cycligue pour T*.
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222 TON-THAT LONG

On note que ce résultat a été obtenu par Sz.-Naay et C. Foias dans
le cas particulier ou la condition (2) est remplacée par la condition
suivante :

(2") Il existe un point du disque D qui n’est pas une valeur propre de T*.

Le cas opposé des contractions vérifiant les conditions du théoréme 1.1
mérite des attentions. C’est I'objet du théoréme suivant :

1.3. TukorEME. — Si l'une des conditions citées dans le théoréme 1.1
n’est pas vérifiée, alors fout point du disque D est une valeur propre de T*,
et il existe des fonctions analytiques h (z) dans D a valeurs dans 3¢ (ou
méme dans la variété A)” 3¢) felles que

T* h(z) = zh (2) et h(z) #0 pour tout zeD.

La démonstration de ce théoréme, comme nous allons le voir dans
le troisieme paragraphe, donne encore d’autres relations de dépendance
entre les vecteurs propres ainsi associés.

La clef de ces résultats est le théoréme suivant, qui établit une
certaine propriété de réciprocité entre le spectre ponctuel de T* et celui
de T¢.

1.4. THEOREME. — Si a est une valeur propre de T¥, alors a est une
valeur propre de T*. De plus, a chaque vecteur propre h; de T¥, on peut
associer un vecteur propre h’ de T* correspondant a la méme valeur propre

de ftelle sorte que la correspondance h; > h' soit linéaire, et
| A"} < | el heA/” s et h'#0 sih #0.

Réciproquement, si a est une valeur propre de T* et si, pour cette
valeur propre, T* admet des vecteurs propres non nuls, h’ appartenant
a la variété A}* s¢, alors a est aussi une valeur propre de TF et, 4 un
tel vecteur propre h’ de T*, on peut associer un vecteur propre h; de T}
correspondant 4 la méme valeur propre de telle sorte que la corres-
pondance h'+> h; soit linéaire, |[h'| < || h;|| et, par suite, h;20.

Pour terminer le paragraphe, comme A;* est une transformation
autoadjointe, on note que A;* ¢ = A}* (A}/* 5¢), et c’est cette nouvelle
forme A)?(A}*a¢) de la variété A} s¢ qui sera utilisée dans la suite
pour la démonstration de ces résultats.

2. Quelques résultats préliminaires

Cette partie est consacrée a la démonstration de certaines propo-
sitions additionnelles qui servent & démontrer les résultats du para-
graphe précédent.

Le but principal est de démontrer que I'espace résiduel dual R,
de U est égale a l'espace sur lequel la dilatation unitaire minimale
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ETUDE SPECTRALE DES CONTRACTIONS 223

de T est définie. Pour cela, nous allons introduire dans la proposition 2.2
un certain prolongement de la contraction T.

Notons d’abord que, pour tout he 3¢, la suite (U~ T" h),c~ converge
dans H, et on a

2z, (B) = lim,, ., U™ T h ([1], proposition II.3.1).
Pour he ¢, posons maintenant

hy =1lim,, ., U™ T h= 24, (h)
et
hy=h—h =h —lim,,., U™ T"h,

et soit #¢, le sous-espace fermé engendré par les éléments hy = h — h,,
ou he .
On note d’abord que T;h; = (T h); ou méme T} h; = (T" h); pour
tout hed¢ et tout neN. En effet
Ty by = Ut hy = U (lim,5., U= Tr h)
= lim,, ., U=+ T¢ h =lim,, . U= T* (T* h) = (T" h)..
2.1 LemmE. — Hy, = V, e, U 5, et H; = Ve~ U" 8; sont deux sous-

espaces orthogonaux de H (la notation \ désigne le « sous-espace fermé
engendré par»...).

En particulier, ¢, et 5¢; sont orthogonaux dans H.
Démonstration. — 11 suffit de démontrer que
{U"hy, U k;> =0 pour tout hyed, k;€3; et m,neZ,
ou seulement
{ U hyy ki > =0 pour tout h, ke i et tout ne Z.
Orsin>0, on a

{U"hg, ki > = U*(h — lim, 5, U= T? h),lim,, ., U Tr k>
=lim,,. U h, TP k> — U Tr h, TP k »)
=lim,s ., { T**?h, TP k> — T TP h, TP k>) = 0.
Sin< 0 etsip est assez grand (pour que p + n>0), on a
(U hoy ki >
= lim,y, < U* (h — lim,, ., U Trh), UP TP k)
=lim,, ., (CU™Ph, TP k> — U TP h, TP k)
=lim,y, K U? h, TP k> — TP hy U™ TP k)
=lim,y .. { U? h, TP k> — lim,5 . { TP h, U Tr k>
=lim,y . (UP h, TP k> — lim,y oy n>o { TP hy U TP k>
=1lim, s w,psn>o (TP h, TP k> — { TP+ h, T— TP+ k)
=1imy s« pnso (TP by TV k> —  Tron by T+ k 3) = 0,
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224 TON-THAT LONG

2.2. ProposiTioN. — La correspondance h, > (T h), (définie pour
tout he 4¢) se prolonge de fagon unique en une contraction T, de classe C,,
dans ¢, et T, @ T, est un prolongement de type C, P i de T vérifiant
la condition de minimalité suivante :

Ty () = 00, et Ty, (90) = %
Démonstration. — Soit he #¢, et posons T, hy = (T h),, on a d’abord :

| Toho|* = | T h[* — {[ (T h): |I*
=IThIP = Teh [P RIP — [ A |* = | o |I%,
et comme 'ensemble des éléments h, = h — lim,, ., U= T” h est dense
dans 2¢,, 'opérateur T, se prolonge alors de facon unique en une contrac-
tion dans ¢,.
D’autre part, pour he s :
limy, 5 o || T3 Ry ||* = limps o (| T B> — || T7 he|?)
=lim,,. (| T*h|* — || h|)
=lim,, . [| U™ T"h[® — || b |?
= ||lim, 0 U TR — || s |* = [| B |* — || B |* = O

et comme les éléments de la forme
ho=h —lim,, ., U=> T7 h,

ol he 3¢ sont denses dans 3¢, la contraction T, est aussi de classe C,..

D’apreés la définition de 4¢; et de 4¢,, et d’aprés le lemme 2.1, ’espace
initial 3¢ est bien un sous-espace de #¢, @ ¢;, et les définitions de T,
et de T; nous donnent enfin :

TeDT)h=TDT)hDh)=Tohi®T: hy =(Th)y D (T h);=T h.
La condition de minimalité du prolongement T, @ T; ainsi obtenu

de T résulte de la construction méme de 5¢, et de s¢;. La proposition
est donc démontrée.

2.3. LeMME. — Ona H=H,@ H,, et U est aussi la dilatation unitaire
minimale de Uopérateur T, @D T..

Démonstration. — 11 est clair que la restriction U; de U & H, est la
dilatation unitaire minimale de T.. Montrons maintenant que U est
une dilatation unitaire de T,. Soient alors h, ke3¢ et ne N, on a

e, (U o — T3 h), Ko >
= Urhy — T hoyy ko> =< Unh — T"h, k — lim,, ., U~ T7 k>
={U R k>—{Trh k>

—lim,y.  U? h, TP k> — Ur Tr b, T? k)
={Trh k> —{Trh k>
—lim,y . T h, TP k> —{ TP Tr h, TP k>) = 0.
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ETUDE SPECTRALE DES CONTRACTIONS 225

Il en résulte que .
Zye, (U hy — T3 he) =0
ou
Tt hy =2, Urh, pourtout hest et neN.

Par prolongement, cette derniére relation est encore valable pour
tout h,e ¢, et U est une dilatation unitaire de T,. La restriction U,
de U a H, sera alors la dilatation unitaire minimale de T, et le lemme 2.1
prouve maintenant que U est une dilatation unitaire de T, T

Montrons aussi que U, @ U, est une dilatation unitaire de T'. En effet,
pour tout hest et neN, on a
T"h=2%2, U h= 2, U"(hy ® h)) = 2, (U ho @ U" )

= 2, (Ut ho @ U b)) = 24, (Uo @D Up)* (ho © hs) = 2, (Uo P U;)* h.

L’inclusion U, @ U; € U est évidente, et la condition de minimalité

de la dilatation U de T montre alors que U = U, @ U;. Le lemme
est donc démontré.

2.4. ProrosiTioN. — L’espace résiduel dual R, de U coincide avec
Uespace H; sur lequel la dilatation unitaire minimale U; de T; est définie.

Démonstration. — D’aprés le lemme précédent, on a H; = H QS H,.
Comme Ry =HQO (BrezU"£), il nous reste 4 montrer que
H, = @nez U £. Or T, est une contraction de classe C,,, on a aussi

H0=®nez Uﬁlfc»:@nez Ur g2, ol fo=(Uo—T0)geo’
et il suffit de démontrer que £ = £,. Pour cela, on note que, pour
tout hes :
U—-Th=UDU —To D T (ho D hy)
= Uy — To) hy + (U; — T:) hy = (Us — T) ho,

et comme les éléments de la forme iy = h — lim,, ., U= T h, ol he &
sont denses dans 4¢,, on obtient :

fo ={(U0 b To)ho:hoegco}
={(U, =T h,:hy=h —1lim,,. U T"h et hea}
={({U—-Th:hex}|=r.

La proposition est donc démontrée.

La proposition suivante donne une propriété des valeurs propres de T'
situées sur le cercle unité.

2.5. ProposITION. — Si a est une valeur propre de module 1 de T,
alors a est une valeur propre de T; Réciproquement, toutes les valeurs
propres de T; sont des valeurs propres de T.
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226 TON-THAT LONG

Démonstration. — En effet, si Th=ah,|a]| =1 et h 20, alors :
| Zg, (B) || =lim,, o [[ T*h|| = || R[],

donc h; = 24, (h) = h (puisque, si une projection orthogonale ne
diminue pas la norme de h, elle laisse h invariant), et par suite :

Tih= Tihi=(Th)l =ah¢ = ah.

Réciproquement, si T;h; = ah; avec h;3# 0, alors U h; = ah,
donc|a|=1,hes¢etT h; = 2, Uh; = ah; (voir[1], proposition I1.6.1).

Pour terminer le paragraphe, on note que l'isométrie T; contient la
partie unitaire de T.

3. Démonstration des résultats du premier paragraphe

3.1. Commencons par la démonstration du théoréme 1.4. Soit ¢ la
transformation canonique de # dans #¢; (c’est-a-dire
o h=Ilim,,,. U™ T"h = h),
onaoTh=lim,,., U™ T"(Th)
=U(lim,y.. U7»Trh)y=Uh =T hy =T;ch pour heat.

En passant au conjugué, cette relation donne : T* o* = o* T7}.
Comme o est une contraction de 3¢ dans 4¢;, et a valeurs denses
dans 2¢;, 'opérateur o* sera une contraction inversible au sens large.

Cela étant, si h; est un vecteur propre de T} correspondant & une
valeur propre a, la relation T* o* = o* T} donne

T*h =T*(o*h) =c* T h; = ac*h, = alt/, ou h' =o*h.

Ainsi i’ est un vecteur propre de T* tel que || h'|| = || o* h; || < || k||
(car o* est une contraction), h’' % 0 si h; 2 0 (car ¢* est inversible au
sens large), et h' = o* h;eo* XK.

Réciproquement, si a est une valeur propre de T*, et si, pour cette
valeur propre, T* admet des vecteurs propres non nuls h’ appartenant
a4 la variété o* #¢;, alors h' = c* h; pour certain élément h; de ¢,
et évidemment h; 20 (car h20) et ||h'||<L| k. La relation
T* o* = o* T} donne de nouveau

Tt h =oc* ' (T*c*) hy =c* ' T*og* hy = c* ' T* h' = ao*' b’ = ah,

et a est une valeur propre de T}, h; un vecteur propre correspondant.

Pour terminer la démonstration du théoréme 1.4 il nous reste a
montrer I'identité des deux variétés o* 5¢; et A} (m) Orsih’ = o*h;
avec h;€3¢;, la définition de #¢; assure l'existence d’une suite (f1.),en
dans J¢ telle que h; =lim,,, (h.):. La relation || A} h,| = | (h.) ||
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ETUDE SPECTRALE DES CONTRACTIONS 227

montre alors la convergence dans #¢ de la suite (A} hn).en, €t on
obtient :

<O‘* hi’ k> = <hi’ g k> = <1]..n'l,1+°° (hn)i, kl>
=1limy s . { (o) ki > = limpy o A hyy AV kD
= { AY* (lim,, , A” h,), k> pour tout keze.

Donc
o* by = AY* (lim, . AY* h,) € AY* (A;/z 3(’,).

Réciproquement, si h'e AY* (A 5¢), il existe une suite (ho),en de 2
telle que (A}” h,),en converge dans #¢ vers un h” tel que b’ = A} h".
La relation || (h.):|| = || A}* h.| montre alors la convergence de la
suite ((h.);).en Vers une certaine limite h; dans #¢; et on montre
aussi h' = o* h;. Le théoréme est donc démontré.

Le reste de ce paragraphe est destiné a tirer des conséquences du
théoréme 1.4.

3.2. Examinons maintenant le théoréme 1.1. Si la condition
Zg, (3) = Ry

est vérifiée, alors H; = R, = #¢; d’aprés la proposition 2.4 et la défi-
nition méme de #¢,. L’isométrie T; coincide donc avec sa dilatation
unitaire minimale, elle est par suite unitaire.

Réciproquement, si T’ est unitaire, on a H; = ¢, et la proposition 2.4
donne de nouveau Zg, (¥¢) = #; = H; = ®,. Les deux conditions (1)
et (2) du théoréme 1.1 sont donc équivalentes.

Si T; est unitaire, son conjugué T} I'est aussi, le spectre de T} est
sur le cercle unité, et aucun point du disque D n’est valeur propre de T7.
D’aprés le théoréme 1.4, cela veut dire que T* n’a aucun vecteur propre
non nul appartenant & la variété A;” 5¢ et correspondant & des valeurs
propres dans le disque D. La condition (2) entraine donc la condition (3)
qui, & son tour, entraine évidemment la condition (4).

Montrons que la condition (4) implique la condition (2). En effet,
si T; n’est pas unitaire ’espace @; = #¢; © T: 4¢; est non nul. Si
donc a;€®, a;# 0, et si on pose

h =35 ,a"* T} a,
alors h; 20 et
Tt h =T (S a" TP @) = Tf @ + 3,y " T TV @4
=X @™ (T}T) T =X,y a"' Tt a; = a' h,

car T} a; = 0 d’une part, et T} T: = I; d’autre part (I; étant I'appli-
cation identique sur 2¢).
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228 TON-THAT LONG

D’aprés le théoréme 1.4, le vecteur h' = o* h; sera un vecteur propre
non nul de T* appartenant & la variété A}” ¢ et correspondant a la
valeur propre a’€D, ce qui est contraire a la condition (4). Les quatre
premiéres conditions sont donc équivalentes.

Supposons maintenant que A}* % = A;”* T #¢, alors T; est unitaire.
En effet, si T; n’est pas unitaire et si q;e®; =%, 6 T; %, a;#0,
on a T} a; = 0. D’aprés le théoréme 1.4, h" = o* a; sera un vecteur
propre non nul de T* correspondant 4 la valeur propre a =0 et
appartenant a la variétée AY> (A% s¢). 11 existe donc he A 2¢, h £ 0
tel que h” = A} h. La relation T* h” = 0 donne alors :

0=(T*h" k> =< R, Tk> =< AP B Tk>=h AP Tk
pour tout keae.

Ainsi h est perpendiculaire i la variété A;” T s¢. Comme

02 heA” 5D A T s,

cela veut dire que A}”J¢ contient strictement A} T ¢, ce qui est
contraire a la condition (5). Enfin la condition (5) est vérifiée si T
est unitaire, et cela par un raisonnement analogue, mais dans 1’ordre
inverse. Le théoréme 1.1 est donc démontré.

3.3 ComoOLLAIRE. — Si au moins un point a Uintérieur du cercle unité
n’est pas une valeur propre de T*, alors %z, (%) = R, (Sz.-NaGy et
C. Forias, voir [1], proposition II.3.2). Cefte conclusion est aussi valable
si T vérifie la propriété :

lim,y . T**h =0 implique h = 0.

Démonstration. — Dans la premiére hypothése, la condition (4) du
théoréme 1.1 est vérifiée, et le corollaire en résulte. Si T vérifie la
condition de la deuxiéme partie du corollaire, alors aucun point de D
n’est valeur propre de T*. En effet, si T* h = ah avec a€D, on a

lim,, . T** h = lim,, . (@ h) = 0.h = 0, et par suite h = 0.

La deuxiéme partie du corollaire est alors une conséquence de la
premiére partie.

3.4. Le théoréme 1.1 étant démontré on peut examiner le théo-
réme 1.2.

La condition (1) de ce théoréme implique que T} est une transformée
quasi-affine de T*, et les conditions citées dans le théoréme 1.1 ont
pour but d’affirmer que T} est unitaire et égale a la restriction de U*
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a R,, c’est-d-dire 4 la partie unitaire de la dilatation isométrique mini-
male de T* (voir [1], théoréme II.2.1).

Le reste de la démonstration du théoréme 1.2 est alors analogue a
celle du cas envisagé par Sz.-Nacy et C. Foias.

3.5. Passons 4 la démonstration du théoréme 1.3. La premiére
partie de ce théoréme est une conséquence du théoréme 1.1. Le théo-
réme 1.1 affirme encore que, pour tout ae D, 'ensemble 3¢+ des vecteurs
propres de T*, appartenant a la variété A;” s¢ et correspondant a la
valeur propre a, contient des vecteurs non nuls.

Si a, ze D, montrons d’abord qu’il existe une transformation linéaire
inversible 7, . de #¢* sur #¢-. Cela est évident si z = a (on prend 7.
comme la transformation identique dans #¢<).

Dans le cas général, on pose d’abord 7. .(0) =0. Si heeses,
he # 0, le théoréme 1.4 montre que a est une valeur propre de T},
et hf = o*—! (h?) est un vecteur propre non nul de T} correspondant
4 la valeur propre a. Comme T est isométrique, il est facile de vérifier
que

hi={I;—zT)y " {; — aT;)h}

est un vecteur propre non nul de T} correspondant a la valeur propre z.

Le théoréme 1.4 montre de nouveau que h® = o* h est aussi un
vecteur propre non nul de T*, et que h*€4¢:. On n’a qu'a poser
maintenant

Ta-=0¥; —2z2T)' (I; — aT)o*

pour obtenir une transformation linéaire inversible de #¢¢ sur 4.
L’inverse de 7, . est donné par

(Ta,z)_I =Tz,a = o* (Il —a 71,')-"1 (Il — 2z Tl) o*—1,

Pour le reste du théoréme, on n’a qu’a fixer un élément non nul h¢
de s¢2, et poser

h(@y=h =7, =c*I; —zT) "' {; — aT;)o* (h?)
pour tout zeD.

L’analycité de la fonction z > h(z) résulte méme de sa définition,
et la propriété h (z) # 0 pour tout z€D est une conséquence de l'inver-
sibilité de 7, -.

Pour terminer ce paragraphe, on note encore que, lorsque a, a’ varient
dans le disque D, la famille <, . (de transformations entre les vecteurs
propres de T* comme nous avons vu dans la démonstration du théo-
réme 1.3) forme un groupoide avec la loi de composition des transfor-
mations. On a, en particulier :

T, aTa,a = Ta, PouUr tout a, a’, a”e€D.
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4. Prolongements de type C, @ i des contractions

Pour résoudre les résultats des paragraphes précédents, nous avons
utilis¢ essentiellement I’existence des prolongements minimaux de
type Co. @ i de la contraction T.

Ce paragraphe a pour but d’approfondir encore I’étude des prolon-
gements des opérateurs de I'espace de Hilbert. On indique aussi que
les prolongements de type C, @ i peuvent étre utilisés, sans faire
appel a I’étude des dilatations unitaires, pour résoudre certains autres
problémes sur les contractions, par exemple les problémes du calcul
fonctionnel et des semi-groupes de contractions.

Notons d’abord que les résultats des paragraphes précédents donnent
plus précisément des propriétés spectrales de T et de T* provenant
du terme isométrique T; dans le prolongement T, @ T; de T. On note
aussi que le théoréme 1.4 est encore valable si on remplace T; par T\,
et lopérateur A; =lim,, ., T** T par A, =1 — A;. Les résultats
spectraux de T et de T* provenant du terme T, seront obtenus par
une analyse plus approfondie d’autres types de prolongements des
opérateurs.

On va compléter maintenant la proposition 2.2 par le théoréeme
suivant (et par sa démonstration) :

4.1. TutoriME. — Toute contraction admet un, et un seul (a une
équivalence unitaire preés), prolongement minimal de type C,, @ i.

Démonstration. — Considérons d’abord le probleme de I'unicité des
prolongements de type Co, @ i des contractions. Pour cela, soit T, @ T;
(défini sur un espace de la forme 2€¢, @ 4€¢;) un autre prolongement

minimal de type Co,, @i de T.
Si hes, soient h=h,Ph et h=h, D h;, les décompositions
de h dans les espaces €, B 2¢; et 9¢, P 9¢; respectivement; on a
| hell* =1 T? ha|P = | T* h|* — || T ho |I*
=lim, o (| T* h|* — || TC ho [|*) = lim,, . || T* R |?
=limuy o (| T* | — || T3 by ") = limg o || T By [P = || By |
L’application 7;: h; > h; est donc une isométrie de Z, (5€) sur
2,.r (#€) qui se prolonge par conséquent de facon unique en un opérateur

unitaire, noté encore 7;, de 46, = %, (#€) sur 4¢; = 20! (9¢). D’autre
part, on a aussi

% Tihi =7 (Thy = (Thy,=Th =T, wh pourtout hezx.

Par prolongement, on a alors 7; T; = T;t;, et T; est unitairement
équivalente a T;.

TOME 101 — 1973 — nN° 2



ETUDE SPECTRALE DES CONTRACTIONS 231

Cela étant, la relation
lhol* =W RIP — (| he|* = ([ RI* — [[ B} ||* = || B, [|* pour tout hese

montre aussi que la correspondance 7, : hy = h, de Z,, (5€) sur 2, (5€)
se prolonge de fagon unique en un opérateur unitaire, noté aussi 7,
de 3¢, sur ¢, tel que v, T, = T, 7,. La contraction T, est donc unitai-
rement équivalente a T, et I'unicité des prolongements de type C, @ i
est démontrée.

Pour avoir une idée sur la méthode que nous proposons pour I’étude
des contractions (et cela sans utiliser I’étude des dilatations unitaires),
nous allons indiquer ici une démonstration directe de ’existence des
prolongements de type C,, & i. Pour cela, on considére les relations R,
et R; définies sur I’espace 3¢ par

hR,h" si, et seulement si, ||h — h'|| =lim,s. | T*(h — k)|,
hR; b si, et seulement si, lim,,. T*(h — k') =0.

On montre alors que R, et R; sont des relations d’équivalence sur ¢,
et les espaces quotients #¢/R,, 4¢/R; sont des espaces pré-hilbertiens
pour les opérations et pour les normes données par

Aho=(A h)o, hot+koy=(h+k), | hol|=(|h|*—lim,;. | T*h[?)"
Ahi=Q k), hi+ki=h+k, | k| =lim,. | T"h|

pour tout h, kese et A scalaire; h, et h; étant respectivement les
classes, pour les relations R, et R;, associées a hed€. Les espaces ¢,
et 4¢; seront alors les complétés de ces espaces quotients avec les
normes considérées. On démontre aussi que les opérateurs T, et T,
définis par

Ty hy = (T h), et T:h; = (T h); pour tout he e,

se prolongent de facon unique en une contraction de classe C,, et une
isométrie dans 2¢, et dans 4¢; respectivement.

Si on identifie ¢ 4 un sous-espace de la somme directe ¢, P 3¢
(cela est possible car || h|> = | ho|]* 4 || h:||* d’aprés les définitions
des espaces ¢, et 3¢;; h, et h; étant les classes d’équivalence associées
A hest), on vérifie que T, T; est le prolongement minimal de
type Codide T.

La proposition suivante donne d’autres propriétés des prolongements
de type Co, P .

4.2. ProrosiTioN. — Soit T, @ T; le prolongement minimal de
type C,, @ i de la contraction T. Alors :

(1) Tout prolongement de type C, @ i de T contient T, P T..
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(2) La condition de minimalité
T 00 =2 el Ty (30) = 2
du prolongement T, @ T; est équivalente a la condition suivante :
3 @ 3¢ = Voo (To P Ti)*» se.

Démonstration. — Soit T, @ T; (défini sur un espace de la forme
3¢, @ 4¢;) un prolongement de type C, P i de la contraction T. Pour
la premiére partie de la proposition, il suffit de remarquer que la restric-
tion de T, @ T: & T'espace %y, (9¢) @ 2, (9¢) est unitairement équi-
valente & T, @ T;. Nous laissons la démonstration de ce point.

Il est clair que 3¢, P 5,2V, (To D T:)** ¢ méme si le prolon-
gement T, @ T; de T n’est pas minimal. Il nous reste donc & démontrer
Iinégalité inverse. Pour cela, il suffit de montrer que, pour ;tout
h=h,d hese, les éléments h, et h; appartiennent a I’espace

wo (To @ T))*» 5¢. Pour I'élément h;, cela résulte de 1'égalité

lims % (To @ T*» Tn h=lim,s . (T2" T2 hy @ T*" T? hi) = O h: = h.

La méme conclusion est valable pour h,, car hy = h — h; est la
différence de deux éléments de V., (To P T:)*" 4¢.

La méthode des prolongements de type C,, ¢ i donne aussi un moyen
d’étude des semi-groupes de contractions. Notamment, on montre que
tout semi-groupe de contractions admet un, et un seul, prolongement
minimal de type C,, & i.

Dans le cas des semi-groupes continus, on obtient le résultat suivant :

4.3. ProrosiTioN. — Soient T,, T; les cogénérateurs des deux semi-
groupes continus de contractions T, (s) et T; (s), s > 0, alors T, (s) ® T: (s),
s> 0, est le prolongement minimal de type C, P i du semi-groupe
continu T (s), s > 0, si, et seulement si, T, @ T est le prolongement
minimal de type C,, @ i du cogénérateur T du semi-groupe T (s), s > 0.

Démonstration. — En effet, on sait (voir Sz.-Nacy et C. Foias [1],
propositions I11.9.1 et I11.9.2) qu’un semi-groupe continu de contrac-
tions est de classe C,, ou isométrique si, et seulement si, son cogéné-
rateur est une contraction de méme type (on peut aussi obtenir ce
résultat directement par le théoreme 4.1). La somme T, @ T; est donc
un prolongement de type C,, @ i de T si, et seulement si, T, (s) @ T (s),
s > 0, est un prolongement de méme type du semi-groupe T (s), s > 0.

Si le prolongement correspondant de T est minimal, on a
g, (3€) = 8C, et e, (9€) = 3¢5,
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et ces mémes relations expriment aussi la condition de minimalité du
prolongement correspondant du semi-groupe T (s), s > O.

Comme conséquence de cette proposition, on note que (voir aussi [1],
proposition III.9.1) :
lim,, o || T* h|| = lim,s o || T (s) R || = || B ],
lim,y . || T** h|| = lim,s. || T (s)* k|| pour tout he .

La proposition suivante donne un autre exemple de construction
des prolongements de type C, @ i des contractions.

4.4. ProrosITION. — Pour fout scalaire ae D, et toute contraction T,
posons
Te=T—al){I—aTl).

Alors T, P T; est le prolongement minimal de type C,, i de T si,
et seulement si, (Tv). @ (T:)e = (T D Ti)a est le prolongement minimal
de méme type de T.. En particulier, on oblient :

lim,, o || T* k|| = limy,; o || (Ta)" R ]

et
lim,y . || T** h|| = lim,s . || (T2)** h|| pour tout hese

et T est une contraction de classe Cog si, et seulement si, T, est une contrac-
tion de méme classe.

Démonstration. — On sait que (Sz.-Nagy et C. Foias [1], chapitre I,
paragraphe 4) la contration T est isométrique ou unitaire si, et seulement
si, T, est une contraction de méme nature. Cette conclusion est donc
encore valable si T est unilatérale (d’aprés la décomposition de Wold
des isométries) ou méme si T est de classe C,, (car T est alors une res-
triction du conjugué d’une translation unilatérale). Ainsi si T, @ T
est un prolongement de type C,, @ i de T, la relation

TaZy = (T Zy)e = (To D To) 240)a = (T)a (To)a) e

montre que (T,). @ (T:). est un prolongement de méme type de T,
et réciproquement.

Si le prolongement correspondant de T' est minimal, on a

Ty, (0) = 06, et Ty (90) = %,

et ces méme relations donnent la condition de minimalité du prolon-
gement correspondant de T,.

Cela étant démontré, on obtient maintenant :

limuy . || T3 k|| = limns o || ((T0)a)" ho @ ((T:)a)" b ||
= | h|| = lim,,. || T*h|| pour hex.
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L’autre relation de la proposition se démontre de fagon analogue,
et le reste de cette proposition résulte de ces derniéres relations et des
définitions des contractions de classe Cop.

\

Toujours & propos des prolongements des opérateurs, on note que,
si T' est un prolongement de T, l'opérateur T7'* sera une dilatation
de T*. La réciproque de cette propriété n’est pas exacte : Si T'* est
une dilatation de T*, alors T' = (T'*)* n’est pas nécessairement un
prolongement de 7. On a cependant le résultat suivant :

4.5. ProposiTION. — Si T’ est une dilatation continue (non nécessai-
rement unitaire) d’un opérateur linéaire T (non nécessairement une
contraction), alors T'* est une dilatation de T* et cette dilatation T'*
contient (c’est-a-dire il existe une restriction de T'* qui est en méme temps)
une dilatation T"* de T* telle que T" = (T"*)* soit un prolongement de T.

Démonstration. — Soient ¢’ I’espace sur lequel T’ est défini et 4¢
celui de T. Si on désigne par 4¢” le sous-espace de 3¢’ engendré par les
variétés T'*" 3¢, o n€ N, on voit que 5¢” est un sous-espace contenant ¢,
invariant pour T'*, et si T"* est la restriction de T'* & 4¢”, I'opérateur
T" = (T"*)* sera un prolongement de T qui répond bien a la proposition.

Pour terminer, indiquons encore quelques remarques. D’abord la
démonstration du théoréme 4.1 dit aussi que I'opérateur unitaire 7, @ 7;
qui donne I'équivalence entre deux prolongements minimaux de
type Co, @ i de T laisse invariant chaque élément de I’espace initial €.
On note aussi que les relations d’équivalence R, et R; sont, algébri-
quement, identiques aux relations d’équivalence définies par les
espaces fermés O, et O; donnés par

Oy ={h:||h|| =limuy. || T"h||}] et Oi={h:lim,.,T"h=0]}

Il est naturel, pour cette raison, de parler des normes quotients
définies par ces sous-espaces. Ces normes quotients sont données par

|| ho |lo =inf {|| k|| : k€ h, }
et
|| hi || =inf {|| k|| : k€eh;} pour tout he .

Il est cependant intéressant de noter que, en général, la norme sur 4¢/R;
(par exemple) dans l'espace ¢, @ s¢; n’est pas identique ou méme
n’est pas équivalente a4 la norme quotient correspondante.
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