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ANNEAUX REGULIERS AUTO-INJECTIFS A DROITE

PAR

Guy RENAULT

[Université de Poitiers]

ReEsuME. — Les propriétés des anneaux réguliers auto-injectifs 4 droite sont treés
voisines de celles des algébres de von Neumann.

Introduction

On dit qu'un anneau unitaire A est un anneau de Baer, si 'annulateur
a gauche (ou & droite, c’est équivalent) d’un sous-ensemble non vide
de A est engendré par un idempotent. Comme exemples de tels anneaux,
citons les algébres de von Neumann, les anneaux réguliers (absolument
plats) auto-injectifs & droite (ou 4 gauche), les anneaux de matrices M, (A)
sur un anneau de Priifer. Le but essentiel de cet article est d’adapter
les méthodes utilisées par I. KapLaNSKY, pour algébriser la théorie
des algébres de von Neumann, a I’étude des anneaux réguliers auto-
injectifs & droite. Pour la commodité du lecteur, nous allons rappeler
diverses notions introduites dans [6].

Si S est un sous-ensemble d’un anneau A, on note r (S) [resp. I (S)]
I’annulateur & droite (resp. & gauche) de S dans A. Soit A un anneau
de Baer semi-premier; pour xr€A, on ar(®xA) = (1 — c(x)) 4, ou ¢ ()
est un idempotent central appelé couverture centrale de x. Un idem-
potent e de A est dit abélien, si les idempotents de e A e sont centraux,
fidéle si ¢ (e) = 1. L’idempotent e est dit fini, si dans I’anneau eA e
la relation xy = e implique yr = e. Un anneau de Baer A est de type I
’il existe un idempotent abélien et fidele, de type II s’il existe un idem-
potent fini et fidele et si A ne contient pas d’idempotents abéliens 3 0,
de type III s’il ne contient pas d’idempotents finis £ 0. Tout anneau
de Baer admet une décomposition unique en produit d’anneaux de
Baer de types I, II, III. Un anneau A est dit fini si la relation zy = 1
implique yxr = 1, proprement infini s’il n’admet pas de facteurs directs
bilatéres finis. Tout anneau de Baer A se décompose de fagon unique
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233 G. RENAULT

en produit de deux anneaux A, et A,, ot A, est fini et A, proprement
infini [6]. Sauf mention express du contraire, les modules considérés
sont des modules & droite sur un anneau unitaire. Pour la théorie des
modules injectifs, on pourra se reporter a [3].

Rappelons simplement qu'un anneau A est dit aufo-injectif a droite
si, considéré comme A-module a droite, il est injectif, auto-injectif s’il
est auto-injectif 4 droite et a gauche.

Une partie des résultats obtenus a fait I’objet d’un exposé au colloque
d’algébre d’Orsay, en juin 1972.

1. Le théoréme de comparabilité

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau réqulier aulo-injectif a
droite.

Si z, y sont des éléments d’'un A-module M, la notation x A <y A,
signifie que x A est isomorphe a un sous-module de y A. Le théoréme qui
suit joue un role essentiel dans toute I’étude.

TutoreME 1.1. — Soient e, f deur idempotents d’'un anneau A. Il existe
un idempotent central u tel que Uon ait :

(@) eu A < fuA.

B fd—uA<e(ld —u)A.

La famille des couples (X, Y), X sous-module de e A, Y sous-module
de fA, tels que X soit isomorphe a Y, admet un élément maximal
(Xo, Y;). Comme A est auto-injectif & droite, X, est facteur direct
de e A et Y, est facteur direct de fA.

On pose alors

Xo=gA, e=g9g+k, gk = kg =0,
Y, =hA, f=h+m, hm = mh = 0,

ou g, h, k, m sont des idempotents de A.

La maximalité du couple (X, Y,) implique m A k = 0, et si u désigne
la couverture centrale de m, on a donc ku = 0. On en déduit les relations

eu = gu, fu = hu + m.

Comme g A et h A sont isomorphes, les modules eu A et hu A sont
isomorphes, d’out (a).

L’assertion (b) résulte des relations
el—u=9g(1—u)+h({1—un), fA—u=hr1 — o).

CoroLLAIRE 1.2. — Soient e, [ deuxr idempotents abéliens et fidéles
d’un anneau A. Alors les idéaux e A et f A sont isomorphes.
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ANNEAUX REGULIERS 239

Supposons que les idempotents e et f soient abéliens et fidéles. La rela-
tion g Ank A = 0 implique alors g Ak =0=kAh[1],donc fAk=0
et par suite k = 0. Pour des raisons analogues m =0 et eA est
isomorphe a fA.

A. Pace et J. M. GoursauD ont participé a 1’élaboration du résultat
suivant :

ProposiTiON 1.3. — Soient e, f deux idempotents d’'un anneau A.
Il existe un idempotent ceniral u tel que lon ait :
euld <fud,

l—e@—u)A<A—-—NHA—0u)A.

L’idéal a droite e A + f A est un facteur direct de A, on peut donc
trouver des idempotents orthogonaux e’, f’, g tels que

eA=e¢APgA =e A,
fA=fADgA=[A,

ou e, =¢ +g, i =f 4+ ¢g. Daprés le théoréme de comparabilité, il
existe un idempotent central u vérifiant les relations

( CuldZfud,

| ffl—uA=e@d—uA.

®

@)

Les relations (1) et (2) impliquent eu A < fuA. On a d’autre part

1—e)A=fAPkA,
@ A—-—f)A=e ADLkA,

ot k=1 —¢ — g —f'. Les relations (2) et (3) impliquent
I—e)Q—m)A<A—-f)1—uA.

D’aprés (1), les idéaux (1 —e) A et (1 —e,;) A d’une part, (1 —f) A
et (1 — fi) A d’autre part, sont isomorphes, il en résulte alors que ’on a

-9l -wA<(A-)1—-uA4,
d’ou I'assertion.
2. Idéaux bilatéres et idempotents centraux

LemME 2.1. — Soient e, f deux idempotents d’'un anneau A qui engendrent
des idéaur a droite isomorphes. Si e appartient a un idéal bilatére I,
alors fel.

Soit ¢ un isomorphisme de e A sur fA; il existe ac A tel que

¢ (ea) = =9 (¢) ea.
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240 G. RENAULT

Comme eael, f est un élément de I.
On dira que deux idéaux a droite tA et yA d’un anneau A sont
comparables si 'on a

TA<yA ou yA <z A.

CorOLLAIRE 2.2. — Soil A un anneau régulier tel que deur idéaux
a droile monogénes soient foujours comparables. Alors :

(a) Les idéaux bilatéres de A sont tolalement ordonnés.

(b) Tout idéal bilatére est premier.

La propriété (a) est une conséquence immeédiate du lemme 2.1;
(b) résulte du fait que tout idéal de A est semi-premier.

Dans toute la suite de ce paragraphe, A désigne un anneau régulier
auto-injectif a droite.

ProposiTioN 2.3. — Soient M un idéal bilatére mazximal d’un anneau A,
I un idéal bilatére qui n’est pas inclus dans M. Alors I contient un idem-
potent central e qui n’appartient pas a M.

11 existe un élément x de M tel que 1 — x € I, et si h désigne un idem-

potent de M tel quex A = h A, alors1 — he I. Le théoréme 1.1, appliqué
aux idempotents h, 1 — h, assure I’existence d’un idempotent central e

tel que 'on ait :
1) heA < (1 —h)eA,
(#)] 1—-—hHA—-—eA<h(d—eA.

Comme 1 — hel, la relation (1) et le lemme 2.1 impliquent I’appar-
tenance de he a I, et par suite eel. Pour des raisons analogues,

(1 —h @ —eeM, donc e M.

DErFINITION 2.4. — On dit qu'un anneau A est un facteur, si 0, 1
sont les seuls idempotents centraux de A.

Le centre d’'un anneau régulier étant un anneau régulier, A est facteur
si, et seulement si, son centre est un corps,

Exemples :
— L’anneau des endomorphismes d’un espace vectoriel est un facteur

de type I.

— L’enveloppe injective d’'un anneau intégre, n’admettant pas de
corps de quotients a droite, est un facteur de type IIL

— Soient k un corps, A I’anneau produit [[;-, M, (k). Si P est un
idéal bilatére maximal qui contient le socle de A, alors A/P est un
facteur de type II (cf. proposition 3.14).

COROLLAIRE 2.5. — Un facteur A posséde un seul idéal bilatére maximal.
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ANNEAUX REGULIERS 241

En effet, d’aprés la proposition 2.3, les idempotents centraux séparent
les idéaux bilatéres maximaux.

Désignons par M (A) 'ensemble des idéaux bilatéres maximaux d’un
anneau A muni de la topologie de Jacobson. Le centre Z (A) est un
anneau régulier, donc tout idéal premier de Z (A) est maximal.
M ->MnZ(A) définit une application de M (A) dans spec Z (A).

COROLLAIRE 2.6. — L’application M —~ MnZ (A) définit un homéo-
morphisme de M (A) sur spec Z (A). Il en résulle que M (A) est un espace
compact totalement discontinu.

On déduit immédiatement de la proposition 2.3 que cette application
est une bijection. Le fait qu’elle soit un homéomorphisme résultera
facilement des considérations suivantes. Soient I un idéal bilatére de A,
P un idéal maximal de Z (A) contenant InZ (A), M T'unique idéal
maximal de A tel que MnZ (A) = P (proposition 2.3). Nous allons
prouver que M contient I. Sinon, d’aprés la proposition 2.3, il existe
un idempotent central e appartenant 4 InZ (A), e¢ M, ce qui contredit
le choix de M. 1l est d’autre part bien connu que le spectre d’'un anneau
commutatif régulier est un espace compact totalement discontinu.
En fait, M (A) est un espace stonien, car Z (A) est injectif.

On dit qu'un anneau A est fini, si la relation xy = 1 implique yz = 1.
On voit facilement que cela est équivalent au fait que A ne contient
pas de somme directe infinie d’idéaux a droite >~ 0 et tous isomorphes.

ProrposiTioN 2.7. — Dans un anneau A fini, louf idéal bilatére I =0
contient un idempotent central non nul.

Soient e, # 0 un idempotent de I, fA =@/, e A une somme
directe maximale d’idéaux a droite e; A, isomorphes & e, A, fe I d’apres
le lemme 2.1. Le théoréme 1.1, appliqué aux idempotents e, et 1 — f,
montre l’existence d’un idempotent central u tel que I'on ait :

1—flud <euA.
e(l—uA<(1—-1H1—uA.

La maximalité de la famille des idéaux ¢; A implique u # 0 et, d’aprés
le lemme 2.1, (1 —f)uel, fuel, donc uel.

CoroLLAIRE 2.8. — Dans un anneau A fini, Uintersection des idéaux
bilatéres maximauzx est nulle.

Si cette intersection n’est pas nulle, d’aprés la proposition 2.7, elle
contient un idempotent central u #0. 1 — u, qui est différent de 1,
n’appartient 4 aucun idéal bilatére maximal, ce qui est absurde.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



242 G. RENAULT

Remarques :

10 Si 0, A sont les seuls idéaux bilatéres d’un anneau A, on dit que A
est quasi-simple. D’apreés la proposition 2.7, un facteur fini est un anneau
quasi-simple.

20 ]I résulte du théoréme de comparabilité que deux idéaux a droite
monogénes d’un facteur A sont comparables. Tout idéal bilatére de A
est donc premier (corollaire 2.2).

Soit 9 un idéal maximal du centre Z (A) de A; on pose S = Z (A) — M.
On vérifie facilement que 1’'on a

AM={xeA | IseS avec sx =0].

L’anneau quotient B = A/A I s’identifie donc & I’anneau localisé S~ A.
ProposiTION 2.9 :
(a) Si A est un anneau fini, B est un anneau fini.

(b) Les idéaux bilatéres de B sont totalement ordonnés, et ce sont des
idéaux premiers.

(¢) Si A est un anneau de type 1, B est un anneau primitif dont le socle
est 0.

Nous allons prouver les propriétés (b) et (c). Soient e, f deux idem-
potents de A — A M. D’aprés le théoréme de comparabilité, il existe
un idempotent central h tel que l’on ait :

eh A < fhA,
(1—RfA<(—heA.

Supposons par exemple que heS. On a alors eSS A L f~' S A.
11 en résulte que deux idéaux a droite monogénes de S—* A sont compa-
rables, et (b) résulte du corollaire 2.2. Soient e un idempotent abélien
et fidele de A, € son image canonique dans B; € est un idempotent
abélien > 0 de I’anneau premier B, donc € B est simple, ce qui entraine
la propriété (b). Sous certaines hypothéses, le socle est de dimension
infinie (cf. proposition 3.16).

3. Anneaux réguliers auto-injectifs a droite de type I

A désigne un anneau régulier auto-injectif a droite.

Si z est un élément d’'un anneau A, on rappelle que c¢ (z) désigne la
couverture centrale de z.
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ANNEAUX REGULIERS 243

LemuMmE 3.1 [6]. — Soient e un idempotent abélien d’'un anneau A, k un
idempotent de e A. Alors :

(@) kA =keA.

(b) ke = ec (k).

(a) résulte des relations : ke Ack A, k = kek. ke est un idempotent
central de e A e qui vérifie ke A (e — ke) = 0. Il existe donc a€A tel
que e — ke = (1 — c (ke)) a, et par suite ke = ec (ke); d’aprés la pro-
priété (a), ¢ (k) = c (ke), d’ou l’assertion.

THEOREME 3.2. — Soit e # 0 un idempotent abélien d’'un anneau A.
Il existe alors un idempotent central u = 0 tel que u A soit I'enveloppe
injective d’'une somme directe de modules tous isomorphes a eu A.

Soit S = Piere; A une somme directe maximale d’idéaux a droite
isomorphes 4 e A, e€(e).cr, et soit fA D’enveloppe injective de S.
SifA = A, le théoréme est évident; on supposera donc f A -2 A. Le théo-
réme 1.1, appliqué aux idempotents e, 1 — f, assure l’existence d’un
idempotent central u, tel que I'on ait :

1—Nu A <eu A,
e(l—u)A<(Q—-—0HQA—u)A.

La maximalité de la somme directe S implique u, % 0, et en consi-
dérant I’anneau u, A, on peut supposer que I'on a (1 —f)A < eA.
(1 — f) A est isomorphe au sous-module k A, k = k?, de e A, et, d’aprés
le lemme 3.1, ke = eu, ol u est la couverture centrale de k et de 1 — f.
On en déduit alors que (1 — u) A est 'annulateur 4 droite du module

T=01-f)A® (Dicre:ul).
Soit ua # 0; il existe un idéal a droite essentiel J tel que 'on ait
aJc(l —f)A D (Diere:A)

et par suite au J est un sous-module différent de zéro de T'; on en déduit
sans peine que u A est ’enveloppe injective de T.

Nous allons utiliser la caractérisation suivante des anneaux A de
type I : A est de type I si, et seulement si, quel que soit x 20, z€ A,
il existe un idempotent abélien e = 0, appartenant a x A.

ProrositioN 3.3. — Un anneau A de lype 1 est isomorphe & un produit
d’anneaux A;, jeJ, ot A; est lenveloppe injective d’une somme directe
d’idéaux a droite, tous isomorphes, engendrés par des idempotents abéliens.

Soit (u;);es une famille maximale d’idempotents centraux orthogonaux
vérifiant la conclusion du théoréme 3.2. Comme A est de type I, I'appli-
cation f:x — (u; z);es est injective (théoréme 3.2); l’auto-injectivité
a droite de A implique que f est un isomorphisme de A sur I’anneau
produit I, u; A.
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244 G. RENAULT

Supposons que A; soit ’enveloppe injective de la somme directe
S; = @Dies, & Aj; d’apres [2] (p. 562), A; est I'enveloppe injective de
I'anneau B; = End,; S; qui est isomorphe a l’anneau des endomor-
phismes du D;-module libre D}’, ot D; = End, e; A;. Comme e; est
un idempotent abélien, D, est un anneau régulier réduit auto-injectif [1].

CoroLrLAIRE 3.4 [4]. — Un anneau A de type 1 est isomorphe a un
produit d’anneqaux A;, jeJ, ot A; est 'anneau des endomorphismes de
enveloppe injective d’'un module libre D'/?, ott D; est un anneau régulier,
réduil et auto-injectif.

CoroLLAIRE 3.5 (Roos). — Pour un anneau A de type 1, les condi-
fions suivantes sont équivalentes :

(a) A est auto-injectif a gauche.

(b) A est fini.

(c) A est isomorphe a un produil d’annequx de malrices M, (D)),
ou D; est un anneau réqulier réduit et auto-injectif.

(@) = (b) : C’est une conséquence du théoréeme 5.1 de [11].

(b) = (¢) : Reprenons les notations du corollaire 3.4. Il est facile de
prouver que ’ensemble I, est fini. A ;, qui est alors un anneau de matrices
de la forme M, (D), est auto-injectif a gauche, donc I’anneau produit A
est auto-injectif a gauche, et (c¢) = ().

Un anneau vérifiant les conditions équivalentes du corollaire 3.5 est
dit de type Ij,.

ProposITION 3.6. — Soit A un anneau de type I telquel = e, +...+ex,
olt les e; sont des idempotents abéliens orthogonaux qui engendrent des
idéaux a droite isomorphes. Alors lout ensemble d’idéaux a droite iso-
morphes (fi A) engendrés par des idempotents orthogonaux f; =0, a au
plus n éléments.

Soient fi, ..., f,r: des idempotents orthogonaux 2 0 qui engendrent
des idéaux a droite isomorphes. Comme e, est un idempotent abélien
fidéle,onae, A f; 7 0, et il existe des idempotents abéliens orthogonaux h;
de f; A, h; # 0, qui engendrent des idéaux a droite isomorphes, h; étant
tel que h, A soit isomorphe & un sous-module g A, g = ¢*, de e, A.

D’aprés le lemme 3.1, on a g A = ge, A, ge, = e, c(g). On en déduit
les relations

c(A =3 ec(g AdDXY I A,

ce qui contredit le fait que I’anneau ¢ (g) A soit fini.

Soient A un anneau de type I;, i un idempotent central de A.
On dit que h A est un composant homogéne de A, s’il existe des idéaux
a droites isomorphes (e; A), engendrés par des idempotents abéliens
orthogonaux e, 1 =i n, tels que h = ¢; +...+ e,. L’entier n, qui
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ANNEAUX REGULIERS 245

est indépendant de la décomposition choisie (proposition 3.6), est
appelé lordre du composant homogéne, et hA est dit de type L.
Nous sommes en mesure de préciser la structure des anneaux de type I;,.

TuEorEME 3.7. — Soit A un anneau de type I, : Alors

(@) A est un isomorphe & un produit dénombrable d’anneaux de
matrices M, (D), a coefficients dans un anneau réduit D, dont les ordres n;,
forment une suite strictement croissante. Les entiers n;, les anneaux D,
sont entiérement déferminés par ces conditions.

(b) Si h A est un composant homogéne = 0 de A, il existe un enfier n;
tel que he M, (D)) et h A est de type 1,.

Le corollaire 3.5 assure l’existence d’une telle décomposition, on
identifie alors A et l'anneau produit [J;—, M, (D;). Démontrons la
propriété (b). On a h =-e, +...+4 e, ot les ¢ sont des idempotents
abéliens orthogonaux qui engendrent des idéaux & droite isomorphes.
On désigne par e;; (resp. h;) les composantes de e; (resp. h) dans ’anneau
produit A, et soit j, le plus petit indice tel que ’on ait e,;, =22 0; comme
les idéaux e; A sont isomorphes, on a e¢; 0 pour 1-Zi-n.
Dans M, (D), on a la relation

0] hj =X, ey,

et h; est un idempotent central de M, (D)), donc de D;. D’autre part,
il existe des idempotents abéliens orthogonaux f;, 1=k =n; qui
engendrent des idéaux a droite isomorphes et tels que

1/1,- - Ellf,:1 fk’
ou 1, désigne la matrice unité de M,li (D)). On a alors
(2) h/ = E’Allzl h/ f/f'

Supposons h; = 0. La proposition 3.6 appliquée aux relations (1) et (2)
implique 1’égalité n; = n; la suite (n;) étant strictement croissante, on
a nécessairement h; = 0 pour j # j,, et he M, (D), d’ou (b).

Soit A = [I;= M, (D;) une autre décomposition du type considéré.
On déduit immédiatément de la propriété () les relations

n; = I"l,,-, Mn,- (D/) = M”i (D/)

Le fait que D; et D; soient isomorphes résulte du corollaire 1.2.
Remarques :

1o Soit A un anneau régulier auto-injectif a droite qui vérifie une
identité polynomiale dont les coefficients, qui appartiennent au centre
de A, engendrent A. On peut prouver que A est un anneau de type I,
tel que tout idéal & droite (ou a gauche) irréductible soit maximal.
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20 Les facteurs de type I sont les anneaux d’endomorphismes d’espaces
vectoriels a droite sur un corps K, les facteurs du type I;, sont les
anneaux simples. C’est une conséquence des corollaires 3.4 et 3.5. On a
également la propriété suivante :

LemMme 3.8. — Soit A un anneau réqulier quasi-simple contenant un
idempotent abélien e # 0. Alors A est un anneau simple.

D’aprés la proposition 1-1 de [1], e A est un idéal a droite simple, et
le socle de A est donc égal a4 A.

Nous allons préciser les propriétés des anneaux quotients A/M, ou M
décrit 'ensemble des idéaux bilatéres maximaux de A. Nous aurons
besoin du résultat suivant :

ProrositioN 3.9. — Soit M un idéal marimal d’'un anneau A aulo-
injectif. Alors Uanneau quotient A[M est auto-injectif.

C’est une conséquence immédiate de [7] (Hilfsatz 3.2, p. 167) et
de [9] (p. 604).

ProrosiTiOoN 3.10. — Soit M un idéal maxrimal d’un anneau A lel
que l'anneau quotient B = A|M contienne un idempotent abélien 2 0.
Alors :

(a) B est isomorphe a un anneau de matrices M, (K), ot K est un corps.

() Il existe n idéauxr a droite isomorphes (e; A), engendrés par des
idempolents abéliens orthogonaux e, 1 =i-—<n, et h =e 4 ...+ e, est
un idempotent central qui n’appartient pas a M.

L’assertion (@) résulte du lemme 3.8. Démontrons la propriété (b).

Sizest un élément de A, T désigne son image canonique dansI’anneau B.

LemMme 3.11. — Soit f un idempotent d’un anneau A. Il existe des
idempotents orthogonaux e,, e, e, tels que :

(@ fA=e APeAPe A

(b) Les idéaux e, A et e, A sont isomorphes, el e, est un idempotent
abélien.

C’est le lemme 4 de [9].

Soit f un idempotent de A tel que f B = u B, ou u est un idempotent
abélien # 0 de B. Avec les notations du lemme 3.11, on a

fA=61A®e_)A@e5A.

Comme u B est un idéal 4 droite simple, les idéaux a droite isomorphes e, A
et e, A sont contenus dans M, et A contient donc un idempotent abélien
e; # 0. Il est facile de prouver ’existence de n idempotents abéliens
orthogonaux ¢;, 1 =Zi < n, tels que 'on ait :

B = @?:1 5_71' B-
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Comme on a nécessairement Hom, (¢9; A, g; A) # 0, il n’est guére
difficile de se ramener & la situation suivante :

A=@L 6 A)OhA

les idempotents ¢,, . . ., g, h sont orthogonaux, les idempotents abéliens g¢;
engendrent des idéaux & droite tous isomorphes et B = @L, g: B.
On pose alors

g A=5A4Ae A, g =3 +e, sse=e s =0,
hA:h1A®h_),A, h:h1+h2, h1h2=h2h1:O,

ou (s; A, hy A) est un élément maximal de I’ensemble des couples (X, Y),
X sous-module de ¢, A, Y sous-module de h A, tels que X soit iso-
morphe a Y. On a alors h, A e, = 0, car le couple (s; A, h; A) est maximal,
sy Ae =0, car g, est un idempotent abélien, il en résulte la relation
hAe =0. Avec des notations évidentes, on en déduit une nouvelle
décomposition de A :

A= (@z':l € A) © (@in:i Si A) @ h, A © h, A,

ou les idempotents intervenant dans cette décomposition sont tous
orthogonaux. Les (n + 1) idéaux s, A, ..., s, A, hy A, qui sont iso-
morphes, sont contenus dans M, donc l'idéal a droite S =@, e A
n’appartient pas a M. D’aprés ce qui précede, il est clair que S annule
Iidéal (P, siA)@D hA; c’est donc un idéal bilatere engendré par
I'idempotent central h = e, 4 ...+ e, ce qui achéve la démonstration.

Les propositions 3.9 et 3.10 impliquent les théorémes suivants :

TuorEME 3.12. — Soit A un anneau aulo-injectif de type 11. Alors
pour tout idéal maximal M, I'anneau quotient A/M est un facteur auto-
injectif de type II.

TutoreME 3.13. — Soient A un anneau de type I, M un idéal
mazximal de A. Pour que I'anneau quotient A[M soit de type I, il faut
et il suffit qu’il existe un composant homogéne de type 1, qui ne soit pas
inclus dans M. A|/M est alors isomorphe a M, (K), ot K est un corps.

Si I'idéal maximal M contient tous les composants homogénes de A,
alors A/M est de type II. Nous allons préciser ce dernier point. Avec
les notations du théoréme 3.7 on a la proposition suivante.

ProrosiTion 3.14. — Soit A = [[jen M,l,. (D) un anneau de type Iy,
lel que les entiers n; forment une suite strictement croissante infinie. Pour un
idéal bilatére maximal M de A, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) L’anneau quotient A|M est de type 1I.

(b) M contient lidéal Djex My, (D))-
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11 suffit de montrer que si A/M est de type I, alors il existe un entier n;
tel que le composant homogéne M, (D;) ne soit pas inclus dans M;
Passertion résulte alors de la proposition 3.10 et du théoréme 3.7.

CorOLLAIRE 3.15. — Pour un anneau A de lype 1;,, les conditions
suivantes sont équivalentes :

(a) Les composants homogénes de A sont d’ordre borné.

(b) Quel que soit Uidéal maximal M, I'anneau quotient A[M est de type 1.

ProposiTioN 3.16. — Soit M un idéal bilatére maximal d’un anneau

de type lg, tel que A/M soit de lype 1I; on pose M = MnZ (A). On a
les propriétés suivantes :

(a) L’anneau quotient B = AJA M est un anneau primitif fini dont
le socle est de dimension infinie.

(b) L’enveloppe injective B de B est un anneau de lype 1 qui n’est
pas fini.

Compte tenu de la proposition 2.9, il suffit de prouver que le socle
est de dimension infinie. Sinon, B serait un anneau simple, et A/M
serait de type I, ce qui est contraire a I’hypotheése.

La démonstration de la propriété (b) est immédiate. On a ainsi un
anneau régulier fini qui est extension essentielle d’'une somme directe
d’idéaux a droite simples, tous isomorphes.

4. Anneaux proprement infinis

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau régulier auto-injectif a
droite. On dit que A est proprement infini, s’il n’admet pas de facteurs
directs bilatéres finis.

LemME 4.1. — Soit S = Picsre: A, &, = e/, une somme direcle infinie
mazimale d’idéaux & droite non nuls et lous isomorphes. Il existe alors un
idempotent central u = 0 tel que u A soit I’enveloppe injective d’une somme
directe T = @iecr1h: A, h; = h}, d’idéaux a droite isomorphes a e;u A;

Soient e A 1’enveloppe injective de S, e, un idempotent de la
famille (e;);c;- D’aprés le théoréme de comparabilité, il existe un idem-
potent central u tel que l'on ait :

(1—eud<eA,
e(l1—uwA<(l—ed—unA.

Comme la somme directe est maximale, on a u # 0. On pose alors
euA=fA®DgA, pour iel,
ou f; A estisomorphed (1 — e) u A, lesidéaux g; A étant tous isomorphes.
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On a alors la somme directe
S=01—-euADDieifiA) D (Pie:g: A).

La relation Card ({u {1}) = Card I implique que cet idéal est iso-
morphe & @;cse; u A. L’assertion résulte alors du fait que

uA(l—euAPeud

est 1’enveloppe injective de S’.

Nous allons prouver que u A est I’enveloppe injective d’une somme
directe dénombrable @, 9. A, ¢, = ¢, d’idéaux a droite isomorphes
a u A. 1l existe, en effet, une partition dénombrable (J,),ex de I, tel
que Card J, = Card I.

Il suffit de prendre comme idéal a droite g. A, I’enveloppe injective
du module @; h; A, i€J,. Si nous supposons que A est proprement
infini, alors en utilisant une méthode analogue a celle employée pour
démontrer la proposition 3.3, on montre que A est isomorphe & I’anneau
produit [{,e, u; A, ot u; A est I'enveloppe injective d’une somme directe

Si = @/tGN g//: u; A

d’idéaux a droite tous isomorphes a u; A. A est alors I’enveloppe injec-
tive de la somme directe

S = @IIEN €n A; e, = (g//:l,)/e./,

ol e, A est isomorphe 4 A. D’autre part, comme N x N est un ensemble
dénombrable, il existe un idempotent e tel que e A et (1 — e) A soient
isomorphes a A. On a donc le résultat suivant :

ProrosiTioN 4.2. — Soit A un anneau proprement infini :

(a) A est Uenveloppe injective d’une somme directe dénombrable d’idéaux
a droite isomorphes a A.

(b) Il existe un idempotent e tel que e A et (1 — e) A soient isomorphes
a A.

Soit A un anneau proprement infini de type II; en appliquant le
lemme 4.1 aux sommes directes infinies maximales d’idéaux a droite
isomorphes engendrés par des idempotents finis, et en utilisant une
méthode analogue a celle employée pour démontrer le corollaire 3.4,
on obtient le résultat suivant :

ProposiTioN 4.3. — Soit A un anneau proprement infini de type 1I.
Alors A est isomorphe a un produit d’anneaux A;, j€ J, ott A; est anneau
des endomorphismes de I'enveloppe injective d’'un module libre D'/, sur un
anneau D; de type 1Ig,.
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Remarque. — Le corollaire 2.7 ne se généralise pas aux anneaux propre-
ment infinis. En effet, d’aprés la proposition 3.10, l'intersection des
idéaux bilateéres maximaux d’un anneau proprement infini de type I
contient l'idéal engendré par les idempotents abéliens.

5. Anneaux de matrices

Dans ce paragraphe, A (resp. B) désigne un anneau régulier aufo-
injectif a droite.

ProrposiTioN 5.1. — Soient e et 1 — e deuxr idempotents finis d’un
anneau A; alors A est un anneau fini.

Soit ¢ un idempotent d’un anneau proprement infini B, tel que ¢ B
et (1 — ¢) B soient isomorphes & B (proposition 4.2), et soit ¢ un idem-
potent de B. D’aprés la proposition 1.3, il existe un idempotent central u
de B tel que 'on ait :

guB < eu B,
-9 —wB<(1—6(—uB

Les idéaux g(1 —u)B et (1 — ¢9) (1 — u) B étant isomorphes, 'un
des deux idempotents e et 1 — e n’est pas fini. Il suffit d’appliquer le
résuitat précédent & la composante proprement infinie de A pour
démontrer l’assertion.

CoROLLAIRE 5.2. — Soif n>> 1 un entier; les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) A est fini.

(b) M, (A) est fini.

Le résultat qui suit a été prouvé par E. R. GENTILE [5] pour les
anneaux auto-injectifs.

LeEMME 5.3. — Soit A un anneautel quel =e, +... 4+ e, =fi+...4+fn
ol les e; (resp. les f;) sont des idempotents finis orthogonaux qui engendrent
des idéaux a droite isomorphes. Alors les idéaux e; A el f; A sont isomorphes.

En appliquant le théoréme de comparabilité aux idempotents e,
et fi, on se raméne au cas o e; A < fi A. Comme A est un anneau fini
(corollaire 5.2), cela implique que e; A est isomorphe a f; A.

TuEOREME 5.4. — Pour les anneaux A et B, les propriétés suivantes
sont équivalentes :

10 A el B sont isomorphes.

20 ]I existe un entier n>1 tel que M, (A) soit isomorphe a M, (B).

Si A est un anneau fini, 1’assertion résulte du corollaire 5.2 et du
lemme 5.3 (cf. également [5]). Si A est proprement infini, alors M, (4)
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est isomorphe & A quel que soit p > 1 (proposition 4.2), et A est iso-
morphe & B. Le cas général résulte de ce qui précede.

On peut conjecturer que le résultat reste valable pour des anneaux
auto-injectifs & droite qui ne sont pas nécessairement réguliers. On peut
le démontrer lorsque les anneaux sont finis.

6. Enveloppes injectives de type I;,

Dans ce paragraphe, A désigne un anneau de Zorn semi-primitif :
c’est un anneau tel que tout idéal a droite I, I # 0, contient un idem-

potent e, e 0. A est alors un anneau a idéal singulier a gauche et a
droite nul [3].

Nous allons supposer que l’enveloppe injective A de A, qui est un
anneau régulier auto-injectif 4 droite, est un anneau de type I;,. On sait
alors [1] que tout idéal & droite non nul de A contient un idempotent
abélien différent de 0.

LemMmE 6.1. — II existe un idempotent ceniral u de A, u 20, tel que
uld =@, fi A, ot les f; sont des idempotents abéliens orthogonaux
qui engendrent des idéauxr a droite isomorphes.

D’aprés le théoréme 3.2, il existe un idempotent central u, de A,
u, # 0, vérifiant u, A =@, e A, ou les e sont des idempotents
abéliens orthogonaux de A qui engendrent des idéaux a droite iso-
morphes. Soit u A = @L, i A une somme directe maximale d’idéaux
4 droite isomorphes contenus dans u, A NA, ou les f; sont des idem-
potents abéliens orthogonaux. D’aprés la proposition 3.6, on a k< n;

on choisit 1a somme directe de telle sorte que k soit le plus grand possible.
On pose

K=u,AnA=uA®K’, avec K’=(1~u)Anu1A.
On en déduit la décomposition
A =u/f@gff@(l —u) A,

oi g A, g = ¢, désigne I’enveloppe injective de K'. Nous allons prouver
que u est un idempotent central en établissant la relation gAf =o.

Supposons donc ¢ Af,#0; il existe un plongement d’un sous-
module h A, h =k, h# 0 de g A dans fi A. On peut donc trouver un

idempotent abélien e de h AnA, e 0 [1], tel que e A soit isomorphe
4 un sous-module X de f; A. Soit s, s 2 0, un idempotent de X; il existe
un idempotent abélien e’ de e A tel que e’ A soit isomorphe a s A, et
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I’on peut construire une somme directe du type considéré de longueur > k,
d’out la contradiction. La relation g A f, = 0 implique u A g = 0, et u
est un idempotent central.

Soit (u;);e; une famille d’idempotents centraux orthogonaux de A
vérifiant les propriétés du lemme 6.1; en utilisant les démonstrations
du lemme 6.1, de la proposition 3.3, et du corollaire 3.4, on prouve

facilement que A est isomorphe a I'anneau produit I[;e;u A. 11 est
clair que A est extension essentielle du A-module a gauche @ A u,
et si 'on prouve que A u; est extension essentielle du A-module 2

gauche A u; pour i€l, on aura alors montré que A est I'enveloppe
injective du A-module & gauche A. Nous allons pour cela reprendre les

notations du lemme 6.1. On pose B=f A f, B=fA fi. D’apres le
lemme 1.4 de [1], f, est un idempotent abélien de A, et I’anneau réduit B
est I’enveloppe injective de B (1], proposition 0.2). Comme B est un
anneau de Zorn réduit, il est facile de prouver qu’il vérifie les condi-

tions du théoréme 3.3 de [10], donc B est également I’enveloppe injec-
tive du B-module & gauche B. Les anneaux u 4 et u A étant respec-

tivement isomorphes a M, (B) et M, (B), u A est I'’enveloppe injec-
tive du A-module a4 gauche u A. En résumé, on a la proposition ci-apres.

ProposiTioN 6.2. — Soit A un anneau de Zorn semi-primitif, dont
Penveloppe injective A est de type I,. Alors il existe une famille d’idem-
potents centraux orthogonaux (u;);c; de A tels que :

(a) u; A soit isomorphe a un anneau de malrices M, (B;) olt B; est
un anneau de Zorn réduit.

b) A est isomorphe a l'anneau produit [l;e: w A. A est également
Ienveloppe injective du A-module a gauche A.

CoRrOLLAIRE 6.3. — Soit A un anneau régqulier de Baer de fype I.
Les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) A est de type 1.

(b)) A = A, xA,, o A, est un anneau réduil, et ott A, est un anneau
auto-injectif de type Iy,.

(b) = (a) c’est évident.

(a) => (b). D’aprés la proposition 6.2 et le théoréme 3.3 de [10],
A est un anneau continu et I’assertion résulte du théoréme 4.3 de [11].

Remarque. — D’aprés la proposition 3.16, il existe un anneau régulier,
primitif et fini, dont I’enveloppe injective est un anneau de type I
proprement infini.
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7. Sur les V-anneaux

On dit qu’un anneau A est un V-anneau [3], si tout A-module & gauche
ou A droite simple est injectif. Les V-anneaux commutatifs sont les
anneaux réguliers (théoréme de Kaplansky), I’anneau des endomorphismes
d’un espace vectoriel de dimension infinie n’est pas un V-anneau [3].
Compte tenu de la proposition 3.14, la proposition qui suit, fournit des
exemples de V-anneaux de type I, et Ilj,.

ProrosiTioN 7.1. — Soient (K;);e; une famille de corps, (x:;):cr des
entiers > 1, et A Panneau produit [l;e; M, (K;). On a les propriéiés
suivantes :

(a) Tout idéal a droite (resp. a gauche) irréductible de A est maximal.
(b) A est un V-anneau.

(a) = (b). Cela résulte d’'un théoréme de Villamayor [3]. Nous allons
prouver la propriété (a). On a A = [J;es Si, ou S; est un A-module 4
droite simple. Soit x = (z;);e; un élément de A, x;€S; pour iel.
On pose

plx)y={iel | z;=0}

Il est facile de prouver que p (x) = ¥ < A = A. Pour tout idéal
a droite J, J #Z A, p(J) désignera I’ensemble des p (x) pour zeJ.
p (J) est un filtre défini sur I, ou encore un idéal de I’anneau de
Boole 2 (I). On vérifie que I'application J — p (J) est un isomorphisme
de I’ensemble ordonné des idéaux J de A, J # A, sur I’ensemble ordonné
des idéaux propres de 2 (I). L’assertion résulte alors des propriétés
bien connues des idéaux de Z ().

COROLLAIRE 7.2. — Il existe un V-anneau régulier A, dont I’enve-
loppe injective A n'est pas un V-anneau.

Cela résulte des propositions 3.16 et 7.1, et du fait que I’anneau des
endormorphismes d’un espace vectoriel de dimension infinie n’est pas
un V-anneau.

Parmi les nombreux problémes qui ne sont pas encore résolus, citons
les suivants 3

ProsLEME 1. — Un anneau réqulier auto-injectif a droite de type Il;,,
est-il auto-injectif a gauche ?

ProBLEME 2. — Soit A un anneau de Zorn semi-primitif. Si A est

un anneau de Baer de type lu., son enveloppe injective A est-elle un
anneau de type I, ? (cf. proposition 6.2).
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ProBLEME 3. — Les anneaux de type I, sont-ils les anneaux de
type 1 fels que fout module simple (a gauche et a droite) soit injectif ?
(cf. proposition 7.1).

La réponse affirmative aux problémes 1 et 2, qui se trouvent dans [8],
est une conjecture (communication orale de J. E. Roos, mai 1972).
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