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Sur les faisceaux ponctuels plans de caractéristique v, ayant un
point principal multiple d’ordre v; par M. G. Fourer.

{Séance du 27 juin 1879.)

1. — Généralités.

1. Avant d’aborder la question qui fait I'objet spécial de cette
Note, je crois devoir rappeler quelques notions que j’ai déja expo-
sées antérieurement. Dans un précédent Mémoire (), j’ai donné
la forme générale de I'équation différentielle du premier ordre &
deux variables, qui définit un systéme de courbes planes satis-
faisant a cette double condition, qu’il y ait un nombre déterminé .
de branches du systéme passant par un point quelconque du plan,
et un nombre également déterminé v de ces branches tangentes a
une droite prise arbitrairement.

L'équation différentielle la plus générale d’un pareil systéme
peut s’écrire

dy ¢ dr dy ot
R(xz;:—y) +(S‘,;L—~n+b,>(.t2:_—y> + ...
YV, (D) d
(1) +|:Vo<g.;’ +V1<2’-"_ +...+V .I:E-—_y)

Iy \ * Iy \»—1
+P0(f-{> +P,(‘—]) +...+P,=o,
\ . dr dx .

en désignant par les lettres R, S, ..., V des polyndmes homogénes

(*) Mémoire sur les systémes géncraux de courbes planes, ete. (Bulletin, t. 11,
année 1874, p. 72).
vii. 12
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de degré v en x ety, et par les lettres P des polyndmes complets
également de degré v en x et y.

Les deux nombres g et v caractérisent 1'équation différentielle,
de la méme maniére qu’une équation algébrique ordinaire est ca-
ractérisée par son degré. lls peuvent servir de base & une classifi-
cation rationnelle des équations différentielles du premier ordre a
deux variables.

2. Les cas ot I'une des deux caractéristiques est égale a I'unité
présentent des particularités intéressantes. Si I'on suppose, par
exemple, p =1, 'équation (1) devient

dy dr _
(2) L(.z'(—l;—— )—M{(—E—PN_O.

dans laquelle L, M et N désignent des polyndémes de degré v en
x et y, dont le premier est réduit a ses termes du plus haut degré,

les deux autres étant complets.
On voit immédiatement sur I'équation (2) qu'il existe dans le

. . d
plan un certain nombre de points pour lesquels la valeur de d%:

est indéterminée. Ils sont fournis par l'intersection des deux
courbes

(3) Lr—M=o0, Ly —N=o.

Ces courbes, toutes les deux de degré v + 1, ont (v -+ 1)? points
communs, dont v sont & l'infini sur les v directions données par
I'équation

L—=—o;
mais il est facile de voir que, pour ces v points a I'infini, I'indé-
dy
dz

. d
maniére générale la valeur de :15 correspondant i un systéme de

termination de —— n’est qu’apparente : en effet, pour avoir d’une

valeurs infinies de xx et de y, on a le droit de négliger dans I'équa-
tion (2) les termes de degré supérieur a v + 1 par rapport & x et y,
c’est-a-dire tous les termes des polyndmes M et N, et 'on obtient
alors

dy _r

de~
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. Ly . ., .
Le nombre des points pour lesquels :7); est indéterminé se réduit

donc a (v +1)?—y =24 +1. De la le théoréme suivant :

Dans un systéeme général (1,v) de courbes planes, il existe
v2+ v + 1 points, en chacun desquels la direction tangentielle est
indétermince ().

3. Ces points pourront éire, dans certains cas, des points de croi-
sement de toutes les courbes du systéme. Ils comprendront éga-
lement les points multiples et singuliers de ces courbes, si elles en

Y : !i_}’ r_ ?
possédent; car, pour ces points, 7z 2 évidemment plus d'une va-
leur, et, par suite, son expression doit se présenter sous la forme

y €L, p p p

o o . . D Iy .
5 Mais il est facile de démontrer qu'en général un point, pour

dy . ., . .
lequel - est indéterminé, est un point asymptotique
En effet, prenons I'un de ces points O pour origine des coor-
. d .
données; en résolvant 1'équation (1) par rapport a :T{" on en tire

une expression telle que

dy ar—+by+ecx*+...
dr a'z+by+cdat+. ..

Si x et y sont les coordonnées d’un point 2 infiniment voisin de
'origine, les termes de degré supérieur en x et y deviennent des

. . . . . dy .
b A
infiniment petits négligeables, et 'expression de . seréduit a
dy ax+br
de ™ d'z + by’

(') Yai déja énoncé antérieurement ce théoréme dans une Note Sur les points fon-
damentauzx du faisceau de courbes planes deéfini par une équation différenticlle du
premier ordre algébrique (Comptes rendus de I’ Académie des Sci , t. LXXXVI,
p. 586). Poir également le Mémoire déja cité de M. Darboux (loc. cit., p. 82). Ce
théoréme n’est d'ailleurs, sous une forme un peu différente, que le corrélatif d’un
théoréme sur les connexes [LINDEMANS, Porlesungen iiber Geometrie von Alfred Clebsch
(Ersten Bandes. zweiter Theil, p. 1001)].

12,
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on en déduit
y 3 2
ez -of2)

dae—+ 0y

2

ou bien, en désignant par « U'inclinaison sur Ox de la tangente a
la branche de courbe qui passe en m,

a+(b—a')£ —-b’(IY

r

(4) tangu — tangmOx — e

Or, dans le cas ot la branche considérée passerait effectivement

par le point O, les angles « et r{(}r différeraient d’un infiniment
petit, et il en serait de méme de leurs tangentes. C’est précisément,
comme le montre la relation (4), ce qui n’a pas lien en général,
c’est-d-dire lorsque les coefficients a, b, a’, b’ sont quelconques et
indépendants les uns des autres. Le point O et les points analogues
sont donc bien généralement des points asymptotiques.

On peut remarquer toutefois qu'il existe pour chacun de ces
points deux branches réelles ou imaginaires quiy passent effec-
livement : on obtient les directions tangentielles de ces branches,
en égalant & zéro le numérateur du second membre de la rela-
tion (4). Cette derniére remarque a déja été faite par M. Dar-
boux, dans son Mcmoire sur les équations différenticlles algé-
briques du premier ordre et du premier degré (*). L’étude des
singularités de ces points ayant été traitée par ce savant géométre,
nous n'y insisterons pas davantage : notre seul but était d’établir
que ces points sont, en général, des points asymptotiques, fait que
nous avions déja signalé précédemment, mais sans le démontrer (2).

4. Parmi les systémes définis par une équation telle que (2), se
trouvent évidemment compris les faisceaux de courbes algébriques
planes, puisque, comme on le sait, par un point quelconque du
plan il passe une courbe d’un pareil faisceau, ct une seule. Con-
sidérons un faisceau de courbes du m'®™¢ ordre, assujetties a la

(') Bulletin des Sciences mathématiques et astronomiques, 2* série, t. Il, p. 124.
(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXXVI, p. 585.
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m(m —+ 3)
2

condition de passer par —1 points donnés, et ayant

par suite m* points communs appelés points fondamentaux. du
faisccau. On sait, d’aprés un théoréme bien connu, qu'il existe
2(m —1) courbes de ce faisceau tangentes a une droite quelconque
du plan; on a, par suite,

v=2(m—1).
. 4 . .
Le nombre des points, pour lesquels le ;lg de I'équation différen-

tielle du faisceau est indéterminé, est par suite égal a
f(m—1)l+2(m—1)+1=4m*— 6m + 3.

Si de ce nombre nous déduisons les m? points fondamentaux qui
s’y trouvent compris, le nombre restant 3m?*—6m + 3 =3(m—1)?
sera manifestement celui des points doubles des courbes du fais-
ceau. On retrouve ainsi un résultat connu.

5. DPar une extension qui paraitra toute naturelle, nous dirons
que les courbes, en général transcendantes, définies par 1'équa-
tion (2), forment un faisceau ponctuel, ou, plus simplement, un
JSaisceau, de caractéristique v. Nous donnerons aussi un nom aux

. d . .
v? + y 41 points, pour lesquels le ;L);’- de Iéquation (2) est indéter-

miné : nous les appellerons les points principaux du faisceau.
Cette dénomination nous semble préférable a celle de points fonda-
mentaux que nous avons employée dans une Note précédente (1),
parce que, dans le cas des fatsceaux de courbes algébriques, comme
on I'a vu plus haut, les points en question comprennent, outre
les points qu’on a ’habitude d’appeler fondamentaux, les points
doubles et en général tous les points singuliers des courbes du
faisceau. C’est pour une raison analogue que nous éviterons de
nous servir de l'expression de points singuliers, par laquelle
M. Darboux désigne ces points. Il nous parait plus rationnel de
réserver la qualification de singuliers, pour les points principaux
résultant de la coincidence de deux ou plusieurs points princi-

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sci , t. LXXXVI, p. 585.
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paux ordinaires. En adoptant ces dénominations, on peut énoncer
le théoréme suivant :

Tatorime. — Dans le plan d’un faisceau ponctuel de courbes
planes, de caractéristique v, il existe v*+ v -1 points, en chacun
desquels la direction tangentielle est indéterminée. Ces points
sont, en général, des points asymptotiques communs & toutes les
courbes du faisceau, et, dans certains cas, des points de croise-
ment de ces courbes. lls comprennent les points singuliers de ces
mémes courbes, quand il en existe.

II. — Faisceaux a point principal multiple.

6. Points principaux multiples et singuliers. — 11 peut arriver,
dans certains cas, que deux ou plusieurs points principaux se su-
perposent. Pour qu'il en soit ainsi, il faut et il suffit évidemment
que les courbes (3) aient en commun un point qui soit multiple
au moins pour l'une d’elles. Si les deux courbes (3) ont un point
d’intersection multiple d’ordre 2 pour l'une, d’ordre k pour
'autre, ce point sera, comme on le voit immédiatement, un point
principal multiple d’ordre %k du faisceau.

Considérons maintenant la courbe lieu des points de contact
des tangentes menées par un point fixe T 4 toutes les courbes
du faisceau. On forme immédiatement I'équation de ce lieu, que
nous avons déja eu 'occasion de considérer dans une Note pré-
cédente ('), sous le nom d'indicatrice-point du systéme ou du
faisceau. Il suffit de remplacer dans I'équation différentielle (2)
r—8

’
X — %

% par a et 3 désignant respectivement I'x et 1’y du point I.

On obtient ainsi I'équation
(5) L(fr —«y)+My— Nr—MB+ Na=o.

Cette équation est de degré v +1; elleest vérifiéepour x=a,y =,
et pour les coordonnées de chacun des points fondamentaux. Si, en
outre, on suppose que les deux courbes (3) aient en commun un
point multiple, d’ordre k pour chacune d’elles, et que ce point ait
été pris pour origine des coordonnées, les termes de degré inférieur

(') Bulletin de la Société mathématique, t. V, p. 130.
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4 k manqueront i la fois dans M et dans N, et, par suite, dans
Iéquation (5): d’oli 'on conclut que l'indicatrice-point a pour
point multiple d’ordre k le point principal multiple d’ordre k2,
qui coincide avec l'origine des coordonnées. On peut, par suite,

énoncer le théoréme suivant :

Le lieu des points de contact des tangentes, menées par un point
Jixe 1, a toutes les courbes d’un faisceau de caractéristique v, est
une courbe d’ordre v + 1, qui passe par le point 1, et par les
points principaux du faisceau. Un point principal multiple
d’ordre k? est un point multiple d’ordre k du lieu (*).

On peut remarquer que les diverses singularités que pourra
présenter un point principal multiple seront dans une corrélation
intime avec les singularités de ce méme point considéré comme
appartenant a une indicatrice-point quelconque. Parmi ces indi-
catrices, il suffira méme de considérer celles qui correspondent a
des points I situés a I'infini.

7. Soit maintenant une droite D quelconque. En chacun des
points de cette droite passe une courbe du faisceau et une seule.
Menons la tangente en ce point a la courbe qui y passe : I'enve-
loppe de ces tangentes est une courbe de classe v +- 1, ayant pour
tangente multiple d’ordre v la droite D. Cela résulte immédiate-
ment de ce que par chaque point de D ne passe qu'une de ces
tangentes, et qu’il existe v branches tangentes & D. On peut aussi
faire voir que par un point quelconque I du plan on ne peut
mener que v+ 1 tangentes & I'enveloppe considérée. En effet,
I'indicatrice-point relative au point I, qui est de degré v +1,
coupe la droite D en v 41 points qui sont tels, que les tangentes
en ces points, aux courbes du faisceau qui y passent, concourent
en I. Nous avons déja appelé précédemment I'enveloppe con-
sidérée I'indicatrice-droite relative a D.

Supposons maintenant que la droite D, au lieu d’étre quel-
conque, passe par un point principal O du faisceau, multiple
d’ordre k2. Alors l'indicatrice-point relative au point I a un point

(') On démontre encore facilement que le degré du méme licu se réduit v vy —k—+-1,
lovsque le point 1 coincide avec un point principal multiple d’ordre 4%,
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multiple d’ordre k en O; clle ne rencontre plus la droite D
qu'en v— k + 1 points en dehors de O. L'indicatrice-droite rela-
tive & D n’est plus, par suite, que d’une classe égale a v—k +1,
et la droite D n’est plus tangente multiple que de I'ordre v — k.
On a donc le résultat suivant :

L’enveloppe’ des tangentes, aux divers points d’une droite D,
aux branches d’un faisceau de caractéristigue v qui passent par
ces points, est une courbe de classe v+ 1, qui admet pour tan-
gente multiple d’ordre v la droite D.

Dans le cas ot D passe par un point principal multiple d’ordre
k2, la classe de l’enveloppe se réduit & v—k + 1, et la droite D
r’est plus qu’une tangente multiple d’ordre v — k.

Si I'on suppose, en particulier, que k soit égal a v, la classe de
I'indicatrice-droite, relative & une droite passant par un point prin-
cipal multiple d’ordre v2, est égale a I'unité, c’est-d~dire que cette
indicatrice se réduit a un point. De la ce théoréme :

Tatorime. — Lorsqu'un faisceau de caractéristique v posséde
un point principal multiple d’ordre v*, toute droite passant par
ce point est telle, que les tangentes aux courbes du _ﬁzisceau, aux
points ot elles rencontrent la droite, concourent en un méme point.

8. Nous allons démontrer cette derniére propriété directement
par le calcul.

A cet effet, prenons pour origine des coordonnées le point mul-
tiple d’ordre v; d’aprés une remarque faite précédemment (6), les
polynémes M et N ne contiendront que des termes de degré v, de
méme que L.

En posant

(6) r=tz,

on peut, par suite, écrire

(7) L=A2*, M=Bzs, N=Cz,

A, B, C désignant des fonctions entiéres, de degré v, det.

L’équation (2), aprés ces substitutions, devient

d [
(8) A.t(—'z—-t>——Bd‘y+C=0.
dx

dee
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D’autre part, 'équation dc la tangente, en un point quelconque
(x,5), a la courbe du faisceau qui y passe, est

dy

Y_‘r:d.z

(X — =).

Si nous supposons que le point (.x, y) soit pris sur la droite (6),
nous pouvons remplacer dans 1'équation précédente y ct & par
dx

teurs valeurs tiréesde (6) et (8). L’équation de la tangente se met
alors sous la forme

(9) (Atr —C)X — (Ax—B)Y — z(Bt —C)=o.

Cette équation contient un paramétre variable x, au premier
degré : d’ott 'on conclut que la droite qu’elle représente passe
par un point fixe, ce qui est le résultat déja trouvé géométrique-
ment.

On voit de plus que ce point est a l'intersection des deux
droites

C
Y:—B-'X,
C — B¢
Y__tX+—A——a

qui s'obtiennent, en faisant successivement dans (8) x=o0 ct
x =00 . L'une d’elles passe par le point principal multiple; Pautre
est paralléle a la droite (6).

9. La réciproque est vraie; c’est-a-dire que, si un point O du
plan d’un faisceau de caractéristique v est tel, que pour toute
droite passant par O les tangentes aux courbes du faisceau, en
leurs points d’intersection avec cette droite, concourent en un
méme point, le point O est un point principal multiple d’ordre v*
pour le faisceau.

En effet, recommengons le calcul fait plus haut (8), mais sans
remplacer cette fois dans (2) L, M et N par les expressions (7) :
I'équation (9) de la tangentc en un point quelconque de ladroite (6)
devient alors

(10) (Lt —N)X — (Lz —M)Y — (Mt — N) =o.
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1l est clair que, si M et N contiennent des termes de degré su-
périeur 4 v, x* ne se trouvera pas en facteur quand on substituera
Jy =tx; par conséquent, x n’entrera plus linéairement dans 1’é-
quation (10) de la tangente, et il ne sera plus vrai de dire que les
tangentes aux divers points de la droite (6) concourent en un
méme point. Pour que ce fait ait lieu, il faudra que M et N se
réduisent anux termes de degré v en x et y, ce qui est la condition
nécessaire et suffisante pour que I'origine des coordonnées soit un
point principal multiple d’ordre 2 (6).

10. Des deux théorémes, réciproques 1'un de I’autre, que nons
venons de démontrer (8 et 9), on déduit une conséquence inté-
ressante qui est la suivante.

Imaginons que l'on définisse une courbe par une propriété de
sa tangente, et que cette propriété soit de telle nature que : 1° par
un point M quelconque du plan on ne puisse faire passer qu'une
droite satisfaisant aux conditions imposées & la tangente;
2° lorsque le point M se déplace sur une droite passant par un
certain point fixe O, la tangente en M converge en un point 1
dont la position dépende uniquement de OM.

D’aprés la premiére condition, on voit que la courbe cherchée
fait partie d’un faisceau, c’'est-a-dire qu’elle a une équation

o . . , ., d .
différentielle du premier degré par rapport a —£ - La seconde

d.
condition indique en outre que, si l’on prend le point O pour
origine des coordonnées, les polynémes M et N, ainsi que L, de
Uéquation différentielle mise sous la forme (2), seront homogénes
en xety.

Il y a plus : non-seulement on peut ainsi prévoir d’avance la
forme de I'équation différentielle résolvant le probléme, mais on
peut encore affirmer que 'intégration de cette équation se raméne
aux quadratures. Cette intégration se conclut, en effet, par une gé-
néralisation immédiate, de la méthode donnée par M. Darboux,
pour le cas particulier de v = 2, dans le beau Mémoire (') que
nous avons déja eul'occasion de citer. Il n'y a qu’a suivre la méme
marche; pour cela, rendons I'équation (2) homogéne, en rempla-

() Loc. cit., p. 124.
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¢ant x et y respectivement par ';et %, P’équation (2) devient
L{zdy — ydz) +M{ydz — zdy) + N(zdx — zdz) = o,

L, M et N restant des polyndmes homogénes en x et y seulement.
Faisons maintenant y =1, et par suite dy = o; I'équation pré-
cédente peut alors s’écrire
d
(M—Nz) 22 4+ Nz—L=o.
dzx
C’est, comme on le voit, une équation différentielle linéaire par

rapport i z, dont on sait ramener immédiatement l'intégration aux
quadratures.

III. — Applications.

11. Nous allons donner quelques exemples de courbes-définies
par une propriété de leur tangente, de telle nature que la tangente
en un point M d’une pareille courbe passe par un point I dépen-
dant uniquement de la direction du rayon vecteur OM, qui joint
un point O fixe au point M.

ProsLime 1. — On donne dans un plan une conique et un point
fixe O, et I'on demande de trouver une courbe, telle que la tan-
gente en un point quelconque M de cette courbe passe par le péle 1
de OM par rapport a la conique.

I1 est tout d'abord facile de voir que la solution comporte une
infinité de courbes formant un faisceau; celarésulte de ce que par
chaque point Mil ne passe qu'une seule transversale OM, laquelle
n’a qu'un pdle I par rapport a la conique fixe donnée; d’ou il suit
que la droite MI est unique pour chaque point M. D’autre part, la
position du point T ne variant pas lorsque le point M se déplace
sur la transversale, on en conclut que le systéme admet en O un
point principal multiple d’un ordre égal A sa caractéristique v.

Cherchons quelle sera la valeur de cette caractéristique v, c’est~
a-dire du degré des polynémes L, M, N, dans 1'équation différen-
tielle. A cet effet, remarquons d’abord que, quand on fait tourner
la transversale OM, le point I décrit la polaire Q du point O par
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rapport a la conique donnée. Cela posé, considérons une droite A
quelconque, et cherchons combien ily aura de branches de courbes,
satisfaisant a la question, tangentes & cette droite. Les points de
contact cherchés sont évidemment sur la transversale, ou les trans-
versales, partant du point O, qui correspondent au point I d’inter-
section de A et de Q; or, d’aprés la définition donnée plus haut, il
n’y a qu’une transversale répondant a la question : c’est la polaire
du point I par rapport a la conique. Les courbes cherchées ne
toucheront par suite A qu’en un point, intersection de cette droite
avec la transversale ainsi déterminée. De 14 nous concluons que
les polynomes L, M et N seront du premier degré, c’est-a-dire que
I'équation différentielle sera un cas particulier de I'équation de

Jacobi.

12. On sait que, dans le cas actuellement considéré, le systéme
de courbes défini par I'équation différentielle admet trois points
principaux : I'un de ces points est le point O; les deux autres sont
les points de contact A et B des tangentes menées du point O a la
conique donnée. Cela résulte de ce que, le pole I de la transver-
sale OA par rapport a la conique coincidant avec le point A, la
tangente en A de la courbe du systéme qui y passe est indéter-
minée ; de méme pour B.

En intégrant I'équation différentielle, on trouverait comme ré-
sultat le faisceau des coniques bitangentes & la conique proposée
aux points A et B. On peut d’ailleurs le prévoir géométriquement,
en vertu d’une propriété bien connue : en effet, considérons une
transversale quelconque OM et le point I correspondant : on sait
que OI est conjuguée harmonique de OM par rapport 8 OA et OB,
c’est-a-dire que la droite OM a le méme péle I par rapport aux
diverses coniques bitangentes, en A et B, a OA et OB. Donc, etc.

13. Prosrime II. — Etant données dans un plan quatre droites
fixes A, B, G, D et un point fixe O, on joint ce point a un
point M pris arbitrairement, et I’on décrit une conique tangente
aux cing droites A, B, C, D et OM : on demande de trouver un
systéme de courbes tel, que la t(ilzgelzte en M a la courbe qui y
passe aboutisse au centrel de la conique.

Nous pouvons tout d’abord remarquer qu’a un point M choisi a
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volonté il ne correspond qua’une conique, i savoir la conique tan-
gente aux cinq droites A, B, G, D et OM, et, par suite, qu'un
seul point I, qui est le centre de cetle conique. On ne peut donc
tracer en M qu’une tangente : d’ott nous concluons que le systéme
est un faisceau. De plus, le point I restant invariable, quand le
point M se déplace sur la droite OM, le point O est un point prin-
cipal multiple d’un ordre égal a la caractéristique v du faisceau.

On peut déterminer cette caractéristique géométriquement.
DPour cela, cherchons en combien de points les courbes du sys-
téme touchent une droite quelconque A : remarquons qu’en vertu
d’un théoréme bien connu le lieu des points I correspondant aux
différentes droites partant du point O est une droite A, puisque
c’est le lieu des centres des coniques tangentes aux quatre
droites A, B, G, D. Soit I le point d’intersection de A et de A. :
décrivons la conique tangente a A, B, C, D et ayant pour centre
le point I, laquelle est unique, comme on le sait; puis, du point O
menons les deux tangentes & cette conique. Les points cherchés
doivent se trouver a l'intersection de A avec ces deux tangentes :
d’ou nous concluons que I'on a v = 2.

14. Le point O étant un point principal multiple d’un ordre de
multiplicité égal & v2=4, il doit exister v + 1=23 autres points
principaux. Ce sont les positions du point I, situées respectivement
sur les transversales OM auxquelles elles correspondent; mais
chacun des points [ est le centre d’une conique tangente a A, B,
C, D et & OM; par suite, pour que la circonstance indiquée soit
réalisée, il faut que OM soit une asymptote de la conique. Or,
considérons le lieu des points de contact des tangentes menées du
point O a toutes les coniques tangentes aux droites A, B, G, D : ce
lieu est une courbe du troisiéme ordre ayant un point double en O,
car il existe une de ces coniques et une seule tangente 4 une droite
quelconque issue du point O, et il y a deux de ces coniques qui
passent en ce point. Cela posé, on aura évidemment les trois
droites cherchées, en prenant les paralltles menées par O aux
trois directions asymptotiques de la courbe du troisiéme ordre
considérée.

On voit, d’aprés ce qui précéde, que la détermination des trois
points principaux dépendrait d’une équation du troisicme degré.



Dans I'exemple qui va suivre, et pour lequel on a encore v = 2, il
cxiste trois points principaux simples qui se construisent avec la
régle et le compas.

15. Prosrime III.— Or donne deux droites A et B se coupant
en un point d, et trois points fixes O, g et h; par le point O on
méne une transversale aboutissant & un point M pris arbitraire-
ment; cette transversale rencontre respectivement en a et b les
deux droites A et B; on joint a et g, ainsi que b et h: les deux
droites obtenues se coupent en un point 1. On demande d’étudier
le systéme de courbes défini par la condition que la tangente
en M & la courbe qui y passe converge au point 1.

On voit d’abord immédiatement, en répétant le raisonnement
déja fait pour les deux exemples précédents, que le systéme en
question est un faisceau, ayant en O un point principal multiple
d’un ordre égal 4 v2, v étant la caractéristique de ce faisceau.

Pour trouver cette caractéristique, remarquons que le lieu du
point I, pour les diverses positions de OM, est une conique qui
passe par les trois points d, g, &. En effet, la transversale OM
détermine sur A et B deux divisions homographiques : par suite,
ga et hb sont les rayons homologues de deux faisceaux homogra-
phiques, et leur intersection I, d’aprés une propriété bien conaue,
décrit une conique (C) contenant les points g et . Cette conique
passe en outre par le point d; en effet, lorsque la transversale
coincide avec Od, les deux points a et b se confondent en d, et
il en est par suite de méme du point I.

16. Cela posé, cherchons en combien de points une droite
quelconque A est tangente 4 des courbes du faisceau. Cette
droite A coupe la conique (C) en deux points I : chacun de ces
points I détermine une transversale OM et une seule, que I'on
obtient en joignant les points a et b, ou les droites I g et 1/ ren-
contrent respectivement A et B. Les points d’intersection de A
avec les deux transversales ainsi construites sont les seuls points
en lesquels A soit tangente & des courbes du faisceau. Donc on a
v=a2.

Le faisceau admettant sept points principaux, et le point O,
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d’aprés ce que nous avons vu plus haut, comptant pour quatre, il
doit exister trois autres points principaux. L’un de ces points est
évidemment le point d, ce point coincidant avec le point I, lorsque
la transversale OM se confond avec Od. Les deux autres points
principaux sont les points e et f, ot Og et O rencontrent res-
pectivement les droites B et A. En effet, considérons par exemple
la transversale Og qui coupe A et B respectivement aux points «
et e : le point I correspondant est donné par l'intersection de ga
et de he; mais, ga se confondant avec la transversale, son point
d’intersection avec he n’est autre que le point e: le point e est
donc une position du point I pour laquelle ce point se trouve sur
la transversale correspondante : c’est donc un point principal. Le
méme raisonnement s’applique au point f.

7. Prosiime IV. — Etant donnés un point O fixe et une
courbe (C) d’ordre p, ayant un point multiple K d’ordre p —1,
on joint le point O & un point quelconque M, puis du point K on
abaisse une perpendiculaire sur OM qui rencontre la courbe (C)
en un nouveau point 1. On demande d’étudier le systeme de
courbes tel, que la tangente en M, a la courbe qui y passe, abou-
tisse au’point 1.

On voit tout de suite que le systéme qui vient d’étre défini est
un faisceau, ayant un point principal multiple, d’un ordre égal
A2, v désignant la caractéristique du faisceau.

Pour avoir cette caractéristique v, c’est-d-dire le nombre des
points de contact des courbes du faisceau avec une droite quel-
conque A, considérons les p points I d'intersection de cette droite
avec la courbe (C); joignons ces points au point K, et abaissons
de O des perpendiculaires sur les droites ainsi obtenues : on a de
la sorte p transversales OM, a chacune desquelles correspond
un des p points I d’intersection de A et de (C): les points de
rencontre de ces transversales avec A sont les points en lesquels A
est tangente 4 des courbes du faisceau : d’ou 'on conclut v = p.

18. Le point O étant, d’aprés ce que I'on a vu, un point prin-
cipal multiple d’ordre p2, et le nombre total des points principaux
étant égal & p? + p +1 (), il reste p + 1 points principaux & dé-
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terminer. Ces points, comme dans les exemples précédents, sont les
positions du point I situées respectivement sur les transversales OM
qui leur correspondent : ils doivent, par suite, coincider avec les
pieds des perpendiculaires abaissées de K sur lesdites. transver-
sales. Or, les pieds de ces perpendiculaires sont situés sur le cercle
décrit sur OK comme diamétre. Les points principaux cherchés
devant se trouver i la fois sur ce cercle et sur la courbe (C) sont
situés a l'intersection de ces deux lignes. Le nombre total de ces
points d'intersection est 2p; mais il y en a p —1 qui sont con-
fondus avec K, et qui ne satisfont pas & la condition voulue pour
étre des points principaux ; les points restants, au nombre de p+1,
sont les points principaux cherchés.

19. Appliquons les résultats précédents au cas ou la courbe (C)
se réduit & une droite D. L’énoncé du probléme devient alors le
suivant :

Etant donnés deux points fixes O et K, et une droite fixe D,on
joint le point O a un point quelconque M, puis du point K on
abaisse une perpendiculaire sur OM qui rencontre la droite D en
un point I. On demande quel est le systéme de courbes tel, que
la tangente en M, a la courbe qui y passe, aboutisse au point.I.

Nous savons immédiatement que les courbes ainsi définies
forment un faisceau dont la caractéristique v est égale a I'unité, et
que les trois points principaux simples de ce faisceau sont le
point O et les deux points d’'intersection de D avec le cercle décrit
sur OK comme diamétre. Il résulte de 1a que I'équation différen-
tielle du systéme est un cas particulier de I'équation de Jacobi;
nous allons I'intégrer par la méthode géométrique, que nous avons
donnée il y a quelques années, pour ce genre d’équations (*).

20. Formons I'équation différentielle du probléme en prenant
pour origine des coordonnées le point O, et pour axes deux droites
rectangulaires dont I'une, 'axe des y, soit paralléle a la droite D.
Soient

(11) X =1

(') Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXVIII, p. 1093 et 1837.
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I'équation de la droite D, « et 3 les coordonnées du point K. Dé-
signons par x, y les coordonnées du point M, et par X, Y les
coordonnées courantes. L’équation de laperpendiculaire 3 OM

menée par le point K est
r

{12) Y—ﬁ:—:—;(x—a).
Les équations (r1) et (12) fournissent immédiatement les coor-
données du point I, qui sont
X=h,
xr
Y=8——-(h—ua).
BT~

L . . . dy .
Ecrivons que le coefficient angulaire o de la courbe du faisceau

qui passe par le point M est égal au coefficient angulaire de MI;
on obtient

ou bien
(13) y(xdy —ydz) +[(« — h)z + Bylde — hydy =o.

Telle est 1'équation différentielle des courbes cherchées. Nous
pouvons, au moyen de cette équation, retrouver les points princi-
paux du faisceau. Ces points sont fournis par les systémes de va-
leurs de x et y qui vérifient les équations

. zy — hy =o,
(14) yi—(e—h)r—By=o.

La premiére équation se dédouble en y = o et x = k. En fai-
sant ¥ = o dans la seconde, on obtient x = 0; on retrouve ainsi
comme point principal le point O. Pour x = £, la seconde équa-
tion devient une équation du deuxiéme degré en y, et détermine
deux autres points principaux situés sur D. On voit, d’ailleurs,
immédiatement que ces points sont situés sur la courbe

a2+ y*—ar —By=o,

qui n’est autre que le cercle décrit sur OK comme diamétre. C'est
le résultat déja trouvé géométriguement.
ViL, 13
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21. Cela posé, si nous appelons

n—~o, ¢=—O0, W=—/TO0

les équations des droites EF, OF, OE, qui joignent deux a deux
les trois points principaux, et si nous désignons par p le rap-
sinIME.  sinOME
‘ sinIMF * sin OMF
de I'équation (13) peut s’écrire

ort anharmonique constant » 'intégrale générale
p q graie g

(15) w kw1 =C,

C désignant une constante arbitraire ().

La droite u=o0 n’est autre que'x—h =o0. Pour avoir les
équations des deux autres, retranchons membre & membre les
équations (14), aprés les avoir multipliées respectivement par x

et pary : on obtient
(e —h)a*+ Bxy — hyr=o0,

équation du systéme des deux droites OE et OF. Les coefficients
angulaires de ces deux droites sont, en conséquence, donnés par
I'équation
hm?*— Bm — (e« — h) = o,
d’otr
BB+ fuh + 42
m= 24 ’

En désignant par m' et m” ces deux coefficients angulaires, nous
gnant p 1 gu
pouvons écrire les équations des deux droites OE et OF

y—mzr=—=o0, y—m'z=o.

11 ne reste plus qu'a déterminer p. Or, soient N et Q les points
d'intersection de D avec OM et Ox; on a

__sinIME  sinOME __ IE _NE
P = SinIMF "sinOMF _ I1F ' NF

(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sci , t. LXXVIIL, p. 1837.
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Ce rapport anharmonique étant constant ('), quelle.que soit la
droite OM, évaluons-le dans le cas particulier ou OM coincide
avec Ox. Alors le point I est rejeté a I'infini, et I'on obtient

__QF tangQOF _ m”
P~ QE™ tangQOE ~— '

En remplacant dans (15) u, v, w et p par leurs expressions, et
simplifiant, on trouve l'intégrale cherchée

(z— Ry =m"(y —m' 2 )™ (y — m"x)~™ =C.

Remarque. — Les courbes définies par cette équation seront
algébriques, si I'on a @ = f3, et si « est commensurable avec k.

22. Etude d’une équation différentielle. — Nous allons main-
tenant examiner quelques cas particuliers intéressants de I'équa-
tion différentielle

66) |

(2*+ ) (2dy — ydx) — (a2 + bxy +cy?)dy
—+ (am’+‘3.ry+7_y")(lz:0.

Cette équation définit un faisceau de caractéristique v = 2,
ayant a 'origine un point principal quadruple. Il ne se distingue
des autres faisceaux satisfaisant aux mémes conditions qu’en ce
que les points ou la droite de 'infini est tangente a des courbes de
ce faisceau sont les deux ombilics, ¢’est-a-dire les deux points ima-
ginaires communs i tous les cercles du plan. Cette particularité,
qui disparait au moyen d’une transformation homographique, fa-
cilite, comme on va le voir, 'élude des courbes définies par
I'équation (16); et d’abord elle va nous permetire de ramener
cette équation A une équation différentielle linéaire, par une mé-

(*) On sait d’avance que ce rapport anharmonique est constant pour tout systéme
(1, 1) (Comptes rendus de I’ Académie des Sci , t. LXXVIII, p. 1693); mais on peut
le vérifier dans le cas actuel, en remarquant que, S étant le pied de la perpendicu-
laire abaissée de P sur OM, on a

IE_OE _ sinPSE _sinOSE
1F " OF ~ sin PoF ' sin OSF

Le second de ces rapports anharmoniques est constant, car les quatre angles dont il
dépend le sont, les cinq points E, F, O, P, S étant sur le cercle décrit sur OP comme
diamétr .

13.
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thode différente de la méthode générale indiquée plus haut (10), et
qui présente, dans certains cas, des avantages sur cette derniére.
A cet effet, effectuons un changement de variables, en posant
x=rcosb, y —rsinb,
d’ou
Y
6= =.
arctang —
On tire de 13, en différentiant,
dx = drcos6 — rsinfd, dy —drsinf -+ rcosfdo,
dy — .
zdy —yde _ .
x4yt
En substituant dans 1’équation (16), il vient
) r*df — (acos?6 + bsin0cosd + c sin*9)(dr sind + r cos6db)
1
(17 ~+ (« cos?8 + B sin0 cosd + v sin?0) (dr cosé — r sinfd6) — o.
Aprés avoir développé et ordonné, posons

1 . dr
t——y dou du—-——,
r )

acos?0 + (B — a) cos?@sinf + (y — b) cosfsin?0 — csin®0 = ——,

I
|

a@cos?6 + (b + «) cos?0sin6 + (¢ + B) cosOsin0 + ysin®0 ¥00)

En faisant cette substitution dans (17), on obtient I'équation
différentielle linéaire
du

25 Tue(8)+y(6)=o.

23. D’aprés ce que l'on a vu plus haut (8), si I'on considére
une droite quelconque OM issue del’origine, les tangentes menées,
aux divers points de cette droite, aux courbes du faisceau qui y
passent, concourent en un méme point I; et ce point est donné
par l'intersection des deux droites

e+ ft4qg8
= m Ty
o+ (B—a)t+ (7—b)l’—ct’.
1422

(18)

y=tzr+
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La construction du point I peut se faire d’'une maniére simple
dans certains cas particuliers. Supposons, par exemple, que 1'on
ait

f=a, b=—ua, ¢c=o0, y=o.

Les équations (18) se réduisent a

La seconde de ces équations représente une droite paralléle a
OM, et passant constamment par un point fixe A (x =o0, y =),
quelle que soit cette droite. Quant 4 la premiére, en posant

«
— =tangw, ¢= tangb,
a

son équation peut s’écrire
y = xtang (6 + o),

ce qui indique qu’elle fait avec OM un angle constant et égal a w.
De 12 on conclut la construction du point I pour chaque position
de la droite OM : ce point se trouve & l'intersection de la paralléle
4 OM menée par le point A (x = 0, y = «) et de la droite passant
par O et inclinée sur OM de I'angle w. Le lieu des points I est par
suite le segment capable de I'angle w décrit sur OA.

24. L’équation différentielle (16) se réduit, dans le cas consi-
déré, a

(19) (#*+y*) (zdy — ydz) — x(ax — ay)dy + z(azx + ay)dr =o;
elle est la traduction analytique de 1'énoncé suivant :

Etant donnés deux points JSixes O et A, trouver un systéme de
courbes telles que la tangente en un point quelconque M & la courbe
qui'y passe aboutisse au point 1 d’intersection de la paralléle &
OM menée par le point A, avec la droite inclinée d’un angle
constant » sur OM et menée par le point O.

Cherchons a intégrer I'équation (19). Pour cela, écrivons-la de
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la maniére suivante :
(2*+y*— ax)(xdy — ydzx) + ax(zdz + ydy)=o,

ou bien, en effectuant les changements de variables indiqués pré-
cédemment (22),

r(r-—-acose)de—}— adrcosf = o,

ou encore

du+a'l o
db « acos®

C’estune équation différentielle linéaire, dont’intégrale générale est

LN
u:e—j:‘.i:—. C——f e‘/‘:-a_:{! 9
0

a cosf

ou bien

(20) lzle—%"_..) C— °ef‘.(e_|.)_—,19 .
r « N cosf

. . g . . T
25. Considérons le cas particulier oit @ = o, c’est-3-dire » = =

L’intégrale précédente se simplifie et se réduit *

0
=l<c — f io—),
« % cosf

d’ou I'on conclut, en effectuant 'intégration,

;'7 = %[C-— logtang(-z- -+ %)Js

(*)-

Nl-

ou encore

I
(21) - =—log

Dans ces équations, C et K désignent des constantes arbitraires.

(*) En faisant tourner V’axe polaire d’un angle égal & 27 — 8, cette équation devient

log

NP
RI=

tangg
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Nous avons ainsi, en termes finis, I’équation générale des courbes
qui répondent i la question suivante :

Etant donnés deux points fixes O et A, trouver un systéme de
courbes tel, que la tangente en M & la courbe qui y passe abou-
tisse au point 1 d’intersection de la paralléle 8 OM menée par
le point A avec la perpendiculaire & cette droite menée par le
point O. »

IV. — Courbe d’ombre de la surface de vis a filet carré, éclairée
par des rayons convergents.

26. Examinons maintenant le cas ou 'on a
b=o0, ¢c=—a, a=o0, Bf=2a, y=o.
L’équation (16) devient
(22) (2*+?)(xdy —ydx) — a(x*— y*)dy + 2axyde =o.
Pour intégrer cette équation, servons-nous de la transformation

indiquée plus haut (22): elle devient alors, toutes réductions faites,

. dr
asind— — arcosf + r*=o,
db
ou encore

a si Odu 086 —
nd0+auc =1.

En remarquant que le premier membre de la derniére équation est
la dérivée exacte de au sin0, et désignant par w un angle constant,
on obtient I'intégrale cherchée, qui est

ausing — 6 — w,

. . Y 1
d’ou l'on tire, A cause de =T

(23) r= .

27. Les courbes définies par une équation de cette forme jouis-
sent d'une propriété remarquable : ce sont les projections, sur un
plan horizontal, des lignes d’ombre propre d’une surface de vis
@ filet carré & axe wertical, éclairée par des rayons lumineux
convergents.
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Nous avons déja rencontré ce résultat dans une étude Sur les
surfaces de vis, insérée au Compte rendu du Congrés de Paris de
I’ Association francaise pour I’avancement des Sciences (p. 177).
Nous allons en donner ici une nouvelle démonstration directe, &
I'aide de quelques considérations géométriques fort simples.

Prenons pour plan horizontal de projection le plan perpendi-
culaire 4 I'axe de la surface de vis qui contient le point lumineux A,
et, dans ce plan, rapportons la projection de la courbe d’ombre
propre a un systéme de coordonnées polaires ayant pour péle le
pied O de I'axe de la surface de vis, et pour axe polaire Ox la droite
joignant le point O au point lumineux A. Posons OA = a, et dési-
gnons par @ 'angle que fait avec Ox la génératrice de la surface
située dans le plan horizontal. En appelant / le pas de la surface
de vis, et p le paramétre de distribution commun & toutes les géné-
h

ratrices, on a, comme on sait, p =

27

28. Cela posé, considérons une génératrice quelconque G dont
la projection horizontale Og fait avec Ox un certain angle que
nous désignerons par 6, et évaluons la distance Om = r du point O
au point m, projection horizontale du point M de la courbe d’ombre
situé sur G. Ce point M n’est autre chose que le point de la géné-
ratrice G en lequel le plan passant par cette droite et le point lu-
mineux A est tangent 2 la surface; en désignant par 9 I'angle de ce
plan avec le plan projetant horizontalement la génératrice G, et se
rappelant que ce dernier plan est le plan central de la génératrice
et que le point central est situé sur I'axe, on a

(24) r=p tangy.

Evaluons tangg; pour cela, soient / la distance du point A 34 Og
et d la hauteur de G au-dessus du plan horizontal de projection.
On a évidemment

tange = =3

Ql~

mais on a aussi d’autre part

l=uasin0, d:i(o—w).
2m

En tenant compte de ces expressions, et substituant a p et a tangg
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leur valeur dans la relation (24), on obtient

a sinf
—_— 1

06— w

équation polaire de la projection horizontale de la courbe d’ombre.
C’est identiquement, comme on le voit, 'équation (23) (*).

29. Remarques. — 1° L’équation trouvée est indépendante du
pas & de la surface de vis; on en conclut que la projection hori-
zontale de la courbe d’ombre est la méme, pour toutes les surfaces
de vis a filet carré de méme axe, éclairées par le méme point lu-
mineux, et ayant en commun une génératrice située dans le plan
horizontal qui contient le point lumineux.

2° Pour une méme surface de vis a filet carré, si I'on déplace le
point lumineux sur une verticale, on obtient une succession de
courbes d’ombre, et, pour avoir les équations polaires des pro-
jections horizontales de ces courbes, il n'y a qu’a faire varier @
dans I'équation (23). L’angle » n’étant autre chose que la con-
stante arbitraire introduite par I'intégration de I'équation (22), on
en conclut que, sur un méme plan horizontal, les projections des.
courbes d’ombre d’une surface de vis & filet carré, éclairée par
une série de points lumineux situés sur une paralléle a l’axe de
la surface, forment un faisceau de caractéristique égale & 2,ayant
pour point principal quadruple le pied de I'axe sur le plan de
projection.

30. Les points principaux du faisceau des courbes d’ombre
sont donnés par le systéme des deux équations
(.r’—l-—)”)x— alz*—y%) =o,

(25) (z+ yt)y — 2axzy =—o.
La seconde équation se dédouble en y = o, et

(26) x4+ y*—2axr—=o.

(') Dans le cas ot w est nul, c’est-a-dire ol le point lumineux est sur la surface,
asinf
[}
qui signifie que 'axe polaire, ou bien la génératrice qui contient le point lumineux,

fait partie de la ligne d’'ombre; c’est évident géométriquement.

I'équation se réduit a r =

+ Elle est vérifiée, quel que soit r, pour 0 = o, ce
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En faisant y = o dans la premiére des équations (23), elle se ré-
duit a

2 (x —a) =o,

ce qui donne comme point principal, en dehors du point O déja.
connu, le point A (x = a, y = o), c’est-a-dire la projection hori-
zontale du point lumineux.

En vertu de I'équation (26), remplagons dans la premiére des
équations (25) x?+ y? par 2ax; nous obtenons

a2+ y*= o,

équation qui, combinée avec (26), fournit les deux autres points
principaux ; ce sont, comme on le voit, les deux ombilics du plan.

En résumé, les points principaux du faisceau composé des pro-
jections des courbes d’ombre de la surface de vis & filet carré
comprennent le pied de l'axe de la surface de vis qui compte
pour quatre points, la projection du point lumineux et les deux
ombilics du plan.

31. Les deux équations (25) se prétent & une interprétation
géométrique trés-simple : elles définissent respectivement les lieux
des points de contact des tangentes aux courbes du faisceau paral-
leles a I'axe des y et a I'axe des .

La seconde des équations (25), nous I'avons déja vu, se dé-

double en
ry=o e 2*+y*—2azxr—o.

Le lieu qu’elle définit comprend, par suite, la droite OA, ce qui
s’explique par cette raison que la droite OA fait partie du faisceau
(28); il comprend, en outre, le cercle décrit du point A comme
centre avec AO pour rayon.

Quant a la premiére des équations (25) (!), on reconnait qu’elle
n'est autre que I’équation de la strophoide droite ayant pour point
double le point O et pour sommet le point A. On conclut de 13 le
résultat suivant :

Les points de contact des tangentes menées & la projection

—

. . acos2d
(*) Ou, en coordonnées polaires, r = “eord "
s
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horizontale de la courbe d’ombre de la surface de wvis & filet
carré, parallélement & la droite qui joint le pied de l'axe a la
projection du point lumineux, sont situés sur le cercle décrit de
ce dernier point comme centre et passant par le pied de I’axe.

Les poinis de contact des tangentes & la méme courbe perpen-
diculaires & la direction précédente, sont situés sur une strophoide
droite, ayant pour point double le pied de l’axe de la surface
de wis, et pour sommet la projection du point lumineux.

On peut ajouter, 4 cause de la forme méme de I'équation (22),
que les points de contact des tangentes menées a la méme courbe
parallélement & une direction JSixe, mais d’ailleurs quelconque,
sont sur une anallagmatique du troisiéme ordre, ayant pour point
double le pied de U'axe de la surface de vis. L’asymptote réelle
est paralléle & la direction choisie, et les tangentes au point
double sont rectangulaires.

32. Construction de la tangente & la projection horizontale de
la courbe d’ombre. —Pour avoir la langente en un point quel-
conque M de la projection de la courbe d’ombre, il suffit de
déterminer le point T auquel aboutissent les tangentes aux courbes
du faisceau (22) menées aux divers points de rencontre de ces
courbes avec OM.

Ce point I est déterminé par U'intersection des deux droites (18)
dont les équations deviennent, dans le cas actuel,

2t
(27) .7: l—t’x’

(28) y=t(z+ a).
A cause de t == tangf, I'équation (27) peut s’écrire
y = xtang26.

Par suite, la droite qu'elle définit fait avec Ox un angle double
de I’angle formé par OM avec la méme droite ; autrement dit, elle
est symétrique de Ox par rapport 8 OM.

La droite (28) est la paralléle 2 OM menée par le point fixe B,
symétrique de A par rapport & O. De la construction de ces
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deux droites on conclut immédiatement que le point I s’obtient
en prenant le symétrique du point A par rapport 3 OM.

En conséquence, la tangente, en un point quelconque M de la
projection horizontale de la courbe d’ombre de la surface de vis
& filet carré, s'obtient en joignant le point M au point symeé-
trigue de la projection du point lumineux, par rapport & la droite
qui joint M au pied de I'axe de la surface de vis.

Cette construction donne, comme cas particulier, celle de 1'a-
symptote. L’équation (23) indique, et on le voit d’ailleurs géomé-
triquement, que la courbe a une asymptote paralléle i la génératrice
de la surface de vis située dans le plan horizontal qui contient le
point lumineux. L’asymptote elle-méme est la paralléle a cette
génératrice menée par le point B.

33. La construction & laquelle nous venons d’arriver, pour la
tangente a la projection horizontale de la courbe d’'ombre de la
surface de vis 3 filet carré, se trouve mentionnée dans la Note sur
les surfaces de vis que nous avons communiquée au Congrés de
Paris de I’ Association frangaise : 4 ce moment-la cette construction
nous avait paru nouvelle; mais depuis nous I'avons retrouvée dans
le Traité de Géomeétrie descriptive de M. de la Gournerie
(III® Partie, p. 148), ou elle est obtenue d'une maniére simple et
élégante par la considération d'un paraboloide osculateur. Nous
saisissons ’occasion qui se présente de restituer au savant géométre
la priorité qui lui appartient dans cette question, en appelant seu-
lement I'attention sur la méthode toute différente qui nous a
conduit a la résoudre, et notamment sur I'équation trés-simple
en coordonnées polaires de la projection horizontale de la courbe
d’ombre, qui nous semble n’avoir pas été signalée jusqu’ici dans les
traités de Géométrie descriptive. Cette équation, non-seulement
se préte a la détermination facile de la tangente, comme nous
I’avons vu, mais elle permet aussi de se rendre compte trés-aisé-
ment de 'allure générale et des particularités intéressantes que
présente la courbe.



