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APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES ET PROBLEMES ADDITIFS
DANS LES GROUPES ABELIENS LOCALEMENT COMPACTS

PAR

JEaN-PiErre SCHREIBER

[Orléans]

REsuME. — Soient G un groupe abélien localement compact, et A une partie
discréte de G supposée relativement dense au sens de Borr. On montre que les
propriétés suivantes sont équivalentes :

1° Il existe une partie finie F de G telle que A + AcA + F.

2° Tout homomorphisme de G dans R/Z peut étre approché, uniformément sur A,
par des homomorphismes continus.

Les ensembles possédant ces propriétés ont été introduits par Yves MEYER dans
les groupes R". Ils sont ici étudiés dans les groupes abéliens localement compacts
généraux et ensuite, plus particuliérement, dans les corps p-adiques. On donne, en
application, des propriétés nouvelles des nombres de Pisot-Chabauty des corps
p-adiques.

Introduction

Nous exposons dans cet article les propriétés générales des « modéles »
dans les groupes abéliens localement compacts, et plus particuliérement
dans les espaces de dimension finie sur les corps locaux. Les « modéles »,
introduits par Yves MEYER [7] dans le groupe R”, sont des ensembles
possédant des propriétés remarquables relativement a des problémes
d’approximation diophantienne et généralisant, en un sens, les sous-
groupes discrets. Cet auteur en a donné de nombreuses applications a
la théorie des nombres et a I’analyse de Fourier (cf. [8]).

Bien qu’ils ne possédent pas de sous-groupe discret non trivial, les
corps p-adiques contiennent des modéles; leur étude a donné I'idée d’une
définition générale applicable aux groupes d’une large classe : ceux qui
peuvent étre associés & un autre groupe abélien localement compact,
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au sens de la définition 1 du chapitre I, ci-dessous. Il est bon de souligner
que I’étude systématique de ces notions dans le cadre général, outre
qu’elle donne les moyens d’étendre les résultats d’Yves MEYER aux
corps p-adiques (et notamment ceux relatifs aux nombres de Pisot),
permet aussi de définir comme des modeles des ensembles remarquables
de nombres entiers.

Le chapitre I donne la définition des modéles a partir de la notion
de «groupes associés » qui est étudiée en détail. Le théoréme 1 carac-
térise ces modéles par une propriété d’approximation diophantienne :
celle d’étre un ensemble harmonieux (cf. [7]).

Au chapitre II, on donne une autre caractérisation, additive, des
modeles, qui les fait bien apparaitre comme des généralisations simples
des sous-groupes discrets : les pseudo-sous-groupes.

Dans les chapitres III et IV, on étudie plus particuliérement le cas
des espaces vectoriels sur un corps local. La notion d’adéle joue un rdle
fondamental dans cette étude qui donne, en particulier, des propriétés
nouvelles des nombres de Pisot-Salem des corps p-adiques.

Cet article reprend la premiére partie d’une these de doctorat [11].
Pour les applications a I’analyse de Fourier, données dans la seconde
partie de cette thése, le lecteur est renvoyé a [11] ou a la monographie
d’Yves MevYER [8]; dans [10], on trouvera l’étude du modéle le plus
typique de Q,.

CHAPITRE I

Groupes associés, modéles et ensembles harmonieux

Des problémes d’approximations diophantiennes sur des groupes G
abéliens localement compacts généraux conduisent a la notion d’ensemble
harmonieux. Ces ensembles, lorsqu’ils ne sont pas trop «rares », peuvent
&tre construits explicitement en «associant» un autre groupe abélien
localement compact a G.

1. Définitions

DEriniTION 1. — Soient G et G’ deux groupes abéliens localement
compacts (a.l.c.), et soit D un sous-groupe discrel de G @ G', tel que
le quotient (G @ G')/D soit compacl. Soit = (resp. n') la projection cano-
nique de G @ G' sur G (resp. G").

(a) On dira que G’ est D-associé (ou associé par D) a G si

(i) =’ (D) est dense dans G';

(ii) GNnD={0} dans G G'.
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(b) Si on a, de plus,

(iiiy GnD ={0};
on dira que G’ est proprement D-associé a G.

(¢) Si G’ est D-associé¢ a G, et G est D-associé a G', on dira simplement
que G et G’ sont D-associés.

Enfin, nous dirons, par abus de language, que G et G’ sont associés

s’il existe un sous-qroupe D de G @ G’ tel que G et G’ soient D-associés;
cette propriété fait jouer @ G et G' deux roles symétriques.

PropositioN 1. — Soit D1 Porthogonal de D ([13], 2.1.1) dans le
dual G G de GO G

(@) Si G' est D-associé¢ a G, G' est Di-associé¢ a G.

() G et G' sont D-associés si, et seulement si, G’ est proprement
D-associé a G et G proprement D1-associé a G.

En effet, on remarque d’abord que D! est un sous-groupe discret
de GP G (isomorphe au dual de G @ G’/D) et que (CA¥ D G’)/Dl est
compact. Ensuite, la propriété (i) de la définition 1 (a), est équivalente a

(i) G'nDL={0};
parce qu’un isomorphisme continu de groupes a.l. c. est injectif si, et
seulement si, I’homomorphisme transposé a une image dense.

Toute la proposition 1 s’en déduit.

Exemples :

(a) Soit G un groupe abélien compact, et soit G’ un sous-groupe
quelconque de G que nous munissons de la topologie discréte. Soit D
le sous-groupe de G @ G’ constitué des couples (¢’, g’), ot ¢’ G’ (G’ et
son image canonique dans G étant confondus, par abus de notation).
Alors G’ est proprement D-associé a G.

Si G’ est dense dans G, G et G’ sont D-associés.

(b) Inversement, si G est un groupe discret, et G’ un compactifié
de G, on voit que G et G' sont naturellement associés par un groupe
isomorphe a G.

(c) Soit n un entier positif, et soit dans le groupe R @ R* un sous-
groupe discret D, isomorphe a Z++!, c’est-d-dire un réseau de R*+!.
Si D se projette de maniére injective, et avec des images denses dans R
et dans R”, les groupes R et R” sont D-associés. Ceci est le premier
exemple de groupes associés, introduit, et utilisé par Yves MEYER [7], et
qui est a l’origine de notre travail.

(d) Soit Q, I’ensemble des nombres p-adiques muni de sa structure
de groupe additif a.l.c. Soit Z (p—') le groupe des rationnels de la
forme a/p* (a€Z, n> 0) et ses images canoniques dans Q, et dans R
que nous noterons encore Z (p~—*). Soit alors D le sous-groupe de R @ Q,,
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300 J.~P. SCHREIBER

formé par les couples (h, h), out h décrit Z (p—). Il est facile de voir
que R et Q, sont D-associés. Ceci est ’exemple de base qui sera étudié
ensuite plus en détail (chapitres III et IV).

DErFiNITION 2. — So0it G’ un groupe D-associé au groupe a.l.c. G.
Pour toute partie relativement compacte K de G', posons

A" =n{(GXK)ND}|={n(d);deD et =’ (d)e K},

et appelons AX le modéle défini par G sur K.

En général, nous appellerons modéle de G tout ensemble AX du
type précédent défini par la donnée de G', D, K.

DansI’étude des modéles, nous ferons usage de la terminologie suivante :

DErFiNiTION 3. — Nous dirons qu'une partie A d’un groupe a.l. c.
est relativement dense dans G s’il existe un compact H de G pour lequel
A4+ H=GI2]

Et, pour plus de commodité, nous appellerons ensemble bien séparé
de G ce qui est souvent appelé ensemble uniformément discret.

DerFiNiTION 4. — Soit A une partie d’un groupe a. l. c. G. S’il existe
un voisinage de l'origine » tel que, chaque fois que 7 et 3’ sont deux éléments
distincts de A, (A + o)n (X + ») est vide, nous dirons que A est bien
séparé (par ).

Si une famille (A;);c. de parties de G a tous ses éléments bien séparés
par un méme w, nous dirons qu’elle est uniformément bien séparée.

On a alors, avec les notations de la définition 2, ’énoncé suivant.

ProposiTION 2 :

(a) Lorsque h parcourt G’, les modéles A*+" définis sur G sont unifor-
mément bien séparés.

(b) Si K est d’intérieur non vide dans G’, A% est relativement dense
dans G.

La démonstration de cette proposition ne présente aucune difficulté
et sera laissée au lecteur.

Si le groupe G', D-associé 4 G, n’est pas proprement D-associé a G,
les modeéles A%, définis sur G, sont invariants par le sous-groupe
discret GnD de G. Autrement dit, la topologie de G’ ne permet pas
de «séparer » les points du modéle AX, ce qui a des inconvénients dans
les applications. En fait, comme nous allons le montrer dans le para-
graphe suivant, on peut modifier dans ce cas le groupe G’ de maniére
a retrouver le modéle AX comme modele défini a partir d’'un groupe
proprement D-associé a G.
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2. Extensions de groupes associés

ProrpositioN 3. — Si G’ est proprement D-associé a G, il existe une
extension G" de G' par un groupe discret () & telle que G et G” soient
associés par une extension @ de D par &.

Soit S I'adhérence dans G du sous-groupe relativement dense = (D),
et soit E un sous-groupe quelconque de G ayant une projection & dense
dans G/S. Notons @ le groupe E + = (D) sur lequel nous mettons la
topologie discréte. Soit D le sous-groupe du groupe a. 1. ¢. @ @ G,
constitué par les couples (z (d), — =’ (d)), ou d décrit D; alors D est
fermé, et le groupe G" = @ & G’/D~ est localement compact. Le groupe @
s’identifie alors canoniquement a un sous-groupe dense de G” et donc
4 un sous-groupe de G @ G”, noté encore @, discret puisque G P G’
est un voisinage ouvert de I'origine G @ G”" et que ®n(G P G') = D.
Ce sous-groupe est aussi relativement dense, et il en résulte que G et G”
sont @-associés.

Remarquons bien que cette construction dépend du choix, assez
arbitraire, du groupe E.

Plus généralement, soit G’ un groupe D-associé & G, pas nécessai-
rement proprement, et soit S I’adhérence dans G du groupe = (D).
Le groupe G’ est encore D-associé a S, et G est, lui, proprement D*-associé
a S, en notant D* 'orthogonal de D dans AG’ &) S\ On peut donc, par
la proposition 3, construire une extension G” de G’ et, par dualité, on
trouve un groupe G”, extension par G’ d’'un groupe compact, tel que G”
et S soient associés. Mais alors G” est proprement associé 4 S et donc
aussi & G. En appliquant a nouveau la proposition 3, on peut construire
un groupe G”, extension de G” par un groupe discret, tel que G et G”
soient associés.

En résumé :

ProrosiTioN 4. — Si G’ est D-associé a G, il existe un groupe compact,
une exlension G”" de ce groupe compact par G' proprement associée a G,
el une extension G" de G" par un groupe discret telle que G" et G soient
associés.

En application des propositions 3 et 4 et de leur démonstration, on
obtient les résultats suivants.

CorOLLAIRE 1. — Si G’ est D-associé a G et si AX est un modéle sur G,
défini par une partie K de G', il existe un groupe G” tel que G" et G soient
associés par un groupe D’, el une partie relativement compacte K’ de G”
telle que A¥ soit identique au modéle AX défini sur G par K'.

(*) Nous disons qu’un groupe A est extension d’un groupe B par un groupe C
si B est isomorphe a un sous-groupe de A, et C isomorphe a A/B.
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Démonsiration. — En suivant les constructions de la proposition 4,
on commence par relever K dans G" dont G’ est le quotient par un
groupe compact. On obtient ainsi une partie relativement compacte

de G" qu’on injecte dans G” dont G” est un sous-groupe ouvert, ce
qui fournit K'.

CoroLLAIRE 2. — Toule partie d’'un modéle est un modéle.

En effet, 4 partir du moment olt G” et G sont associés, a toute partie A
du modéle A%, défini par cette partie relativement compacte K’ de G”,
correspond une partie L de K’ telle que A = AL

Dans le méme ordre d’idée, on a la proposition ci-apres.

ProposiTION 5. — Soit A une partie d’'un groupe a. l. c. G, el soit ®

un sous-groupe fini de G. Si 'image X de A dans G|® est un modele
de G|®, A est un modéle de G.

Supposons en effet que G’ et G/® soient associés par D et soit @
I'image réciproque dans G, par I'application quotient, de la projection
de D dans G/®. L’application de @ dans G’ définie par

@®—>DO~D—> G

est un homomorphisme (non nécessairement injectif) d’image dense
dans G’. Le groupe G’ se trouve alors -associé (non nécessairement
proprement) & G. Et si le modéle X de G/® était défini par une partie K
de G', le modéle AX défini sur G par le systéme (G’, @, K) contient A.
Donc A est un modéle d’aprés le corollaire 2.

ProrositioN 6. — Si A est un modéle du groupe a. l. c. G, et F une
partie finie de G, A + F est un modéle.

Grace aux corollaires 1 et 2, il suffit de faire la démonstration dans
le cas ol on a un groupe G’ tel que G et G’ soient D-associés, ot A = AX
pour une partie relativement compacte K de G', et ot F={0,al,
a étant un point quelconque de G.

Considérons le groupe A engendré par a dans G et, faisant jouer 4 A
le role du groupe E dans la démonstration de la proposition 3, avec
la méme démarche construisons un groupe @ isomorphe a = (D) + A
et un groupe G” tel que G” et G soient @-associés, G’ étant un sous-
groupe ouvert de G". Le point a de G est alors la projection sur G d’un
point de @ qui se projette en a’ sur G’. On obtient ainsi, en considérant
la partie relativement compacte K 4 {0, a’} de G" :

AK {0, a} = AK+toe),

Remarque. — On retrouvera, au chapitre II, de maniére moins
contructive, le résultat dela proposition 6, avec un peu plus de généralité.
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3. Réduction de groupes associés

A T'inverse de ce que nous avons fait au n° 2, nous allons montrer qu’on
peut réduire un groupe G’ associé 4 G 4 étre le groupe R” (pour n . 0),
Commencons par un lemme trés évident :

Lemme 1. — Si G’ est D-associé (resp. proprement D-associé) au
groupe a. l. ¢. G, si O est un sous-groupe ouvert, et K un sous-groupe
compact de G’ :

(a) © est associé (resp. proprement associé) a G;

(b) G'|K est associé a G [resp. proprement associé a condilion que
Knn'"(D)={0}].

Cela étant, on sait ([13], th. 2.4.1, p. 40) que tout groupe a. l. ¢. G’
possede un sous-groupe ouvert isomorphe a4 R”X K, out n est supérieur
ou égal a 0, et K est un sous-groupe compact de G'. Il résulte alors
immédiatement dulemme le résultat suivant.

ProrposiTioN 7. — Si G posséde un groupe associé, il existe un enfier n,
positif ou nul, tel que R* soit associé @ G (R° = {0}).

L’entier n de la proposition 7 n’est évidemment en rien caractéristique
de G [cf. n° 1, exemple (c)]. Remarquons cependant que, si n = 0, G est
I’extension d’un groupe discret par un groupe compact.

Réciproquement, en complément des exemples du n° 1, on voit que
si G est extension d’un groupe discret par un groupe compact, 0 est
associable 4 G, et a ’aide de la proposition 4, on peut construire des
groupes G’ tels que G et G’ soient associés.

CorOLLAIRE 3. — Si G est un groupe de lorsion, el si G posséde un
groupe G’-associé, G est I'extension d’un groupe discrel par un groupe
compact.

En effet, si R?, avec n > 0, est D-associé¢ & G, D, qui est isomorphe
4 un sous-groupe de G, contient d’autre part nécessairement des éléments
d’ordre infini.

L’intérét de ce corollaire est de montrer que l’existence, pour un
groupe G donné, d’un groupe associé G’, n’est pas automatique.

Toujours dans le sens des réductions de groupes associés, on a la
proposition suivante.

ProprosiTioN 8. — Si A% est un modéle du groupe a. l. c. G, et si H
est un sous-groupe compact de G, la projection de AX dans G|H est un
modéle de G/H.

Appelant A le sous-groupe Dn(H X G') de D (avec les notations
du n° 1), et H' le sous-groupe discret de G’ : H = =’ (4), le groupe G'/H’
est D/A-associé & G[/H, et la projection de AX sur G/H est le modéle
défini par la projection de K sur G'[H'.
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Nous ne connaissons malheureusement pas la structure des groupes
a.l. c. associables; on dit que G est associable s’il existe un groupe a. 1. c. G
tel que G et G’ soient associés.

Le théoreme 2 du paragraphe 4 nous donnera cependant une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que G soit associable.

Un exemple de groupe a. 1. c. non associable peut étre trouvé dans [13],
2.4.7, en utilisant le corollaire 2 ci-dessus.

4. Modeéles et ensembles harmonieux

Rappelons [7] qu’un ensemble A d’un groupe a. l. ¢. G est dit harmo-
nieux si tout caractere faible de G (homomorphisme non nécessairement
continu & valeurs dans le tore T) est limite uniforme sur A de carac-
téres continus.

TutorEME 1. — Un modéle A* d’un groupe a. l. c. G, défini par une
partie relativement compacte K d’un groupe G' D-associé a G, est un
ensemble harmonieux.

En effet, avec les notations du n° 1, la restriction & AX d’un caractére
faible sur G est déterminée par la donnée d’un caractére sur le groupe
discret D, c’est-a-dire par un élément ¢ du dual (G G')/DL de D.
Soit ¢ >0, et soit V. l'ensemble des éléments y' de G’ vérifiant
supyex | (¢'s 9) — 1| =< ¢. Comme K est relativement compact, V. est

un voisinage de l'origine dans G’ et donc, en désignant par %’ (D!) la
projection, dense dans G’, de DL, on a *' DY) + V. = G'. Cela s’écrit
encore

Ve+DL+G=0Go G,

ce qui signifie, en passant au quotient par D!, que tout caractére

faible ¢ sur AX est somme d’un caractére fort y € G, et d’un caractére
faible ' appartenant 4 V., et on a

SUD, ¢ v | (3, 2) — (5 1) | = <.
C. Q. F. D.

Remarque. — 11 résulte aussi de la démonstration que l’ensemble
s='.;x€ G;supke‘\,(l(;(, )\)—-IIés}
est un modéle de G(Me = A’%), 4 condition que V. soit relativement

compact dans G’ : c’est le cas si K est d’intérieur non vide.

A partir de cette remarque, nous allons donner une réciproque du
théoréme 1.
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THEOREME 2. — Soit G un groupe a. l. c. métrisable (?), et soit A un
ensemble harmonieux, relativement dense, de G. Alors G est un groupe
associable, et A est un modéle de G.

Le théoréme 2 fournit une condition nécessaire et suffisante pour
qu’un groupe a. l. c. métrisable G soit associable : c’est de contenir un
ensemble harmonieux relativement dense. Cette derniére condition est
la généralisation directe de la propriété : G contient un sous-groupe
discret A tel que G/A soit compact.

Démonstration. — Soient S le plus petit sous-groupe fermé de G
contenant A, S son dual, et S le compactifié de Bohr de 8. Soit V,
I’orthogonal, dans §, du groupe engendré par A, et soit £ le groupe

compact §/V0. Dans 2, soit, pour ¢ fixé, 0 < = < /3,
Ve={yel;supien| () —1|=c ),

et soit 4¢ le groupe engendré par V..

(a) Remarquons d’abord que, puisque A est harmonieux, tout élément
de X est somme d’un élément de V. et d’un élément de S. On a, par
conséquent 5 + S = 3.

(b) D’autre part, il existe un voisinage de I'origine 1L dans S tel

que, dans 2, on ait V.nU = { 0}. En effet, si T est un compact de S
tel que A + T = S, et si U est choisi de sorte que

supreryea | (P — 1< V3 —s,
on aura pour y€UNV; :
sup.es| (1> ®) — 1] < V3,

ce qui entraine y = 0.

(c) Considérons maintenant sur le groupe ¢ la topologie % de la
convergence uniforme sur A. Un systéme fondamental de voisinages de
I’origine pour cette topologie est constitué par les ensembles ¥, =V,
et la topologie & est séparée puisque N,~, %, = {0}, d’aprés la défi-
nition de X = §/V,.

Puisque S est, par hypothése, métrisable, S est dénombrable & Iinfini,
et on peut, pour tout entier n > 0 et tout voisinage compact U de
I'origine dans S, recouvrir X par une suite de translatés de AU + 2,
Il résulte alors du théoréme de Baire que U + %, est un voisinage de
I'origine dans 2. La topologie induite sur V. par & est donc moins finie

(*) On verra au chapitre II que la métrisabilité de G n’est pas nécessaire.
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que la topologie induite sur V. par la topologie de X et donc chaque V.
qui est compact dans Z est compact dans % muni de la topologie .

(3¢, %) est donc un groupe abélien localement compact.

(d) Nous allons montrer maintenant que ¢ est associ¢ a S. Soit D
le groupe #n S. Dans s, D est dense puisque, pour tout p > 0,
S+ ¥V, = X, (A harmonieux).

Soit D le sous-groupe de §EB s¢ formé des couples (d, — d), ou d
parcourt D. I1 résulte de (b) que I est un sous-groupe discret de S @ se.
Le quotient (=) 96)/13 s’applique bijectivement d’aprés (a), et conti-
ntiment d’apres (c), sur le groupe compact 2, et est donc compact et
isomorphe 4 X. Donc ¢ est D-associé¢ a §.

L’ensemble M. = Ven.§ est alors le modele défini sur S par le
compact V. de 4¢. C’est donc, d’aprés le théoréme 1, un ensemble
harmonieux de $, relativement dense puisque V. est par définition de
la topologie un voisinage de l’origine dans #C.

(e) D’aprés la proposition 1, le groupe ¢ est DL-associé au groupe S.
Soit W, le compact de R

W.={yed®; supjen, | @ x) —1]=¢|.

Montrons que A est contenu dans le modéle défini sur S par W, :
un élément 2 de A définit un caractére sur D et donc un homomor-

phisme sur le sous-groupe dense de #¢ constitué par a€n S, a valeur
dans le tore. Par définition des ensembles 2, = V.., on a

Sup, o nel o) — 1= 2;,,’

ce qui prouve que ce caractére est continu pour la topologie induite

sur s¢n 8 par la topologie de J¢. Il se prolonge donc par continuité en
un caractére continu sur #¢ qui appartient & W.. Autrement dit,

dans S P z‘JAC, I’élément 2 de S est congru modulo D1 3 un élément
de W..

(f) Nous avons obtenu que A est contenu dans un modeéle défini
sur S sous-groupe fermé de G. En appliquant le corollaire 2 et la propo-
sition 4, on déduit qu'on peut trouver un groupe G’ tel que G et G’
soient associés, et que A soit un modéle de G.

Remarque. — Nous avons donné cette démonstration parce qu’elle
illustre bien le role de la dualité dans la notion de modéle et d’ensemble
harmonieux relativement dense. En particulier, on voit que :
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CoROLLAIRE 4. — Si A est un ensemble harmonieux relativement dense
d’'un groupe a. l. c. G métrisable et séparable (*), et si = est un réel,

0 < £ < /3, lensemble

A:={ye G supren| (@ ») — 1] =c}

est un ensemble harmonieux et relativement dense de G.

Il est bon aussi, pour certaines applications, de remarquer que, dans
I’énoncé du théoréme 2, I’hypothése que A est relativement dense peut
étre affaiblie : si I'on reprend la démonstration, on voit que cette hypo-
thése sert uniquement a prouver que l’ensemble V. est bien séparé
dans S, ce qui peut étre obtenu pour des ensembles pas trop lacunaires
(cf. plus bas, chapitre III, proposition 1).

Nous énoncerons donc le corollaire ci-aprés.

CoroLLAIRE 5. — Soient G un groupe a. l. c. métrisable, e A un
ensemble harmonieuz de G tel que Pensemble M des caractéres y de G

vérifiant suprea | (x, 2) — 1| <L ¢ soit bien séparé dans G pour un ¢
positif. Alors R est un modéle de G.

CHAPITRE 1I
Modéles et pseudo-sous-groupes

1. Définition

Si G est un groupe abélien, nous appellerons pseudo-sous-groupe de G
toute partie A de G telle qu’il existe une partie finie F de G pour laquelle
A—AcA+F.

En particulier, un sous-groupe de G est un pseudo-sous-groupe.

L’intérét, pour nous, de cette notion vient du résultat suivant.

ProrosiTioN 1. — Dans un groupe a. l. c. G, tout ensemble harmonieux
relativement dense est un pseudo-sous-groupe de G.

En effet, si A est un ensemble harmonieux de G, les ensembles A — A
et A — A — A sont harmonieux, par simple application de la définition.
En particulier, ’ensemble A — A — A est bien séparé (définition I.4)
parce que un ensemble harmonieux est toujours bien séparé comme on
le voit sans peine ([7], p. 10).

(°) Ces deux hypotheéses sont en fait superflues, comme on le verra au chapitre II.
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Si H est un compact de G tel que A 4+ H = G, l'’ensemble
(A — A — A)nH est donc un ensemble fini F de G, et on a donc

A—AcCA + F.

Ce chapitre est consacré a une réciproque de cette proposition.

THEOREME 1. — Dans un groupe a. l. c. G, tout pseudo-sous-groupe A,
localement fini dans G, est un modéle du sous-groupe fermé S qu’il
engendre dans G.

Avant de passer a4 la démonstration, remarquons que, si le pseudo-
sous-groupe A est relativement dense dans G, le sous-groupe S sera
a fortiori relativement dense dans G, et un groupe G’ D-associé & S
sera ipso facto D-associé & G : A sera donc, dans ce cas, un modéle de G,
et on aura donc en toute généralité un nouveau théoréme.

TrEOREME 2. — Dans tout groupe abélien localement compact, les trois
propriétés :
(i) A est un ensemble harmonieux relativement dense de G;
(ii) A est un pseudo-sous-groupe localement fini relativement dense de G;
(iii) A est un modéle relativement dense;
sont équivalentes.

Démonstration du théoréeme 1. — Supposant A non vide (sinon le
théoréme est trivial), on peut se ramener au cas ou 0 € A en effectuant
une translation convenable de A et en appliquant la proposition I.6.
Cela posé, nous allons faire la démonstration dans le cas le plus intéres-
sant ol A est supposé de plus relativement dense dans G. Ensuite (n° 6),
nous verrons comment on peut se débarrasser de cette hypothése supplé-
mentaire.

Mais d’abord deux lemmes fondamentaux.

2. Lemmes

LemMmE 1. — Soient ¢ une application continue de R” dans R™, et B
un cube centré a Uorigine dans R™, de coté b, tels que

Vaz,yeR,, 9@ —9@y) —9@—yeb.

Il existe alors une application linéaire continue l, unique, de R” dans R™
lelle que ¢ — 1 soit bornée; et on a de plus
VzeR?, ¢(x) —l(x)eB.
Ce lemme, dont la démonstration est trés élémentaire, se trouve sous

une forme voisine dans [12].
De la méme fagon, on montre un deuxiéme lemme.
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LemMME 2. — Si ¢ est une fonction de Zr dans R™, et B un cube centré
a lorigine dans R™ tels que, pour tout x et y de Z7, on ait

@ —9@ —9@—yeBL,

il existe un homomorphisme unique [ de Z» dans R™ tel que ¢ (x) — I (x)
soit borné. Et on a de plus ¢ (x) — I (x)€B.

Remarque. — Au chapitre suivant, on utilisera des lemmes analogues
dans les corps p-adiques.

3. Pseudo-sous-groupes relativement denses et localement
finis de R»

Soit A un cube de R”, A =[— a, a}’, dont tout translaté rencontre
au moins un point du pseudo-sous-groupe A. En recouvrant R avec
les cubes 24 4 (kia, k., ..., k,a), ou (ki ks, ..., k,) décrit le
réseau Z», on voit de proche en proche, en partant de I’origine, que
tout point de A appartient au sous-groupe de R” engendré par
(A—A)n2A. Comme A — AcA + F, A — A est localement fini, et
donc le groupe L, engendré par A, est de type fini.

Soit donc w,, ..., w, (m> p), des générateurs Z-linéairement indé-
pendants de ce groupe, appartenant a 2 A.

Identifiant w,, ..., ®,, & une base de R, on définit donc une pro-
jection = de R™ sur R’ qui met en bijection Z” et L. Inversement, on
définit une application { de A dans Z™ en posant, pour

r=Xtp Mo [p()eZ)
Y@ =1p @) om )

D’autre part, on peut paver R» avec des (p + 1)-simplexes choisis
de maniére que les sommets de ces simplexes soient tous les points
de A, et que, si A, et 1, sont des sommets d’'un méme simplexe, 4, — 4,
appartienne & 2 A. La fonction ¢ définie sur A se prolonge alors en
une fonction ¢ continue de R” dans R™ et affine sur chaque simplexe
du pavage ainsi défini.

Mais, comme I’ensemble (A — A — A)n6 A est fini, I’ensemble des
points de R™ de la forme ¢ (3,) — ¢ (A;) — & (X,), o %, 4:, A3 appar-
tiennent 4 A, et ou A, — 2, — A, appartient & 6 A, est fini et donc
contenu dans un cube B centré a l'origine dans R™. En associant au
point x de R (resp. aux points y et x — y) un sommet 7. (resp. A,
}.—y) d’'un simplexe dans lequel il se trouve, on obtient

h. —z€2A [resp. 2, —ye2A et ., — (x — y)€2 A],

et donc
)\x - )\y - 7\7—)/66 A.
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Comme, d’autre part, ¢ () — ¢ (A.)€B [resp. ¢ (y) — ¢ (A,)€B et
9 (* — y) — ¢ (A+—y)€B], on obtient finalement

9 @) —9@y) —o(@—y)ed B, pour tout z et tout y de Rr.

On peut déduire du lemme 1 que ¢ est la somme d’une application
linéaire continue [ de R” dans R et d’une fonction bornée. La variété
linéaire I (R”) est de rang p puisque sa projection par = sur R” est rela-
tivement dense et donc surjective.

Soit alors ©’ une projection de R™ sur R”—7 parallélement a I (R?),
et soit G’ I'adhérence dans R™—” du groupe =’ (Z™). Le groupe G’ ainsi
obtenu, isomorphe & R"7—7X 27 (0 < ¢ = m — p), est alors Zm-associé
4 Rr par les deux projections = sur R? et =’ sur G'. Et, par le choix
méme de ©’, on voit que la projection sur G’ des points de Z™, se
projetant en des points de Rr, appartenant & A [c’est-a-dire la pro-
jection ' (§ (A))], est bornée. A est donc un modéle de R» défini par
cette partie bornée de G'.

4. Gas ou G = R’ x K, avec K groupe compact

Le raisonnement est tout 4 fait analogue au précédent. On considere
un «cube» A de R?XK, A =[— a, a]? XK, dont tous les translatés
rencontrent au moins un point de A, et a ’aide des mémes translations,
on montre que A est contenu dans le groupe L de type fini engendré
par (A — A)n2 A. Cette fois, L est isomorphe a Z" x®, ou ® est un
groupe fini. Plus précisément, on peut dire que LN K est isomorphe
a Z7 X ®, et que la projection de L sur R» parallélement a K est iso-
morphe a Z"—7 (avec m — ¢ p et ¢ 0).

(a) Commencons par étudier le cas ot ® = {0}, c’est-d-dire out L
est sans torsion.

Soit A, la projection de A sur Rr. Du fait que (A — A)n K est fini,
le nombre de points de A se projetant sur un méme point 2 de A, est
majoré uniformément par rapport a 2.

Soient aussi w,, ..., w, des générateurs indépendants de L ordonnés
de maniére que w,, w,, ..., w, appartiennent a K, les autres se projetant
en o}, ,, ..., o} sur R?. Comme au n° 3, on identifie w,, ..., w» & une
base de R, mais cette fois on définit une application mulfivoque W
de A, dans Z™ en faisant correspondre au point

A=, Mok, +...+pon(@)o,

de A, l’ensemble W (1) de tous les m-uples d’entiers de la forme
{01y - e Pgs gt (A)s - - o5 pm () } et tels que

Juaon +-.-+quq+9q+x 0\)“(/4—1 +...4+ Pm ()\)meA-
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Comme on I'a vu plus haut, pour chaque 4 de A,, ¥ () est un ensemble
fini. Mieux encore, comme (A — A — A)n6 A est fini

(6 A =[— 6a, 6 al X K),

on a :
(%) L’ensemble

(UMW () — W) — W ()); iy hey a€Ay, Ay —dy — hoe[—6a, Ba) |

est fini et contenu dans un cube B centré & I’origine dans R.

Soit alors ¢ une sélection quelconque de W, c’est-a-dire une fonc-
tion (univoque) de A, dans R™ telle que, pour tout 2 de A,, ¢ (A) e ¥ (3).
Comme au n° 3, on peut alors prolonger ¢ & R” tout entier et montrer
que ¢ est somme de la restriction & A, d’une application linéaire
continue Iy, et d’une fonction prenant ses valeurs dans 4 B.

Mais il en résulte de la propriété (%) ci-dessus et de I'unicité de
l'application 1y, donnée par le lemme 1, que si ¢, et ¢, sont deux sélec-
tions de W, Iy, = l),. (A partir de ¢, et ¢,, on construit une sélection
«mélangée » ., coincidant avec chacune des sélections ¢, et ¢, sur
des ensembles relativement denses de R” : on voit alors que Iy, = Iy,
et ly, =1y,.)

Par conséquent, il existe une application linéaire continue [ de R~
dans R et un cube 4 B de R tels que W soit la somme de la restriction
a A, de [ et d’'une application multivoque & valeurs dans 4 B.

Une projection n’ de R™ dans R™—7, parallelement a la variété
linéaire ! (R”) envoie donc tous les points de Z™ correspondant a des
points de A dans un ensemble borné de R™—». Appelant alors G’ la
fermeture dans R" 7 de n’ (Z™), le groupe Z™ se trouve étre discret et
relativement dense dans R”x G’ et donc dans (R? X K)G'.

Par conséquent, G’ et Z7, associé a RrPXK et A, est un
modeéle.

(b) Si @ n’est pas réduit a { 0}, on commence par faire le quotient
de G par ®. Dans G/®, I'image X de A est un pseudo-sous-groupe
localement fini, relativement dense et sans torsion; d’aprés (a), c’est
un modele et, d’aprés la proposition 1.5, A 4+ ® est un modéle et donc
aussi A.

5. Cas ou G est un groupe a. 1. c. quelconque

Soit W un voisinage compact de l'origine, contenant F et tel que
A+ W = G, et soit © le sous-groupe ouvert de G engendré par K.
Alors ([13], chap. II, (9.8)) © est isomorphe 4 R"XZ*x K, ou K est
un groupe compact, et I’ensemble A, = ANn© est un pseudo-sous-

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



312 J.-P. SCHREIBER

groupe localement fini et relativement dense de ©. En plongeant A,
dans R”" xR’ x K, les résultats du n° 4 donnent :

10 A, engendre un groupe isomorphe a Z"x®, ou ® est un sous-
groupe fini de ©.

20 On peut plonger Z™ dans R™—++) de maniére que I'image de A,
(considéré comme partie de R x ®) dans R+ soit bornée.

En fait, comme au n° 4, on peut se débarasser du groupe fini @ en
faisant le quotient de G par ® et en ne remontant & G qu’a la toute
derniere fin de la démonstration. Nous supposerons donc désormais
que ® ={0}.

(a) Soient L le groupe engendré par A, H le groupe engendré par A,
(donc isomorphe a Z™), H' le groupe R™—("+s) dans lequel nous savons
plonger H (2°, ci-dessus).

Munis de la topologie induite par celle de G, H est un sous-groupe
ouvert du groupe topologique (non localement compact) L, et donc L/H
est discret. L’idée de la suite est de construire une topologie sur L
induisant sur H la topologie induite par H’ et telle que cette fois L/H
soit compact.

Pour faire cela, il serait évidemment commode de pouvoir facto-
riser H dans L. D’oit la suite du raisonnement.

(b) Soit L' le groupe (sans topologie) (H'p L)/H*, ou H* est le
sous-groupe de H’' @ L constitué par les couples (h, — h), ou heH.
On a alors

0->H -~ L"-L'|H ~L/H 0.

Mais H' étant divisible, on peut le factoriser et écrire L'~ H' ¢ L/H.
Le choix de cette factorisation devra étre précisé [point (e)], mais on
peut d’ores et déja construire le groupe associé a G :

(c) Topologies : soit D un compactifié du groupe L/H. Le groupe L
se plonge alors injectivement dans R»—+)x [ par I'intermédiaire
de L'. Soit G’ 'adhérence de L dans R+ x I,

(d) G’ est L-associé & G : L se plonge injectivement dans G, injec-
tivement et avec une image dense dans G’, il reste 4 voir qu’il est rela-
tivement dense et discret dans G P G'.

(i) Si leL est petit dans G, il appartient & ©; s’il est petit dans ©
et dans R+, il est nul parce que R"—+ est (Lno)-associé a o,
par construction.

(ii) Si C, est un compact de R*—+*), et C, un compact de © tels que
(C X C,) + H = R»+9x0, onvoit que { (C,x D) xC.} + L =GP G

(e) Il reste a bien choisir la factorisation de H’ dans L’ de maniére
a obtenir que I'image de A dans G’ soit relativement compacte. Pour le
faire, il faut définir une projection ¢ de L’ dans H'. Comme L + H' = L',
il suffit de définir 'homomorphisme o sur A, qui engendre L. On est
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donc conduit & définir ¢ (1) successivement pour tous les éléments de A,
en surveillant par récurrence transfinie que o () tombe bien dans un
compact fixe.

(A) Soit donc 2€ A, 2¢H. On va définir un homomorphisme & du
groupe Gpe [H, 2], engendré par H et i, dans H’, prolongeant I’injec-
tion canonique de H dans H’, et appliquant tous les éléments p. de
ANnGpe[G, 1] dans le cube B centré a l'origine de H' (H' ~ R"—=+),
contenant 'image canonique de A, + F + F dans H'.

ler cas : Il existe un plus petit entier N > O tel que N A€ H. Il en
résulte que, pour tout i; de AnGpe[H, 2], N i;€ H. Comme

— Ni;eA — A —..’.—AcA-|—F+...—|—FcNB,

N fois N fois

il suffit de choisir pour ¢ (1) le divisé par N de N 2 dans H’ pour
obtenir un prolongement ¢ vérifiant, pour chaque 2;, o (2;)€B.

2¢ cas : jieH entraine j = 0.

Puisque A est relativement dense dans G et que © est ouvert, pour

chaque j de Z, on peut trouver un 4; de A tel que 2, —jAe H. Ces 4,
vérifient

hi— =l —[i—j—({—)leH,
donc
ri — )/ —_ )\i_jEH.

Comme, d’autre part %, —2; —2_,€A — A —ACA+F+F, et
que FcH, il en résulte que

A — 2 — hi_j€B.

L’application ¢ de Z dans H’, définie par j 4, —j 4, est donc,
d’aprés le lemme 2, somme d’un homomorphisme [ et d’une fonction
a valeurs dans B. En posant ¢ () =1(1), on a

() =51 +9()eB.

Et comme le choix des 2; était quelconque dans Gpe [H, A]n A, il
en résulte grace a I'unicité de 'homomorphisme I donné par le lemme 2,
que, pour tout p de AnGpe[H, 1], on aura o (x)€B.

(B) On va maintenant appliquer le lemme de Zorn. Pour cela, soit V
un sous-groupe de L contenant H, et ¢ un homomorphisme de V
dans H' vérifiant, pour tout p de V, o (x)€B. Soit A un élément de A
n’appartenant pas 4 V. Montrons qu'on peut étendre o au groupe
Gpe [V, 1] de fagon que, pour tout . de Gpe [V, 1], on ait encore o () € B.
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1er cas : Il existe un plus petit entier N > 0 tel que N A appar-
tienne a V. Il en résulte que, pour tout 2 de AnGpe [V, 2], N }; appar-
tient & V. Soit py dans A tel que py — N 1 appartienne 4 H. Puisque

A—-A—...—ACA—{—F—{-...—}-F,
N fols T Niots

il en résulte

pay—Nre(N —1)B.

En choisissant pour ¢ (1) le divisé par N dans H' de N 2 — o (ua),
on obtient que

No@)e(N—1)B+ B, soit o()eB.

De méme, pour tout 2; de Gpe[V, 1], puisque, dés que pour un py,
de A on a py, — N A;€ H, on a nécessairement py, — N 2;€(N — 1) B,
donc

o(uy) —N@Q@)EN —1)B,  soit o (h)eB.

2¢ cas : Si jeZ et jAeV, alors j = 0.

A ce A, on peut associer, comme en (A), 2me cas, un homomorphisme
de Gpe [H, 1] dans H' tel que ¢ (A,)€ B pour tout i; de An Gpe[H, 1].
Il en résulte, par addition, un homomorphisme du groupe Gpe[V, 4]
dans H’'. Mais si maintenant on considére un élément %;, quelconque
de AnGpe[V, 4], on peut trouver i dans Z et p»; dans AnV tels que

)\i,/' — )\i —_ [J/'EH,
rNEA et M —iheH.

Comme d’autre part
hijj— A —m€N—A—ACA+FHF,

il en résulte

)\i,/' —_ }\i _— H«/GB.

Cela fournit une majoration a priori de o (%;,;) : ¢ (,;)€B. Mais
alors, en raisonnant sur un élément p quelconque de AnGpel[V, i]
comme on I’a fait sur 2, c’est-a-dire comme en (A), 2me cas, on déduit
de I'unicité de I’homomorphisme [ du lemme 2 que I’homomorphisme
qu’on trouverait serait égal & o et que, par conséquent, ¢ ()€ B.

(c) On termine en prenant un couple (V, ¢) maximal.
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6. Fin de la démonstration du théoréme 1

Il faut maintenant voir que I’hypothése que le pseudo-sous-groupe A
est relativement dense peut étre supprimée.

Dans R~, nous appellerons «cylindre de rang p», pour 0= p —n,
la somme d’une sous-variété linéaire de dimension p et d’une partie
bornée de R". Nous utiliserons alors la proposition ci-apres.

ProrosiTiOoN 2. — Tout pseudo-sous-groupe de R» est contenu dans
un cylindre dans lequel il est relativement dense.

La démonstration de cette proposition est élémentaire [11]; montrons
comment elle s’applique au théoréme 1. Reprenant le début de la
démonstration (n° 5), supposant que A est localement fini dans G et
que A — AcA+ F, on considére un sous-groupe ouvert © de Iori-
gine, engendré par un voisinage compact contenant F, avec donc
0 ~R"XZ'x K. L’ensemble A, = An0© se projette sur R"XZ* en un
pseudo-sous-groupe localement fini de R”xZ¢. D’aprés la proposition 2,
on peut donc trouver un sous-groupe discret A de R’"XxZ¢, isomorphe
a un certain Z*, qui soit «transverse» a A,, et donc tel que A, + A
soit un pseudo-sous-groupe localement fini et cette fois relativement
dense dans ©O.

Il s’ensuit que A 4+ A est un pseudo-sous-groupe localement fini,
puisque localement fini dans O, qui contient F, et relativement dense
dans I’ensemble des classes modulo © de G qui rencontrent A. Comme
A —AcA + 0, ces classes sont les seules qui rencontrent le sous-
groupe fermé de G engendré par A. La démonstration du n® 5 montre
alors que A + A est un modéle dans ce sous-groupe, et donc que A
est un modele de ce sous-groupe.

CHAPITRE III

Modéles dans les corps localement compacts

Nous allons caractériser (théorémes 2 et 2’ ci-dessous) les modéles
des espaces vectoriels de dimension finie sur un corps local.

1. Adéles et groupes associés

Commencgons par un appel de définitions et propriétés classiques
([14], chap. IV).

Soit k un corps de nombres algébriques (extension finie de Q). Pour
une place v sur k, soient k, le complété de k pour v, et r, la boule unité
fermée de k, : si v est une place finie, r, est le sous-anneau compact
maximal de k..
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Pour un ensemble fini P de places de k, contenant toutes les places
infinies, on pose

ks (P) =Ilier ki X 1ligr Ii,
et pour un élément v de P,
k. (P, v) = lliep,izv ki XTigp I

Lorsque P varie, les k,(P) forment un systéme inductif d’anneaux
localement compacts dont la limite inductive k., est, par définition,
I'anneaux des adéles de k.

Si, pour v fixée, on note par k, (v) la limite inductive des anneaux
ks (P, v), on a l'isomorphisme

ki~ Ko (v) X k.

Notons m, (resp.m), la projection canonique de k, sur k, [resp. sur
k's (v)] définie par cet isomorphisme.

Le corps k se plonge canoniquement dans k., et son image o (k) est
un sous-anneau dont nous rappelons quelques propriétés :

(a) ¢ (k) est discret et relativement dense dans k..

(b) Pour chaque place v, la restriction de m, a ¢ (k) est injective
(évident), et I'image de ¢ (k) par w, est dense dans ks ().

(¢) 11 existe un homomorphisme continu, H, du groupe additif k,
dans le groupe R/Z tel que I’application qui & chaque élément a de k,
fait correspondre le caractére sur k,, défini par

x> exp2in H (ax),

soit un isomorphisme du groupe k, sur son dual, et tel que H (a) =0
si, et seulement si, a€ ¢ (k).

On notera H, la restriction de H a k,, considéré comme un sous-
groupe fermé de k.

De la propriété (b) résulte immédiatement que la restriction de =,
a ¢ (k) est injective et que I'image de ¢ (k) par =, est dense. Par consé-
quent, d’aprés la définition 1 du chapitre I, on peut énoncer la propriété
suivante.

ProrositioN 1. — Les groupes a. l. c. k, et ks (v) sont ¢ (k)-associés.

Cette proposition fondamentale se généralise facilement a d’autres
cas :

10 On peut se donner un ensemble fini (vi, v,, ..., v,) de places de k
et considérer le groupe kv,v, .. ,v; = kv, Xky,X ... Xky,. Construisant de
maniére évidente un groupe k) (vi, ..., v;), tel que

ki~ k@, .. v)) Xk, v,

i
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on déduit encore des propriétés (a) et (b) que k., . v, et ks (v, ..., v))
sont ¢ (k)-associés.
20 Si E est un espace vectoriel de dimension finie sur k, en posant

E,=EQiks E,=EQiks Ey () =EQiki(),

et en désignant par ¢ (E) I'image canonique (¢ (E) = E Qx« 1“) de E
dans E, on obtient que les groupes a. 1. c. E, et E/, (v) sont ¢ (E)-associés.

3¢ Reprenant la proposition 1, on peut définir un modeéle AX sur k,
4 l'aide d’une partie relativement compacte K de k/, (v). Mais, de par
la définition méme de la topologie de kl, (v), il existe un ensemble
fini P de places de k (contenant toutes les places infinies), tel que
I'ensemble relativement compact K soit contenu dans

k., (P, V) = [liep,iv k; X ignr i

Soit @p I'anneau des éléments x de k tels que ze€r; pour tout i
n’appartenant pas 4 P, et ¢ (4,) son image canonique dans

k.4 (P) = k4 (P, v) X ky.

Des propriétés (a) et (b) ci-dessus, il est facile de déduire que k., et
k', (P, v) sont @p-associés.

En fait, on peut encore passer au quotient par II;¢rr: (cf. chap. I,
lemme 1), et on obtient que [[;ep,:=v k: €t k, sont associés par un groupe
isomorphe & @p.

Le modéle A% dont on était parti peut étre ainsi défini & partir de
groupes bien plus petits que k, (v) et k.

On peut encore aller plus loin : Soit I I’ensemble des places infinies
de k; un compact de J[l;ep:xv k: est contenu dans un sous-groupe
ouvert de la forme

iesiqav kiXTliep,ig1,1v bis

ou b; désigne un sous-groupe ouvert compact de k. On peut se res-
treindre a ce sous-groupe ouvert, puis passer au quotient par JI b
(cf. chap. I, lemme 1). Finalement, on arrive a associer k, et [[ier,:=v k:
par un groupe isomorphe a un sous-groupe de p, et & définir le
modéle AX de départ a partir d’un ensemble borné de [l;esixv ki
Comme [l;esixv ki est un groupe isomorphe & R” (avec m = [k : Q]
si vél, ou m=[k: Q] — [k : R] si vel), on retrouve dans ce cas
particulier le résultat du chapitre I, proposition 7. En fait, la compli-
cation qu’il y a a définir précisément le sous-groupe de @, qui inter-
vient, enléve, en pratique, de l'intérét & cette derniére construction.

Remarque. — La notion d’adéle et les résultats précédents peuvent
se formuler de méme pour les corps k de fractions rationnelles sur un
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corps fini ([14], chap. IV). Or, tout corps commutatif localement compact
est isomorphe au complété soit d’un corps de nombres algébriques,
s’il est de caractéristique zéro, soit au complété d’un corps de fractions
rationnelles sur un corps fini s’il est de caractéristique non nulle.

On peut donc énoncer un nouveau théoréme.

TaEOREME 1. — Le groupe additif de tout corps commutatif localement
compact posséde des groupes associés.

Cependant, comme dans un groupe a. l. c¢. d’ordre borné les seuls
ensembles harmonieux sont les parties des sous-groupes discrets (chap. I,
cor. 3), I’étude des modéles dans les corps de caractéristique finie perd
beaucoup d’intérét : nous nous contenterons donc d’étudier les corps
de nombres.

Exemple el notations. — Si k = Q, corps des nombres rationnels, a
chaque nombre premier p correspond une place (notée encore p) et
un complété Q,; pour un élément x de Q,, on notera |z |, la valeur
absolue p-adique de z, normalisée par | p|, = 1/p. On notera oo la
place archimédienne : Q_, = R.

On notera Z, (pour p premier) la boule unité fermée de Q,, ensemble
des entiers p-adiques. Un élément a de I’anneau des adéles Q, de Q
est alors une suite a = (a,, a,, a,,, ...), ol p;, p:, ... décrivent l’en-
semble des nombres premiers, ou a; € Q; pour chaque i premier ou infini,
et ou les a, appartiennent presque tous a Z,.

D’autre part, pour un ensemble { p,, p., ...} de nombres premiers,
on notera par Z(p;', p;', ...) 'anneau des rationnels appartenant a
tous les Z,, pour ¢q premier n’appartenant pas & { pi, ps, ... }. En parti-
culier Z (p—!) désigne I'anneau des rationnels représentables par une
fraction ne comportant que des puissances de p au dénominateur.

Pour p premier, tout élément x de Q, se décompose de maniére
unique ([1], p. 10) sous la forme

T = H, () + ¢ (¥)

avec ¢, (¥)€Z, et H, (x)eZ (p~")n (0, 1(. Si 'on convient de noter
pour un nombre réel x de partie entiére [x] :

H (@) =[z]—z [H. (@)e)—10)]

on peut expliciter ’homomorphisme H de l’anneau des adéles Q,
dans R/Z, cités au (c) ci-dessus, par

ae QLI’ H ((1) = Hao (aw) + Ep premier Hp (ap) (modulo 1)

Enfin, d’aprés ce qui précéde, on peut définir des modéles sur le
groupe Q, en lui associant le groupe Q (p) par Q, ou simplement en
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Iui associant un groupe R XII/%: Q,, (ou les p; sont premiers et diffé-
rents de p) par un groupe ismorphe au groupe Z (p—*, p7', p3's ..., pu.)
défini ci-dessus.

2. Modeles dans le groupe Q}

Nous venons de montrer comment on peut obtenir des groupes
associés 4 Q, (ou a un espace vectoriel sur Q,), et donc définir des modéles
sur ce groupe. Nous allons maintenant donner une construction qui
permet d’obtenir tous les modeéles de Q, ou d’un produit Q7, et donc
aussi de tout espace vectoriel de dimension finie sur un corps p-adique.

L’entier n étant fixé, soit M un Z (p—*) module libre de dimension m,
dense dans Q7, et appelons L, I'injection canonique, considérée comme
application Z (p—')-linéaire, de M dans Qj.

Soit d’autre part L), une application Z (p—*)-linéaire de M dans Q}'~",
telle que I’application L, ® L, de M dans Q} x Q)" soit de rang m
sur Q,, c’est-a-dire que I'image d’une base du Z (p—!) module M soit
une base du Q, espace vectoriel Q7'

Soit de plus L, une application Z (p—)-linéaire de M dans R” qui
soit de rang m sur R.

Lemme 1. — L’image D de M dans (Q;xQ;~")xR™ par Uappli-

p
cation (L, @ L,) ® L, esl un sous-groupe discrel relativement dense

de (QZ X sz—n) X Rm_

Démonstration. — En prenant comme nouvelle base de Q' (resp. de R™),
I'image par L, ® L), (resp. par L.) d’'une base du Z (p—!)-module M,
D devient le sous-groupe %™ (p~) de (Q, xR)™, o % (p~') désigne le
sous-groupe discret relativement dense de Q, xR, isomorphe a Z (p—),
formé des couples (r, r), reZ (p—).

Considérons maintenant D comme sous-groupe discret relativement
dense de Q) x(Q,"xRm), et soient = et =’ les projections de
Q7 x(Q, " xRm) sur Qp et (Q'~"xRm™) respectivement. Il est clair
que 7w (D) = M et est donc dense dans Qj, l'application = étant de plus
injective sur D.

L’application =’, restreinte a D, est aussi injective parce que I’appli-
cation L_ est supposée de rang m sur R et est donc injective. En effet,
la restriction de =’ & D, si ’on identifie D et M, n’est autre que L;, ®L,.

LemMmeE 2. — L’adhérence dans Q)" xRm de n’' (D) est un groupe
isomorphe a QI'~"~F xR™~*x Z (p—')*, pour un entier k compris enitre 0
et m—n (*).

(*) Le groupe Z (p~') est muni de la topologie discréte.
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Soit w,, ..., w,, une base du Z (p—*)-module D, identifié & M. Soit k
le plus grand entier tel qu’il existe k éléments : w;, ..., w;,, tel que
L, (»,), ..., L, (»w;) soient Q,-linéairement indépendants en engendre
un Q,-sous-espace vectoriel de Q;'~" linéairement disjoint du Q,-sous-
espace engendré par les autres L, (»;) (j 5 iy, ..., ix).

En prenant L_ (@), ..., L_ (»,,) comme base sur R de R™, et en
utilisant le fait que le groupe % (p—!) est discret dans Q, xR, on
obtient le lemme 2.

Finalement, des lemmes 1 et 2 résulte que les groupes Qj et
Q; "% xR~ x Z (p~*)* sont D-associés, et on peut donc définir dans Q
des modéles (contenus dans M) & partir de parties bornées de

Zx——n—k X R X Z (p~1)k.

L’intérét de cette construction est dans la réciproque.

TuEOREME 2. — Toul modéle de Q) peul éifre défini en associant, pour
un certain entier m supérieur ou égal a n, et un entier k, 0 =k =m — n
Qu-n-kxR"*xZ (p—) et Qp par un groupe isomorphe a Z (p—)".

Soit, en effet, A un modéle défini sur Q; par une partie relativement
compacte K d’'un groupe G’ D-associé & Q7. On remarque d’abord :

Lemme 3. — Si G’ est un groupe D-associé a Qj,, G’ et Qj sont
D-associés.

Comme Q} ne posséde pas d’autre sous-groupe discret que {0},
G’ est en effet nécessairement proprement D-associé a4 Qj (cf. chap. I,
§ 1). Et comme d’autre part Qj n’a pas d’autre sous-groupe fermé
telativement dense que lui-méme, la projection de D sur Qj est néces-
sairement dense, et G’ et Q) sont D-associés.

On peut alors aisément trouver un entier relatif r et une partie rela-
tivement compacte K’ de G’ contenant K tels que le modéle A’ défini
sur Q; par K’ :

(a) contienne le point 0;

(b) posséde un point, et un seul, dans toute la boule ouverte de
rayon p~ de Q3.

Nous sommes ainsi ramenés a étudier la structure de A’ qui est un
pseudo-sous-groupe de Q}, puisque c’est un modele relativement dense.
Reprenons, en les précisant dans ce cas particulier, les méthodes du
chapitre II.

I1 existe un ensemble fini F, contenu dans la boule de rayon pr, centrée
a l'origine, tel que A’ — A’c A’ + F. 1l résulte de cette relation que
pA'cA’ + F’, ou F est un ensemble fini. En appelant B une boule
centrée a I'origine et contenant F’, le Z (p—t)-module M engendré par A’
se trouve donc contenu dans le Z (p—!)-module engendré par F'u(Bn\’).

Tout point 2 de A’ peut par conséquent s’écrire de maniére unique :

A=p Mo +...4 om R) 0m, avec p; (A)€Z (p).
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Soit, pour 7 dans Q7, 2 le point unique de A’ vérifiant | — A: | < p*.
Identifiant Z (p—) avec le sous-groupe discret % (p—*) de Q, xR, on
définit une application continue de Q, dans (Q,xR™), en posant,

pour tout point £ de QF,

e @) ={p(A2), -5 0m (Re) }.
Pour s et f dans Qj, il vient

e@)—9 @) =09@)—9@);

et comme A, — A, appartient & A’ + F, il existe un point 2,, et un
seul, de A’, et un f de F, tels que

he —de = At + .
D’ou

¢ O‘é‘) —Q 0‘1) =9 ()\x — )\t) + 95,00

ou ¢,, appartient a4 un certain ensemble fini fixe de (Q,xR)™.
Finalement,

@) —e ) =96—0+ b
On utilise alors les deux lemmes suivants (cf. chap. II, lemmes 1
et 2) :

LemMME 4. — Si ¢ est une fonction continue de Q, dans Q,, et A une
constante telles que | g(x +y) — g@) — g (@) |, < A pour fout x et y
de Q,, alors g est somme d’une fonction linéaire conlinue de Q, dans
lui-méme et d’une fonction bornée.

Démonstration. — Pour tout x€ Q, et k entier positif, on a
| g (kz) — kg (2) |, = A,
et en posant y =kx, si y20,

‘g(y)_g(x)
y X

= A_
P [y lp

Mais, si y est fixé différent de zéro, I’ensemble des y/k, olt k décrit
I’ensemble des entiers positifs, est dense dans ’ensemble

{zeQp x>y}
D’ou il résulte :
VyeQ, Vatel que |z |,>[y, onallg @)yl —[g@)/z]l,<A/ Yl
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Finalement ¢ (z)/r tend vers une limite ! quand z tend vers linfini.
Si on pose alors b (z) = g (z) — Iz, on a

b+ —b@—d@,=A4,

donc Vn>0, | b(x) — p" b(z/p?) |, < A.
En faisant tendre n vers l'infini, (p*/x) b (z/p?) tend vers zéro si
x # 0, et donc

Va0, [b@)] <A

La décomposition cherchée est ¢ (x) = lx + b (2).

LemMME 5. — Si f est une fonction continue de Q, dans R, et A une
constante, telles que | f(x 4+ y) — f(x) — f(y) | <L A, f est bornée.

Démonstration. — On obtient, pour tout y de Q, et tout entier positif n,

r@-nr(d)|=@-1a,

soit
- (D)<

En posant B. =sup,, -:|f(y)|, et en remarquant que I’ensemble
{y/n; | yl, ¢ et n entier positif | est dense dans Q,, on a

V:>0 VzeQ, |f(®)| LA+ B,
soit finalement

VzeQ, |f@|=A4+]1f0)].

On décompose alors la fonction ¢, a valeurs dans (Q,xR)” en sa
partie réelle ¢ a valeurs dans R™ et sa partie p-adique ¢,, 4 valeurs
dans Q7.

(a) Soit L_ I’application Z—' (p)-linéaire de M dans R™ qui coincide
avec ¢, sur A'. D’aprés le lemme 5, ¢ est bornée, et donc L est bornée
sur A’. D’autre part, L_ est de rang m, par construction, puisqu’elle
applique la base (wi, ..., »,) de M sur la base canonique de R™.

(b) D’aprés le lemme 4, o, =1, 4+ b,, ou [, est une application
Q,-linéaire continue de Q; dans Q)', et b, une fonction bornée.

Montrons d’abord que la variété Q,-linéaire I, (Q}) est de dimension n :
soit o lapplication Q,-linéaire, continue de Q) dans QJ, qui a
G .- - Em)€Q) associe X5 w; ([ w; [/, est la base de M). Par défi-
nition méme de ¢, on a, pour tout A€A’, p (v, (2)) =1 et, comme
9p (1) — 1, (1) reste borné dans Q' lorsque 2 décrit A’, p (I, (A")) est
relativement dense dans Q}; donc p (I, (Q7)) est Q; tout entier, et I, (Q7})
est de dimension n sur Q,.
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Soit alors ¢ la projection de QJ' sur le quotient Q}'/l, (Q}) qui est
isomorphe a (et identifié dans la suite avec) Q;'~". D’apres ce qui précéde,
le noyau de o ne rencontre le noyau de p qu’en 0.

Soit enfin L, l'application Z (p—*)-linéaire de M dans Q'™ qui coin-
cide sur A’ avec g0 ¢,, et soit L, I'injection canonique de M dans Q}

qui coincide donc avec po g, sur A’

L’application L, @ L), [qui coincide sur A" avec (poc)o ¢,] est une
application de rang m, Z (p—*)-linéaire, du module M dans Q7 x Q)"
De plus, L, est bornée sur A’, puisque, sur A’, co ¢, = oo b,.

(c) Il résulte alors de I’étude directe faite plus haut qu’il existe un
sous-groupe de R x Q" isomorphe a R"—*x Qm——kx Z (p—1)* associé
a Qj, et que A’ est défini comme modéle & partir d’une partie relative-
ment compacte de ce groupe.

Une autre facon d’énoncer le théoréme 2 est la suivante :

ProrosiTioN 2. — Si A est un modéle de I alors :

10 A est contenu dans un Q-espace vecloriel de dimension m finie E.

20 Pour tout nombre premier q différent de p et pour ¢ = oo, on peut
trouver m formes Q-linéaires, Q,-indépendantes de E dans Q,, bornées
sur A.

3° On peut trouver m — n applications Q-linéaires de E dans Q,,
bornées sur A, et formant avec les restrictions a E des n projections cano-
niques de Q}, sur Q, un systtme de m applications Q,-indépendantes.

Cette proposition, qui n’exprime qu’une condition nécessaire pour
que A soit un modéle, se déduit aisément du théoréme 2, ’apparte-
nance 4 un Z (p—')-module de dimension m entrainant les conditions
portant sur les valuations g-adiques (q 7 p).

3. Conclusion

Les méthodes du paragraphe 2 s’appliquent exactement de la méme
maniére 4 la recherche des modéles du groupe R*, le groupe Z (p—)
étant simplement remplacé par Z, les lemmes 4 et 5 par le lemme 1
du chapitre II. On obtient ainsi les énoncés suivants de résultats obtenus
antérieurement par Yves MEYER. [8].

THEOREME 2'. — Tout modéle de R" peut éfre défini en associant
pour un certain entier m supérieur ou égal a n et un entier k,0 = k = m — n,
R~k Zk el R* par un groupe isomorphe a Z~.

ProposiTION 2'. — Si A est un modéle de R", alors :

10 A est contenu dans un Q-espace vectoriel de dimension m finie E.

20 Pour tout nombre premier p, on peut trouver m formes Q-linéaires,
Q,-indépendantes de E dans Q,, bornées sur A.
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3° On peut trouver m — n applications Q-linéaires de E dans R, bornées
sur A, et formant avec les restrictions @ E des n projections canoniques
de R* sur R un systéme de m applications R-indépendantes.

En joignant a ces résultats la remarque déja faite que les modéles
dans les corps locaux de caractéristique finie sont contenus dans un
sous-groupe discret de ce corps, on obtient bien, finalement, la carac-
térisation des modeles dans tout espace vectoriel de dimension finie
sur un corps local.

CHAPITRE 1V

Modéles standards et ensembles harmonieux stables
par multiplication

Soit K un corps p-adique, c’est-d-dire une extension finie de Q,.
Pour un corps de nombres algébriques k qui se plonge de maniéere dense
dans K, soit v la place définie par k dans K : K s’identifie alors a k,
et on peut, d’aprés le paragraphe 1 du chapitre III, définir un groupe
k'; (v) associé & K par un groupe isomorphe & k. Soit U le compact
de k, (v), égal au produit des boules unités fermées de chacun des k;,
pour toutes les places i sur k différentes de v.

DEFINITION 1. — On appellera modéle standard défini par k dans K,
le modeéle AV défini par U.

Autrement dit, AV est la partie de K constituée des 2 de k vérifiant
| A]o < 1 pour toute valeur absolue » sur k distincte de celle définie
par K.

Un modé¢le standard, comme tout modéle, est un ensemble harmo-
nieux; il posséde d’autre part la propriété d’étre stable par multipli-
cation (A€ AV et '€ AV entraine 22’ AY). Le but de ce paragraphe
est la démonstration du résultat inverse (théoréme 2) : les modéles
standards de K sont exactement les ensembles harmonieux stables par
multiplition et maximaux pour I'inclusion.

La notion de modéle standard est liée a celle de nombres de Pisot-
Salem-Chabauty de K, dont nous rappelons la définition ([4] et [1]) :

DEriNiTION 2. — Soit K un corps p-adique. L’ensemble S, (K) des
nombres de Pisot-Salem-Chabauty est I'ensemble des nombres algébriques 9
de K tels que :

(i) Pour la place induite sur Q (0) par K, 0 est de valeur absolue stric-
tement supérieure a 1.

(ii) Pour foute autre place sur Q (9), la valeur absolue de 9 est inférieure
ou égale a 1.
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Une autre fagcon d’exprimer les conditions (i) et (ii) consiste a intro-
duire les isomorphismes o7, ...,o7 de Q (0) dans une cloture algé-
brique &, de Q, (g premier ou o). Si ¢4, ..., c? sont les isomorphismes
conjugués sur Q,, équivalents a I'injection canonique de Q (9) dans K,
alors e S, (K) si, et seulement si,

O 1@ =120 =...=17O) |, <T1;

(ii) |°'f+1 (9) |pé1s ces|on (0) |pé1;

(iii) |e{O) |, <1, ..., |05 ()|, £ 1, pour tout ¢ différent de p.

On sait qu'on peut remplacer les conditions portant sur les places
finies g-adiques (avec q # p) par la condition que 0 est zéro d’un
polyndéme irréductible de la forme

p*a" 4+ a, x" ' +...+ a,, ol les a; appartiennent a Z.

DerFiNiTION 3. — Soit K un corps p-adique. L’ensemble S, (K) des
nombres de Pisot-Chabauty de K est 'ensemble des éléments O de S, (K)
qui sont de valeur absolue striclement inférieure a 1 pour fout place
infinie sur K.

Soit K une extension algébrique finie de Q,, et soit S un ensemble
harmonieux de K, stable par multiplication qui engendre K Q,-linéai-
rement.

ProrpositioNn 1. — L’ensemble S est contenu dans un modéle de K.

Un ensemble harmonieux est bien séparé ([7], § 2, cor. 1), et ne peut
donc comporter qu'un nombre fini d’éléments de valeur absolue infé-
rieure ou égale a 1. S’il est stable par multiplication ces éléments sont
donc nécessairement, soit zéro, soit racine de l'unité dans K.

Donc, de deux choses I'une : ou bien S est fini, et la proposition 1
est évidente dans ce cas; ou bien S est infini, et contient au moins un
élément 0 de valeur absolue strictement supérieure a 1.

Soit, dans ce dernier cas, x,, ..., ., une base de I’espace vectoriel K
sur le corps Q, (0), dont les éléments sont choisis dans S. Tout élément
de K s’écrit donc w = Y., o; x;, avec w; dans Q, (). Supposant que 0
est de degré [ sur Q, et zéro du polyndme irréductible primitif

P@=3bia (b =1),
tout élément o de Q, (9) peut s’écrire pour un entier n assez grand :
a = Xty oy 07+, avec a;€Z,.
Donc nous pouvons écrire tout élément w de K sous la forme
w = Y X5 w0/, avec w;,,;€Z,.
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Cela posé, nous voulons appliquer le corollaire 5, chapitre I, et nous
allons donc montrer que, pour ¢ positif assez petit, 'ensemble V. des
caractéres y sur le groupe K, vérifiant

VseS, [(ns)—1|<g,

est bien séparé dans le dual K de K. Notant (| y|l la distance du réel y
a I'entier le plus proche, et identifiant K a son dual (c¢f. chap. III, § 1),
il suffit de montrer que, pour = assez petit I’ensemble des z de K,
vérifiant

VseS, || H,trg, (z9)] < <,

est bien séparé dans K. Ou encore de montrer que, pour ¢ assez petit,
il existe un » positif assez petit pour que

(zl,<mnet| H,trg, (z5) | < 2¢ pour tout s de S) entraine (z = 0).

Mais, ¢ positif étant donné, il existe n > 0 tel que
(z]|, <wu) entraine (| trq, (zz:97) |, <1
pour tout 1 <iZret0=<j=1—1).
Montrons que, pour z# 0, il existe un plus grand entier N tel que

Vn<N, V1ZiZr, ]trQl,(zxiG")]pél.

S’il n’existait pas de tel N, on aurait, pour tout » de K,

| trg, (zw) |, = | trg, z By Xj o, & 0%,

= | X l,'_:lo W, j tI‘Q,, zx; O |, <1,

ce qui est impossible pour z ;= 0.
Mais alors, comme

0N = — 3t b, OV,

e [ =0
on a, si 0 < |z|, <=, pour un certain indice i,
1 < |trg, (zx;, 07) |, < maxo_;<(| b; |, = c.

Cela est incompatible avec || H), trg, (zz; 07) [ <<2¢ dés que 2: est
inférieur a p— (Rappelons que z;, 0¥e S puisque S est stable par
multiplication.)

L’ensemble V. étant donc bien séparé, I’application du corollaire 5,
chapitre I, achéve la démonstration de la proposition.
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De la proposition 1 et de la caractérisation des modéles de K donnée
par le théoréme 2, chapitre III, paragraphe 2, il résulte que I’ensemble S
est contenu dans un Z (p—)-module libre de type fini, D, de dimension m.
Il s’ensuit que le corps Q (s), engendré par S au-dessus de Q, est une
extension algébrique finie de Q, de degré v inférieur ou égal & m, d’apres
le lemme ci-aprés.

Lemme 1. — Si X est une partie stable par multiplication d’une
extension K d’un corps commutatif k, et si X est confenu dans un k-espace
vecloriel E de dimension finie m, le corps k(X) est contenu dans E.

Soit donc k le corps Q (S). Le résultat principal s’énonce alors
comme suit.

THEOREME 1. — L’ensemble S est contenu dans le modéle standard défini
par k dans K.
Démonstration. — Soient o?, ¢/, ...,o{ les Q-isomorphismes du

corps k dans une cloture algébrique £, de Q,. On suppose quea?, ..., o)
sont ceux qui se prolongent en Q,-isomorphismes de K dans £,
autrement dit ceux qui définissent sur k la méme place que celle
induite par K.

Pour tout p’ premier différent de p, et p’ = oo, soient o', ..., o¥’
les Q-isomorphismes de k dans une cloture algébrique £,, (2, = C),
de Q, (Q. = R).

Il nous faut alors montrer que
VieS, |ai, M), =1, ..,]a@) ], <1

et
VieS, Vp <£p, Vi,lZiZv, | Q)|y<=10

Mais pour tout p’ (égal & p ou différent de p), les applicationsa¥’, ..., a{,
qui sont Q-linéaires sur k, sont indépendantes sur le corps £, et par
conséquent, toute application Q-linéaire de k dans £2, est combinaison
linéaire a coefficients dans Q, des o7, ..., a4

Nous nous appuierons alors sur le lemme suivant, dont nous réser-
vons la démonstrations :

LemMmE 2. — Soit L une application Q-linéaire de k dans 2, :
L=ad +...4+ a ¥,
bornée sur S. Si pour j, 1 =j—v, on a supyes|o?” ()|, >1, le

coefficient a; est nécessairement nul.

Terminons alors la démonstration du théoréme 1. Dans le cas ou S
est fini, puisqu’il n’est constitué que de racines de l'unité (et de zéro
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éventuellement), il appartient certainement a I’ensemble standard
défini par k dans K.

Reste le cas ou S est infini et ol il existe donc au moins un élément 6
de S tel que, pour les isomorphismes %, ..., ¢, on ait

[0, =]a2@) |, =...=|c2(0)], > 1.

D’aprés la proposition 1, S est contenu dans un modéle de K, donc
dans un Q-espace vectoriel E de dimension m(m>v =[k: Q]), et
on peut trouver :

(¢) m — n applications Q-linéaires L%, ..., L.,_, de E dans Q,,
bornées sur S, et n applications Q-Iméan‘es Ly . .., ...,L; de E
dans Q, pouvant se prolonger en applications Q,-linéaires de K
dans Q,; les applications L7, ..., L7, étant indépendantes de K dans Q,.
Les applications L7, ..., L,_, induisent donc sur k des applications
Q-linéaires a valeurs dans Q,, formant un systéme de rang v — n.

(B) Pour tout p’ différent de p, m applications Q-linéaires de E
dans Q,,, bornées sur S, et G-indépendantes. Ces applications induisent
sur k des applications Q-linéaires a valeurs dans Q, formant un
systeme de rang v.

D’apres le lemme 2, les applications L%, ..., L, _, (qu'on peut consi-
dérer comme a valeurs dans £, en plongeant Q, dans £,) s’expriment
comme combinaison linéaire & coefficients dans £, de ceux des isomor-
phismes o7, ..., o{ qui sont bornés par 1 sur S. (Les isomorphismes
o/, ..., o/ n’interviennent pas puisqu’on sait déja qu’ils ne sont pas
bornés par 1 sur S.) Comme le rang du systéme L’(, . Lr_,estv —n,
cela entraine que v — n des isomorphismes o/, ...,a’,’, c’est-a-dire
tous, sont bornés par 1 sur S.

De méme, les applications L?', ..., L s’expriment comme une combi-
naison linéaire a coefficients dans £, de ceux des isomorphismes
o?, ...,o% qui sont bornés par 1 sur S, c’est-a-dire de tous, puisque
le systeme LY, ..., L7 est de rang v. Et cela pour tout p’ = p.

Cela achéve la démonstration du théoréme, modulo la démonstration
du lemme 2 que nous donnons maintenant :

La démonstration du lemme 2 se fait en deux parties :

(a) Soit L bornée sur S a valeurs dans &, et soit ye€S. Montrons
que, pour tout indice j, tel que | o7’ (y) |, > 1, la somme ;¢ ., a; des coeffi-
cients de L, étendue a l’ensemble Jo des indices tels que o (y) = o' (y),
est nulle,

Regroupant les conjugués ¢’ (y) égaux entre eux, on écrit, pour
tout exposant « entier,

L (ycx) = (Zog'(ﬂ:a‘ll?;()’) a/) (O'/ (y))a + + (Z.—r' ()= al;'('\) a/) (O'l:/ (y))a.
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Soit, en simplifiant Iécriture (o’ (y) = p:, etc.),

Lg% = bip* +...+ b p%

On peut aussi supposer que | g, |, > | ps | .. .2 | o5 | 11 faut alors
montrer que, si | p, |,» > 1, alors b, est nul, et ainsi de suite pour p,, ...,
jusqu’a épuisement, sinon du lecteur, du moins des p; supérieurs a 1
en valeur absolue p’-adique.
Si |ps|pr > 1, il vient, en divisant par p?%,
P

b+ 0.2 4+ bt o520 dans .
1

et
Pour tout : > 0, on a donc dés que « est assez grand :
2\ & %
b,.+b.2<&> +...+bs<?i> = ¢, lenlp <o
1 P
3 N\ %
b b. &> by . b,¢<& B = g, & p < &
(BB () 2l <

& o & s—1 /_x\oc _P_‘ s—i— R
bl+bz<p,> <Pl> ++ lh(Pl) (P1> = &g, |vslp'<8.

En résolvant le systéme linéaire en b, b, (p:/p1)%, ..., bs (ps/p1)*, on
obtient | b, |, =~ C<, ou C ne dépend que de o,, ..., 0,
Donc b, =0, et ainsi de suite pour tous les b; associés a des p;

vérifiant | p; [, > 1.
(b) Reprenant les hypothéses du lemme, supposons que, pour z€S,

| a; () | > 1. Alors, pour tout y dans S, on peut appliquer le résultat
de la partie (a) de la démonstration a I'application Q-linéaire de k

dans L,, définie par
x> Ly (x) = L (vy) = X ;07" (y) o7’ (2).
Pour Pensemble j,, ..., j; d’indices pour lesquels
ol (@) =...=3al (x) = o} (),
on a
i1 @ c;:’ (y) =0, pour tout y de S.
Mais alors I’application Q-linéaire de k dans £, définie par
g+ 5t @, 9] ()

est nulle sur S, donc nulle sur k qui est Q-linéairement engendré par S.
Les applications o7 étant indépendantes, il s’ensuit que a;, = 0 pour
tout i, 1 Zi s, ce qui achéve bien la démonstration du lemme 2.
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Remarque. — Supposons que S soit une partie harmonieuse stable
par multiplication de I’extension finie K de Q,, qui n’engendre pas
nécessairement K Q,-linéairement. Soit K' le plus petit sous-corps
fermé de K contenant S; K’ est, lui, engendré Q,-linéairement par S
d’aprés le lemme 1. Donc le théoréme 1 s’applique a S et K'.

CorOLLAIRE 1. — Tout ensemble harmonieuz stable par multiplication
d’une extension finie K de Q) est contenu dans un modéle standard défini
dans un sous-corps fermé de K.

2. Application aux nombres de Pisot-Salem-Chabauty de K

Supposons que I’ensemble S considéré au paragraphe 1 soit de la
forme particuliére S = {07},., ou 6 K. Le corollaire nous permet
d’affirmer que S est harmonieux si, et seulement si, 6 appartient a un
modéle standard d’un sous-corps fermé de K. Par définition méme,
cela signifie que si | 0 |, > 1, 0 est un nombre de Pisot-Salem-Chabauty
de K, ce qui nous permet d’énoncer (cf. [9] pour une autre démonstration
de ce résultat) un nouveau corollaire.

CoroLLAIRE 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
Uensemble { 0"}, , soit harmonieux dans Uextension finie K de Q, est
que 0 soit, ou bien 0, ou bien une racine de I'unité, ou bien un nombre
de Pisot-Salem-Chabauty de K.

Plus loin, nous aurons & nous intéresser & des ensembles du type
T = { Xi=o & 0%}, o les z forment une suite finie de O ou de 1.
Bien que T ne soit plus stable par multiplication, les méthodes du no 1
permettent de dire, pour quelles valeurs de 0, T est un ensemble
harmonieux de K.

CoroLLAIRE 3. — Une condition nécessaire el suffisante pour que
Pensemble T = { ¥~ 04} de K (:;t =0 ou 1 en nombre fini) soit
harmonieuzx est que 0 soit nul, ou soit un nombre de Pisot-Chabauty de K.

Rappelons que 0 est un nombre de Pisot-Chabauty de K si c’est un
nombre de Pisot-Salem-Chabauty et si, pour les isomorphismes o7 du
corps Q () dans G, on a |o7 (9)], < 1.

Condition nécessaire. — Puisque {07}, ,cT, il est déja nécessaire
que 0 soit un nombre de Pisot-Salem-Chabauty d’aprés le corollaire 2
précédent. D’autre part, si on reprend la démonstration du théoréme 1
avec ses notations, on voit que T est contenu dans un modéle (d’aprés
le corollaire 5, chapitre I), et donc qu’il existe m applications C-linéaires
a valeurs R, définies sur un Q-espace vectoriel contenant T, P-indé-
pendantes, et bornées sur T : L7, ..., L;. On a aussi que le degré v
de 0 sur Q est inférieur ou égal 4 m. On peut donc exprimer chacun
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des Q-isomorphismes de Q (0) dans G, o7, ..., o7 comme combinaison
linéaire a coefficients complexes dans L :

pour 1 =j=v: of =¥", a;L;.

Il en résulte que les o7 doivent étre bornés sur T, et comme
o7 (Ziwo e 0F) = Fpso & (@7 (0D,

on a nécessairement | o7 (0) |, << 1.

Condition suffisante. — Si 0 est un nombre de Pisot-Chabauty,
I’ensemble T est contenu dans le modéle standard défini par le corps Q (0)
dans le sous-corps fermé Q, (0) de K. Donc T est harmonieux.

3. Ensembles harmonieux stables par multiplication, maximaux
pour l'inclusion

Soit K un corps p-adique. Nous allons montrer le théoréme suivant :

TaEorEME 2. — Les ensembles harmonieux stables par multiplication
de K, maximaux pour [inclusion, sont les modéles standards de K.

A la lumiére des résultats du paragraphe 1, il y a deux choses a
montrer :

(a) Si K, esl un sous-corps strict, fermé, de K, un modeéle standard
de K, est contenu dans un modéle standard de K.

En effet, soit S, un modéle standard de K,, et soit k, = Q (S,) qui
est donc un sous-corps dense de K,. Par hypothese, K est une extension
de degré supérieur & 1 du corps K, : soit x€ K un élément primitif
de cette extension, et soit k = k, ().

On a

[k . k1] = [K . K|]

Le corps k est dense dans K. Soit S le modéle standard défini
par k dans K : montrons que S,cS. Il suffit pour cela de voir que
si v est une place de k qui coincide sur k, avec la place définie par K,
elle coincide sur k avec la place définie par K : cela résulte de ce
qu'il n’y a qu’une seule place sur K, (x) prolongeant la place donnée
sur K,, puisque K, est complet pour cette place.

(b) Si S, est un modéle standard de K, et S un modéle standard de K
contenant S,, alors S = S,.

Soient k = Q (S), ki = Q (S\), et supposons que K est plongé dans
une cloture algébrique €2, de Q,. Si k était strictement plus grand
que k,, il existerait un isomorphisme de k dans Q, différent de I'iden-
tidé, et laissant k, invariant. Un tel isomorphisme définit sur k une
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place v’ qui coincide sur k, avec la place définie par K, mais qui ne
coincide pas avec cette place sur k (sinon ce serait une isométrie qui
laisserait k, invariant, et donc aussi K puisque k, est dense dans K).

Pour un élément 9 de S,, appartenant a la classe S, (K), on aurait
|6] <1, et 6 ne peut pas appartenir au modéle standard S défini
par k, ce qui est contradictoire avec S,cS.

Cela détermine donc la démonstration du théoréme 2.
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