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CROISSANCE POLYNOMIALE ET PERIODES
DES FONCTIONS HARMONIQUES

PAR

Yves GUIVARC'H (*)

[Rennes]

RfisuMmi. — On définit la croissance d’un groupe localement compact 4 génération
compacte et I'on étudie la structure de certains groupes a croissance non exponentielle.
En utilisant ces notions, on obtient des conditions suffisantes pour qu’une marche
aléatoire sur un groupe localement compact n’admette pas d’autres fonctions harmo-
niques bornées que les constantes.

0. Introduction

On étudie dans ce travail la notion de croissance pour les groupes
localement compacts G, déja introduite par J. MiLNor et J. A. WoLr
dans le cas d’un groupe discret ([16], [26]), et I’on en donne une appli-
cation a la théorie des fonctions harmoniques pour une probabilité
donnée sur G.

Les résultats de J. MiLNoR et J. A. WoLF montrent que la croissance
d’un groupe résoluble G de type fini est exponentielle ou polynomiale,
ce dernier cas ayant lieu, si et seulement si, G est extension finie d’un
groupe nilpotent. J. A. WoLF a conjecturé que cette conclusion reste
vraie sans ’hypothése G résoluble. Ayant étendu la notion de croissance
aux groupes localement compacts, on peut se demander si la dicho-
tomie de la conjecture de J. A. WoLF persiste dans la catégorie des groupes
localement compacts, ou au moins dans des sous-catégories convenables,
et chercher de plus & préciser la structure des groupes a croissance poly-
nomiale de ces catégories.

On résout ce probléme dans les trois cas suivants :

— Catégorie des groupes de Lie connexes;

— Catégorie des groupes résolubles localement compacts;

— Catégorie des sous-groupes fermés des groupes de Lie connexes.

(*) Thése Sc. math., Rennes, 1972.
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334 Y. GUIVARC'H

La réponse est positive dans ces trois cas, et les groupes a croissance
polynomiale ainsi obtenus forment une généralisation naturelle des
groupes de Lie connexes de type R. On constate aussi que ces groupes,
a croissance polynomiale, possedent un degré de croissance, qui est entier,
aisément calculable. L’existence d’un tel degré avait été conjecturée
par J. A. WoLF pour les groupes nilpotents de type fini.

On peut remarquer que ces résultats contiennent ceux de J. MiLNOR
et J. A. Worr sur les groupes résolubles discrets, mais ne donnent aucune
information pour des groupes discrets non résolubles.

Dans cette direction, le résultat suivant a été obtenu récemment par
J. Tits : Si G est de type fini, et posséde une représentation linéaire
complexe fidéle, il admet comme sous-groupe le groupe libre a deux
générateurs, ou bien est extension finie d’un groupe résoluble. Le probléme
de J. A. WoLF reste donc ouvert pour les groupes sans représentation
linéaire fidéle; les exemples produits par Novikov de groupes infinis
vérifiant identiquement une relation x” = e sont de ce type.

L’étude précédente a aussi été motivée par un probléme d’équi-
répartition sur un espace homogéne E d’un groupe de Lie connexe G,
qui a été posé par V. I. ArnNoLD et A. L. Kryrov [1].

Ce probléme est lié & 'unicité de la mesure invariante sur E pour un
opérateur de convolution par une probabilité convenable p sur G, et
donc a la trivialité des fonctions harmoniques pour la marche aléatoire
sur G définie par p. Ces derniers problémes ont été étudiés notamment
par H. FursTENBERG [7] et R. AzENcorT [4] dans le cas des lois étalées
sur les groupes de Lie connexes. En particulier, R. AzENcoTT a montré
que, pour une loi p étalée sur un groupe de Lie connexe de type R, les
fonctions harmoniques bornées sont constantes, et H. FURSTENBERG
a demandé si, pour les groupes nilpotents, on pouvait se passer de I’hypo-
thése p étalée : on sait que, d’aprés un théoréme de CHOQUET-DENY [5],
il en est bien ainsi pour les groupes abéliens.

On montre que le résultat de R. AzENcoTT reste valable sans I’hypo-
thése de connexité, en particulier pour les extensions compactes de
groupes résolubles localement compacts 4 croissance polynomiale. On
donne aussi une réponse « presque » affirmative a la question de
H. FURSTENBERG, réponse valable aussi pour certains groupes résolubles
a croissance polynomiale.

Les restrictions portent, soit sur la classe du groupe qui est supposée
é&tre 2 au plus, soit sur le comportement a I'infini de la loi p qui est supposée
admettre un moment d’ordre strictement positif.

Ces résultats contiennent de plus une généralisation des théorémes
limites sur les groupes compacts [8] et d’un résultat de A. J. Stam [22]
sur le groupe des réels. On peut en déduire un théoréme d’équirépartition
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CROISSANCE POLYNOMIALE 335

pour certains espaces homogénes compacts de groupes de Lie résolubles
connexes de type R.

On ignore si les résultats précédents sont valables pour tous les groupes
de Lie résolubles connexes de type R.

Ce travail fait partie d’'une thése de doctorat d’état préparée sous
la direction d’André AveEz 4 qui nous tenons & exprimer ici notre
reconnaissance.

Une partie de nos résultats a été résumée dans trois notes aux Comptes
Rendus de I’Académie des Sciences de Paris intitulées : Groupes de Lie
a croissance polynomiale, t. 271, 1970, p. 237-239 et t. 272, 1971,

p. 1695-1696, Croissance des groupes localement compacts, t. 276, 1973,
p- 1099-1100.

I. Notion de croissance

Soient G un groupe localement compact a génération compacte, et
V un voisinage compact de 1’élément neutre qui engendre G.

On étudie dans ce chapitre quelques propriétés asymptotiques de la
mesure de Haar de V. Lorsqu'un G-espace X posséde une mesure
invariante par G, on désigne la mesure d’'un compact A de X par | A |.

C’est le cas en particulier pour G opérant sur lui-méme par translations
a gauche.

On considére sur I’ensemble des suites positives la relation de préordre
ainsi définie et notée

9<{¢ & TkeN*, CeR, ¢(n)<=CY (kn), V neN.

On note < la relation d’équivalence associée.

DerFINiTION I.1. — On appelle croissance (@ gauche) du groupe G, la
classe d’équivalence pour < de l'une quelconque des suites | V" |.

Remarques :

— Cette définition est justifiée, car si W est un autre voisinage compact
de e qui engendre G, il existe k et k' tels que

Vc Wk et Wc V¥,
donc
Vn C W/l-u et Wn C Vk'n’

et | Wr|x| V).
— La constante C tient compte de I’arbitraire de la mesure de Haar
a gauche.
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336 Y. GUIVARC'H

— La relation de préordre précédente fournit une relation d’ordre
sur les croissances : on pourra parler d’un groupe ayant une « croissance
au moins aussi rapide » qu'un autre.

EXEMPLES :
— Si G =R4 si V est un convexe compact symétrique d’intérieur

non vide,
V» =nV et | V*| =n?| V|

— Si G = L, est le groupe libre & deux générateurs a, b, V I’ensemble
formé dee, a, b, a', b, on montre que | V*| =2 (3» — 1) + 1.
Ces deux exemples suggérent les définitions.

DeriniTION 1.2 @

— G sera dit a croissance strictement polynomiale de degré d s’il a méme
croissance que R?.

~— G sera dit & croissance exponentielle s’il a méme croissance que le
groupe libre L.

— G sera dit a croissance polynomiale de degré d au plus, si la crois-
sance de G est majorée par celle de R?.

Relativement a la suite | V* |, ces notions signifient :

— pour la croissance strictement polynomiale de degré d, que les valeurs
d’adhérence de la suite | V*|/n? sont finies et non nulles.

— pour la croissance polynomiale de degré d au plus, que la suite
| V*|/n¢ est bornée supérieurement.

— pour la croissance exponentielle, que les valeurs d’adhérence de la
suite | V| sont finies et strictement supérieures a 1.

TutoreME 1.1. — La suite | V*|[V* a une limite finie supérieure ou
égale a 1. G est a croissance exponentielle si, et seulement si, cette limite est

supérieure a 1.
CoroLLAIRE [.1. — La croissance a gauche de G est égale a sa croissance

a droite.
Le théoréme résultera de deux lemmes.

LemME 1.1. — Soient X un G-espace localement compact muni d’une
mesure p. invariante, A et B des compacts de G, Y un compact de X. Alors

|A|.|BY | < |BA|.| A~ Y|

Preuve. — Considérons la convolution des deux fonctions caractéris-

tiques
1 s €t 1 A—1Y
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CROISSANCE POLYNOMIALE 337

L’invariance de la mesure p. et le théoréme de Fubini entrainent

fl,u % Ly @) dr = |BA|.| A" Y.
X

La définition de 11},1 * 1_4—-1Y donne
134 % 14~y (@) =|geBA; x€g A Y|

Pour tout z de BY, z = by, ot beB et yeY et, si g = ba, o a€A,
on a bien ge BA et xegA— Y.

Par suite, | geBA;z€g' AY|>|gebA|=|A]|, ce qui entraine
que, sur BY, 15, % 1,-:y est supérieure a | A |, donc

fl,,,, * Loy @) dxéf 1ps % Loy (@) de>-|A|.| BY|,
X BY

et I'inégalité du lemme.
LemMme 1.2. — Soit v une suife réelle safisfaisant a
V(m meNxN, y(m-+n)=a-+ym+7@,
oll a est une constante.
Alors la suite v (n)/n converge.
Preuve. — Soit b fixé, a =bg+r1,0-r—-b—1, geN.
L’inégalité entraine

Y(@=qa+qv(® + 7@,

Y (a) aq bg v (d) ()
a —bq+r+bq+r b +bq+r
et
T Y@ Y@ , @
limg. 2= =5~ + p

ce qui établit le lemme.

Démonstration du théoréme. — Prenons p assez grand pour que
V-tc Vr. Alors, de

VL Ve Z] Ve L Ve v,
on tire
| V I| Vm+n, | é ! V"H'l |l Vn+p I;
en particulier,

| Ym+1 Ié | V’"| | Vr+2 | et | Vr+p [4 _! l an [ V2r+t I

| Vi
d’ou
V2|, | Ve

| m n
Ty VLV

’ Vm+n I é |
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338 Y. GUIVARC'H

La fonction y (n) = log | V" | satisfait bien une relation du type
Tm+n=a+7vy(@m+y@),

I Vr+2 ll Vir+1 [
Ve

avec

o = log

La suite | V*|"/* a donc une limite qui est supérieure ou égale a 1 car,
a partir d’un certain rang, | V»| > 1.

Dire que lim, | V| > 1, c’est dire que, a4 partir d’'un certain rang,
ar | V<= b,
avec 1 << a -~ b, ou encore, que pour tout n,
cat Z| Vi =pbt 0<a=f)

ce qui signifie que G est a croissance exponentielle.

La remarque suivante, due a André Avez, montre trés directement
que, si G est 4 croissance non exponentielle, il est moyennable : Si G est
a croissance non exponentielle, on a

| V]

Ty =1

limk
lorsque k décrit un ensemble de densité 1. G est donc moyennable.
Preuve. — Notons que

1 fem I VAl _ l VI)L ( 1/IIL.
m i g ey = og ()

La suite log| V& |/| V&~ | est bornée et formée de nombres positifs car

i ‘ LVEL v
[ VR < | Vi | = - | VR

|V
Comme elle converge vers zéro au sens de CEsaro, elle converge vers
zéro, lorsque k décrit un sous-ensemble des entiers de densité 1, et
| V&+U|]| V&| a pour limite 1 dans les mémes conditions.

Vérifions alors la condition de FOLNER : Soit K un compact de G.
Prenons Vo K. Si xe€ K, alors x V*c V7+! et
|anAVn| ‘VIL+[|_1VIZ‘
-
| V7 - |V

qui tend vers zéro si n tend vers l'infini pour presque tout n. Ainsi,
si ¢ > 0, pour n assez grand et tout re K, |z V* A V||| V»| <.

Démonstration du corollaire. — I1 n’y a rien a démontrer si G est uni-
modulaire. Sinon, le lemme suivant fournit le résultat.
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. CROISSANCE POLYNOMIALE 339

LemMme 1.3. — Si G n’est pas unimodulaire, il est a croissance expo-
nentielle (gauche ou droite).

Preuve. — Soit ¢ (g) le module de P'automorphisme intérieur défini
par g. Il existe g dans V tel que

gteV, d(g>1
et
V2n+1 ) gn V g—n’
d’ott
| Vet [ =0 (9)"| V.
La méme démonstration vaut pour la croissance a droite.

TutoreME I1.2. — Soit H un sous-groupe fermé de G a génération
compacte. Alors G est a croissance au moins aussi rapide que H.

Ce théoréme résulte du lemme suivant, avec Wc V.

Lemme 1.4. — Soient W, V des voisinages compacts de e dans H, G
supposés munis de mesures de Haar a gauche. Alors,

VY neN, |Wr|.|V|<| VV-nH|. W V|

Preuve. — Soit ., la restriction & W» d’une mesure de Haar & gauche
de H.

On a alors
ek 1)@ =] 1,(g'2)dg =| Wrnz V1|,

wn
Or Wrnz V-'cHnx V- qui est vide, sauf si ze HV. En ce cas,
|Hnx V' | L | HNVV— .

Comme d’autre part
fpt,, *x 1, @de=|Wr|.| V]| =f (on % 1)) (@) da,
wny
on a bien la formule annoncée.

TutoriMmE 1.3. — Soit H un sous-groupe distingué fermé de G. Alors
G est a croissance au moins aussi rapide que G/H.

Ce théoréme résulte du lemme suivant en prenant X = G/H, n = 1.

LemMe 1.5. — Soient X un espace homogéne de G qui posséde une
mesure invariante, H le stabilisateur d’un point o de E. On a alors, avec
un choix convenable des mesures invarianles,

V (m,n)eNXN, | V|| V™ol.|W"|,
avec W = VnH, ott V est un voisinage compact de e.
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340 Y. GUIVARC'H .

Preuve. — En effet,
Vm+n3 Vm Wn
et
I ym Wwr ] = dv 1]/m wn (I)w) dw

GIH pis

~ dﬁfl,,m ©) Ly @) dw = | V7 o|.| W |.
G/H H

TutorkME 1.4. — Soif H un sous-groupe fermé de G. Si G/H est
compact, H et G ont méme croissance. Si H est distingué et compact, G/H
el G ont méme croissance.

En vertu des théorémes I.2 et 1.3, chacune des parties de ce théoréme
résulte des lemmes suivants.

LemMe 1.6. — Soient V un voisinage compact de G engendrant G,
H un sous-groupe fermé de G tel que G = HV. Alors il existe une constante «
et un voisinage compact W de e dans H engendrant H tel que

VneN, |Vi|Za|Wr|.

Preuve. — Soit C un voisinage compact de e dans H engendrant H [14].
Alors G = HV =U,>, C* V, et il existe un entier p tel que C7» V> V3,
car V est d’intérieur non vide, et V? est compact.

Posant W =Cr, on a WV>V? et, par récurrence, W» V> Vr+i,
En appliquant le lemme I.1, on obtient

1

WrV| L
[ WVI= T

l Wn+1 I.[ W—1 V [’
d’out
|W- V]

W]

LemMe 1.7. — Soient H un sous-groupe compact de G, o U'image de H
dans G[H. Si V contient H, on a | V*| =< | V" 0| avec un choix convenable
des mesures invariantes.

Preuve. — En effet, V:ic V*H, etsi |H| =1, on a

|VeH | =|Vro|.|H|=]| Vo]

| Vot | Za | Wt | avec o =

TutoriME 1.5. — Soit G une limite projective de groupes de Lie, et
soit H un sous-groupe fermé a génération compacte. Si G[H a une mesure
invariante finie, G et H ont méme croissance.

Ce théoréme résultera de la proposition suivante.

ProrositioN I.1. — Si G est moyennable et limite projective de groupes
de Lie, si H est un sous-groupe fermé tel que G/H ait une mesure invariante
finie, G[H est compact.
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CROISSANCE POLYNOMIALE 341

On dira qu’un groupe localement compact G a la propriété (u), si tout
sous-groupe fermé H, tel que G/H ait une mesure invariante finie, est
uniforme. Les groupes discrets possédent cette propriété trivialement.

Lemme 1.9. — Soit G, un sous-groupe distingué ouvert de G possédant la
- propriété (u). Alors G posséde la propriété (u).

Preuve. — En effet, les deux G,-espaces G./(Hn G,) et HG,/H sont
isomorphes. Le second a une mesure invariante finie obtenue par restric-
tion, d’oil, d’aprés I’hypothése du lemme, G,/(Hn G\) et HG,/H compacts.
Comme G/HG, est fini, G/H est compact.

LemME 1.10. — Soit G un groupe de Lie connexe moyennable. Alors G a
la propriété (u).

Preuve. — Soit R le radical de G. On sait [7] que G/R est compact
et que si S désigne le plus grand sous-groupe fermé distingué résoluble
de H, il en est de méme de H/S. Il en résulte que G/S a une mesure
invariante finie comme G/H. Il en est donc de méme de RS/S, mais RS est
résoluble car R est distingué, et comme la propriété (u) vaut pour la
composante connexe de RS [18], elle vaut pour RS d’aprés le lemme
précédent. On en conclut que RS/S est compact, et comme G/RS est
compact, il en est de méme de G/S et G/H.

La proposition résulte des deux lemmes précédents si G est de Lie.

Dans le cas général, il existe un sous-groupe compact distingué K
de G tel que G/K soit de Lie moyennable; G/KH, étant de mesure
invariante finie, est compact, et comme KH/H l’est aussi, G/H est
bien compact.

Démonstration du théoréme. — Si G est moyennable, le théoreme résulte
du théoréme I.4 et de la proposition I.1. Si G n’est pas moyennable,
H ne T’est pas non plus [4], et ils sont donc tous deux a croissance expo-
nentielle d’aprés la remarque suivant le théoréme I.1.

II. Croissance des groupes de Lie connexes.
Application aux groupes nilpotents ou discrets

On calcule dans ce chapitre la croissance des groupes de Lie connexes :
ils sont toujours a croissance exponentielle ou strictement polynomiale,
et ce dernier cas a lieu si, et seulement si, le groupe considéré est
moyennable et unimodulaire ainsi que ses quotients. Ceci permet de
retrouver et d’améliorer un résultat de J. A. WoLr [26].

On dira qu’un groupe de Lie connexe est de type R, si tous les poids
de la représentation adjointe sont imaginaires purs.
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342 Y. GUIVARC'H

ProrpositioN I1.1. — Un groupe de Lie connexe est de {ype R si, et
seulement si, il est moyennable et unimodulaire ainsi que ses quotients.

Preuve. — Si G est de type R, sa partie semi-simple I’est aussi et est
donc compacte, ce qui entraine G moyennable. De plus I'automorphisme
Adexp X est de mcdule un car ad X est de trace nulle d’aprés la condi-
tion de type R.

Réciproquement, supposons que le radical S de G ne soit pas de
type R; il posséde alors un quotient S/T, formé de similitudes planes
qui n’est pas de type R; ce quotient ne peut étre unimodulaire car il
ne posséde qu'un ou deux poids non nuls, ce poids étant réel dans le
premier cas et les deux poids étant imaginaires conjugués a partie réelle
non nulle dans le second cas. Si T désigne I'intersection des conjugués
de T par les éléments de G, le groupe S/T: a les mémes poids que S/T
et n’est donc pas unimodulaire. Il en est de méme de G/T., extension
compacte de ST, et ceci contredit I’hypothése faite sur les quotients
de G.

Soient G un groupe nilpotent, V un voisinage compact de e qui
engendre G,

G=G>G>...0G@>G* ={e}

sa suite centrale descendante fermée. Montrons que G” est 4 génération
compacte. Puisque G”, qui est central, posséde un sous-groupe ouvert H
a génération compacte, on peut supposer, en considérant G/H, que G~ est
discret; en ce cas, G” est engendré, car il est central, par les commutateurs
de degré r en les éléments de V; ’ensemble de ces commutateurs est
compact comme V, donc fini, et G est bien de type fini.

On déduit de ceci que G*/G*+! est aussi & génération compacte, donc
s’écrit

G| G+ = R x Zne X Ky,

ol K; est compact. Posons alors
p (G) = ﬁz'; k (mk -+ I'l/;).

TutoriME 1I.1. — Soit G un groupe de Lie nilpotent simplement
connexe. Alors G est a croissance strictement polynomiale de degré p (G).

Preuve. — On identifiera G 4 son algébre de Lie par I’application
exponentielle, et 'espace vectoriel de cette algébre & Pi_r., G*/G+'.
En supposant les G*/G*+' normés par || ||, on définit une fonction ¢
sur G par

¢ (x) = supx || @ |5, ou ¥ = X; , ;€ GH/GFH.
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CROISSANCE POLYNOMIALE 343

On a alors le lemme suivant :

Lemme II.1. — Quitte a remplacer les normes données par des normes
homothétiques, il existe une constante « telle que

VyeGxG o@y)=9¢@ +¢@ +

Preuve. — On raisonnera par récurrence sur I’entier r, et 'on notera =
la classe de z dans G = G/G". Posant z = xy, on a

Zrle'+yr+Q(f’y)9

olt Q est une fonction polyndme sur Gx G qui est, d’aprés CAMPBELL-
HAuspoRFF, une somme de mondmes de Lie en Z, J de degré total r.
On va d’abord montrer I’existence d’une constante k telle que

1Q @ Y) =k Zpry=r,py09(T) 9 (F)7 pourvu que ¢ () +9 (§)=2.
D’aprés la formule de Campbell-Hausdorff, Q (z, J) est une somme de
mondmes de Lie en Z;, §; (i, j <<r — 1) de degré total ~r, et un tel
mondme admet une majoration du type

L3 1 PRIRCRIED | DRI A

ol u; (resp. v;) est le degré respectif de ce mondéme en z; (resp. J;); soit
une majoration du type ko ()¢ (g), ol m=¥,iuw, u=3x;ju;
etm+n<r, mn=0.

L’hypothése ¢ () + ¢ (y) =2 implique ¢ (Z)>1 ou ¢(g)>1et la
majoration voulue.

Supposant le choix des normes sur les G*/G*+' (k < r) fait de facon
a avoir 3
9 (xy) =9 (x) + o (y) +
choisissons la norme sur G” de facon a avoir
Q@ Y| < Zpag=rproe @)V 2 (g), 9@)+o@)=2
donc en particulier, puisque ¢ () = ¢ (%), ¢ (¥) = ¢ (¥),
Q@ y)=le @ + @l —Io @) + ¢ @]

et donc

o@)y =|z|=9@)+o@)y +loe@+o®I—o@ —o¢@
¢ (z) = ¢ (x) + ¢ (y) pourvu que ¢ (T) + 9 (§) =2

9 () =suple(z) ¢ (2)] =9 @) + 9 @) +2
Si maintenant ¢ () + ¢ () <2, ¢ (z) et Q (T, y) sont majorés par 3 > 1

et alors
9@y =0 @ +9@ +B=[e @+ 9@ + 8],
9(z) =supfo(z), ¢ (2)] <9 (@) + 9 @ + B

et
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Le lemme en résulte avec « = sup (z, B).

Démonstration du théoréme. — Posons B, ={ze€ G, o () =0}, et
désignons par u I'application linéaire de G, identifié a 1’espace vectoriel
de son algébre de Lie, dans G, dont la restriction & G*/G*+' est la multi-
plication par A*. Alors

VzeG o[wm@]=]|2]¢ ) et m, (By) = By,-
Le lemme fournit U'inclusion B?C By« et, comme
| Bn(1+ac) ! = det Un(140)s | By | = (1 -+ O‘)p(m nrio | By |,

on a bien | B} | < b n”©), ou b est une constante.

Afin de minorer | B? |, montrons, par récurrence sur r, que B,c(B,)"
pour un certain p > 0. Soit  un élément de B,. L’hypothése de récurrence

fournit des EGE§ tels que T = b, ... by, donc T = b, ... b, ¢, avec
b.€B;, ce G, Etudions c;

o(c)=o0(@0'...b'x)Lna+no+n=nl+7o+ 2),

d’olt ¢ =n"c¢, avec ¢ (¢\) <1 + p + «. L’élément ¢, est un crochet de
r éléments ¢; de G avec ¢ (¢;) =< pi, et ¢ est donc un crochet des
r éléments ng;, c’est-a-dire un commutateur des r éléments g7. Si's désigne
la longueur, dépendant de r seul, d’un tel commutateur, on a

ceBi* et zeB;Bi'c (B; B

Soit donc B,c (B, B:)", et on a donc montré lexistence de deux
constantes a, b telles que

VY neN, anr'®_|B}|Lbnre.

TutoriMmE 11.2. — Soit G un groupe de Lie connexe de type R. Alors
G est a croissance strictement polynomiale.

Ce théoréme résultera du suivant.

TutorEME 11.2'. — Soit G un groupe de Lie résoluble connexe et simple-
ment connexe de type R. Alors G a méme croissance que son nil-shadow.
Il est donc a croissance strictement polynomiale.

Preuve. — Notons A I'image canonique de G dans la partie semi-
simple de P'adhérence algébrique de ad G. On sait [2] qu’il existe un
groupe nilpotent simplement connexe G’ appelé nil-shadow de G tel que

AoG=A0G.

Comme G est de type R et A semi-simple, il existe dans G, G’ des voisi-
nages compacts de e, W et W', invariants par A. Désignant par U un
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voisinage compact de e dans A, il en résulte que

(UW)IL = U» Wn’ (UW’)n = UgrW'»
et, comme

[OWy | = UL Wr], [OW) ] = U] W

les suites | W»| et | W' | sont bien équivalentes pour la relation x du
chapitre I, d’aprés la remarque qui suit la définition I.1.

Démontrons le théoréme II.2. — Soient S le radical, et N le radical
nilpotent de G; si C est le sous-groupe compact maximal de N, G/C a
méme croissance que G (théoréme I1.4), et on peut donc supposer N
simplement connexe. Soit T/N un sous-groupe maximal connexe et
simplement connexe de S/N, T est alors un groupe résoluble connexe
et simplement connexe de type R, et de plus G/T est compact comme G/S
et S/T. Les groupes G et T ont donc méme croissance, et le théoréme I1.2
résulte des théorémes I1.2" et II.1.

TueoreEME I1.3. — Soit G un groupe de Lie connexe. Alors G est a crois-
sance exponentielle ou strictement polynomiale. Le deuxiéme cas a lieu,
si, et seulement si, G est de type R.

Preuve. — D’aprés le théoréme II.2, il suffit de montrer que si G n’est
pas a croissance exponentielle, il est de type R. Or cette hypothése
entraine, d’aprés le chapitre I, que G est moyennable et unimodulaire
ainsi que ses quotients, donc de type R d’aprés la proposition II.1.

Applications

TutoriME 1I.4. — Soit G un groupe nilpotent a génération compacte.
Alors G est a croissance strictement polynomiale de degré p (G).

Preuve. — G posséde un sous-groupe compact maximal K unique et
distingué. La composante connexe L, de L = G|K est un groupe de Lie
simplement connexe, et L/L, est de type fini sans torsion. Il existe

alors [15] un groupe de Lie L connexe et simplement connexe unique
a un isomorphisme prés tel que L soit un sous-groupe uniforme de .

Les théorémes du chapitre 1 entrainent que G, L, L ont méme croissance,

et il suffit donc de montrer p (G) = p (L) = p (L). La premiére égalité
résulte de ce que, K étant compact, G*/(Kn G*) s’identifie 4 L La
seconde résulte des relations connues entre les suites descendantes de L

et L, ce qui achéve la démonstration.

On peut, grace aux considérations précédentes, améliorer un résultat
de J. A. WoLF [26], et en simplifier la démonstration. Rappelons qu’un
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groupe G qui posseéde une suite de sous-groupes
{e} = GicG,C...CG,CGryy = G,

telle que G; soit distingué dans G;., et que G:.,/G: soit cyclique, est
dit polycyclique.

THEOREME I1.5. — Soit G un groupe polycyclique. Alors G est a crois-
sance exponentielle ou strictement polynomiale. Le deuxiéme cas a lieu
si, et seulement si, G posséde un sous-groupe nilpotent d’indice fini.

Preuve. — D’apres le théoréme II.4, il suffit de montrer que si G est
a croissance non exponentielle, il posséde un sous-groupe nilpotent
d’indice fini.

Puisque G est polycyclique, il posséde un sous-groupe d’indice fini G,
isomorphe a un sous-groupe discret uniforme d’un groupe de Lie réso-
luble connexe et simplement connexe G, [23]. Comme G, G,, G. ont
méme croissance, G, est de type R d’aprés le théoréme II.2.

Soit N le nilradical de G,; Nn G, est un sous-groupe discret uniforme
de N [17] stable par les automorphismes induits sur N par les éléments
de G,. Les valeurs caractéristiques de ad ¢ — I (g€ G,) sont donc nulles
ou minorées par un nombre a positif. Soit alors f ’'homomorphisme qui
associe a ¢ la partie semi-simple de ad ¢; f (G.) est donc un sous-groupe
discret de (CG*)* et, comme f(G.) est contenu dans T%, f(G,) est fini.
Si P désigne le noyau de f, ad P est un groupe de matrices triangulaires
unipotentes, donc un groupe nilpotent, et il en est de méme de P. Le
groupe abélien connexe G./P posséde G,/(Pn G,) comme sous-groupe
fini uniforme : c’est un tore, et G. est donc extension d’un groupe nil-
potent par un tore. Enfin Pn G, est un sous-groupe normal nilpotent
de G, d’indice fini.

III. Croissance des groupes résolubles localement compacts

On caractérise dans ce chapitre les groupes résolubles localement
compacts 4 croissance non exponentielle. Cette caractérisation repose
sur la notion de groupe de type R généralisé et contient la caractérisation
du cas connexe obtenue au chapitre II, ainsi que celle du cas discret
obtenue par J. A. Worr [26] et J. MiLNOR [16]. Les deux outils essentiels
sont une extension du lemme principal de [16] et une construction de
groupes A croissance polynomiale par extensions de groupes abéliens
ou compacts.

G étant un groupe localement compact, il sera dit noethérien si tout
sous-groupe fermé est & génération compacte. Si G est abélien a génération

compacte, il s’écrit
G=KxR"xZ,
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ou K est un groupe compact; I'entier m 4 n s’appellera le rang de G.
Si G est résoluble et si { Df G} désigne sa suite dérivée (D° G = G,
D+t G = { e}), on dira que G est de rang fini si tous les groupes abéliens
DF G/D*" G (0 < k < r) sont a génération compacte. On appellera rang
de G la somme des rangs des groupes Df G/D*1 G. Dans le cas G de Lie

résoluble, les groupes de rang fini ne sont autres, par définition, que les
groupes élémentaires de [19].

TrEorEME III.1. — Pour un groupe résoluble localement compact G,
les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est noethérien;
(2) G est de rang fini;

(3) G posséde un sous-groupe compact caractéristique K tel que G/K soit
un groupe de Lie élémentaire.

Preuve. — On montrera que (1) = (2) = (3) = (1).
(1) = (2) et (3) = (1) résultent immédiatement des propriétés d’hérédité
des sous-groupes, quotients, extensions.

(2) = (3) : On raisonne par récurrence sur la longueur de la suite
dérivée, le cas abélien étant bien connu.

Soient K, un sous-groupe compact caractéristique de D! G = G, tel
que G/K, soit de Lie élémentaire, N le sous-groupe caractéristique de G
formé des g de G tels que

VY ze G, [g, x]eK,;

il est clair que N/K, est nilpotent de classe 2 au plus. Montrons que N/K,,
donc N, est a génération compacte. Comme N/(NnN G;) est abélien,
on peut trouver un sous-groupe fermé P de N contenant Nn G, tel
que P/(Nn G,) soit compact et que N/P soit de Lie. Il est immédiat
que P est distingué dans N, donc dans G. Comme G,/K, est élémentaire,
(Nn G))/K, est a génération compacte, donc P/K, aussi. De plus, G/N,
qui s’identifie &4 un groupe d’automorphismes du groupe élémentaire G/K,,
est un groupe de Lie; comme N/P est de Lie, G/P est aussi un groupe
de Lie qui est élémentaire, car G est de rang fini. Il en résulte que N/P est
a génération compacte, donc N/K, aussi. Soit alors K/K, le sous-groupe
compact maximum de N/K, : K/K, est caractéristique dans G, et N/K est
de Lie. Il en résulte que G/K, extension de N/K par G/N qui sont de
Lie, est de Lie.

CoroLLAIRE III.1. — Tout groupe résoluble G de rang fini posséde
un sous-groupe compact maximum C. Le quotient de G par C est de Lie.
Preuve. — La deuxiéme assertion résulte immédiatement de la premiére
et du théoréme. Ce théoréme raméne au cas G de Lie. Si G est connexe,
C est le sous-groupe compact maximal du centre de G. Si G est discret,
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C est le sous-groupe engendré par tous les sous-groupes finis distingués
de G : C est fini, car G étant noethérien, il est de type fini et donc égal
au produit d’'un nombre fini de sous-groupes finis distingués. Si G est
de Lie, on peut supposer que sa composante neutre G, est sans sous-
groupe compact distingué. Si C, est un sous-groupe fini de G, | C, | est
majoré par le cardinal du sous-groupe fini distingué maximal de G/G,.
Si C est alors un sous-groupe fini distingué de G de cardinal maximal,
CC, est aussi fini distingué, et CC,>C, | CC,| | C|, ce qui entraine
CC, =C, CoC,.

TrEorEME III.2. — Soit G un groupe résoluble a croissance non expo-
nentielle, alors G est de rang fini.
Ce théoréme découlera de deux lemmes.

Lemme III.1. — Soient G un groupe localement compact a croissance
non exponentielle, H un sous-groupe fermé distingué de G, V un sous-
groupe ouvert distingué de H a génération compacte, g un élément donné
de G. Alors le plus petit sous-groupe de H contenant V, invariant par g,
est distingué dans H et a génération compacte.

Preuve. — Lorsqu’un groupe G opére par automorphismes sur un
groupe H, on notera g (h) I'image de he H par ’automorphisme associé
agead.

Le lemme découlera de la propriété suivante : he H étant donné,
il existe un entier n > 0 tel que g**! (h) appartienne au sous-groupe
engendré par V. h, ..., g" (h). Pour montrer cette propriété, prenons
un voisinage compact K de e dans G contenant g, g, h, et notons K son
image dans G/H. Posant

)| ERDY

on obtient les inégalités
| K& || K"nH | < | K|, o(@)|KnV|Z|K*nH]|,

d’ol1, pour n assez grand, ¢ (n) = | K*»| et, d’aprés I'hypothése sur la

croissance de G, L
lim, (¢ (n))V/" = 1.

Considérons alors, comme en [16], les éléments du type

gk, h gk, h... gk,. h g—(k1+-'-+kn) — g"* (h) gk,+k. (h) e gl<,+...+lc2 (h)’

ou les k; valent 0 ou 1 : ces éléments appartiennent & K3*»n H, et leurs
images dans H|/V ne peuvent étre distinctes pour tout n, car elles seraient

en nombre 27, ce qui contredirait lim,, @ m)» =1.

TOME 101 — 1973 — N° 4



CROISSANCE POLYNOMIALE 349

On peut donc trouver deux suites distinctes (k;) et (k) (1 =i<n)
telles que, modulo V,

g’“ (h) gk,-;-k, (h) . g"‘+'~+"n (h) = gk{ (h) gk;+k; (h) .. gk§+...+k,’, (h),

ce qui donne la propriété voulue.

Notons V¢ le sous-groupe engendré par les ¢’ (V) (p =< i - q). Comme V
et ¢ (V) sont distingués a génération compacte V g (V) l'est aussi et
V g (V)/V, qui est discret, est de type fini. En faisant décrire 4 h un sys-
téme fini de représentants dans H des générateurs de V g (V)/(V), on
obtient que, pour un certain entier r > 0, ¢! (V) est contenu dans V7.
En remplacant ¢ par g, on obtient que, pour un certain entier s>. 0,

g (V) Ve,
g(viycvz, g (Vi)cVy,

donc

V., est donc le plus petit sous-groupe contenant V et invariant par g¢ :
il est & génération compacte et distingué dans H, car il est égal au produit
des ¢/ (V)(—s<=i<Zr).

Lemme III.2. — Soient G, H, V comme dans le lemme 1, et suppo-
sons G|H résoluble de rang fini. Alors V est contenu dans un sous-groupe
de H distingué dans G et a génération compacte.

Preuve. — Pour un groupe résoluble R de suite dérivée D* R (D° R,
D+t R = { e}) et de rang fini, posons

IRy =r+1+ 3k oy

ol d; est le nombre minimal de générateurs topologiques de la partie
sans torsion de Df R/DF' R.

Pour montrer le lemme, on raisonne par récurrence sur [ (G/H) et,
posant G, = HD" G, on cbserve que deux cas se présentent : ou bien G, est
uniforme dans G, ou bien G, est contenu dans un sous-groupe fermé
distingué G, tel que I (G.) =1(G) — 1.

Dans le premier cas, on a I (G,) < I(G), et, d’aprés I’hypothése de
récurrence, on peut supposer V engendré par un compact S et invariant
par G,. Soit K un compact de G se projetant sur G/G, : le compact

S = {ksk—'; ke K, se S}

engendre un sous-groupe invariant par G. En effet, soit g € G, ksk— € S¥,
et posons gk =k' g, avec g€ G, k'€ K, donc g (k(s)) = k' (¢: (5)).
Comme g, (s) est un produit d’éléments de S, k' (9, (s)) est un produit
d’éléments de S¥.
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Dans le deuxiéme cas, soit g un élément de G dont I'image dans G/G,
engendre G/G.. V étant supposé invariant par G., soit xz un élément
arbitraire de G.; on a alors, pour tout i entier,

(g) (V) = ¢'[(g7* @)) (V)] = ¢* (V).

Le sous-groupe V’, engendré par les ¢’ (V), est invariant par G,, g et
a génération compacte d’aprés le lemme 1. Comme G.u{ ¢ } engendre G,
V'’ est aussi invariant par G.

Pour démontrer le théoréme, observons que D" G, étant abélien,
possede un sous-groupe ouvert a4 génération compacte, que ’on peut

supposer distingué d’aprés le lemme 2; on peut donc supposer D" G = D" G
discret. Comme G est a génération compacte, D" G est engendré par les
conjugués de certains commutateurs appartenant 4 un compact de D" G.
Une nouvelle application du lemme 2 fournit alors le résultat.

Soient G, H deux groupes localement compacts. Si G opére sur H par
automorphismes, on dira que I’action de G est bornée, si tout compact de
H est contenu dans un compact G-invariant. On dira aussi que I'action
de G sur H est étagée-bornée de hauteur h au plus, s’il existe une
suite de sous-groupes fermés distingués de H :

{e}=H,cH,c...cH,.,cH, =H,

telle que G laisse invariant les H; et opére de fagon bornée sur les
H; |H; (0 Li<h—1). Une telle suite H; sera dite G-stable.

Dans le cas oit H est un groupe de Lie nilpotent connexe, on voit
que si G opére de facon étagée bornée sur H, H posséde une suite
G-stable H; telle que H, soit le sous-groupe compact maximal de H,
tandis que les H; sont connexes.

Le théoréme suivant permet de construire, par extensions, des groupes
a croissance polynomiale.

TutorkME II1.3. — Soient G un groupe localement compact a géné-
ration compacte, H un sous-groupe fermé distingué de G tel que G[H soil
abélien de rang r et que Uaction de G sur H soit étagée-bornée de hauteur h
au plus. Si H est a croissance polynomiale de degré d au plus, G est a crois-
sance polynomiale de degré r + d (h + 1) au plus.

Ce théoréme résultera de deux lemmes.

Lemme III.1. — Soient G, H deux groupes localement compacts tels
que G opére sur H de maniére étagée bornée de hauteur h 4 1 au plus.
Soient K et V des voisinages compacts de Uidentité dans G et H. Alors
il existe un voisinage compact W dans H tel que,

V neN, V geKr, g (V)cw=,
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Preuve. — Le lemme se démontre par récurrence sur h. Dans
le cas h = 0, il suffit de prendre pour W l'orbite fermée de V sous G.
Soit H,c H tel que G opére de facon étagée bornée de hauteur h sur H,
et de maniére bornée sur H/H;. On peut alors supposer la projection
de V sur H/H, G-invariante, et il est donc possible de trouver un
compact V' de H, tel que, V ge K, g(V)cVV".

Soit alors W’ un compact de H; tel que, V ge K*, g (V)c W',
et vérifions, par récurrence sur n, que W = VW’ satisfait 1’assertion
du lemme.

Pour n =1, cette assertion résulte de W>VV’. Pour ¢ =g,yg,
avec g,€ K, g,.€ K", on a

92 91 (V)Cgn (VV') = g1 (V) ga (V).

Or,
gn (VYCW™ et g (V) W,
d’ou
g (V) c W'nh—t Wr' C Wt -+nh—t C Win-+1h
LemuMme I11.2. — Soient F un systéme de générateurs el de leurs inverses

d’un groupe D de type fini, D,, 'ensemble des commutateurs de longueur 2 n
en les éléments de F, et C, l'ensemble des conjugués des commutateurs
élémentaires de F [c’est-a-dire ab a=* b—'; a, be F] par des éléments de F~.
On a alors

[F, Fr]c(Cav),

D,,c C'zlgn«r

On montre ces formules, par récurrence sur n : soient aefF,
£ =mnbeF, avec ne F*, be F. Comme [a, n b] = [a, n][a, b]", on a

[a, n bleC:_, C,c Cr+.

De méme, soit x = an a*£€Dyuis, avec ng € D;,. Comme z = [a, 1] 7§,
on a
zeCy)_, Cf,_, cCRF"

Ces formules sont d’autre part triviales pour n = 1.

Pour démontrer le théoréme, on peut, d’aprés le chapitre I, supposer
G/H = Zr. Soient F un sous-ensemble fini symétrique de G qui, en
projection sur G/H, est un systéme de générateurs, et V un voisinage
compact de e dans H, engendrant H et contenant les commutateurs
¢élémentaires de F. On a alors, en notant V, I'ensemble des conjugués
d’éléments de V par F", F, un systéme de représentants dans G des
projections de F” sur G/H :

(VUF)yc V. Frc Vi Dy Fo,
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et d’aprés le lemme 2 :
(VUFycV, Vi, , FAc V" F,.

Or, d’aprés le lemme 1,
Vi Wen'=1,
donc
V(2nn+ 12 c Wen/—4(n+1)

Comme H est 4 croissance polynomiale de degré d au plus, on a, avec une

certaine constante a,
‘ ‘/(:‘n”-e—l)2 ‘ ~ a ndth+1),

Comme d’autre part, F, = b n", on en déduit
‘ (VU F)” | = ab nr+deet),

d’ou le théoréme.

Le corollaire suivant fournit une classe assez générale de groupes
& croissance polynomiale.

CororraIre III.2. — Soit G un groupe localement compact tel que
Uaction de G sur lui-méme, par aufomorphismes intérieurs, soil étagée-
bornée. Supposons que G posséde une suite G-stable dont les quotients
sont a génération compacte. Alors G est a croissance polynomiale.

Preuve. — On démontre le corollaire par récurrence sur la hauteur
de la suite G-stable de G. Dans le cas de hauteur 0, G = { e}, et 'asser-
tion est triviale.

Dans le cas général, soit {e} = H,cH,cC...CHy= G une suite
G-stable : comme G/H),_, est du type F — C [20], on peut trouver H),
et H),. , sous-groupes distingués de G tels que

H, .cH,cH,,,CGgG,

et H,/H,_, est compact, tandis que H).,/H), est abélien de rang r,
et G/H),, est fini. D’aprés I’hypothése de récurrence, H,_, est & crois-
sance polynomiale de degré d au plus, donc H), aussi.
Le théoréme dit alors que Hj_, est a croissance polynomiale de degré
r +d (h + 2) au plus. Il en est de méme de G, d’oit le résultat voulu.
Les théorémes 1 et 2 rameénent I’étude de la croissance au cas de Lie.
Le théoréme 4 est relatif a ce cas.

TutoreME II1.4. — Pour un groupe de Lie résoluble G de composante
neutre G, les conditions suivantes sont équivalentes :
(1) G est élémentaire ;

(2) G posséde un sous-groupe compact distingué K, un sous-groupe
uniforme F conlenant K et tel que F|K soit isomorphe a un sous-groupe
fermé uniforme d’un groupe de Lie connexe et simplement connexe;
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(3) G/G, est polycyclique.

Preuve :

(1) = (2) : G étant élémentaire, on peut trouver G’ distingué et d’indice
fini dans G tel que D' G’ = @', soit nilpotent [19]. Soit K le sous-groupe
compact maximal de G : il est distingué, et G/K est nilpotent sans
torsion. Soit F,/K une extension de G,/K par un sous-groupe uniforme
de type fini de G'/G, : d’aprés [23], F,/K s’identifie & un sous-groupe
fermé uniforme d’un groupe de Lie L résoluble simplement connexe
et 4 un nombre fini de composantes connexes : on peut prendre pour F/K
Pintersection de F,/K avec la composante neutre de L.

(2)= (3) : En passant au quotient par G, on obtient Kc Fc G,
ou K est fini, G/F aussi, et F/K est élémentaire comme F. Ainsi G est
donc polycyclique.

(3) = (1) résulte de ce qu’'une extension d’un groupe noethérien par
un groupe noethérien discret est noethérienne.
Soit G un groupe de Lie résoluble, de composante connexe de I'identité

Gy, et posons G, = D' G,. Soient K,, K,/G, les sous-groupes compacts
maximaux des groupes nilpotents G, et G,/G,. On dira que G est
de type R généralisé si les deux conditions suivantes sont réalisées :

— G/ G, posséde un sous-groupe nilpotent d’indice fini.

— Pour tout ¢ de G, les valeurs caractéristiques des automorphismes
définis par ¢ sur les algébres de Lie de G,/K, et G,/K,, sont de module 1.

TutoreME III.5. — Soit G un groupe de Lie résoluble de composante
neutre G,. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(1) G est a croissance non exponentielle;

(2) G est de type R généralisé;

(3) G posséde un sous-groupe d’indice fini G’ qui opére sur G, et G,/ G,
de maniére élagée bornée et qui est tel que G'[G, soit nilpotent;

(4) G est a croissance strictement polynomiale.

Preuve. — On montrera (1)= (2)= (3) = (4) [car (4)= (1) est
trivial].

(1) = (2) résultera du lemme suivant.

LemMme II1.3. — Soient G un groupe localement compact a croissance
non exponentielle, H un sous-groupe fermé distinqué. Alors, pour tout g de G,
I'automorphisme de H associé a ¢ est unimodulaire.

Preuve. — Si d¢/m, 04 (9), 0n (9) désignent les modules des automor-
phismes de G/H, H, G associés 4 g, on a

d¢ (9) = 9¢/u (9)-0u (9).
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Or, comme G et G/H sont & croissance non exponentielle, on a, d’aprés
le chapitre I, ;¢ (9) = 64z (9) = 1, ce qui entraine o (g) = 1.

Soient d’abord V un sous-groupe fermé distingué de G isomorphe
au groupe additif d’un espace vectoriel réel et g€ G; considérons le sous-
groupe G fermé engendré par g et V : il est aussi & croissance non expo-
nentielle. On peut trouver une suite de sous-espaces de V :

0= VoCVjC.--CVnCVn+1 = V1,

telle que g laisse stable les V; et opére de maniére irréductible sur
Vira/Vi(0 < i< n) qui est donc de dimension 1 ou 2. Comme V; est
distingué dans G, et G/V: a croissance non exponentielle, le lemme
précédent montre que ’automorphisme de V.,/V; associé a g est uni-

modulaire. Puisque V..,/V; est irréductible, cet automorphisme est une
rotation.

Soit maintenant V un sous-groupe fermé distingué de G qui est un
groupe de Lie nilpotent simplement connexe : on déduit de la propriété
précédente, par récurrence sur la longueur de la suite descendante de V,
que les valeurs caractéristiques de 'automorphisme de ’algébre de Lie
de V, associé 4 g€ G, sont de module 1.

Enfin, en appliquant cette propriété a (G/Ki, G./K,), (G/K., Go/K,),
on obtient la deuxiéme condition de la définition des groupes de type R
généralisé.

La premiéere condition s’obtient en remarquant que, d’aprés le théo-
réme 2, G/G, est polycyclique, donc posséde un sous-groupe nilpotent
d’indice fini d’aprés le chapitre II.

(2) = (3) résultera’du lemme suivant, qui n’est autre que le lemme 1.5
de [7] formulé pour un corps localement compact au lieu de R et dont,
pour étre complet, nous donnerons la démonstration plus loin.

LemMme 111.4. — Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur
un corps localement compact commutatif, G un sous-groupe fermé moyen-
nable du groupe des automorphismes unimodulaires de E. Si G est non
compact, il posséde un sous-groupe G’ d’indice fini laissant invariant un
sous-espace vecloriel propre de E.

Comme G/G, posséde un sous-groupe nilpotent d’indice fini, il reste
4 vérifier la premiére partie de la condition (3). Comme dans la démons-
tration précédente, on commence par montrer que si G posséde un sous-
groupe V fermé distingué nilpotent connexe, il posséde un sous-groupe
d’indice fini opérant de maniére étagée bornée sur V; il suffit aussi de se
restreindre au cas ot V est un espace vectoriel réel. On procéde alors
par récurrence’sur dim V, le cas dim V = 0 étant trivial.

Comme les automorphismes associés aux éléments de G sont unimodu-
laires, on peut trouver, d’aprés le lemme précédent, un sous-espace
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propre W de V stable par G'c G, a moins que G opére de facon bornée
sur V, auquel cas il n’y a rien & démontrer. Comme dim W < dim V
et dim V/W < dim V, on applique I’hypothése de récurrence a (G’, W)
et (G'/W, VW), ce qui fournit la propriété voulue. Il suffit ensuite
d’appliquer cette propriété a (G, G,) et (G/G:, Go/G).

(B)=(4) : G opére sur lui-méme par automorphismes intérieurs de
maniére étagée bornée, et le corollaire du théoréme 3 s’applique : G est
a croissance polynomiale. Comme il est aussi élémentaire, il aura, d’aprés
le théoréme 4, méme croissance qu'un groupe de Lie résoluble connexe.

D’aprés le chapitre II, cette croissance est donc strictement poly-
nomiale. On en déduit le résultat essentiel du chapitre.

CororraIre III.3. — Soit G un groupe résoluble localement compact
a génération compacte. Ou bien il est a croissance exponentielle, ou bien
il est a croissance sirictement polynomiale. Dans le dernier cas, il est de
rang fini, et le quotient de G par son sous-groupe compact maximal, est un
groupe de Lie de type R généralisé.

Ceci résulte immédiatement des théorémes 2 et 5.

IV. Croissance des sous-groupes fermés
des groupes de Lie connexes

On montre dans ce chapitre que les sous-groupes fermés des groupes
de Lie connexes, qui sont a croissance non exponentielle, sont des exten-
sions compactes de groupe résolubles de type R généralisé. Ils sont donc
a croissance strictement polynomiale.

L’outil essentiel est un lemme di & H. FURSTENBERG [7]; ce lemme
permet aussi de préciser la structure des sous-groupes moyennables
maximaux du groupe linéaire d’un espace vectoriel réel de dimension
finie.

TutoreME IV.1. — Soient H et G deux groupes localement compacts,
f un isomorphisme continu de H dans G. Alors si H est moyennable,
Uadhérence de f (H) Uest aussi et est contenue dans un sous-groupe moyen-
nable maximal fermé de G.

Preuve. — Montrons que si (H);c; est une famille totalement ordonnée

par inclusion de sous-groupes fermés moyennables de G, U.er H; est
moyennable. Soit C un convexe compact d’un espace vectoriel loca-

lement convexe tel que U;e; H; opére continiment et de maniére affine
sur C, C; le sous-ensemble de C fixe sous H;; comme H; est moyennable,
C; est non vide et fermé; l'intersection des C; est alors non vide et

C contient donc un point fixe sous U;¢ ;s H;, donc par continuité sous U H..
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Un raisonnement analogue montre la premiére partie de ’assertion du
théoréme. Comme I’ensemble des sous-groupes fermés moyennables de G
est inductif, la deuxiéme partie en découle immédiatement.

Le théoréme 2 qui suit, va permettre de préciser la structure des sous-
groupes moyennables maximaux pour un groupe de Lie connexe, mais
nous avons besoin d’introduire auparavant quelques notations.

Soient K un corps commutatif normé et localement compact, V un
espace vectoriel de dimension finie n sur K, Pour tout automorphisme u
de V, on notera fi 'automorphisme défini par

~ 1
U= Tdetar

on a évidemment || detii| = 1.

On dira qu'un sous-groupe G du groupe linéaire de V est presque-
triangulaire, s’il existe une suite de sous-espaces de V :

{0} =V,cVic...cV,cV,,u =V

telle que G laisse stable chacun des V; et que I’ensemble des §,., /., (g€ G)
soit relativement compact dans GI(Vi./V) 0O<Li<Lr), ou gr..,r
est la partie dans V,.,/V; de 'automorphisme g de V.

Enfin, on dira qu'un groupe G localement compact est presque réso-
luble, s’ilfposséde un sous-groupe résoluble fermé distingué R tel que G/R
soit compact.

TuorEME IV.2. — Soit M un sous-groupe fermé moyennable de GI(V).
Alors M posséde un sous-groupe distingué M, d’indice fini presque trian-
gulaire. De plus, si K = R et si M est maximal, on peut supposer M,
algébrique, donc presque résoluble.

Ce théoréme résulte du lemme suivant, di & Harry FURSTENBERG [7].

Lemme IV.1. — Soif G un sous-groupe fermé moyennable de Gl (V)
tel que, pour tout g de G, on qit || det g || = 1. Alors, ou bien G est compact,
ou bien il posséde un sous-groupe d’indice fini, laissant invariant un sous-
espace propre de V.

Preuve. — Considérons 1’espace projectif ¥ associé a V, et notons &
I'application projective correspondant & un endomorphisme u de V.
Puisque G est moyennable et que V est compact, il existe une proba-

bilité p sur V invariante par G; on va montrer que, si G n’est pas
compact, p est portée par une réunion finie de sous-espaces projectifs.
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Soit gz une suite non bornée de G, et posons

u ! gr;
kA= T s
Foel ™
on a alors
limy || det u; || = limy TorT = 0, Julk=1
On peut donc supposer lim; u; = u avec ||u| =1, detu = 0.

Si N est le noyau de u et N le sous-espace projectif correspondant,

on peut donc dire qu’en dehors de N, ~, = {i, converge simplement
vers {l.

On peut aussi supposer que §, (N) converge vers un sous-espace pro-
jectif propre L. Si 'on désigne par L’ le sous-espace projectif propre
image de i, on obtient alors, en considérant les restrictions de p a N
et a4 son complémentaire, que p, invariante par les g, est portée par Lul.
La plus petite réunion finie de sous-espaces projectifs portant p est alors
invariante par G, et le sous-groupe H laissant fixe chacun des éléments
de cette réunion est bien d’indice fini, car si n est le nombre de sous-
espaces distincts de cette réunion, G/H s’identifie 4 un sous-groupe du
groupe des permutations de n objets.

Démonstration du théoréme 2. — On démontre la premiere partie du
théoréme par récurrence sur dim V, le cas dim V =1 étant trivial.
On peut supposer, en remplacant M par M = {G; 9geM}, que, V geM,
| det g || = 1, car d’aprés le théoréme 1, I est moyennable. Si alors M est
compact, I’assertion du théoréme est triviale; sinon le lemme 1 fournit
un sous-groupe M’'c M d’indice fini et un sous-espace propre V'cV
invariant par M’'. On applique alors I’hypothése de récurrence aux
images canoniques de G’ dans GI (V') et GI(V/V’), ce qui fournit un
sous-groupe M"c M d’indice fini et presque triangulaire.

Supposons maintenant K = R et M maximal, extension finie de M,
distingué et presque triangulaire. Soit alors

{0} =V,cV,c...cV,cV,., =V

une suite de sous-espaces stables par M, et telle que I'image canonique
de M, dans chaque GI(V../V,) soit formée de similitudes pour un
produit scalaire ¢. Soit M, le sous-groupe de G (V), formé des auto-
morphismes ¢ laissant stable chaque V; et induisant une ¢;-similitude g¢;
sur V;,./V;; M, est un groupe algébrique, et d’autre part, il est presque
résoluble : le sous-groupe R des éléments g tels que les ¢; soient des homo-
théties positives est résoluble et distingué, et M,/R qui s’identifie au
produit des groupes d’isométries de V../V, muni de q;, est compact.
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Comme M, est distingué dans M, son adhérence algébrique M’ est inva-
riante par les automorphismes intérieurs associés aux éléments de M;
M’ est aussi moyennable comme sous-groupe de M,. MM’ est alors un
groupe contenant M’ comme sous-groupe distingué; de plus MM'|M’,
isomorphe & M/Mn M’ est fini.

Il en résulte que MM’ est fermé et moyennable et, comme M est
maximal, on a M’ c M. Si alors M, est la composante connexe de I’élément
neutre dans M ou M', M'|M, est fini, M, est presque résoluble [7],
et M I'est aussi.

TutorEME IV.3. — Tout sous-groupe fermé moyennable d’un groupe
de Lie connexe est presque résoluble.

Ce théoréme découle des théorémes 1 et 2, et des deux propositions
suivantes.

Proposotion IV.1. — Tout sous-groupe fermé d’un groupe de Lie
presque résoluble est presque résoluble.
Cette proposition résultera des trois lemmes suivants.

LemMmE IV.1. — Tout groupe de Lie G, presque résoluble, posséde un
sous-groupe résoluble distingué maximal.

Preuve. — On peut supposer G compact et tel que sa composante
connexe de 'identité G, ne posséde pas de sous-groupe résoluble distingué
autre que {e}.

Alors, si R est un sous-groupe résoluble distingué fermé, il est discret,
donc fini, et | R | | G/ G, |. Il est alors immédiat qu’un tel sous-groupe R,
vérifiant de plus | R | maximal, est maximal.

Lemme IV.2. — Soient G un groupe de Lie, et H un sous-groupe fermé
distingué. Si H et G[H sont presque résolubles, il en est de méme de G.

Preuve. — On peut supposer H sans sous-groupe distingué résoluble
et G/H résoluble. Le groupe A des automorphismes de H est alors
compact pour la topologie naturelle, et la composante connexe A, de
I'identité dans A s’identifie a celle de H. L’homomorphisme canonique
de G dans A envoie donc G sur un sous-groupe compact contenant A,.
Si N est le noyau de cet homomorphisme, on a alors NnH = {e},
et G/N compact. La premiére condition montre que N est résoluble
comme G/H.

Lemme IV.3. — Soit G un groupe de Lie dont la composante connexe
de Uidentité esl G,. Alors G est presque résoluble si, et seulement si, G, et G| G,
le sonl.

Preuve. — D’aprés le lemme 2, il suffit de vérifier que si G est presque
résoluble, G, et G/G, le sont aussi. La propriété est immédiate pour G/G,
qui est discret. Si R est le sous-groupe résoluble distingué maximal
de G, Gi/(GNR) est sans sous-groupe résoluble distingué, et admet un
homomorphisme f injectif dans le groupe compact G/R : il est compact.
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On commence par montrer la proposition dans le cas G connexe, et
I’on peut supposer G simplement connexe. Soient alors H un sous-groupe
fermé de G, dont la composante connexe de l'identité est H,, et S, le
sous-groupe distingué résoluble maximal de H, : H,/S, est compact
semi-simple de centre nul, et on vérifie, comme dans le lemme 2, que
H posséde un sous-groupe N fermé distingué tel que H/N soit compact
et NnH, = S,.

Comme S,, composante connexe de l’identité dans N, est résoluble et
que le radical R de G est simplement connexe, la composante connexe

de T'identité N,, dans NR, est résoluble [24]; on en déduit que N est
presque résoluble car N/(NnN,) est fini, d’olt finalement H presque
résoluble.

Si G admet G, comme composante connexe de l'identité, Hn G, est
presque résoluble, d’apres ce qui précéde, et H/H,, isomorphe a un sous-
groupe du groupe discret presque résoluble G/G,, est aussi presque
résoluble. Il en est donc de méme de H, d’aprés le lemme 2.

ProrposiTioN IV.2. — Soient G un groupe de Lie connexe, R son plus
grand sous-groupe résoluble distingué. Alors les sous-groupes moyennables
maximaux de G contiennent R et sont presque résolubles.

Preuve. — Si R = { e}, G est isomorphe & Ad G qui est un sous-groupe
semi-simple fermé du groupe linéaire de 1’algébre de Lie ® de G. Tout
sous-groupe moyennable maximal de Ad G est contenu dans un sous-
groupe moyennable maximal de GI(®), et est donc l'intersection de
celui-ci avec Ad G. L’assertion découle donc en ce cas de la proposition 1.

Si R £ { e}, 'image canonique dans G/R d’un sous-groupe moyennable
maximal M de G est fermée, d’aprés le théoréme 1, et égale & un sous-

groupe moyennable maximal M de G/R. L’image réciproque de 1 est

aussi moyennable et donc égale & M. Comme M et son image réciproque
sont presque résolubles, M D’est aussi.

TuEorEME IV.5. — Soit G un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie
connezxe. Alors G est & croissance exponentielle ou strictement polynomiale,
et le deuxiéme cas a lieu si, et seulement si, G est extension compacte d’un
groupe résoluble de type R généralisé.

Preuve. — La deuxiéme partie de ’assertion du théoréme découle de
ce qu’un groupe résoluble de type R généralisé est & croissance strictement
polynomiale, d’aprés le chapitre III, et a méme croissance que I'une de
ses extensions compactes, d’aprés le chapitre I.

Si G est a croissance non exponentielle, il est moyennable, d’apres
le chapitre I, et extension compacte d’'un groupe résoluble S, d’aprés
le théoréme précédent. Comme S a méme croissance que G, il est de type R
généralisé, d’aprés le chapitre IIL.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



360 Y. GUIVARC'H

V. Extension d'un théoréme de Choquet-Deny
a certains groupes non abéliens

Soit p une probabilité sur le groupe localement compact, séparable
et unimodulaire G. On suppose p apériodique, c’est-a-dire que G est
engendré topologiquement par le support de p, et ’on étudie I'invariance
asymptotique de la suite p.

On utilise deux méthodes distinctes, 'une basée sur une décomposition
intégrale de p et ’analyse harmonique sur un groupe abélien ou compact,
Pautre basée sur 1’é¢tude de certaines représentations induites. Les résul-
tats obtenus par ces deux méthodes se recouvrent partiellement.

Soit X un groupe localement compact séparable et unimodulaire.
Si v est une mesure bornée sur X, sa variation sera notée | .|, et sa
variation totale || |l,. On désignera par L; (X) I'espace des mesures
bornées de masse nulle sur X, absolument continues par rapport a une
mesure de Haar de X; une telle mesure étant fixée, cet espace s’identifie
au sous-espace de L' (X) des fonctions d’intégrale nulle. On définit
la convolution de deux mesures bornées u. et v sur X par la formule

%) () = f f @) di (@) d» @),

ou f est une fonction continue bornée sur X. De plus, la symétrique ../
de ¢ sera définie par

v (f) = f f @) dp (@).

On posera aussi, pour tout élément x de X et toute mesure bornée .,
lJ*x - a.‘r—l * e * 5.2*,

J. étant la mesure de Dirac concentrée en x. De méme, si A est une
partie de X :
A* =3t Az, AN = U.ex A"

Soit H un sous-groupe fermé distingué, abélien ou compact, du
groupe G, localement compact séparable et unimodulaire. Rappelons
que, d’apreés le chapitre III, on dit que G opére sur H de maniére bornée,
si tout compact de H est contenu dans un compact B de H, G-invariant
i.e. B = B].

On dira aussi que G opére de fagcon compacte sur H, si G opére de fagon
bornée et si, de plus, I'identité de H posséde une base de voisinages
dans H, G-invariants.
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Soit A I'espace des classes d’équivalence de représentations unitaires
irréductibles de H muni de la topologie usuelle. G opére sur H d’apreés la

formule
2% (h) = 2 (g~ hg),

et il résulte des définitions de cette action et de la topologie de H que,

si G opére de facon bornée sur H, I’élément identité de I-AI, noté 1d,
posséde une base de voisinages G-invariants. De méme, si G opére de

facon compacte sur H, tout compact de H — { Id} est contenu dans
un compact G-invariant de  — { 1d }.

Enfin, p. étant une mesure bornée sur H, sa transformée de Fourier
sera définie par

s =[1mde) (eA).
“H
Soit alors p une probabilité sur G que 'on écrit sous la forme

p= u; dp (z),
G/H
oll uz est une probabilité sur G, portée par la classe & gauche z modulo H,
et p la projection canonique de p sur I’espace G/H des classes a gauche
modulo H. On définit la probabilité p, sur H par

Pu :[ U% * u_dp (%),
Yo

et 'on désigne par H (p) [resp. H” (p)] le plus petit sous-groupe fermé
de H portant py [resp. les (p”)x]. On dira alors que p est H-strictement
apériodique si’on a H* (p) = H. Si H est abélien et H = G, on retrouve
la notion classique de stricte apériodicité [21].

Si G est compact et H = G, G* (p) = G n’est autre que la condition
nécessaire et suffisante de convergence de p” vers la mesure de Haar
de G [8].

TukoreME V.1. — Soient H un sous-groupe fermé distingué de G,
et p une probabilité H-strictement apériodique sur G. Si H est abélien ou
compact, et si G opére de fagon bornée (resp. compacte) sur H, on a pour p
étalée (resp. quelconque) :

VyvelL; (H), lim,|p* % v]|,=0.

Preuve. — Ce théoréme résulte des trois lemmes suivants.

LemME V.1. — Soient v, une suite de probabilités sur le groupe abélien H
portées par un compact K, v un élément de L nL* (H), K le support de .
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Si toutes les 7, sont majorées sur R par une constante s << 1, on a

lim,

IYi*'--*Yn*vH1=O'

Ce lemme est lui-méme une conséquence de la proposition ci-aprés.

Proposition V.1. — Soient 7, une suite de probabilités sur le groupe
localement compact H, v un élément de L'n L* (H), A, une suite croissante
de compacts telle que

lim, |[m. kv [l¥* <1, lim,|As]ie =1, lim, 7, (4,) = 1.
On a alors

T, [ 7 sk ¥ [l = 0.

Preuve. — Notons que, si « et 3 sont deux mesures bornées sur G,
A et B deux compacts de G, on a

ek B1(G) =] x 3] (AB)
+ 12| (@) [B]I(G—B)+|a|(G—A)|3](B)

On prend ici a =7, A = A,, B=vdr et B tel quef [v]de <se,
G—B
et on a alors

[ 7 kv [ Z 1 (e K V)ap [l 4+ |V [ [T — 72 (AR)]-
Mais I'inégalité de Schwarz donne ici

| (n % ¥)aun [ls = | Au B |2

Tn * v ’[2y
le symbole | A, B | désignant la mesure de Haar de A, B. On sait aussi

que o L
fim,| A, B[/ =Tim, | A, |/» =1,

ce qui donne
lim, || (7, % V)45l =0 et lim, || 7, 4% v i < .
Preuve du lemme V.1. — Le lemme V.1 s’obtient en posant
Y1 Kook YTn = Tas Kr = A,
et en remarquant que, H étant abélien, | K” | est majoré par une puissance
de n, ce qui donne L
. lim, | K*|/» =1.
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On a, de plus, d’apres la formule de Plancherel :

Ikl = [ 1202 QP de = [ 12,0 0O e
g s
donc .
T d vl 8| v |2 car %, (E) =% ... 3. ¢).
LemME V.2. — Soient H comme dans le théoréme, et G opérant de fagcon

bornée sur H, ) un élément de H — {1d} tel que || pu (1) | =0 <1
pour tout ¢ dans G. Alors il existe un voisinage V- de A tel que, pour tout v
de L (H), dont le support de la transformée de Fourier 9 est contenu dans V3,
on ait

lim, | p* % v | = 0.

Preuve du lemme V.2. — Soit ¢ une section borélienne fixée de G
au-dessus de G/H, et posons
ou 05 est une probabilité portée par H. On notera aussi la restriction
normalisée de 0; & un borélien K par 6;‘ .

On distinguera les deux cas : H compact et H abélien.

1o H compact. — On pose

p= uz dp (%),

JG/H

et on note que si u; = d_ ;) % 0, on a aussi

X ()

ﬂ;’l *...* uzizac(in)..'c(‘;‘)*emn *...* 051,

ou l'on a posé X; (w) = Zx ... T, et w est donc une trajectoire sur G/H.
On posera pour abréger

Fo(w) =07 %ok 0,

et I'on notera dp” (») la probabilité canonique sur ’espace Q des trajec-
toires sur G/H. On a alors

Ptk v = Uz % ...% Uz % vdp (z,) dp (Tn),

(G/H)"
127k vl = [ 11 Fa (@) K v e dp” ).
Puisque H est discret, on prendra Vi = { A }. L’hypothése sur py s'écrit :

T
[z ) a5 @)
G/H

Zo<l1l, Vged.
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Or uz % u: (A8) =\0% % 07/ (1), et si a est un vecteur quelconque de

Pespace de 2 :
<<‘mz)g(7‘) a, a> =i

et ’hypothése s’écrit donc
/G‘/}I\

E(g,a)=:ﬂf;

Be@)als

oal =claly Vet

Si l'on pose

O =57 ek,

cette égalité donne p (E (9, @)) =< 27/(1 + o) < 1. On en déduit que,
p”-presque partout, il existe une suite n; d’entiers telle que

| @) %0 = (252 ) 1 I

dés que le support de ¥ est réduit a 2.
Il en résulte que, p”-presque partout,

lim, || Fr(®) % v [ =0,
et donc, car H est compact,

lim, || Fr (@) % v =0
et finalement _
lim, || p* % ¥ | =0,
par convergence dominée.
20 Cas H abélien. — Soit K un compact de H. Posons

f@ =0 (K), B@=—2D
fG @@

q =f 3,5 % 058 @) dp @),
G/H

et évaluons || px — qu |-
Comme ”ei—egnl =2|1—a(x)|, on a

0% % Bz — 0 % 05 | 2 4[1 — 2 @)],
et comme
Qo = [ 0 % 05 B (%) dp (2),
Je/H
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on a
o= gl = [ [0 % 02— 0k 856 @), dp @)
G/H

llpn—qallxéf Al—a@dp@ + [ |1—B@|dp @),
G/H

G/

et en posant o = a (x) dp,(Z),
G/H

| pr—qul <61 — ).

On peut donc choisir un compact G-invariant K assez grand pour que
[ Pr— qu i < (1 —9)/[2.
Considérons la relation

p=[ Ok Ea @@ + [ O,k 05 (L — 2 @) dp @)
G/H G/H

Soit I la réunion disjointe de deux copies de G/H notées J et Je.
Si i correspond 4 Z, on notera y; = Og lorsque ieJ, et ;= Gi:
lorsque i€ J¢. Soit 7 la probabilité sur I, dont la restriction a J (resp. J °)
est identifiée a4 a« (z) dp (x) [resp. (1 — « ())dp (F)]. On peut alors
écrire la relation précédente sous la forme

p=[onKkridm(®
I

avecn (J) >0, 1: (K) =1, Vied.
La relation
[P ()| ZLo<1, Vget
entraine

” 1
1 0 | = 2 <1,

et, avec les notations précédentes :

1 5 e |2 NP Yy
@ [1n e (=5 Ve

Il y a donc, comme dans le premier cas, une constante s << 1 telle que,
pour tout g, il y ait un sous-ensemble J (g9) c J de mesure positive indé-
pendante de g sur lequel | §% (2) |* s < 1. Les 14 sont portées par K,
donc équicontinues, et il existe un voisinage V; de 4 tel que

145

VneV, VjeJ(9 |[¥O|=—7—-<L
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Soit alors veL; (H) avec © portée par V). Avec les mémes notations
que dans le premier cas :

[P % v < f [vor = ek vy K v [ dr” (@)
Q
Comme pour presque tout o, il existe un ensemble infini A d’entiers tel

que,

1/2
Vmed, v, (K)=1 et [?ﬁ:”“‘”lé(l —2|— s> sur V.

Le lemme 1 entraine
lim, || Fn(®) % v | = 0.
D’ou le résultat.

LemME V.3. — Avec les notations du théoréme, supposons que G opére
de fagon bornée (resp. compacte) sur H, et soif \e H — {Id }.

Si p est étalée (resp. quelconque) et H stricfement apériodique, il existe
un entier n, une constante s << 1 telle que, pour tout £ dans Uorbite 1. de A

NG
@l =s.
f

Preuve. — Posons ﬁ'n = te FI, |
est symétrique résulte que

A,={teHA;:(h) =1,V heH (p"}.

sous @,

S )
(12907 (E)H = 1y. Du fait que (p")x

Que p soit H-strictement apériodique se traduit donc par N, H, = | Id }.
D’aprés la proposition V.2 qui suit, ﬁ,m - fI,L (et donc XGnH,,) est une
suite décroissante de fermés de A¢ d’intersection vide dans les deux cas
puisque Id¢ A% Dans le deuxiéme cas, A® est compact et donc, pour n
assez grand, A°n H, = @; le lemme résulte donc de la continuité de

AR
“ (PHu ('g)”. Dans le premier cas, pour n assez grand, (p”)x a une partie
absolument continue non nulle et H (p") est ouvert, ce qui implique H,

compact [25], d’ou encore, pour n assez grand, A°n A, = @. Par ailleurs,
la propriété de Riemann-Lebesgue montre qu’en dehors d’un compact

Al
de H, “ Rrea ”éo< 1. Le lemme résulte de la continuité de

ool

Démonstration du théoréme. — Posons
P={vel (H),lim, || p" % v[. =0},

et observons que P est un idéal & droite fermé de Lt (H). Dans les deux
cas du théoréme, P contient, d’apres les lemmes 2-3, les v tels que le
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support de 7 soit contenu dans un voisinage V; assez petit de A€ H—{ Id }.
Les propriétés de synthése spectrale des groupes abéliens [10] ou
compacts [25] entrainent alors P = L; (H).

ProposiTioN V.2. — Soient p et q deux probabilités sur G. Alors
H (q ¥ p)>H (p), et lon a, q-presque partout, z—* H (p) xc H (p % q).

Preuve. — Observons que si p est une probabilité et L un sous-groupe
fermé de H contenant H (p), il existe une section borélienne ¢ de G
au-dessus de G/H telle que p soit portée par U- o () L, et réci-

€ G/H
proquement. Posant
p=/[ uzdp(), q= f oy dq (y),
G/H G
on a
g% p= 0y % Uz dp (%) dq (y).

G/H > G

Prenant L = H (¢ % p), on a donc
by k Uzl @B L] =1,
donc (g X p)-presque partout, et aussi p-presque partout

u; % uz[L] =1,
donc H (p)c L.

De méme,
pra=[  usx o dp@dg @),
JGIH=< G

donc uz % oy (¢ (xy) L) = 1, en prenant L = H (p % q), (p X g)-presque
partout. On en déduit

Bs Ak Uk Uz & By (D) = 1,

(p X @)-presque partout, donc g-presque partout (6,— % px % 9,) (L) =1,
d’ou le résultat.

Le résultat suivant sera utile pour montrer la H-stricte apériodicité
de certaines probabilités.

ProrosiTioN V.3. — Soient H un sous-groupe fermé distingué de G,
L un sous-groupe fermé de H, et ¢ un élément de G vérifiant ¢ L g~ c L.

On a gL g = L dans les deux cas suivants :

— H est abélien ou compact et G opére de fagon compacte sur H;

— H est abélien ou compact, L est ouvert, et G opére de fagon bornée
sur H.

Preuve. — Dans le premier cas, ’adhérence du groupe des automor-
phismes de H définis par les éléments de G est un groupe compact pour
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la topologie naturelle [9]. Il en résulte que le semi-groupe fermé d’auto-
morphismes, engendré par g, est un groupe qui contient donc I’auto-
morphisme associé a g—'. Comme ce semi-groupe applique L dans L,

on a aussi
g ' Lg=L.

Dans le deuxiéme cas, si H est compact, le résultat est immédiat : I'auto-
morphisme de H, associé a g, conserve la mesure de Haar, et L est ici
non négligeable. L’hypothése ¢ L g-'c L entraine donc gL ¢! = L.

Dans le deuxiéme cas, soit H abélien et soit L 4 génération compacte.
Comme G opére de facon bornée sur H et que L est ouvert, L est contenu
dans L, sous-groupe ouvert de H a génération compacte et G-invariant.

La suite croissante g~ L ¢" (ne€ N) de sous-groupes ouverts de L,
est donc stationnaire : g% L ¢* = g—*+1) L, g*+! pour un certain entier k
positif ou nul. Mais, d’autre part, les quotients successifs de cette suite
sont tous isomorphes a ¢~* L g/L : on a donc ¢~' L g = L.

Si maintenant L est quelconque, il est réunion de sous-groupes ouverts
a génération compacte L; avec g L; g CL; : Paction de G sur H étant
bornée, tout compact K d’intérieur non vide de L est contenu dans un
compact K, de L d’intérieur non vide tel que ¢ K, g~'Cc K.

Le résultat précédent reste donc vrai pour L quelconque.

CoroLLAIRE V.1. — Soient p une probabilité apériodique sur G, H un
sous-groupe fermé distingué abélien ou compact de G. Le sous-groupe H* (p)
est distingué dans les deux cas suivants :

— p est étalée et G opére de fagcon bornée sur H;

— p est quelconque et G opére de fagon compacte sur H.

Preuve. — La proposition V.2 entraine
V n, H((p*)cH (pr),

et p-presque partout z—* H (p™) xc H (p™+*).
On en déduit que, pour tout x dans le support de p :

x~t (H” (p)) xc H” (p).

La proposition V.3 et le fait que p soit apériodique permettent de
conclure.

On dira qu'un groupe G posséde la propriété de Liouville, si
pour toute loi p étalée et apériodique, les éléments f de L” (G) vérifiant
f % p = f sont les constantes.

Le théoréme suivant résulte du théoréme V.1.

TutorEME V.2. — Soit H un sous-groupe distingué fermé de G qui est
abélien ou compact. Si G[H posséde la propriété de Liouville et si G opére
de facon bornée sur H, G posséde la propriété de Liouville.
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Preuve. — Observons que, d’aprés [4], si L posséde la propriété de
Liouville, et si S est un semi-groupe ouvert engendrant L, ona S—' § = L.

Soit alors S le semi-groupe ouvert de G formé des éléments au voisinage
desquels I'une des p” domine une mesure de Haar. On sait [4] que S
engendre G, et son image T dans G/H est donc aussi un semi-groupe
ouvert engendrant G/H. L’hypothése faite sur G/H donne T—' T = G/H.
En remplagant p par

1
En;l 2_" P",

on peut supposer que la partie absolument continue de p a une densité
strictement positive sur S, et ceci implique S~ SnHcH” (p).

D’aprés le corollaire de la proposition V.3, H” (p) est distingué;
comme, d’autre part, T-! T est un groupe, on vérifie aisément que
S—t S H” (p) est un groupe.

Comme S~ S H” (p) est un sous-groupe ouvert portant p, qui est
apériodique, S S H” (p) = G, et on a donc

H=S-"'"SH” (p)nHcCH"” (p).
p est donc H-strictement apériodique et, d’aprés le théoreme V.1 :
Vvel;(H), lim,||p* % v|,=0.
Soit alors fe L” (G) avec f % p = f. On a aussi
f* p*%v=/[%v pour tout n et a la limite f % v = 0.

Ceci signifie f constante sur chaque classe mod H.

Désignant par p I'image de p sur G/H, et f 'élément de L” (G/H)
correspondant a f, on a f p = [, et 'hypothése faite sur G/H
entraine [ = Cte.

Ce théoréme permet de construire, par extensions, de nouveaux groupes
possédant la propriété de Liouville a partir de groupes abéliens, compacts
et permet donc d’améliorer les résultats de [4].

En particulier, la propriété de Liouville se conserve par passage a la
limite projective.

Si G est réunion d’une suite croissante de sous-groupes compacts
ouverts distingués, G posséde la propriété de Liouville. Certains groupes
de matrices sur le corps des nombres p-adiques sont de ce type.

Si G posséde une suite croissante finie de sous-groupes fermés distingués,
{ e} = HoCH1C ...CHrH-l = G,

telle que G opére de facon bornée sur H.,/H; (0 =i n) supposé
abélien ou compact, G posséde la propriété de Liouville. Les groupes
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de Lie connexes de type R et leurs extensions compactes sont de ce
type [4].

Le théoréme V.3 est aussi une conséquence du théoréme V.1,
la probabilité p étant quelconque. Soit G’ I'adhérence du groupe des
commutateurs de G.

TuEorEME V.3. — Soit p une probabilité apériodique sur G. Si G’ est
abélien ou compact, et si G opére de fagon compacte sur lui, on a

Vel (G), lim,|p" % v|.=0.

En particulier, les seuls éléments f de L™ (G) vérifiant f % p = f sont
les constantes.

Preuve. — D’aprés la démonstration du théoréme 2, la deuxiéme
assertion est conséquence immédiate de la premiére. Pour montrer
G'” (p) = G', on peut se ramener, puisque G'* (p) est distingué, au
cas G'” (p) ={ e}, et il faut alors montrer G’ = { e}. Ceci découle du
lemme [12].

LemMmE V.4, — Si p est apériodique sur G, si G'(p*) ={e}, G est
abélien.

Preuve. — Posant
ol u, est portée par la classe £ mod G’, on a

p = f i, % 1y dp (2) dp (§)-

D’aprés I'hypothése G’ (p*) = { e}, p* est portée par une section boré-
lienne de G au-dessus de G/G’, et, en désignant par o cette section,
on a donc

u; % uy = (T Y) (p X p)-presque partout.

Ceci entraine, puisque £ § = 7§ T, vy = y « (p X p)-presque partout. Or,
x étant fixé, 'ensemble des y qui commutent avec x est un sous-groupe
fermé de G. Pour presque tout z, ce sous-groupe porte p, donc est égal
a G. Mais alors p est portée par le centre de G qui est donc égal 4 G.

Le théoréme V.3 s’applique en particulier lorsque G est nilpotent
de classe 2 ou bien lorsque G est extension d’un groupe abélien par un
groupe abélien compact. Il généralise un résultat de A. J. Stam [22] sur
le groupe des réels, résultat qui a été étendu aux groupes abéliens loca-
lement compacts par G. LErac et M. METIVIER [27].

ToME 101 — 1973 — ~N° 4



CROISSANCE POLYNOMIALE 371

Le raisonnement du lemme V.4 ne s’applique pas aux groupes nil-
potents de classe 3 au moins. On peut cependant énoncer en ce cas un
théoréme voisin du théoréme V.3 sil’on suppose que p admet un « moment
d’ordre non nul ».

La technique utilisée repose sur la notion de croissance polynomiale
étudiée dans les chapitres précédents.

Supposons que G soit & génération compacte, et soit K un voisinage
compact de e engendrant G. Disons que p admet un moment d’ordre « > 0
si la série de terme général n* p (K*+* — K") est convergente. On vérifie
aisément que cette condition ne dépend pas du compact K choisi.

Si p admet un moment d’ordre « > 0, on a en particulier
lim, n*[1 — p (K®)] = 0.

Soit H un sous-groupe fermé distingué. On dira que p est H-fortement
apériodique, si, pour tout sous-groupe D, dont une classe bilatére
I'=gD =Dg (g€ G) porte p [i.e. p(T9) =0], on aDnH = H.

Cette notion est aussi, comme la notion de H-stricte apériodicité,
une généralisation de la notion connue dans le cas G abélien ou compact,
et H = G. De plus, si p est H-strictement apériodique, elle est H-fortement
apériodique : si p est portée par la classe bilatére I' = gD = Dg, on a
p" (g7 D) = 1, ce qui entraine que (p”)x est portée par Dn H pour tout n,
et donc DnH = H.

On rappelle [6] qu'une représentation unitaire p de G d’espace ¥¢
contient faiblement I’identité si, et seulement s’il existe une suite z,
de vecteurs unitaires de s¢ telle que

VgeG, lim,|| gz, —x,]|=0.

Le symbole gz, désigne ici I'image de x. par p (g). On rappelle aussi
que, d’apres le chapitre I, G est dit & croissance polynomiale si | K* | est
majoré par une puissance de n.

Enfin, on note L} (G, H) le noyau de I’homomorphisme canonique
de L' (G) sur L' (G/H).

THEOREME V.4. — Soient H un sous-groupe fermé distingué de G,
p une probabilité H-fortement apériodique sur G. Si G est a croissance
polynomiale, opére de fagon compacte sur H, supposé abélien ou compact,
et si p admet un moment d’ordre non nul, on a

Y feLy (G, H), lim, | p" * [ = 0.

Le théoréme V.4 résulte de trois propositions :

ProrposiTiON V.4. — Soient p une probabilité H-fortement apériodique,
o une représentation unitaire de G telle que Resy p soif confinue en norme
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et ne contienne pas faiblement I'identité. Alors la norme spectrale de p (p) est
inférieure a 1.
Cette proposition résultera du lemme suivant.

LemME V.5. — Soient 3¢ U'espace de p, a € G, x,€ 3¢, D I'ensemble des ¥,
de G tels que lim, ||{x, —x,|| =0, C U'ensemble des g de G tels que
lim, || g%, — a®.|| =0. Alors, si C#J, C est une classe bilatére du
sous-groupe D.

Preuve. — Observons que si g et ¢’ sont deux éléments de G, 7 et 2’ deux
complexes vérifiant
lim,|| g%, — 2%, || =lim, || ¢z, — 2 2, || =0,
on a
199" %0 — W @0 [| ([ 9 (9" X0 — 2" 20) | + [ 27| ] g B0 — 220 [,

donc
lim, || g9’ x» — 23"z, || = 0.

On a de méme
g7 @n — 2" @n || =27 97" (g Tn — 4 T) ||

et
lim, || g2, — 2"z, || = 0.

D’otut le lemme.

Démonstration de la proposition V.4. — Supposons la norme spectrale
de p (p) = P égale & 1, et soit a€C, |« | = 1 tel que P — « ne soit pas
inversible.

Montrons ’existence d’une suite de vecteurs unitaires x, telle que
lim, | P, — a2, || =0,

s’il n’existe pas de telle suite, Im (P — «) est fermée et distincte de # [13],
ce qui entraine Ker (P* — ) {0} et l'existence de z =0 tel que

P*x=7quz, g'rx=ax
p-presque partout, soit gz = a x et Px = a x, ce qui contredit I'hypo-
thése. La relation
lim, || Pz, —az,|| =0
entraine, puisque || z,| =1,

lim,{ P &p, . > = «
soit

1imnf< @0 22> dp (g) = o
G
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Puisque |a| =1 et [{ g%, 2, >|<1, on en déduit I'existence d’une
sous-suite x,, telle que

0 = limz { g Tnys Ty, > — @ = limg || g T, — o X, ||

p-presque partout.

D’aprés le lemme, p est portée par une classe bilatére C du sous-
groupe D des £ de G tels que

limy || £ 2, — @, || = O.

Puisque Resy p est continue en norme, DN H est fermé, et I’hypo-
thése sur p entraine D> H. Ceci contredit I'hypothése que Res, p ne
contient pas faiblement I'identité.

Appelons H-spectre d’une représentation unitaire o de G, ’ensemble
des représentations unitaires irréductibles de H faiblement contenues
dans Resy p. Appelons aussi H-spectre d’'un élément f de L* (G), le
H-spectre de la représentation de G dans le sous-espace & de L*(G),
engendré par les translatées 4 gauche de f, par des éléments de G. On

notera @ () I’ensemble des orbites fermées sous G des compacts
de i —(1d}.

ProrosritioN V.b. — Supposons H compact ou abélien et G moyennable.
Alors Uensemble des f de (L' n L?) (G), dont le H-spectre est contenu dans

un élément de % (ﬂ), est dense dans L} (G, H).

Preuve. — Ce résultat classique, lorsque G = H, sera obtenu en
s’appuyant sur ce cas et sur le lemme V.6.

LemME V.6. — Soient V un sous-espace de L* (H), stable par transla-
tions a gauche, r la représentation associée de H dans V, ¥ le sous-espace
de L* (G) engendré par les fonctions de la forme n % ¢, ol ¢ est un élément
de V et 1 est continue a support compact, o la représentation de G dans ¥ par
translations a gauche. Alors p = Ind% r.

Preuve. — Notons, pour tout élément f de L* (G), f(g) = (3, % f)u
la restriction de d, % f & H, et remarquons que I’application f—- f définit
un isomorphisme de la représentation réguliere gauche de G sur la repre-
sentation induite par la représentation réguliere gauche de H. Par cet
isomorphisme, la représentation Ind¢ r s’identifie & 1a représentation de G
par translations 4 gauche dans l'espace W des feL: (G) telles que

~

f(x)e V presque partout.

On a alors
X ¢ @) =7 @ % geV,
et
lnkoli=/ 15@*elidi=lol: [ (7@ Ids<+eo.

G/H G/H
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De plus, ¥ est égal & W, car si fe L* (G) est orthogonale 4 ¥, on a

0=<f,n*cp>=<<n'*f>a,@>=[<f<x>,¢>n<ri>dx.

Ceci entraine, d’aprés I'arbitraire de . {f(z), ¢ > = 0 presque partout,
donc, puisque V est séparable, f(x) 1 V presque partout et 1w, flw.

Pour démontrer la proposition, désignons par K un compact
de A — { Id }, par V le sous-espace des éléments o de L* (H) tels que & soit

portée par K. Alors, avec les notations du lemme, le spectre de r est K,
celui de
Resy (Ind% r) = Resgy p

est, d’apres [6], 'orbite fermée L. de K sous G.
En particulier, si ¢ appartient & (L'nL?) (H), n x €%, et son

H-spectre est donc contenu dans L. Comme de plus » % ¢ €L} (G, H),

il reste a vérifier que les fonctions de ce type, ou K varie, forment un
systeme total dans L; (G, H). Soit donc feL” (G) qui leur est ortho-
gonal :

O0={finko>=_f*%¢,n)

Comme les n forment un systéme total dans L! (G), f % o' = 0.
D’aprés [10] et [25], les éléments ¢ de (L'nL?) (H) tels que § soit
portée par un compact de  — { Id } forment un systeme total de L; (H).

Donc
VieL; (H), fx¢=0.

Ceci entraine bien f orthogonale & L; (G, H).
Le théoréme V.5 est une application du théoréme précédent.

THEOREME V.b5. — Soient G un groupe résoluble localement compact
tel que U'adhérence G' de son groupe de commutateurs soit nilpotente, p une
probabilité apériodique sur G qui posséde un moment d’ordre non nul.

On a alors
V feL! (G, G), lim,||p" fli =0

dans les deux cas suivants :

— G est nilpotent;

— G opére de facon compacte sur les quotients successifs de la suite
centrale descendante fermée de G'.

On se bornera a démontrer le théoréme dans le deuxiéme cas, et il
résultera alors de deux lemmes.
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LemME V.7. — Soient G, G' comme dans le théoréme, p une probabilité
apériodique sur G,

G>G*>...2G@" DG ={e}

la suite centrale descendante fermée de G'. Alors p est G'"-fortement apério-
dique.
Preuve. — Soit D un sous-groupe de G, dont une classe porte p, et

montrons que Dn G = G'". Soient A le sous-groupe engendré par cette
classe, et D; D est distingué dans A, et A/D est cyclique. Soit I' le groupe
dériveé de A, et

oo ...osoIv+ = {e}

la suite centrale descendante de I'. Puisque p est apériodique
A=G, TI=¢6¢, Ti=G), r=s

et comme DoT,Dn G =1" = G".
LemME V.8. — Soient T une contraction d’un espace de Banach E laissant
invariant un sous-espace F, Ty et Ty, les parties de T dans F, et E[F.
Si, en convergence simple, lim, T% = 0 et lim, T#,» = 0, on a aussi
lim, T" = 0.

Preuve. — Soit x un élément de E, T sa classe dans E/F. Etant
donné ¢ > 0, soient n tel que || T%»Z| < ¢f2, et y dans F tel que
ly — Tral =<2

Puisque, pour m assez grand, || T y|| < ¢/2, on obtient, car T est
une contraction

[ Trerg | <[ Tyl + (1T (g — Tra) || <

Démonstration du théoréme V.5. — Puisque G opére de facon compacte,
donc bornée, sur les quotients successifs de la suite centrale descendante
de G', G est bien, d’aprés le chapitre III, & croissance polynomiale.

Pour démontrer le théoréme, on raisonne par récurrence sur la longueur r
de la suite centrale descendante de G’, le cas r = 0 étant trivial.

D’aprés le théoréme V.4 et le lemme V.7, on a

V feL! (G, G"), lim,| p" * f|l = 0.

D’autre part, le quotient de L} (G, G') par L; (G, G'") s’identifie a
L (G|G'", G'|G"), et Iopérateur, associé & p dans cet espace, a la convo-
lution par I'image p de p dans G/G™.

D’apres I'hypothése de récurrence, on a bien

V feL; (G/G", G'[G"), lim,[p" % [l =0.
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Le résultat découle donc du lemme V.8.
Ce théoréme s’applique a certains groupes de Lie résolubles de type R.

Les hypotheses du théoréme ne sont pas vérifiées dans ’exemple
suivant : soit G le produit semi-direct de R et G2, I’automorphisme du
groupe additif G* associé & € R étant défini par la matrice

erinia <1 (1)>a ou agZ.

Ici G' = C* r =1, et G n’agit pas de facon compacte sur G'.
CoroLLAIRE V.2. — Soient G et p vérifiant les conditions du théoréme.
On suppose de plus p strictement apériodique, c’est-a-dire p non portée

par une classe d’'un sous-groupe fermé distingué propre de G. Alors

V feLi(6), lm,| p" % f: =0.
Preuve. — D’aprés le théoréme V.5, on sait déja que
V feL; (G, G'), lim,| p"% f|.=0.

L’hypothese supplémentaire faite sur p entraine, d’aprés le théoréme V.4,
que B ' ~
Vfe Ly (G G, lim,||p" % flli =0,

ou p est 'image de p dans G/G’.

On achéve alors la démonstration comme précédemment, a l'aide
du lemme V.8.

On va déduire de ce corollaire un théoréme d’équirépartition, ce qui
fournit une réponse partielle & un probleme de V. I. ArNoLD et
A. L. Kryrov [1].

Soient G un groupe de Lie résoluble connexe, a et b deux éléments de G
qui engendrent G. Soit M, ’ensemble des mots de longueur n du groupe
libre a deux générateurs, et posons

1 N N
Pn = —'—J\TT Yoe M, Onia,b) et Do = Oce
n

On a pi = (1/4) (0u + 3 + 64— -+ 8,-4) et la relation

4 1
p/H—l i ’Spl prz - gplz-—l-

Cette suite de probabilités sur G sera dite associée au systéme de
générateurs { a, b}.

Soit E un espace homogene compact de G. On sait que E posséde une
mesure invariante unique p. car G est moyennable [7]. On définit la convo-
lution d’une mesure bornée ¢ sur G, et d’'une fonction continue ¢ € C (E)
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sur E, par la formule

@ x 9@ =[ o6 nds o).

En particulier

(Pn % 9) () = -I—I\}ll_ll Sieu, ¢ (4 (a, b) x)

est I'analogue d’'une moyenne ergodique de o.

THEOREME V.6. — Soient G un groupe résoluble connexe de Lie satis-
faisant les hypothéses du théoréme V.5, { a, b} un systéme de générateurs
topologiques de G, p. la suite de probabilités sur G associée. Si E est un
espace homogeéne compact de G admettant la mesure invariante (., on a

VoeC(E), lim,(p. % 9)(x) = f ¢ (z) dp ().
E
Ce théoréme résultera du lemme.

LeMME V.9. — Le sous-espace fermé de C (E), engendré par les fonctions
de la forme f % @, oi1 fe L} (G) et 9 € C (E), est égal a ’hyperplan de C (E)
défini par

[ @ds@ =o.

Soit v une forme linéaire continue sur C (E), c’est-a-dire une mesure
bornée sur E. Prenant f =: — d, % ¢ (g€ G), on obtient si v (f x ¢) =0

v (e Kk 9) =v (0 % ¢ % 9)

Si ¢ décrit une unité approchée de L' (G), la limite uniforme de ¢ % ¢
est o, donc v (9) = (3, % v) (9), V o€ C (E).

La mesure v est donc invariante par G : elle est proportionnelle a p,
ce qui montre le lemme.

Démonstration du théoréme. — Une étude élémentaire de la relation
de récurrence [11] :

4 1
Pr+1 = 3 P1 Pn — g Pn—

montre que, si o est une représentation de G, telle que la norme de 1’opéra-
teur hermitien p (p) soit inférieure a 1, il existe une constante s << 1
telle que la norme de p (p») soit majorée par s*, pour tout n. Il en résulte
que les raisonnements précédents, faits avec p», peuvent se faire aussi
avec p,, et la conclusion du corollaire V.2 devient :

Si G vérifie les conditions du théoréme V.5, si p est strictement apério-
dique, on a )
V feLi (G), limy | pax fli=0.
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Du fait que G est connexe, et que p est symétrique, I’apériodicité entraine
ici la stricte apériodicité : si p est portée par une classe d’un sous-groupe
fermé distingué L de G, G/L est engendré par la classe

aL=bL=a'L=>b"'L,

donc | G/L| =1 ou 2 et par connexité G = L.

Il suffit de vérifier I’assertion du théoréme pour ¢ appartenant 4 un
systeme total de C (E). D’aprés le lemme V.9, un tel systéme est constitué
de la fonction 1 et des fonctions de la forme f % ¢, ou feL} (G) et
YeC (E).

Pour ¢ = 1, le résultat est trivial.

Pour ¢ =f% ¢, on a

[Prk @ lle =1k )XY =1PekFllll ¥,

d’oi, d’aprés ce qui précéde, la convergence uniforme de p, k ¢ vers
zéro.

Additif sur épreuve (16-4-1974). — Depuis que ce travail a été acheve,
d’autres démonstrations ont été données de certains résultats : la carac-

\

térisation des groupes de Lie connexes & croissance non exponentielle
a également été obtenue par J. W. JENKINS (Growth of locally compact
groups, Journal of Functional Analysis, 12, 1973, p. 113-127) et le degré
de croissance des groupes nilpotents de type fini a été calculé par H. Bass
(The degree of polynomial growth of finitely generated nilpotent groups.
Proceedings of the London Mathematical Society, vol. 25, 1972, p. 314).
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