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FONCTIONS %-LIPSCHITZIENNES SUR UN ANNEAU LOCAL
ET POLYNOMES A VALEURS ENTIERES

PAR

Danie. BARSKY

RisuME. — On donne une caractérisation des fonctions de ¢ (4, K) (ou A est
Panneau des entiers du corps local K) dont les différences finies divisées 1re,
2e, ..., r-itme sont bornées uniformément sur (A*)'xX A (1 < i<r). On donne aussi
une caractérisation des fonctions de ¢ (A, K) qui sont continiment et uniformément
dérivables sur A. On applique ensuite ces résultats pour caractériser les polynémes
de & [x] (ot K est un corps de nombres) prenant des valeurs entiéres sur les entiers
de & ainsi que leurs différences finies divisées 1re, 2e, ..., r-iéme ou bien ainsi que
toutes leurs dérivées.

Norations. — K est un corps local muni d’'une valuation ultra-
métrique v, telle que » (r) = 1 (ol 7 est une uniformisante locale de K).

On désigne par A l'anneau des entiers de K, m est I'idéal maximal
de A. Le cardinal de A/m est g.

Si n est un entier naturel, v, (n) désigne ’exposant de la plus haute
puissance de ¢ qui divise n.

La suite u,, ui, ... est une suite trés bien répartie bien ordonnée [5]
(en abrégé T.B.R.B.O.), c’est-a-dire que les u; (i =0, 1, ...) sont des
éléments de A, et v (w; — u;) = v, (i —j) pour tout couple d’entiers
positifs ou nuls i et j.

On pose

P,(x) =@ —u) ... (T — Upy),

Q. (@) = Il;nn((:z) pour n>1 et Q,(x) =1,

de méme on pose

— (y—ll1) e (y—un—i)
Br®) =, =) - =)

La suite des polynoémes Q. (z) [resp. K, (y)] forme une base normale
de ¢ (A, K) espace des fonctions continues de A dans K muni de la
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398 D. BARSKY

norme de la convergence uniforme sur A, c’est-a-dire que si
f(x)eec (A, K) [resp. f(y)ec (A, K],
(@) =332 an Qu (@) [resp. f(y) = XiZs b Knvi ()]
avec lim,y . v(a:) = + oo [resp. lim,y .0 (b)) = 4+ 0] (cf. [1],

théoréme 1).

On note additivement les distances, on emploiera I’expression «le
rayon de la boule est R» au lieu de «la boule a un rayon dont la
valuation est R ».

On désigne par [z], la partie entiere de z, c’est-a-dire l’entier n, tel
que n=z<<n-+1.

XK désigne un corps de nombres, @ son anneau des entiers, P est un

alors

idéal premier de A. 5{:2B et @tm sont les complétés de K et @ pour la
topologie B-adique de X normalisée par vy (1) = 1 (ot m€ P et w & P2).
On note encore vy I'extension de vg 4 ﬁcm.

On pose q = Ny, (P) et v, est la pseudo valuation associée a P.

I. — Caractérisation des fonctions r-lipschitziennes

E. HELSMOORTEL a montré [6] qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f(x) = Xi2, . Qn (¥)€C (A, K) soit lipschitzienne,
c’est-a-dire pour que s

. 7 — f(x
infi,, nyeaxax ¥ (&i})l—f—(“)> =M, (f) > — oo,

est que

.
infy (@) — L@ D) >~ ob Len 1) =[50

Si cette condition est réalisée, on a
inf,~. (v (@) — L (n, 1)) = M, (f).

Je généralise cette caractérisation aux fonctions r-lipschitziennes.
Soit f une fonction de € (A, K), et soit m;€A* = A — {0}. On pose

M@ =f@ M ()= infecs 0 (@)
Puis, par récurrence, on définit, pour (m;, m,, ..., m;) € (A*)/,

I]Ih o Mj—q + Arllq,ln s MM j—q
m, L mj (f (fl;)) — (f (x mtjlzz (f (x)),

M (f) lnf(m‘ ces M, ) € (AK)I X A v (Ami mj (f (x)))a

on appellera M; (f) la j-constante de Lipschitz de f.
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FONCTIONS K-LIPSCHITZIENNES 399

DerFiniTION 1.1. — Une fonction f(x)ec¢ (A, K) est r-lipschilzienne
si, et seulement si, M;(f) > — o0 pour 1 Zir.

Pour caractériser les fonctions r-lipschitziennes nous allons introduire
les quantités L (s, r).

DeriNntTiON 1.2. — Soit u,, u,, ... une suite T.B.R.B.0. de A.
On pose, pour s>,
L (S, I') = MaAXg o, <ip <. <Tiy< s { 4 (us - uix) + v (ull - uia) +- ..
+ow,_, —u)l,
L (s, 0) =0.
Posons, pour m, = u,,

Mo (@ (@) = 2T 1) = 0, ()

m, — u,
= En}_l, >0 IJ*;:-L r Kn (ml) Qr (.’L').

Onapi ., =0sin+r>s car A, _,, (Qs (x)) est un polynome de
degré s — 1 au plus en m, et x.

Si n+r<s, on a, conformément a la théorie générale (cf. [1],
prop. 7, cor. 2) :

) 1 Qs (w; + ur — uy)
¥ L= — P P. u.)y Py ,A — 0 .
i = gy () Pr @) Doctcnocir P

Plus généralement, posons

A//;L, = Uy My — Ugy ooy Mj— 1y (Qs (x))
= Z/T (r20) Auf,—g v =1 Kll (ml) e Kl,- (ml) Q" (.’L‘),

la notation ¥*,., indique que la sommation porte sur [,>.1,
L>1,..,;>1,r>0.

PropositioN 1.1. — Avec les notations précédentes, on a Uidentité

s — WV s N ri—y
= Y. . s S . e
‘u[‘__l‘ v l—1L, 1 'ty ey Pty $ 210 ST >0 H11_1, r [J‘[’_L I H[/‘—hl‘

el
Bttty r =0 si L+L+...+0L+r>s.

La deuxiéme partie de la proposition est évidente, puisque

Al o mj—u, (@ () est un polyndme de degré s —j au plus en
(mi, my, ..., mj, x).

Nous allons montrer la premiere partie de la proposition I.1 par
récurrence sur j.
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400 D. BARSKY

L’identité est vraie pour j =1, par définition méme de p;_, ,
supposons-la vraie pour j, et montrons qu’elle est encore vraie pour j -+ 1.
[+ 1
11111—11‘,, ceey Mj—Ugy Mjgg — Ny (QS (x))

— Ar{zi—u‘,, ey Mj— Uy (Q9 (x + m;,, — 110)) m‘vuo, R ) (Q' (x))

mj,., — U
=Xy Py, . gy, » Koy (1) oo Ky (my)
Q@M — 1) — 0, @
m;., — U
= }:I: (rj=0) P‘[‘:—-L e li—Lr K[‘ (ml) e Klj—t (ml—l)
X Kl,' (m/) (Zlﬁ—néh i1 0 [J'?_H_l P K/,-+. (mj+1) Q"i—H (:L‘))
= Z/*+ L (71 =0) (Zré"i‘“ IJ‘Z—L s li—1, 1y H11+1—‘17 7 H—x)

X Kh (ml) oo Kl,' (m/) K1j+1 (m/+1) Q Tjt1 (.’E)

Donc en identifiant, on trouve

e s 17°]
HI‘—l s Ly —1, Tjt 2/,>1,+1 I‘Ll,—1, e =1, ly—1, ,./,_H’

et d’aprés I'hypothése de récurrence, il vient
s
Pyt ooy s —1, rjas
== }:«l‘,'>l‘j+1 (Z”n Pay vuns Pjmty $ 11> 5T > 1250 Au‘?i_l ry H‘I[:;l e
V‘/ o ) By

v L . 3 Tj—1
s Ty ey Ty ST DT 20 ‘U-[‘A]’ FERERT Hl iy

jr— 1 Py
P'lj»H— 1 7y’
et la proposition I.1 est démontrée.

ProrositioN 1.2. — Q, (x) est une fonction j-lipschilzienne pour tout
entier j>1, eton a M; (Qs) > — L (s, j) pour lout couple d’entiers s > j > 1.

En effet, A, ., ... m;—u, (Qs (%)) est, soit un polynome en (m,, .. ., m;, ),
soit la fonction partout nulle sur A (s < j), donc toujours bornée sur A/+1,

D’autre part,
U CY— (1 €9))]
> infy, - @ @-1, . —11))
SoAnfy, g (0 (B crmn e r s B B, e BTYL))
> inf,, ., — (v @) +o, L)+ ..+ v, 1)
= —supy,..,; {0 (L) +...+ Vg ((DRB

Ceci d’aprés l’expression donnée plus haut de p;_,, dans laquelle

<P ) Pr (Ur) Sozt2n o2k zr Q,H(lul(u_g gj(ﬁ?)) -0
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FONCTIONS K-LIPSCHITZIENNES 401

Or I, ...,1; vérifient la condition suivante pour que p_, ., _,,,
ne soit pas nul : [, + L +...4+ I; + r<s. De la I'inégalité

14 (Anll.l—uu, e Mj— Uy (Qs (x))) é - L (39 j)9
ou encore M; (Q,) > — L (s, j).

CoROLLAIRE. — Une condition suffisante pour que f (€) = Ynxo @ Qn (2),
ot fecC (A, K), soit j-lipschitzienne est qu’il existe des constantes
K> —ow(1LiLj) telles que v(a,) — L(n, i)>K; pour 1 Zij
et n>.1.

S’il en est ainsi, on a K;> M; (f) pour 1 =i <j.

Ce corollaire est évident si ’on remarque que

Afni, v ML (f (x)) == Zn;i an Ain,, ce My Qn (.'E)

pour my, ..., m; fixés.
Nous allons montrer maintenant la réciproque du corollaire.

TutoriME I.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
f@) = Snso @ Qn (@) (feC (A, K)) soit j-lipschilzienne est que

infy_r_jnsr (v (@) — L (0, 1)) > — o0.
Si cette condition est réalisée, on a
inf,_, e, (v (@) — L (n, 1)) = inf,_,; M, (f).

Pour démontrer ce théoréme nous allons raisonner par récurrence sur j
et pour j fixé par récurrence sur n.

Jj=0 : inf,o,v(a) = M,(f) > — o0, ceci est vrai d’aprés [1]
(théoréme 1).

j=1 : Posons C,(f)=inf (M, (), M,(f)), comme L (n, 1) =0 si
l=n<gq on a v(a,) —L(n,1)=v(a,) pour 1=n<gq, et par
conséquent v (a,) — L (n, 1)> C, (f) pour 1 =n <gq.

Supposons la proposition vraie pour n. Posons

fn (@) = f (@) — X}, @ O (3),

f. (@) est 1-lipschitzienne d’aprés le corollaire de la proposition 1.2 et
de 1-constante de Lipschitz M, (f.) > M, (f).

Soit alors z€ A, v (fu (®) — f(W) > M, (f) +v(@® —u) si 0=i<n,

et si & = uny, il vient v (f (Unr)) = 0 (@) > My () + v (Uner — W),
d’ou le résultat.

Supposons le théoréme vrai jusqu'a j — 1 > 1.
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402 D. BARSKY
Supposons donc que, pour k=0, 1,...,j — 1, on ait montré que

v (a,) — L (n, k) > C; (f) > — o0 pour tout entier n>. k,

ot Ci (f) = inf (M, (), M, (f), - . ., Mx (f)).

Posons C; (f) = inf (M; (f), C;—. (f)). Comme L (n,j) =0 si
Jj=Zn<qg+j—1, on a bien

v(@) = L(nj)=C(f) pour j=n<g+j—1

Supposons que, pour ¢ 4 j — 1 =n <s, on ait v (a,) — L (n, j) > C; (f),
et montrons que v (a;) — L (s, j) > C; (f).

Soit fi (x) = f(x) — X2 ax Q« (%), fs () est encore j-lipschitzienne,
et sa k-constante (0 <k _-j) de Lipschitz vérifie M; (f;) > M; (f)
(d’apres 'hypothése de récurrence et le corollaire de la proposition I.2).

Choisissons des indices 0 <1, <<...<i; <s tels que
v(u, —uw,) +v@—u)+...+ 0@ —u)=L(,j):

Choisissons des éléments u;, u;,, ..., u;, tels que v (u;, — u;) > L (s, 1) + 1
et aussi tels que, si 'on pose

m, = u; — uj, m, = u;, — uj, e m; = u;, — U,

alors yr=m +m, +...+my, +...+ M, +...+m; 20 (') pour
tout multi-indice [ = (I, ..., [l) (0 =k =j)1 =L, <...<l:=j. On a
v(my) +...+ v(m;) = L (s, j).

Posons S (s, j) = {(us+77) e S (s, j) est une famille finie d’éléments

de A tous distincts de u,. On peut donc trouver [2] une suite T.B. R.B. O.
Vo, Uy, ... telle que

10, =up, v, = Uy, ..., Vs = Us.
20 p; &S (s, j) sii>s.
On sait [2] que si vy, v, ... est une suite T.B. R.B. O. de A, alors la

suite des fonctions (4, ,);en, définies comme suit, est une base normale
de ¢ (A, K) (R est fixé).

— 0<=i<<q® {Yp,; est la fonction caractéristique de la boule de
centre v; et de rayon R.

— 1> ¢% g, est la fonction caractéristique de la boule de centre v;
et de rayon L (i, 1) + 1.

(1) Dans ce paragraphe, la notation M indique que le terme m est remplacé par 0.
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FONCTIONS K-LIPSCHITZIENNES 403

On peut donc écrire f; (x) = Si~0 bi ¥a, « (x) avec by =0, =...= b,y =0
et b, = a,. D’autre part, on a le résultat suivant [2] :

Soit f(x)ec (A, K), et soit Y., b, $o,» son développement sur la
base normale définie ci-dessus. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) f(x) est 1-lipschitzienne;

@) v(by) —L(n, )M, (f) si n1.

Soit N un entier tel que, pour n>. N, on ait v (a,) — L (s, j) > C; (f)
et v (b)) — L (s,j) > C;(f) [on revient ici & la fonction f;(x) qui est
Jj-lipschitzienne, j>.2]. Il suffit de choisir N de telle sorte que
M, (f) +L(N,1)> L(s,j)+ C;(f) (en particulier on voit que N ne
dépend ni de R, ni de la suite T.B.R.B. 0. choisie).

Soit R' = maX,«;«n,ses. ) 0 ©: — 2)). R’ est fini d’apres la construc-

tion de la suite v,, vy, .... Soit R =max (L(N,1)+ 1, R" 4+ 1).
Prenons comme base normale de € (A4, K) la suite des fonctions (}; ,);en
relatives 4 la suite T.B.R.B.O. v,, vy, ... définie ci-dessus, et au

nombre R défini plus haut. Alors
ALy (Fs (us))

1
= —'——m/(ﬂ (Us +m +..+ m/')

T mim,...
— XL, fs (us + my 4o By H-oo 4 my) 4.
+ (— 1)1: Yici<..<lizj fx (us +my +...+ ml, “+ee
+ 1Ry, F et mj) o
+ (— 1) fs ().

En développant f; sur la base des ({, );en, il vient

All;l,, cos I (fs (us))

— 1) s )
e (s B (I (S b (e + 57))

m ...m; ' m ..

Or si sZi<<q® on a v (vi —u; + ka) =~ R d’aprés la définition
méme de R. Done, si s =1i<<g" n:(us+y;) =0 daprés la defi-
nition de dp ;. Si i> g%, alors i > N, et par conséquent

v (b) — L (s, ) > C; (f)
Donc

v(a;) —v(mym, ... my) =v(a)— L(s,j)> C;(f),

carv (A,’;,,,...,m, (fs ws))) > Cj, et le théoréme est démontré.
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404 D. BARSKY
CORrROLLAIRE. — Si lentier naturel N est tel que, pour n> N, on ait

L(,j)>L{n,j—1)>...>L(n,1)>0,

et si f(x) = Xnon an Qn (x) est j-lipschitzienne alors

M, (f)>= M, (f)>...> M; (f).

Remarque. — Un tel entier existe toujours, car

lim,, o (L(n,j) —L(n,j—1)) = +00  (voir [2]).

II. — Caractérisation des fonctions
continiiment et uniformément dérivables sur A

E. HELsMOORTEL, dans [6], a montré qu’une condition suffisante pour
que fec (A, K) soit j-fois continiiment et uniformément dérivable est
que,

St f@) = S0 @ Qu (@),  lim,s,.v(a) —jL(n, 1) = + 0.

Je montre ci-dessous que cette condition est nécessaire et suffisante.

D&rFinTION II.1. — On dit que fe€ (A, K) est j-fois contintiment et
uniformément dérivable sur A si, et seulement si, pour 1 £ k — j,
(VM>0) (Vzed) 3 @)icizreN tel que (V (hi)ioir€4%),

vh)>n = v@u..u@) —Y@)=M,

ol f" (x) désigne la dérivée k-itme de f.

On a la proposition suivante :

Prorosition II.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
fee (A, K) soit j-fois continiiment et uniformément dérivable sur A est
que chacune des fonctions ®; (x, hy, .. ., hx) = Aj, ..., (f (®)) soit prolon-
geable en une application continue de A* dans K pour 1=k _<j.

Remarques. — Une fonction j-fois continiment et uniformément
dérivable sur A est aussi j-lipschitzienne.

La famille des polynémes K, (y) ... K @) Q- (%), (m:>1 pour
1—<i—=k et r>0), est une base normale de ¢ (4%, K), car
¢ (AF1, K) = Q' e (4, K) ([1], prop. 6, cor. 2).

Soit f une fonction j-fois continfiment et uniformément dérivable

sur A, (@) = Taso @ Qn (2).
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FONCTIONS K-LIPSCHITZIENNES 405

Posons

Afnt—-ua, Mg —Ugy ouy My— Uy (f (x))
= Zn,, Rgy ey gy 7 [Py —1, .y ny—1, 1 Kn, (ml) v Knt (mt) Qr (x),

o ;> 1 pour 1 ZiZ+fetr>0.
Posons
85}11, oo My (f(z)) =mm, ... m Aﬁ’h ~~~~~ my (f(x))

On déduit facilement de [1] (prop. 7, cor. 2) que

Mry—1, coesny—1, 1

. 1
T (U, — W) ... (Uy, — W)

«(x Ottt ovor i, — o ( (UR))
0Ll L, 0 k< P’n,+1 (ul,) . P;l,—l—l (ul,) P, (le)

P’lt (u’li) e P"t (u’lt) P” (u")

(i varie de 1 a {).
On en déduit facilement [2] que

P‘n‘~1,..., n,—1,r
— P’h (uni) .. P”-t (uﬂt) P" (u,«)
T (U, — ) ... (U, — )

X <E/‘>sup(nn veonpr) A

o) ] afu,—um---,utt—uo Q}' (le) >
i << N ZiZ N

e Y (77 I SO (77 AN (71

et que

4 (IJ*n‘—L ooy R — 1, r) N infj>sup(m ..... ny, 7 (D (a/) - (D!I (Ih) +...4 v, (nt))

avec n, +n, +...+n<tetn>1 (1LiLd).
Donc si
lim; s ... @ (a)) — L (G, ) = + oo,
ou encore si
limys 4. (v (a)) — L (jy ) = + oo,
ou encore si
lim;, .. v (@) —tL(j, 1) =+ o0

(pour les équivalences entre ces trois conditions voir [2]), alors f(z)
est {-fois uniformément et continiment dérivable sur A.
Réciproquement, supposons que f (z) soit {-fois contintiment et unifor-
mément dérivable sur A. Considérons la fonction f; () = Yins az Ok (%)
[elle est aussi {-fois uniformément et continiment dérivable sur A,
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406 D. BARSKY

car f; () = f(x) — X;Z) ax Qx (z)], out s est un entier qui sera choisi
ultérieurement. Posons

Aﬁn‘—u,, wees Myp—1Uy (f; (x))
== Zn,él, e 1, N0 V(n‘:)—i, ceeng—1,r Kn. (ml) L an (mt) Q" (:l})

11 est facile de voir [2] que vy . . 1, = Pnyet, .. n,—1,~ &S que
n~+n +...4+n +r>xs.

Or f; (zr) est tlipschitzienne, donc si s est assez grand (corollaire du
théoréme I.1 et théoréme I.1) :

inf(m,, v x)E X x4 U (Afizr—uu, eey MLp— Uy (fs (x)))
= infn.ét, v, a0 U (ngs,)——t, e —1, ») =infn, (v (ai) —L (i, t))

Choisissons s de telle sorte que L(s,f) — L (s —1,% > 0.
Ceci implique que, si n, + n, +...+ n, < s, alors
v (Uil n—1, ) > infin s (0 (@) — L (0, 1),
car, dans ce cas, v, (n,) +...+v, (n)=<=L(s — 1, ) <L, ).

Donc le minimum de v (v{i"_,, ... ,,—1,) est atteint pour un multi-indice
(n, ny, ..., n,r) tel que n, +...4+ n,> s et par conséquent,

1 (s) — (s)
lnf('lnnn'lu") v (uﬂ‘vi,...,n,~1,z-) - lnf(nl,...,n,, Py Myteee S D (Vn‘,-l,...,nlml,r)

= infﬂ,, ey Ay 1y Ry ety s D ([J-nl‘n ey —1, z-) = infi;s (l) (ai) — L (i’ t))‘

Or, sin, 4...+ n,> s, un au moins des n; est supérieur ou égal a [s/{].
Comme AY ... om,—u, (f (@) est une fonction de ¢ (A“!, K),

hmsup(n,, ey N M) >+ 2 D (,Uw,~l, ...,nt~1,1') == + 0.

Donc si I'on fait décrire 4 s une suite infinie croissante d’entiers posi-
tifs (s;);en tels que L (s, t) — L (s; — 1, f) > 0 [une telle suite existe
puisque lim,, . L (s, ) = + o], alors

SUPn 4. b rys; (s ooy gy T) [‘—;—‘J
et par conséquent A

lim;s ., (0 (@) — L (i, t)) = + oo.
Le théoréme est démontré.

TutoriME II.1. — L’espace des fonctions indéfiniment continiiment
et uniformément dérivables sur A coincide avec Uespace des fonctions
indéfiniment lipschitziennes sur A.

Pour la démonstration, voir [2].
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FONCTIONS K-LIPSCHITZIENNES 407

III. — Polynémes prenant des valeurs entiéres
sur les entiers d'un corps de nombres
ainsi que leurs différences finies divisées

CaruiTz [5] a montré que I'on pouvait caractériser les polyndmes
de Q[x], dont les différences finies divisées O-iéme, 1re, ..., r-iéme
(resp. toutes les dérivées, voir aussi [9] )sont 4 valeurs entiéres sur Z,
par la condition suivante :

si P(x) =YY", a, <z>, alors vp (@,) — L (n, i)>0

(pour iZn—=met 0=Li<Lr)

pour tout nombre premier P.

Dans ce paragraphe, je généralise ces résultats aux corps de nombres
en utilisant une idée de PoLva et Ostrowski ([7] et [8]).

Derintrion IIT.1. — Soit P (x) un polynéme de X [x]. On dit que P (x)
est a valeurs entiéres sur A ainsi que ses différences finies divisées
Ire, ..., j-iéme si ,et seulement si,

A P@)ea pour (m,, m,, ...,m, )€+ e 0=rj.
On note B, () Uespace des polynémes de X [x] possédant cette propriété.

Pour tout idéal premier P de K, on définit une suite T.B.R.B. O.

de c/i,B formée d’éléments de @ (c’est toujours possible car @ est dense

dans @‘B’ [1], prop. 3 bis, rem. 6), que I'on notera u, g, u, g, ..., €t
on définit aussi une suite de polynémes d’interpolation

) @) = (*—uyq) .- (* —u,_, q) '
" (un,EB - uo,&B) e (un,‘B - un——l,‘,]})

Tout polyndme P (z) de K [x] pourra donc se développer sur la base
des Q™ (z) de la maniére suivante P (x) = X7, a, ¢ o™ ().

On définit de méme, pour chaque idéal premier p de I les quantités
L (n, j, B) pour n > j comme étant les quantités L (n, j) relatives a ci\%_

ProrositioN III.1. — Pour que le polynéme P (x) a coefficients dans K
appartienne a B, (X), il faut et il suffit que

vy (A 9) — L (0, j, P) =0,
Vnxj, VB idéal premier de 5 et V j fel que0jr.

La démonstration est immédiate a partir du théoréme I.1.
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Ecrivons les polyndmes de degré m de B, (X) sous la forme
P; (x) = (;/m!) ™ 4 termes de degré inférieur & m. On note

a) ={liertv{0}.

Proposition III.2. — q!7 est un idéal entier de Q.

En effet, o) est un idéal de K, car A/ est un opérateur @-linéaire
de X [x] dans K[z, my, ..., m;].

Posons

anP(0)=p(n)_(\’1‘>P(n_1)+...

+ (=0 (})P@ =1 4.t (— PO,
alors

P (@) =P (0) +<’1”>61P(0) E— <,‘;> am P (0).

Donc «; = d» P (0)eA.

On pose
2 (m P = 2| Tt |
q
et . )
A(m, j, B) = infy_,-; (@ (m, B) — L (m, 1, P)).
PropositioN II1.3. — Si P (x) est un polynéme primitif a coefficients

entiers de degré m, alors, pour tout idéal premier B de A, on a

1o infy_,.; (M: (P (2))) < % (m, J, B), V j=0.

20 Il existe un polynéme primitif a coefficients entiers H,, (x) de
degré m tel que

infy_;; (M, (H» (®))) = 2 (m, j, B), et ceci ¥V P.
P =a+ar+...+a,z"
avec

infy_;n vy (@) = 0 pour tout P.
Dans Xg, on a
P@)=0b,¢+boP®@+...+ b, 4 PP @),
ot PV (z) = (z — Uy g) (T — U g) o (T — Uy )

On a )
lnfoéiém v&n (ai> = info_/:iém. vgB (bi, fB) =0

(c’est immédiat car la matrice de changement de base est triangulaire
avec des 1 sur la diagonale).

ToME 101 — 1973 — ~N° 4



FONCTIONS K-LIPSCHITZIENNES 409

Le théoréme I.1 indique que
infos; (M: (P (%)) = inf; ;2 (0 (b, p) + 4@ J, P))-

Si 'on avait )
info,.; (M, (P (%)) > 2 (m, j, B),

on aurait, pour tout i < m,

Vg (b, ) > 4 (m, j, B) — 2 (G Js B)-

Or la fonction i-> 2 (i, j, B) est une fonction non décroissante de i
(voir [2]). Donc on aurait vg (b, o) >0, Vi=m, ce qui est contraire

a I’hypothése faite sur P ().
La premiére partie est démontrée.
D’autre part, on sait que I'on a (théoréme I.1) :

info.; (M (PP @) = 4 (m, j, ).
Construisons une suite finie u,, u,, ..., U,-, (dépendant de m) d’éléments
de @ telle que vy (u; — u; ¢) > 2 (m, P) pour tout P (c’est possible
puisque les vy sont indépendantes et que 2 (m, ) = 0 pour presque
tout ‘B). Posons

H,x=@&—w)@—u)... @ — Un)

Il est clair que
infy_,; (M; (Hn (%)) = 4 (m, j, P).

La proposition est démontrée.
Posons
S (m’ J) = H(B premier S‘B‘)l (m’ & ‘/B)
et
S (m, j, B1) = (Mg, B 4P PrrCns B,

S (m,j) et J(m,j, P.) sont des idéaux fractionnaires de @ car
A (m, j, P) = 0 pour presque tout P.

Proposition 1I1.4 : § (m, j) = aif[(m ).

Soit 7 un élément de J (m, j) tel que vy (x) = — A (m, j, B) pour
un P fixeé.

D’aprés la proposition III.3, y H,. (z)€B;(X). Soit ¥’ un élément
de J(m,j, P) tel que vy (x) = —A(m,j, P) — 1, alors d’aprés la

proposition II1.3 ' H,, ()& B; ().
Donc ymleal) et y' m!ld€a).
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Par conséquent,

vy (a)) = vy (m!) — 2 (m, j, B) et ceci pour tout P,
donc

smﬁ=%%

Tueoreme II1.1 : B; (X) =B, ex I (M, j) H,. (7).
En effet, soit P (x) un polynéme de degré m appartenant a B; (:K).

P () = ’-;:—lx’” + termes de degré inférieur,

ol a€al, donc a/m!e Sy (m,j), et par conséquent

P, (2) = P (z) — o Hu (8) €B; (29),
et est de degré strictement inférieur a m.

Donc tout polynéme P (x) de B; () se met sous la forme

P@=083H @+ H @ +...+B.H,@@ ot BeJ(a}J)
(01 < m).

La décomposition est unique, car
Sm jHH,@nIJ(n,j)H.(x) =0 si m # n.

CororLrAIRE III.1. — B; (X) est toujours un A&-module libre.

C’est clair, car J (m, j) H,. (z) est @-module de type fini sans torsion,
et comme A& est de Dedekind, il est projectif.

Par conséquent, B; (JC) qui est somme directe de projectifs est projectif,
et comme il n’est pas de type fini sur un anneau de Dedekind, il est
libre (voir [4], exercices).

On dit que B; (X) admet une base réguliere si, et seulement si, il
admet une base formée de polyndmes de degré croissant.

ProrositioN III.5. — B, (K) admet une base réquliére si, et seulement
si, a!/’ est principal pour tout entier m > 0.

Pour la démonstration, voir [2] ou [8].

CororraIre III.2. — B; (X) admet une base réquliére si, et seulement
si, J(m, j) est principal pour m > 0.

CororLAIRE III.3. — B; () admet une base réguliére si, et seulement
si, le produit des idéaux premiers de méme norme est principal.
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‘Pour la démonstration, voir [2].

Notons B,_ (:X) I'espace des polyndmes a valeurs entiéres de X [x]
dont toutes les différences finies divisées sont a valeurs entiéres, et ¢_ (X)

Iespace des polynémes a valeurs entiéres dont toutes les dérivées sont
a valeurs entieres.
Notons

S (m’ w) = HSB premier ;B—(Q (’71, ‘B)——fﬂ/f]]).

ProrposiTioN III.6. : B_ (K) = ¢_ (X).
Pour la démonstration, voir [2].

TugoreMmE II1.2 : ¢ (X) =P, ex J (M, ) H,, (2).

La démonstration est analogue a celle du théoréme III.1 et repose
sur le fait que

max;., L (n, j, P) = [n} (voir [2]).

q
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