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FONCTIONS /c-LIPSCHITZIENNES SUR UN ANNEAU LOCAL
ET POLYNÔMES À VALEURS ENTIÈRES

PAR

DAMEL BARSKY

RÉSUMÉ. — On donne une caractérisation des fonctions de e (A, K) (où A est
Panneau des entiers du corps local K) dont les différences finies divisées Ire,
2e, ..., r-ième sont bornées uniformément sur (A*)1 x A (1 -=i ̂  r). On donne aussi
une caractérisation des fonctions de e (A, K) qui sont continûment et uniformément
dérivables sur A. On applique ensuite ces résultats pour caractériser les polynômes
de ^c [x] (où x est un corps de nombres) prenant des valeurs entières sur les entiers
de ^ ainsi que leurs différences finies divisées Ire, 2e, .... r-ième ou bien ainsi que
toutes leurs dérivées.

NOTATIONS. — K est un corps local muni d'une valuation ultra-
métrique y, telle que v (n) == 1 (où TT est une uniformisante locale de K).

On désigne par A l'anneau des entiers de K, m est l'idéal maximal
de A. Le cardinal de A/m est q.

Si n est un entier naturel, Vq (n) désigne l'exposant de la plus haute
puissance de q qui divise n.

La suite u-o, Ui, ... est une suite très bien répartie bien ordonnée [5]
(en abrégé T.B.R.B.O.), c'est-à-dire que les Ui (i === 0, 1, . . .) sont des
éléments de A, et v (iii — Uj) == Uq (i — j) pour tout couple d'entiers
positifs ou nuls i et j.

On pose
Pn (X) = (X — Uo) . . . (X — Un-i),

Qn^-S^ p0111" n^1 et 60(^=1,- l - n y^-n)

de même on pose
K (n\ - ^ ~ "1) ' ' < (y ~ ""-1)

^nw~~ (Un-Un,,) . . . (Un-U^

La suite des polynômes Qn (x) [resp. Kn (y)] forme une base normale
de e (A, K) espace des fonctions continues de A dans K muni de la

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 26



398 D. BARSKY

norme de la convergence uniforme sur A, c'est-à-dire que si
f (x) G e (A, K) [resp. f (y) e C (A, K],

alors
f(x) = 2/So cin Qn (x) [resp. /•(y) = 2^ &, K.̂  Q/)]

avec lim^+, v (an) = + oo [resp. lim^^+, y (^) == + oo] (e/'. [l],
théorème 1).

On note additivement les distances, on emploiera l'expression « le
rayon de la boule est R » au lieu de « la boule a un rayon dont la
valuation est R ».

On désigne par [x], la partie entière de x, c'est-à-dire l'entier n, tel
que n^x< n+ 1.

JC désigne un corps de nombres, 0L son anneau des entiers, ^p est un
idéal premier de dl. JC^p et âçp sont les complétés de X et cl pour la
topologie ^S-adique de <X normalisée par y<p (n) == 1 (où TTC ̂  et TT^ •^p2).

On note encore u^ l'extension de u^ à Xçp.
On pose q = N^/ç (ç?) et Vq est la pseudo valuation associée à ç?.

I. — Caractérisation des fonctions r-lipschitziennes

E. HELSMOORTEL a montré [6] qu'une condition nécessaire et suffi-
sante pour que f(x) = J^o dn Qn (x)çe(A, K) soit lipschitzienne,
c'est-à-dire pour que

mf,.,/.,e.x^ . (f^+^-f^ = M^) > - oo,

est que
inf^ (u (an) - L (n, 1)) > - œ, où L(n,l)=[}-^].

Si cette condition est réalisée, on a
inf^i (P (an) - L (n, 1)) = M, (f).

Je généralise cette Caractérisation aux fonctions r-lipschitziennes.
Soit f une fonction de e (A, K), et soit Tiïi eA* = A — { 0 }. On pose

AO f (x) = f (rc), Mo (f) == inf^ (^ (f (^)).

Puis, par récurrence, on définit, pour (mi, m^, ..., my)e(A*y,

,,, . A^1..,^-. tf^ + ̂ )) - A^1..,^, (/>^))
A^,.,,/«, (f(x)) = ————————————^-————————————?

M/ (f) = inf(^, ...,m,,x)fEWx^ v Wn^...,m, (f (x))),

on appellera M] (f) la j-constante de Lipschitz de /*.
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FONCTIONS A^LIPSCHITZIENNES 399

DÉFINITION 1.1. — Une fonction f(x)G€ (A, K) est r-lipschitzienne
si, et seulement si. Mi (j0 > — oo pour 1 ̂  i ̂  r.

Pour caractériser les fonctions r-lipschitziennes nous allons introduire
les quantités L (s, r).

DÉFINITION 1.2. — Soit Uo, Ui, . . . une suite T.B.R.B.O. de A.
On pose, pour s ̂  r,

L (s, r) = maxo^,.<^._,<.,<,,<, { v (u, — u^) + y (î  — u^ +. . .
+ y (u,._, - u^ j,

L (s, 0) == 0.
Posons, pour /Hi 7^ Uo,

A I /^ (^ _Qs(x+ m, - Uo) - Q, (x)
^mi-Mo \VA W/ — —————————yy,————„——————————

III i — MO

== S^^l, r^O ^-1, r Kn (m^) Qr (x).

On a ^-i.r == 0 si n + r > s, car A,^_^ (Ç^ (.r)) est un polynôme de
degré s — 1 au plus en /Hi et x,

Si n+r^s, on a, conformément à la théorie générale (cf. [l],
prop. 7, cor. 2) :

1 p /„ ^ p /„ >. y e.s. (^ + ̂  - Uo)
* /2- l' / ==: 7i———n n {un) ' { / ) ^o^l^n -0^ / >-^7 ~D'——7n\~p'——/T7\'U/î — Uo -^n+l \Ul) t'r-^1 {U/c)

Plus généralement, posons

'^•/fit—Uu, m^—iio, ..., mj—Uo Ws (X))

-S^/.^o)^-!,...,/;-!,/-^^!) • • • Ki^(mj)Q..(x),

la notation 2y*(,^o) indique que la sommation porte sur Zi^l,
Z,^l, . . . ,Zy^l ,~r^O.

PROPOSITION 1.1. — Avec les notations précédentes, on a Videntité

^-i, ...̂ -i,. == ̂ , ...,^_,.>/,>...>^>^o ̂ _^ ^_^,^ . . . ̂ p^

ef
^-i, ̂ -i,..., i;^ r = 0 si Z, + Z, +... + Z; + r > 5.

La deuxième partie de la proposition est évidente, puisque
^n,-u„...,^i-u,(Q^(x)) est un polynôme de degré s —j au plus en
(mi, 7H2, .. .,my, rr).

Nous allons montrer la première partie de la proposition 1.1 par
récurrence sur j.
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400 D. BARSKY

L'identité est vraie pour j === 1, par définition même de ^_i ,.,
supposons-la vraie pourj, et montrons qu'elle est encore vraie pourj + 1.

^.m^—uo, ..., mj—uo, rnj+i—no Ws (X))

^ .̂.-.,,.... „.,-». (^ (x + m^ - u,)) - A^_^ , ,^_^ (Q, (a;))
m/+i — Uo

=^/*c-,^»)^-i,. ..,i,-^r Ki,(m,) ... Ki^mj)
., Q,; (x + m/+. - M(,) - Qri (x)
/\ •—————————————————————————————————my+i — Uo

= 2/*(r^0) ̂ -1, ..., /,-!, r ̂  (̂ l) • • • ̂ -. (^7-l)

X ̂ . (m;) (S/,^1, r^^O ̂ ,_i, ̂ , ̂ +. (^7+l) Qr^ (X))

__ Y^ * /v ,, .s' ,, /,• \
= 1/+1, (ry+^0) (ir^7^, ̂ _^ ^ ^ ^._^ .̂ ̂ ^_i, /.^J

X K/, (mi) . . . Ki, (mj) Ki^ (m;+i) Q,^ (x).

Donc en identifiant, on trouve
,, s — v1 n 5 ,, r,
?•/,-!,..., /,+,-!, ry+i — ^•>r/+i ̂ _i, ..., ^._i, ̂ . t%.,-l, /.^»

et d'après l'hypothèse de récurrence, il vient

P-^-l, ...,/y4-i-l,r,+i

== 2/7>/7+i (Sri, r^ ..., Q--I, .s->ri>...>ry_i>/-y^0 ̂ _i, ̂  ̂ -l, /•,

•••^,^^-,/,^

^ S/^ r,, ..„ r,, .>n>r,>...>ry>/7+^0 ̂ _^ ̂ , . . . , ̂ '̂  ̂ . ̂ ^_i, ,.̂

et la proposition 1.1 est démontrée.

PROPOSITION 1.2. — Qs (x) est une fonction j-lipschitzienne pour tout
entier j ̂  1, et on a M] {Qs) ̂  — L (s, j) pour tout couple d'entiers s^j^l.

En efîet, A^_^..., ̂ -u, (Qs (x)) est, soit un polynôme en (mi, .... m;, x),
soit la fonction partout nulle sur A (s < j), donc toujours bornée sur A^1.

D'autre part,

uWn^...,m^(Q.(^))

^ inf^,,,/^ (y 0<-i,..,/;-i,r))
^ ini^. ,z,,. {u (2.,...,.,_,.>.,>...>r,_i>^o ̂ _^ ̂ _^, ... ̂ ,))
^ inf/, ,., .̂ - (v, (h) + yy (h) +... + v, (Zy))
== - sup/,...,/, { v, (h) +... + Vq (h) }.

Ceci d'après l'expression donnée plus haut de ^-i.^ dans laquelle

. (?. (u.) P. (^) ̂ ^o.^g;• (^+g+^^^ ^ 0.
\ ^n+i ^l) ^ r + 1 V^k) /
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FONCTIONS A^-LIPSCHITZIENNES 401

Or li, . . . , / / vérifient la condition suivante pour que ^_i, ...^._i,r
ne soit pas nul : Zi + Za +. . . + Zy + r ̂  À\ De là l'inégalité

v (A^-.,..., ̂ ._^ (Q, (x))) ̂  - L (s, j),

ou encore M; (Qs) ̂  — L (s, j).

COROLLAIRE. — Une condition suffisante pour que f(x) = Sn^o dn Qn (x),
où fçe(A,K), soit j-lipschitzienne est qu'il existe des constantes
Ki> — oo (1 ̂  i ̂ ] ) telles que v (an) — L (n, i) ̂  Ki pour 1 ̂  i ̂ j
et n ̂  i.

S'i'Z en esZ ainsi, on a Ki ̂  M, (f) pour 1 ̂  i ̂ j.
Ce corollaire est évident si l'on remarque que

A^..., m, (f(x)) = S -̂ a^ A^,,.,, „„ Qn (x)

pour mj, ..., mi fixés.
Nous allons montrer maintenant la réciproque du corollaire.

THÉORÈME 1.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
f(x) = Sn^o an Qn (x) (f e C (A, K)) soi'Z j-lipschitzienne est que

mî^r^/,n^r (V (an) — L (iï, 7-)) > — 00.

-Si cette condition est réalisée, on a

mî^r^f,n^r (U (Ctn) — L (n, 7-)) == mî^r^ Mr (f).

Pour démontrer ce théorème nous allons raisonner par récurrence sur j
et pour j fixé par récurrence sur n.

j = 0 : inf^o v (dn) = Mo (f) > — oo, ceci est vrai d'après [1]
(théorème 1).

j = 1 : Posons Ci (f) = inf (Mo (f), Mi (f)), comme L (n, 1) = 0 si
1 ̂  n < q, on a y (û^) — L (n, 1) = v (dn) pour 1 ̂  n < q, et par
conséquent v (an) — L (n, 1) ̂  Ci (f) pour 1 ̂  n < q.

Supposons la proposition vraie pour n. Posons

fn(x)=f(x)-^a,Q,(x),

fn(x) est 1-lipschitzienne d'après le corollaire de la proposition 1.2 et
de 1-constante de Lipschitz Mi (fn) ̂  Mi (f).

Soit alors xç.A, v (fn (x) — f(Ui)) ̂  Mi (f) + v (x — Ui) si 0 ̂  i ̂  n,
et si x == Un+i, il vient v (fn (Un+i)) = v (an+i) ̂  Mi (f) + y (u^+i — "<),
d'où le résultat.

Supposons le théorème vrai jusqu'à j — 1 > 1.
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Supposons donc que, pour k == 0, 1, .. .,j - 1, on ait montré que

v (an) — L (n, k) ̂  Q (/•) > — oo pour tout entier n ̂  /c,

où Q (/•) == inf (Mo (/•), M, (/•), ..., Mk (/•)).

Posons Cy (f) = inf (M; (/•), C;-i (/•)). Comme L (n, j ) = 0 si
J ^ r i < q + j — 1, on a bien

u(an)-L(nJ)^C,(f) pour j ^ 7 2 < g + j - l .

Supposons que, pour ^ + j - 1 ̂  n < s, on ait v (dn) - L (n, j) ̂  Cy (/•),
et montrons que v (a,) — L (s, j) ̂  C; (/').

Soit f, (.r) = f(x) - ̂ ;; ak Qk (x), f, (x) est encore j-lipschitzienne,
et sa A-constante (O^k^j) de Lipschitz vérifie Mk (fs) ̂  Mk (f)
(d'après l'hypothèse de récurrence et le corollaire de la proposition 1.2).

Choisissons des indices 0 ̂  l'i <.. . < fy < s tels que
v ("^ - ̂ ) + v (il,, - u^) +... + v (u .̂ - il,) == L (5, j).

Choisissons des éléments u^ u'^ ..., u^ tels que v (u;, — u^) ̂  L (s, 1) + 1
et aussi tels que, si l'on pose

m, == 14 — u;.̂ , ma = u;, — "^ • • • » m; = u'i, — u,,

alors ^ = m, + m.^ +. . . + mi, +. . . + m/, +.. . + my ̂  0 (L) pour
tout multi-indice T= (l,, . . . , Z^) (0 ̂  À: ̂ j) 1 ̂  /i <.. . < Z^- ̂ j. On a
y ( m O + . . . + y ( m y ) = L ( 5 , j ) .

Posons 5 (s, j) == { ( u , + ̂  ) }^^^. S (s, j) est une famille finie d'éléments
de A tous distincts de u.c. On peut donc trouver [2] une suite T. B. R. B. 0.
Uo, Ui, . . . telle que

1° U, == Uo, U, === Ui, . . ., Us == ^.

2o v^S(sJ) si i>5.

On sait [2] que si u,, Ui, .. . est une suite T.B. R.B. 0. de A, alors la
suite des fonctions (^,),eN» définies comme suit, est une base normale
de C (A, K) (R est fixé).

— 0 ̂  i < ç^, ^ ; est la fonction caractéristique de la boule de
centre v, et de rayon R.

— i ̂  q^, 4^, ; est la fonction caractéristique de la boule de centre Vi
et de rayon L (i, 1) + 1.

(1) Dans ce paragraphe, la notation m indique que le terme m est remplacé par 0.
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FONCTIONS ^-LIPSCHITZIENNES 403

On peut donc écrire fs (x) = S/^o bk ̂ , k (x) avec bo == bi ==...== bs-i = 0
et ^ == a,. D'autre part, on a le résultat suivant [2] :

Soit f(x)çC (A, K), et soit ^n^obn^o,n son développement sur la
base normale définie ci-dessus. Les deux conditions suivantes sont
équivalentes :

(i) f(x) est 1-lipschitzienne;
(ii) v (bn) - L (n, 1) ̂  M, (f) si n ̂  1.
Soit N un entier tel que, pour n ̂  N, on ait v (dn) — L (s, j) > Cj (f)

et u(bn) — L(s,j) > Cj(f) [on revient ici à la fonction fs (x) qui est
j-lipschitzienne, j ̂  2]. Il suffit de choisir N de telle sorte que
Mi (f) + L (N, 1) > L (5, j) + Cy (/") (en particulier on voit que N ne
dépend ni de R, ni de la suite T.B.R.B.O. choisie).

Soit R' = m8LXs^i^N,zçs(s./) (u (pi — z))- R' est fini d'après la construc-
tion de la suite Uo, Ui, .... Soit R == max (L (N, 1) -\- 1, R' -{- 1).
Prenons comme base normale de C (A, K) la suite des fonctions (^;),€N
relatives à la suite T.B.R.B.O. Vo, Ui, ... définie ci-dessus, et au
nombre jR défini plus haut. Alors
A^,.,^.(/,(u.))

=m7m^(fA(UA+ml+•••+m7)

- S^i fs (Us + m, +...+ mi +...+ m;) +...
+ (- l)'I;l̂ <...<^7A (". + ̂ 1 +•••+ m^ +...

+772^+...+my)+...

+ (- 1)- /, (U.)).

En développant fs sur la base des (^^);eN» ^ vient

A;L..̂ (M".))

- fc1^. + în^ ̂ ——— ̂  <- ^^ (2;- bi ̂ i ("- + ̂ )))-

Or si 5 ̂  i < g^, on a y (i^; — Us -{- y j ) ^ R d'après la définition
même de R. Donc, si s^i<qR, ^ s , i [ U s + y j ) =0 d'après la défi-
nition de ^, i ' Si i ̂  g^, alors i > N, et par conséquent

v (h,) - L (s, j) >€,(/•).
Donc

v (as) — v (m, ma ... mj) == y (a,) — L (5, j) ̂  Cy (f),

car y (A7/^. ^ ̂ . (/, (u,))) ̂ . Cy, et le théorème est démontré.
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404 D. BARSKY

COROLLAIRE. — Si rentier naturel N est tel que, pour n ̂  N, on ait

L (n,j) > L (n,j - 1) >.. .> L (n, 1) > 0,

et si f(x) == ^n^N a-n Qn (x) est j-lipschitzienne alors

Mo (f) ̂  M, (/•) ̂ .. .̂  M, (/•).

Remarque. — Un tel entier existe toujours, car

lim^_^ (L (n, j) — L (n, j — 1)) = + oo (^oir [2]).

II. — Caractérisation des fonctions
continûment et uniformément dérivables sur A

E. HELSMOORTEL, dans [6], a montré qu'une condition suffisante pour
que fçe (A, K) soit j-fois continûment et uniformément dérivable est
que,

si f(x) = S^o an Qn (x), lim,^+, v (an) — J L (n, 1) = + oo.

Je montre ci-dessous que cette condition est nécessaire et suffisante.

DÉFINITION 11.1. — On dit que fç:e(A, K) est j-fois continûment et
uniformément dérivable sur A si, et seulement si, pour 1 ̂  k^j,
( V M > 0 ) (V xç.A) 3(nOi^,€N tel que (V (/^.^eA*),

u(h,)>n, ^ v (Af, ,,,., ̂ (f(x))-f^ (x)) ̂  M,

où f^(x) désigne la dérivée Â-ième de /".
On a la proposition suivante :

PROPOSITION 11.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que
fçe(A,K) soit j-fois continûment et uniformément dérivable sur A est
que chacune des fonctions ^ (x, hi, ..., hk) == A^,...,^ (f(x)) soit proton-
geable en une application continue de A^1 dans K pour l^k^j.

Remarques. — Une fonction j-fois continûment et uniformément
dérivable sur A est aussi j-lipschitzienne.

La famille des polynômes Kn, (y) ... Kn, (y) Qr (x), (n, ̂  1 pour
l^ i^^ et r ̂  0), est une base normale de e (A^-1, K), car
e (A^S K) == (g)^1 e (A, K) ([l], prop. 6, cor. 2).

Soit f une fonction j-fois continûment et uniformément dérivable
sur A, f(x) == Sn^o an Qn (x).
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FONCTIONS AT-LIPSCHITZIENNES 405

Posons

^•jni—u^m^—UQ, ...,mt—Uo V \^))

== 2 ,̂ ...,n,,r^-l, ...,n,-i,r Kn, (m,) . . . Kn, (m<) Ç, (x),

où n, ̂  1 pour 1 ̂  i ̂  t et r ̂  0.
Posons

,̂..., m, (f(^)) == mi m^ ... m< A^,..., ,̂  (/'(a;)).

On déduit facilement de [1] (prop. 7, cor. 2) que

P-/II—I, ...,/i(—l, r

= Tu——u) ï (u——u} pnl (u"•) • • • pnt ̂  pr (ut:)
(Unt — UQ) . . . {Unt — Uo)

( ^-^.^-.o(f(^)) \
X^l^n^^rp^ ̂  ^ ^ ^ p,^ ̂  p^ ̂ j

(i varie de 1 à Q.
On en déduit facilement [2] que

^i—l, ..., n.i—ï, r

_ Pn. (l̂ ) . . . P.. (»..) Pr (Ur)

(Un, — Uo) . . . ("^ — "o)

X [2/>sup(/îi, ...,n(,r) û/

^-^...^-.oQ/^) \
XSo^/^^i^ï^o^Â:^ p/ / \ p/ (n,\P' (iii\]

t-n^V \ulJ • • • ^^t-t-l V"^^ -^r+l V,^//

et que

y O^-i,..., ̂ -i, /•) ̂  inf7>sap(........ /•) (u (ay) - (^ (ïïi) + . . . + Vq (^0)

avec ni + H2 +. • • + ̂  < (/ et n, ̂  1 (1 ̂  i ̂  0.
Donc si

lim^+. (v (a/) - L ((7, Q) = + oo,
ou encore si

lim/^. (v (aj) - L (j, Q) = + oo,
ou encore si

lim^+. (v (a,) - t L (j, 1)) = + oo

(pour les équivalences entre ces trois conditions voir [2]), alors f(x)
est f-fois uniformément et continûment dérivable sur A.

Réciproquement, supposons que f (x) soit f-fois continûment et unifor-
mément dérivable sur A. Considérons la fonction f, (x) = 2^^ a/c Qk (x)
[elle est aussi f-fois uniformément et continûment dérivable sur A,
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car fs (x) == f (x) — 2j^ cik Qk (x)], où s est un entier qui sera choisi
ultérieurement. Posons

^Wi — UQ, ..., m t — Uo (fs (X))

==Zn^,...,n^l,r^O^-î,....nt-l,rKn,(mi) . . . Kn, (m,) Qr (x).

Il est facile de voir [2] que ^^Li,...,^,_i^ = ^-i,...,^-i,r dès que
ni + n.2 + • • • + rit + r ̂  s.

Or /'.y (a;) est f-lipschitzienne, donc si s est assez grand (corollaire du
théorème 1.1 et théorème 1.1) :

inf ( /»„ . . . , /^,.r)e^'x^ y (A^-^,...,//^-^ (̂  (x)))
== mîn^l,...,n^,r^0 V (^)-1, ..., n,-l,r) = Hif ,̂ (u (âf) — L (l, Q)-

Choisissons s de telle sorte que L (s, t) — L (s — 1, t) > 0.
Ceci implique que, si ni + n.^ +... + rit < s, alors

y (^)-,, ...,.,-i,,.) > inf^, (y (ai) - L (i, t)),

car, dans ce cas, Vq (/îi) + • • • + Vq (rit) ̂  L (s — 1, t) < L (s, f).
Donc le minimum de y(^Li,...,^-i,/) est atteint pour un multi-indice

(ni, Ha, . . . , fit, r) tel que Hi +. . . + n^ ̂  s et par conséquent,

Ïnî(n,,...,n,,r) V (v^- 1, ..., n,- 1, r) == inf(^ ..., ̂  ,-), ^+...4- 7l̂ . y (^^)- l, ..., n,-1, r)

= inf/^...,^,/^+...4-^.- y (^,-i,...,^-i,r) = inf^.ç (u (ai) — L (i, f)).

Or, si ni +. . . + Ht =ï 5, un au moins des n, est supérieur ou égal à [s/f].
Comme A^_^...,^__^ (f(^)) est une fonction de e (A^4-1, K),

limsup(^...,/^,r)^+^ y(^-i,...,/^-i,/-) == + oo-

Donc si l'on fait décrire à s une suite infinie croissante d'entiers posi-
tifs (Si)ievs tels que L (s,, t) — L (s,: — 1, t) > 0 [une telle suite existe
puisque lim^-^ L (s, t) == + oo], alors

[ Si 1
SUpn,+...+n^Si (iïl, • . • , H^ r) ̂  y

et par conséquent

lim^+. (u (ai) — L (i, Q) == + oo.

Le théorème est démontré.

THÉORÈME 11.1. — L'espace des fonctions indéfiniment continûment
et uniformément dériuables sur A coïncide avec l'espace des fonctions
indéfiniment lipschitziennes sur A.

Pour la démonstration, voir [2].
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III. — Polynômes prenant des valeurs entières
sur les entiers d'un corps de nombres

ainsi que leurs différences finies divisées

CARLITZ [5] a montré que l'on pouvait caractériser les polynômes
de Q [x], dont les différences finies divisées 0-ième, Ire, ...,r-ième
(resp. toutes les dérivées, voir aussi [9] )sont à valeurs entières sur Z,
par la condition suivante :

si P (x) == 2;;L, an (^\ alors Vp (dn) - L (n, i) ̂  0

(pour i ̂  n ̂  m et 0 ^- i ̂  r)

pour tout nombre premier P.
Dans ce paragraphe, je généralise ces résultats aux corps de nombres

en utilisant une idée de POLYA et OSTROWSKI ([7] et [8]).

DÉFINITION III. 1. — Soit P (x) un polynôme de X [x}. On dit que P (x)
est à valeurs entières sur cl ainsi que ses différences finies divisées
Ire, .. .,j-ième si ,et seulement si,
A;/, ,, ,^ (P (x)) e a pour (m,, m,, . . . , mr, x) e a7^1 et 0 ̂  r ̂  j.
On note Br (cX) l'espace des polynômes de X [x] possédant cette propriété.

Pour tout idéal premier ^5 de JC, on définit une suite T.B.R.B.O.
de (î^ formée d'éléments de Ci (c'est toujours possible car <fl est dense
dans (î^, [l], prop. 3 bis, rem. 6), que l'on notera Uy <p, u^ çp, . . . , et
on définit aussi une suite de polynômes d'interpolation

OW (^ - (a•-^^)•••(• r-"? '- l.<P) ^
'Cfl V^/ ——— /,, ,, \ f-11 Tï \

("^ —— "0,^) • • • ("/l,^ —— "Tî-l,^)

Tout polynôme P (x) de X [x] pourra donc se développer sur la base
des ÇW (x) de la manière suivante P (x) == 2;;^o ̂  ̂  Q^ (x).

On définit de même, pour chaque idéal premier ç? de JC les quantités
L (n, j, ^P) pour n ̂ j comme étant les quantités L (n, j) relatives à el^

PROPOSITION III. 1. — Pour que le polynôme P (x) à coefficients dans X
appartienne à Br (X), i7 faut et il suffit que

^^n,^-L(n,j,^)^0,
Vn^j , V ^ idéal premier de X et Vj tel queO^j^r.

La démonstration est immédiate à partir du théorème 1.1.
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Écrivons les polynômes de degré m de Br (cX) sous la forme
Pi (x) = (a,/m î) x171 + termes de degré inférieur à m. On note

a^={a,^ iu {0} .

PROPOSITION III. 2. - û^ est un idéal entier de a.
En effet, a^ est un idéal de X, car A^' est un opérateur ci-linéaire

de JC [a;] dans JC [x, m,, ..., m/].
Posons

Ô-P (0) = P (n) - f^ p (n - 1) +...

+ (- 1)' (î) P (n - k) +... + (- 1)- P (0),
alors

P (x) = P (0) + ( x } ̂  P (0) +... + ( x} ô- P (0).
\ / \ m j

Donc a, = ^m P (0) e a.
On pose

^(m,^)=^W
et

À (m,j, ^p) = info^/^; (^ (m, ^) - L (m, r, ^)).

PROPOSITION III. 3. — Si P ( x ) est un polynôme primitif à coefficients
entiers de degré m, alors, pour tout idéal premier ^ de a, on a

lo info ,̂ (Mi (P (x))) ̂  ̂  (m, j , ̂ ), V j ̂  0.
2° I I existe un polynôme primitif à coefficients entiers H^ (x) de

degré m tel que

^fo^/ (Mi (Un, (x))) == ^ (m, j , ^), et ceci V .̂
P (x) == ao + ai x + . . . + a,n x " 1

avec
info^z^^ u^ (ai) = 0 pour tout ^.

Dans JC^p, on a

)̂ = ^o,<p + b^PW(x) +...+ ̂  ̂ pW^),

où PW (̂  = (x - u )̂ (a; - u^) ... (r, - u,_^).

On a
info^f^,/, yçp (ai) = info^^,,, y,p (^. ̂  == 0

(c'est immédiat car la matrice de changement de base est triangulaire
avec des 1 sur la diagonale).
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Le théorème 1.1 indique que

info^/ (Mi (P (x))) = mî^i^n (^ (&, ,p) + ^ (i,J, ^P)).

Si l'on avait
info^y (Mz (P (x))) > À (m, j, ̂ ),

on aurait, pour tout i ̂  m,

^ (6. <p) > À (m» J' )̂ - ^ (l» .A W-

Or la fonction i -> À (i, j, ^P) est une fonction non décroissante de i
(voir [2]). Donc on aurait ^(^ ,çp)>0, V i ^ m , ce qui est contraire
à l'hypothèse faite sur P (x).

La première partie est démontrée.
D'autre part, on sait que l'on a (théorème 1.1) :

info^y (M, (P^ (x))} = ̂  (m,j, )̂.

Construisons une suite finie iio, Ui, . . . , v-m-i (dépendant de m) d'éléments
de cl telle que v^ (Ui — u, çp) ̂  ^2 (m, ^î) pour tout ^ (c'est possible
puisque les u^ sont indépendantes et que ^2 (m, ^p) === 0 pour presque
tout ^P). Posons

Jï/,, (rc) = (x — Uo) (̂  — "i) ... (x — u,n-i).

Il est clair que
info^/ (Mi (H^n (x))) = ̂  (m, j, ^).

La proposition est démontrée.
Posons

S^^-n^p.enuer^^7'^

et
3(m,j, %) = (n^^ ̂ (mî^)) ^M-7,^)-i.

3 (m, j) et 3 (m, j, ^i) sont des idéaux fractionnaires de OL car
?i (m, j, ^p) = 0 pour presque tout ^p.

PROPOSITION III. 4 : 3(m,j) = a^l(m\).
Soit ^ un élément de 3 (m, j) tel que yçp (^) = — À (m, j, ç?) pour

un ^ fixé.
D'après la proposition III. 3, ^ H m (x)ç.Bj(3€). Soit %' un élément

de 3 (m,j, ̂  tel que u^ (^/) = — À (m,j, ^p) — 1, alors d'après la
proposition III. 3 %' Rn, (x)^B^ (X).

Donc ^ m 1 e a^5 et ^' m î ̂  a^.
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Par conséquent,

^ (a;/^) = ^çp (m !) - À (m, j, ^3) et ceci pour tout ^,
donc

S^^-CT-
THÉORÈME III. 1 : Bj (JC) = ®,̂  3 (m, j) Jî,, (a;).
En effet, soit P (x) un polynôme de degré m appartenant à B, (cX).

p ̂  = m î : r m "̂  termes de degré inférieur,

où a e a^, donc a/m ! e 3 (m, j), et par conséquent

P, (^) = P ( x ) ~ ̂  H m (x) e B, (.K),

et est de degré strictement inférieur à m.
Donc tout polynôme P (x) de Bj (JC) se met sous la forme

P (a;) = po iîo (a;) + ̂ H, (x) +... + p,, ̂  (a:) où ^ e 3 (f, j)
(O^i^ m).

La décomposition est unique, car

3 ( ^ J ) H ^ ( x ) r \ 3 ( n , j ) H n ( x ) =0 si m ̂  n.

COROLLAIRE III. 1. — Bj• (JC) ^ toujours un a-module libre.
C'est clair, car 3 (m, j) Jï,« (a;) est ci-module de type fini sans torsion,

et comme a est de Dedekind, il est projectif.
Par conséquent, Bj (JC) qui est somme directe de projectif s est projectif,

et comme il n'est pas de type fini sur un anneau de Dedekind, il est
libre (voir [4], exercices).

On dit que Bj (JC) admet une base régulière si, et seulement si, il
admet une base formée de polynômes de degré croissant.

PROPOSITION III. 5. — Bj (JC) admet une base régulière si, et seulement
si, a^ est principal pour tout entier m ̂  0.

Pour la démonstration, voir [2] ou [8].

COROLLAIRE III. 2. — Bj (?€) admet une base régulière si, et seulement
si, 3 (^» J ) est principal pour m ̂  0.

COROLLAIRE III. 3. — Bj (X) admet une base régulière si, et seulement
si, le produit des idéaux premiers de même norme est principal.
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Pour la démonstration, voir [2].
Notons B^ (JC) l'espace des polynômes à valeurs entières de cX [x]

dont toutes les différences finies divisées sont à valeurs entières, et e^ (JC)
l'espace des polynômes à valeurs entières dont toutes les dérivées sont
à valeurs entières.

Notons
^ (m co} — n ^-(^(^^-["/yO-0 V71» uu/ — ll̂ p premier -P

PROPOSITION III. 6. : B^ (JC) == (^ (JC).
Pour la démonstration, voir [2].

THÉORÈME III. 2 : C^ (JC) == ©/,eN:3 (m, oo) ̂  (a;).
La démonstration est analogue à celle du théorème II 1.1 et repose

sur le fait que

^oL(n,j,^)-^] (voir[2}\maxy^o ̂  (n,
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