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PROBLEME DES INEGALITES.
APPLICATIONS A LA PROGRAMMATION ET AU CONTROLE OPTIMAL

PAR

Puiviere MICHEL
[Nancy]

REsuME. — La résolution d’un probléme des inégalités implicites (condition suffi-
sante d’existence d’une solution) permet d’établir une condition nécessaire d’opti-
malité pour un probléme de programmation ol les contraintes et le critére sont des
fonctions qui sont sommes de fonctions convexes et de fonctions dérivables. Les
résultats sont établis dans des espaces de dimension infinie, ce qui permet de les
appliquer au cas du contréle optimal en montrant que celui-ci peut se mettre sous
la forme d’un probléme de programmation statique : la démonstration est faite pour
des commandes généralisées dans un cas simple et dans le cas de liaisons et contraintes
entre I'état et la commande; et on présente les modifications 4 opérer pour d’autres
types de commandes.

1. Données et définitions

1.1. On considére les données suivantes :

— une partie convexe fermée M d’un espace de Banach réel;

— un espace vectoriel topologique réel F muni d’une relation d’ordre
définie par un cOne convexe pointé saillant F. ([3], chapitre 2, §2,
proposition 13);

— une fonction f définie dans M et & valeurs dans F, et un point &
de M.

1.2. FoncTiONs cONVEXES ([13], chapitre 2, § 1). — On dit que f est
convexe dans une partie convexe A de M si, pour tout couple (z,, .)
de points de A et tout nombre ¢ de (0, 1), on a

flz 4+ (1 — ) = if @) + (1 — ) f ().

1.3. SEMI-CONTINUITE INFERIEURE. — On dit que f est semi-continue
inférieurement (en abrégé s. c. i.) dans une partie A de M si ’ensemble
des points (z, y) de A X F qui vérifient f (x) = y est fermé dans A X F.
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414 PH. MICHEL

Si F est la droite numérique R, cette condition correspond a la notion
usuelle de semi-continuité inférieure.

Si F est 'espace R’ muni de la topologie produit et de 1’ordre produit,
la semi-continuité inférieure de f résultera de celle de chacune de ses
composantes numériques; mais cette derniére condition n’est pas néces-
saire, méme en dimension finie.

ExemMpPLE. — On considére les deux fonctions numériques définies
dans R :
f (x) B ? pour xr = O’ f (x) . 0 pour x < O,
P TaT Pour z £ 0, Y71 pour 0,

la fonction f, n’est pas s.c.i., mais la fonction f = (f,, f.) est s.c.i.
dans R au sens ol nous ’avons défini.

1.4. DERIVABILITE STRICTE. — On dit que f est strictement dérivable
en 7 s’il existe une fonction linéaire continue f'(z) sur le sous-espace
vectoriel engendré par M telle que

[@) = @) —['@.—z) _,

limite,,, . . G2zt wnzimmen T2 — %]

Quand M est un voisinage de x, on retrouve la notion de dérivabilité
stricte de Boursaxk1 ([6], 2.1.2).

1.5. FONCTIONS APPROXIMATIVEMENT CONVEXES S. C. I. — Nous dirons
que f est approximativement convexe s. c. i. au voisinage de z s’il existe
un voisinage convexe V de x dans M, une fonction ¢ convexe s. c.i.
dans V et une fonction d continue dans V et strictement dérivable en x
tels que f (x) = ¢ (x) + d (x) en tout point x de V.

On peut supposer qu’au point z, g est nulle et la dérivée de d est nulle :
il suffit d’ajouter & g et de retrancher a dla fonction d’ (z).(x — z) — ¢ (),
car la somme d’une fonction continue et d’une fonction s. c. i. est s. c. i.

2. Probléeme des inégalités

2.1. PROBLEME. — On considére les données 1.1, et pour un point
donné y de F, on cherche un point x de M qui vérifie f (x) =< y ([10], probléme
des inégalités).

Nous supposons que f est approximativement convexe s. c. i. au voisi-
nage de Z.

2.2. NortaTioNs. — On désigne par ¢ une fonction convexe s. c. i.
nulle en z, et par d une fonction continue strictement dérivable en = de
dérivée nulle, telles que g 4 d = f dans un voisinage de Z.
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INEGALITES 415

On désigne par r un nombre strictement positif tel que ces propriétés

sont vérifiées dans l'intersection de M avec la boule de centre x et de
rayon r.

On désigne par C l'ensemble convexe des éléments y de F tels qu’il
existe un point x de M qui vérifie
Jz—2Z|<Lr et g (x)=y.

2.3. TutoreEME. — Si C contient S +~ W pour un sous-ensemble S
de F et un voisinage W de 0 dans F, alors il existe un nombre : > 0 tel que,

pour toul nombre positif t = ¢ et pour fout point y de S, on peut trouver
un point x de M qui vérifie

lz—z|<tr o [@Z[@ -+

Démonstration. — 11 existe un nombre z, > 0 tel que, pour tout couple
(x1, x,) de points de M qui vérifient ||x, —Z || =Zc et [|x, —ZT || ey,
on a

d(x)—d(x) 1
@ —a] <2r'

Soit ¢ le plus petit des nombres ¢, /r et 1. Considérons un nombre
positif £ < ¢ et un point y de S.

Pour tout point z de fy + ¢ W, il existe un point h de M qui vérifie
|h—Z[=tr et g)=z;

en effet, le point £~ z appartient a C, et il existe un point x de M qui
vérifie
[z —2||<Zr et g@) Ltz

le point h = tx + (1 — f) Z vérifie alors
lh—zl|=tr et g(b)=lg(@ ="

On pose z, =72, hy =%, zo=0¢et z, =271 1y; on a 2(z, — z,) = 1y,
et il existe un point h, de M qui vérifie

[hy —Z|| <t et g (h) Z2(z — zo);

on pose x; = 2~ hy 4 2~ Z; on a donc g (z,) < z,.

Supposons définis, pour 1 =~ p =<~ n, des points z, de F, z, et h, de M
qui vérifient

x, =277 + X, 277 h, Zp = (25:1 2ty —d(x,—,) + f (@),
| by — 2| <, 9 (hp) =27 (zp — 2p—1) et g(x) <2z

Posons
Zner = (Zg11 279 ty — d (a) + [ (2);
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416 PH. MICHEL

alors on a
20 (Zngs — 2Zp) = 1y + 27 (d (@) — d (20));
[ Bacs = @ || £ 27 (| & — by || = 2 r;
d (@) —d@)€2tr(2r)—'W;
2m+1 (2 — z)Ely + W,

Ainsi, il existe un point h,., de M qui vérifie
| Bnie — Z || <L 0 et 9 (Ani) < 2741 (2, — z,).

On peut poser Z,., = 2"'Zx + ¥} 27 h,; et il résulte de la
convexité de g que I'on a

g (Xns1) =< E,'/L;i 277 g (hy) < Z(';;i (zg — z4-1).

La suite de Cauchy z, converge vers un point x de M qui vérifie
|z — 2| < tr; d étant continue, la suite z, converge vers la limite
z =1y — d (x) + f(x); enfin, il résulte de la semi-continuité inférieure
de ¢ que 'on a ¢ (x) < z; on obtient bien alors f(z) = f(x) + ty. Le
théoréme est démontré.

2.4. REMARQUE. — Dans le cas oit M est un convexe fermé d’un espace
de Banach réflexif et ot F est un espace localement convexe séparé,
le convexe C est fermé. En effet, C est I'image d’un compact faible par
la multi-application I' qui associe a4 tout x ’ensemble ¢ (x) + F.; ¢ étant
convexe s. ¢. i., le graphe de T' est un convexe fermé pour les topologies
initiales; et il en est de méme pour la topologie affaiblie sur M
([4], chapitre 4, § 2, propositions 4 et 10). Par contre, dans le cas d’'un
espace non réflexif, C n’est en général pas fermé : c’est le cas de I'image
de la boule unité dans le bidual muni de la topologie faible.

Toutefois, si F est un espace vectoriel topologique métrisable, on peut
remplacer C par son adhérence dans I’énoncé du théoréme 2.3, ainsi
que le montre le théoréme suivant.

2.5. TutoreME. — Si F est un espace vectoriel topologique mélrisable,
le convexe C a méme intérieur que son adhérence C.
Démonstration. — Supposons qu’un point j est intérieur 4 C; on consi-

dére une suite décroissante W,, n > 0, qui constitue un systéme fonda-
mental de voisinages de 0 dans F et telle que § 4+ 2 W, est contenu

dans C.

Nous allons montrer que C contient § + W,. Soit y un point de j + W,;
on pose y, = 2~ J; alors 2 (y — yo) appartient a C; il existe donc des
points h, de M et z, de C qui vérifient

|h, —Z| <, g (h) =z et 2@y —yoez + Wi
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INEGALITES 417
On pose y, =y, + 21z — 2727; alors on a les relations suivantes :
4@y —y)—g=40U —y)—2z
4@y —y)ey +2W.
Supposons définis, pour p =< n — 1, des points h, de M, z, de C et y,

de F qui vérifient
Yp =Ypr + 272, — 277717, lhy —z| <1, g(hy) =2z,
et
20y —yey +2 W,
alors le point 2" (y — y,_,) appartient a C, et il existe des points h,
de M et z, de C qui vérifient
b —z|| =1, gl)=2z. et 2@y —Yor)€z + Wy
le point y, = Y, + 277z, — 2771 j vérifie
290y —yn) =7 =2[2"(y — Yor) — 2],
20y —y) ey +2 W,
Il résulte de la derniére relation que la suite y, converge vers y. D’autre
part, la suite de Cauchy de M :
Ty =35y 27 h, + 2712

converge vers un point z de M tel que ||z —Z || =T, et elle vérifie,
pour tout n>. 1,

q (xn) = 2;:1 2-r g (hp) = 27;:1 2-r Zps

en outre, il résulte de la définition de la suite y,, que I'on a, pour
tout n > 1,
Yo = X5 277z, + 27771 5
g@) <=y — 27175

g étant s. c.i., on obtient a la limite ¢ (x) = y.
Le point y appartient & C; le théoréme est démontré.

3. Application aux conditions nécessaires d’optimalité

3.1. ProBLEME. — Minimiser vy (x) sur I'ensemble des points x de M
qui vérifient ¢ (x) =0 et y (x) < 0.

M est un convexe fermé d’un espace de Banach; les fonctions v, ¢
et ¢ sont définies dans M et respectivement a valeurs dans R, dans un
espace vectoriel topologique G et dans un espace vectoriel topologique
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ordonné H; on suppose que ¢, vy et ¢ sont approximativement convexes
S. ¢. 1. au voisinage d’un point  de M, I’espace G étant muni de la rela-
tion d’ordre définie par ’égalité.

3.2. Norarions. — L’espace produit GxRxH est muni de P'ordre
deéfini par le cone { 0 } xR, x H., ; alors la fonction (¢, v, ¢) est approxi-
mativement convexe s. c. i. au voisinage de Z et, dans I'intersection de M
avec une boule de centre Z et de rayon r > 0, sont définies des fonc-
tions I, m et n convexes s. c.i. qui s’annulent en Z et telles que ¢ — [,

Y —m et ¢ —n sont continues et strictement dérivables de dérivées
nulles en z (1.5).

On désigne par D, I'ensemble des points (y, 2, z) de GXRXH tels
qu’il existe un point x de M qui vérifie

|z —2z| <, lx) =y, m(x) < A et n@ +¢v@ <Lz

3.3. THEOREME. — Si Z est une solution optimale locale du probléme 3.1,
alors le point (0, 0, 0) n’est pas iniérieur a D.

Démonstration. — Supposons que (0, 0, 0) soit intérieur & D; alors le
convexe C =D -+ (0,0, — ¢ (x)) est un voisinage de (0, 0, — ¢ (2)),
et il en est de méme pour un point (0, — p, — ¢ (7)), avec p > 0;
appliquons le théoréme 2.3 en prenant pour S ce point : il existe un
nombre = > 0 tel que, pour tout ¢ de (0, ¢), on peut trouver un point x
de M qui vérifie

le—z||<tr, o) =0 +10=0,
Y@ =v@ —tp et JY@=0-0)¢@);

il en résulte que ¥ n’est pas solution optimale locale du probleme 3.1.
Le théoréme est démontré.

3.4. HypoTHESE (régularité faible). — Pour obtenir une condition
nécessaire d’optimalité sous une forme qui est classique en dimension
finie, nous ferons I’hypothese suivante :

Si lintérieur de D est vide, alors D admet un hyperplan d’appui fermé
en (0, 0, 0).

Si G et H sont localement convexes, il suffit pour cela que D ait un
intérieur non vide relativement au sous-espace fermé qu’il engendre;
en particulier, il suffit que D soit de dimension finie.

3.5. THEOREME. — Si T est solution optimale locale du probléme 3.1,
el si D vérifie I hypothése 3.4, alors il existe des formes linéaires continues u
sur G, a sur R et v sur H, non toutes nulles, felles que :

10 a et v sont des formes linéaires positives.
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20 0n avd () =0.
3¢ Pour tout point x de M a distance au plus r de Z, on a

ul (x) + am (x) + vn (x)> 0.

Démonstration. — Le convexe D admet un hyperplan d’appui fermé
en (0, 0, 0) : cela résulte de I'hypothése 3.4 si I'intérieur de D est vide,
et du théoréme 3.3 si l'intérieur de D est non vide. Il existe donc une
forme linéaire continue non nulle (u, a, v) sur GXRXxH telle que, pour
tout point (y, 4,2) de D, on a uy + a1 + vz 0.

Pour tout point x de M a distance au plus r de Z, tout nombre 2 > 0
et tout point z de H.,, le point de composantes

l(z), m (x) + A, n@+¢@ +z
appartient 4 D; on a donc ,
ul (x) + am (@) + vn(x) + 04 @) + ar + vz 0;
il en résulte que a et v sont des formes linéaires positives, et que ’on a
ul (x) + am (x) 4+ vn (x) + v ¢ (T) > 0.

On obtient en particulier, pour * =%, v ¢ () > 0; d’autre part,
v étant positive et — ¢ (z) appartenant 4 H,, on a v ¢ () = 0. Par
conséquent, v ¢ (z) est nul, et le théoréme est démontré.

3.6. ETUDE DE L’HYPOTHESE DE REGULARITE 3.4.

3.6.1. La condition nécessaire d’optimalité sous la forme du théoréme 3.5
ne peut pas étre obtenue sans hypothése de régqularité.

Exemple. — Pour H={0}, M = G espace de Banach des suites
sommables de nombres réels, et des fonctions y et ¢ définies pour tout
x = (x,) par

T@=Sa ot 9@ =(z0)

le point O est solution optimale du probléme 3.1, mais les conclusions
du théoreme 3.5 ne sont pas satisfaites.

3.6.2. Forme équivalente : On suppose que [, m et n sont définies
dans M; alors, dans le théoréme 3.5, la conclusion 3° est vérifiée par
tous les points de M, car la fonction ul 4+ am + vm est convexe dans M.
On désigne par A I'ensemble des points (y, 2, z) de GxRxH tels qu’il
existe un point x de M qui vérifie

l(x) =y, m (x) < A et n() + ¢ @) <Lz
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Si D vérifie ’hypothése 3.4, il en est de méme de A, car A contient D,
et A est contenu dans le cone de sommet (0, 0, 0) engendré par D. Réci-
proquement, si G et H sont métrisables complets, on peut remplacer D
par A dans Uhypothése 3.4 : si intérieur de A est non vide, il en est de
méme du coéne U,-, n D qui contient A, et aussi d’'un des ensembles n D
car GXR X H est un espace de Baire; il résulte alors du théoréme 2.5
que l'intérieur de D est non vide.

3.6.3. Critéres : On peut trouver des conditions suffisantes simples
pour que ’hypothése 3.4 soit satisfaite. Si I'intérieur du coéne positif H..
est non vide, il suffit que G soit réduit & { 0} (probléme sans liaison),
ou que I (A) ait un intérieur non vide pour une partie bornée A de M
telle que m et n soient majorées sur A, ou encore, M étant un voisinage
de T et G étant métrisable complet, que [ soit un morphisme strict et
que m et n soient continues en Z. On obtient des critéres similaires en
décomposant ¢ quand ¢ est & valeurs dans le produit de deux espaces
ordonnés dont 'un a un cdne positif d’intérieur non vide.

3.6.4. Cas particulier : Si certaines composantes de ¢ sont linéaires
continues et certaines composantes de v sont convexes s. c. i., on peut faire
entrer ces liaisons et contraintes dans la définition de M, ce qui réduit
la dimension de GXR x H et allége ’hypothése 3.4 : aprés I’application
du théoréme 3.5, on est ramené a la résolution d’un probléme de program-
mation convexe.

3.7. REGULARITE FORTE. — On considére ’ensemble convexe B des
éléments (y, z) de G x H tels qu’il existe un point x de M qui vérifie

lz—z|<r, 1@=y e n@+I@=z

3.7.1. HypotHESE : On suppose que D vérifie Uhypothése 3.4 et en
plus que B n’admet pas d’hyperplan fermé d’appui en (0, 0).

Alors, si T est solution optimale locale du probléme 3.1, les conclusions
du théoréme 3.5 sont salisfaifes avec a0 : si a est nul, la forme
linéaire (u, v) définit un hyperplan fermé d’appui en (0, 0) de B.

3.7.2. CriTERE : Si M est un voisinage de ¥, si G est métrisable complet,
et si Uintérieur du coéne positif de H est non vide, pour que I’hypothése 3.7.1
soit satisfaite, il suffit que 1 soit surjective, que m et n soient continues, et
qu’il existe un point x, de M qui vérifie

L(x) =0 et n(x,) + ¢ (x)e — H!.

Preuve. — Soit ry = rle rayon d’une boule de centre Z sur laquelle m est
majoré.

On peut se ramener au cas oll z, appartient a la boule de centre z et
de rayon (1/2) r,; d’aprés la continuité de n, il existe un voisinage VX W
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de (z,, 0) dont tout point (z, z) vérifie
n@)+4d@ —z=0 et [z—2|Lr;

Iimage de V par [ est un voisinage de 0 dans G car [ est surjective d’un
espace de Banach sur un espace métrisable complet et [ est un morphisme
strict ([3], chapitre 1, § 3, théoréme 1).

Ainsi B qui contient I (V) x W, est un voisinage de (0, 0) et n’admet
pas d’hyperplan d’appui en ce point; en outre, D vérifie 'hypothese 3.4
car U'intérieur de D est non vide : m est majoré par un nombre b sur la
boule de centre z et de rayon r,, et D contient l’ensemble
L(V)x (b, + oo x W. Le critéere est démontré.

On reconnait dans ce critere les conditions usuellement posées en dimen-
sion finie tant pour la programmation différentiable que pour la program-
mation convexe ([1], chapitre 3, proposition 2 et chapitre 4, théoreme 1) :
la surjectivité de [ équivaut a 'indépendance linéaire de ses composantes,
et ’appartenance de n (z,) + ¢ (Z) & — H! résulte des conditions n’ (x,) << 0
pour les contraintes saturées ({'(Z) =0), et ni(x,) =<0 pour les
contraintes non saturées ({! (x) << 0).

3.8. CONDITION NECESSAIRE D OPTIMALITE SANS HYPOTHESE DE REGU-
LARITE. — Dans le cas ou ’adhérence de D est un convexe complet d’un

espace normé, I'ensemble des points de la frontiére de D qui appartiennent

4 un hyperplan d’appui fermé de D est dense dans la frontiére de D
(théoréme de Bismor-PHELS [2]); on peut alors donner une condition
nécessaire d’optimalité, de type approché, sans hypothese de régularité.

THEOREME. — Dans le cas oit G et H sont des espaces de Banach, si T est
solution optimale locale du probléme 3.1, alors pour tout nombre « > 0,
il existe des formes linéaires conlinues u sur G, a sur R el v sur H felles que

full +lal+[lv[ =1 et que:
10 a et v sont des formes linéaires positives.
2200na —:=Zv{Y () <L0.
30 Pour tout point x de M a distance au plus r de z, on a

ul (x) + am (x) + vn () > — .

Démonstration. — L’adhérence de D est un convexe fermé de ’espace
de Banach GxRx H. Si l'intérieur de D est non vide, il en est de méme
de Vintérieur de D (théoréme 2.5), alors I'hypothése 3.4 est satisfaite,
et le théoréme est une conséquence du théoreme 3.5.

Si Iintérieur de D est vide, le point (0, 0, 0) appartient a la frontiére
de D. Pour ¢ > 0 donné, il existe un point (g, %o, z,) de D, de norme
inférieure & ¢, tel que D admet un hyperplan d’appui fermé en ce point;
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il existe donc une forme linéaire continue (u, a, v) sur GXRXH, de
norme 1, telle que tout point (y, 4, z) de D vérifie

uy + ar 4+ vz>uy, + ai, + vz.

Il en résulte, comme dans le théoréme 3.5, que a et v sont des formes
linéaires positives et que ’on a pour tout point z de M 4 distance au plus r
de 7z :

ul (x) + am (x) + vn (x) + v ¢ (@) > uy, + ar, + vz;

on a, d’autre part, en raison du choix de (y,, %o, zo) et de (u, a, v) :
uyo + a ke + vzp > — ¢;

on obtient alors, pour x =z, v{ () > — ¢; enfin, v étant positive,
on a vy (T) <0, ce qui implique en outre

ul (x) 4+ am (x) + vn () > — «.

Le théoreme est démontré.

4. Cas de la programmation dynamique en temps continu

Nous étudions ici une condition nécessaire d’optimalité pour des
commandes généralisées [7], et nous montrerons ensuite comment procéder
dans d’autres cas (§ 5).

Nous dirons qu’une fonction X & valeurs dans un espace de Banach
est absolument continue sur (0, T) s’il existe une fonction Y intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue sur (0, T) dont Vintégrale sur
(t,, t,) est égale a X () — X (t,) pour tout intervalle (f, %) contenu
dans (0, T); une telle fonction X est presque partout dérivable de
dérivée Y (f) ([15], théoréme de Bochner).

4.1. ProBLEME. — Minimiser v (X (T)) sur U'ensemble des fonctions X
absolument continues sur (0, T) a valeurs dans un espace de Banach E
qui vérifient

(X O0)=0 e (X (0)=0;

uX(T)=0 e 4 X(T)=0;

et telles qu’il existe une famille A = (au).co de fonctions numériques
positives mesurables sur (0, T) qui vérifie les frois relations suivantes :

Y.eo @ (f) =1 presque partout;

Zue@f @O fXO w0 d <+ o

%@ = Yueo @ @) f(X ), u, t) presque partout.

ToME 101 — 1973 — nN©° 4



INEGALITES 423

Les fonctions vy, 9, et ¢, ¢, et ¢, sont définies dans E et a valeurs
respectivement dans R, dans des espaces vectoriels topologiques G, et G,
dans des espaces vectoriels topologiques ordonnés H, et H,.

Q est un ensemble donné (ensemble des commandes originelles); pour
tout élément u de Q, f(., u, .) est une fonction définie dans E x (0, T)
et a valeurs dans E, telle que, pour toute fonction absolument continue X,
f(X (@), u, t) est mesurable en ¢ par rapport a4 la mesure de Lebesgue.
Les conditions posées entrainent que, pour presque tout f, dX (f)/dt
appartient & I'enveloppe convexe fermée de I’ensemble des f (X (¥), u, f)
pour ueq.

4.2. MISE SOUS FORME D'UN PROBLEME DE PROGRAMMATION
STATIQUE. — On considére une fonction continue presque partout déri-

vable X qui vérifie toutes les conditions du probléme 4.1 pour une
famille A = (@,).co; et on se fixe un nombre h > 0.
4.2.1. Définition des coefficients : Pour toute commande u de Q, on

choisit une fonction mesurable k, (f) & valeurs dans (0, + o) telle que,
pour tout ¢ et tout couple (x, y) de points distincts appartenant a la

boule B, de centre X (f) et de rayon h, k, (f) majore les quantités

X [ f@ut—f@ul|
(X @, u 1), R et 1.

Si E est séparable et si f(x, u, {) est continue par rapport & x pour
presque tout {, on peut prendre pour k, (f) la borne supérieure de ces
quantités.

Pour toute fonction u et tout point ¢ tels que f(x, u, ) est dérivable
par rapport a z dans la boule B,, il est équivalent de dire que k, (f) majore
les quantités

IFX®ou)l, (f@uad] et 1

pour tout point x de B,.

Il résulte de la définition de k, (f) que 'on a, pour tout u de Q, tout ¢
de (0, T), et toute fonction X telle que X (f)eB; :

X @ u )| =1+ h) k. @)

4.2.2. Espace des commandes el espace des solutions : On désigne
par @ 'espace de Banach des fonctions absolument continues sur (0, T')
et a valeurs dans E, pour la norme

I Xlo =1l X ©)[lx + H dX (t)”

, =1xo+ [0
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Pour toute famille A = (a,),c( de fonctions numériques mesurables,
on pose

A= Zueof k. ()] a. (1) | dt.

Sur 'ensemble 9 des familles A qui vérifient || A || <+ oo, || A || définit
une norme pour laquelle 9T est un espace de Banach.

Alors, pour tout A de 9t et tout X de la boule de @ de centre X et
de rayon h, la fonction

FX,A)®) =XSueoa. ()X, u )
est définie et & valeurs dans L}, car on a
| F (X, A) @) [ = Sueol aw® ] (1 + h) ki (0,
[ FX, A) [, =0+nb[A]

4.2.3. TutoriMmE : Si A appartient @ 9 et si la fonction F (X, A)
est strictement dérivable par rapport @ X au point X, alors la fonc-
tion F (X, A) est strictement dérivable au point (X, A) de dérivée

F'(X,A).(X,A) = Fy (X, 4).X + F (X, A).

Démonstration. — La fonction F (X, A) étant linéaire par rapport a A,
on a la relation suivante :

F(X,A) —F(Y,B) — Fy(X,A).(X—-Y)—F(X,A — B)

=F(X,A) —F(Y,A) — Fy(X,4).(X — Y)

+F(X,A—A4)—F(Y,A—A)+F(Y,A—B)—F(X, A—B);

on a, par hypothese,
[F(X,4) =F (Y, 4) = Fx (X, A). X = V) [[ = | X = Y[ (X, V),

o1 ¢ (X, Y) tend vers zéro quand (X, Y) tend vers (X, X); on a d’autre
part :

|F(X,A-A)@) —F(Y,A-4) |
ZSwecla®) —a O [IfXO, u, ) = (YO, u 1)
= Xueol @) —a @k O XO =Y O
IF (X, A—4) —F(Y, A=A, =] 4 AL X - Y.
On établit de méme que I'on a

|F (V. A—~B)~ F(R,A—B)|,, = 4—B|.|Y-X|.
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On obtient alors

| F(X,A) —F(Y,B) — Fx(X,4).X—-Y)—F(X,A —B)|
“(X=Y[+A=-B) (X V+]A-A]+|Y-X])

et(: (X, Y)+| A —4A| +]| Y —X]||) tend vers zéro quand (X, A, Y, B)
tend vers (X, 4, X, A). Le théoréme est démontreé.

4.2.4. Forme statique du probléeme 4.1 : On désigne par N ’ensemble
convexe fermé de I’espace 9t composé des points A qui vérifient :

Yueo @ (f) =1 presque partout,
et, pour tout u de Q, a,(f)> 0 presque partout.

Si X est une solution optimale du probléme 4.1 qui correspond 4 une

commande A de N, alors (X, A) est une solution optimale locale du
probléme suivant :
Minimiser v (X (T)) sur Uensemble des points (X, A) de ® XN qui

vérifient

2 (X (0)) =0 et dy (X (0) £0;

% (X(T) =0 et ¢ (X(T)<0;

dX
F(X, 4) — & =o.

Pour appliquer le théoréme 3.5, nous ferons les hypothéses suivantes.

4.3. Hyporaises. — On munit les espaces G, et G, chacun de ’ordre
défini par I’égalité.

4.3.1. On suppose que ¢, et L, (respectivement ¢,, ¥, et v) sont approxi-
mativement convezes s. c. i. au voisinage de X (0) [respectivement de X (T)).

On désigne par [, et n, (respectivement [, n, et m) des fonctions
convexes s. c. i. nulles en X (0) [respectivement en X (T)] dont les diffé-
rences respectives avec ces fonctions sont strictement dérivables de
dérivée nulle.

On a pu choisir k > 0 de maniere & ce que ces fonctions soient définies
dans la boule de centre X (0) [respectivement X (T)] et de rayon h.

4.3.2. On suppose que A appartient @ N et que la fonction F (X, A)
de X est strictement dérivable en X de dérivée

(Fy (X, 4).X) () = Suco @ @) f. (X @), u, 1). X (0).

Cette hypothése porte exclusivement sur la commande optimale A;
elle est plus faible que les hypothéses usuellement faites, car elle est une
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conséquence des deux conditions suivantes, qui sont plus faibles par

exemple que les hypothéses de Mc SuaNE dans [9] [hypothése (4.2) du
théoréme 4.7].

10 Pour tout u de Q et tout nombre ¢ > 0, il existe un compact K
contenu dans (0, T') de mesure supérieure & T — ¢ tel que f, (x, u, f)

est continue en X (f) uniformément quand ¢ varie dans K.

20 11 existe une fonction ¢ a valeurs dans (0, + oo) telle que
Yueo . (f) 9 (u, t) est intégrable sur (0, T') et telle que I’on a

[ fe (@ u, )| <= g (u 1)

pour tout u de Q, tout ¢t de (0, T') et tout x de la boule B, de centre X (f)
et de rayon h.

Preuve. — La fonction r, définie par
rby @) = e OIf @ w ) — @ uw ) — (XD u 1).(9 — 1),
vérifie, pour tout ¢ et tout couple (z, y) de points de B,,
Ir&y 2| =2Zec@ O g@)|ly — x|

Soit un nombre ¢ > 0; il existe un sous-ensemble fini S de Q, tel que
T
f 2 ZuGQ~S au (t) g (ll, t) dt é g,
0

il existe un compact K de (0, T') tel que la condition 1° est satisfaite
pour chacune des commandes u de S, et tel que

f Zue() au (t) g (ll, t) dt é E.
[0,7‘] — A

Il existe donc un nombre r > 0, ne dépendant que du choix de ¢, tel
que, pour tout u de S et tout { de K, 'on a

e —X@<4r = [fimut)—f(XW), 0] <

Pour tout u de S, tout f de K, et tout x qui vérifie | x — X () | < 2,
la fonction de z :

e(@=f@+zut)—f (X ul.z
est dérivable pour || z|| < 2r, de dérivée
¢@=r@+zul)—(X0Oul).
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On a donc les relations suivantes, pour || z || < 2,
le@[<e et [e@—e@)=c]|z]

Ainsi, pour tout couple (X, Y) de fonctions de la boule de @, de centre X
et de rayon r, on a, pour tout u de S et tout ¢ de K,

IF QY @ at) — FEX @ w ) — 2 (RO u, 0).(Y (@) — X @) |
Ze YO —XOI.

On obtient alors

u[W@YW%XWWﬂéiﬁmﬂdﬂwYa%—XwHﬂ

+J}zmw4mwg@0nY®—Xawﬂ;

[ irevyo.xoa
(o

0 T]—K
éj“ 2 Yo () g || Y () — X @] dt;
[o 7']—A

[l YO.XO | d=|Y X[ (T +3)e

4.3.3. On suppose que 'hypothése 3.4 est vérifiée par Uensemble [D
des points

(yo, 2o, yi; 21, )\’ Y)e GOXHOX Gi XH1 XRXLE',
tels qu’il existe un point (X, A) de @ XN qui vérifie

X —X[=h e [[A-Al=h; mEXD)<=);
LXO) =y e 1 (X(0) + b (X(0) = z;
LMy =y e n XD+ (X)) Lz;

F'(X,4).X-X,A—-4) -5 + Z =Y
La derniére relation peut s’écrire :

X =30 _[5c0n0f(XO.uil.(X-%) @

+F (X, A —A) @) — Y ().

Cette équation linéaire admet, pour (X —-X) (T) donné, une
solution unique X — X qui est une fonction linéaire continue de
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(X (1) —X(T), A —A, Y); on pose
X(0) =p X (T), 4) + ¢ (Y),

p et q étant des fonctions linéaires affines continues telles que
- — 1—
p (X(T), 4) = ¢ (0) = 5 X (0).

On peut alors remplacer les conditions de définition des points de D
par les suivantes :

Il existe un point (z, A) de E X N qui vérifie avec Y :

lz —X(Ml=r e [A-A|=r; [Y(=r;
m@=% L@=y et 0@ +hXT) =z
Lp@A+qV)=y et 0@ A)+qY)+ %X O) =z

CriTERE 1. — Si n, est majoré dans un voisinage de X (0) et si Uintérieur
du céne positif de H, est non vide, pour que I'hypothése 3.4 soil vérifiée
par D, il suffit qu’elle le soit par Uensemble D, + D, :

D, est 'ensemble des (Yo, 2o, Yis 21, 2, 0)€ Go X Hy X Gy X Hy xR X L},
tels qu’il existe (x, A)e EXN qui vérifie

le —X(@Ml=r e [A-Al=r; m@=1;
L@=y o n@+h (XD =2 S L@pE A) =g

D, est I'’ensemble des (y,, 0,0,0,0, Y)e Gy xXHyX Gy XxH, xRXLj
qui vérifient

IYl=r e L @e(¥) =y,

Preuve. — Le critére résulte de ce que D est contenu dans D, + D,,
et que, si 'intérieur de D, 4 D, est non vide, il en est de méme de D :
si Py XPyxXPyxXP,XPsxP; est un ouvert élémentaire contenu dans
D, 4 D,, et si « majore n, sur la boule de centre X (0) et de rayon h,
alors D contient l'ouvert élémentaire obtenu en remplagant P, par

a + 4o (X (0)) + Hy™,
CrITERE 2. — Si en plus des hypothéses du critére 1, I, est continue,

alors pour que U'hypothése 3.4 soit vérifiée par D, il suffit qu’elle le soit
par la projection de D, sur Gox H,Xx G, xH, xR.

Preuve. — Supposons que la projection de D, contient un ouvert
élémentaire P; X P, X P; X P, X P;; et soit 2p > 0 le rayon d’une boule
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de centre 3, contenue dans P;; il existe un nombre s > 0 tel que
1 |
1¥l<s = |zp@em]<e

alors D,+ D, contient P X P, xXP; X P, xP;xP;, ou P, est la boule
de centre 7, et de rayon p, et P, est la boule de centre 0 et de rayon s :
Iintérieur de D, 4+ D, est non vide.

Supposons que la projection de D, a un intérieur vide; alors, par hypo-
thése, cette projection admet un hyperplan fermé d’appui en 0 : pour
tout point (Yo, zu, Y15 215 A, 0) de D,, on a

Uy Yo + Vo 20 + U 2y + V1 24 + aix0;
d’autre part, tout point (y,, 0, 0, 0, 0, Y) de D, vérifie

1
my — (50 2q () = 0
on obtient donc, pour tout point de D, + D,,
Uy Yo +vozy +u Yy + vy 2, air— H0<%Iu(2q(Y))>§O,

ce qui définit un hyperplan d’appui fermé de D, + D, en 0. Par consé-
quent, D, + D, vérifie ’hypothése 3.4, et il en est de méme pour D
(critére 1).

Remarque. — L’hypothése 4.3.3 est donc satisfaite si les espaces
d’arrivée des liaisons et contraintes sont de dimension finie. Nous avons
choisi d’exprimer D en fonction de I'état final, car les hypothéses des
critéres sont trivialement vérifiées si I’état initial est fixé; on peut aussi
exprimer D en fonction de 1’état initial : on obtient alors des critéres
analogues.

4.4. TutorEME. — Sous les hypothéses 4.3.1, 4.3.2 et 4.3.3, si X est
une solution optimale du probléme 4.1, alors il existe des formes linéaires
continues, non toufes nulles, u, sur G,, u, sur Gy, v, sur H,, v, sur H,
et a sur R, et il existe une fonction continue P (t) a valeurs dans le dual
de E felles que :

10 p,, v, et a sont des formes linéaires positives.

20 0n a v, Y, (X (0) =0 et v, ¢, (X(T)) =0.
30 P (i) est solution de I’équalion

P ="P(0) —f P (5).Zueo du (5) . (X (s), u, 5) ds
pour fout t de (0, T).
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40 — P (0) est un sous-gradient en X (0) de u, I, + v, no, et P (T) est
un sous-gradient en X (T) de u, I, + v, n, + am.

5° On a, pour toute commande u de Q, et pour fout presque tout t tel
que k, (f) est fini,

P®).[Sueea (O f(X(®), u, )] =P ®).f(X (D, u,1).
Démonstration. — Il résulte du théoréme 3.5 qu’il existe des formes u,,
u, by, V3, a et P, non toutes nulles, P étant une forme linéaire continue
sur Lg, qui vérifient les conclusions 10 et 20 du théoréme ainsi que la
propriété suivante :

Pour tout (X, A)e®@xN tel que |X —X||<het|A—4|<h,
on a

(@) u Iy (X (0)) + vo 1o (X (0)) + u, I (X(T)) + am (X (T))

FomX(T) +{P, F(X,A).(X—X, A —4) — dX dX> 0.

On peut identifier P & un élément de L% ([5], §2, proposition 10)
sans supposer E séparable [8], et, pour toute fonction Y de Lj, on a

r
(P, Y> =f P(@).Y () dt.
On définit les fonctions L (f) et R (f) en posant, pour tout y de E,
L
L) =%uecoaOf.(XWuwt) et R@.y =f P (s).L (s).y ds;
/o

considérons une fonction Y de L} de norme inférieure & h et qui vérifie
T
f Y (f) dt = 0; on pose
0
I3
Z () =/ Y()ds et X=X+ ZQ);
0
cette fonction X de @ vérifie
| X —-X[=h X©O©=X(@©0) et X(T)=X(T);
pour A = A et pour cette fonction X, I'inégalité (i) s’écrit :

fTP OILO.Z () — Y (O] dL> 0.
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D’autre part, la fonction R (f).Z (f) est une fonction numérique abso-
lument continue qui est donc une primitive de sa dérivée

P().L{).Z{) + R(0).Y (t);

il en résulte que Ion a
forp O.LO.ZOd =[REO.ZOF —fOTR .Y () dt;
foT[— R() —P()].Y (f) di= 0.
Pour tout Y de Lk qui vérifie f 'Y dt=0, ona
fOT(R O +P@®).Y(@d=0

par conséquent R (f) + P (1) est presque partout constant, et en modifiant
P () sur un ensemble négligeable, on obtient

P (f) =—ftp (s).L (s) ds - P (0).

En effectuant I'intégration par parties pour la fonction X — X, on a
de la méme manieére,

f P().L(®.(X () —X @) dt

=(— P(T)+P(0)) (X(T) -X (D))
~[ro+ron. (B0 - E0) 4

on obtient alors successivement avec la relation (i) :
pour A = A, X (T) = XO|l<hetX(©0) =xz:

w, I, (%) + vy 1y (@) + P (0).(x — X (0)) > 0;

pour A =4, X(0)=X©0), |z — XD <het X(T)=z:
w l, (@) + v, @) + am @) — P (T).(x — X (T)) > 0;

pour X (0) = X (0), X (T) =X (T), AeN et |A — 4| <h :

fTP O.F (X, A —4) @) dt>0;
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et comme on peut modifier A pour le faire coincider avec A sur tout
sous-ensemble mesurable de (0, T'), on a

P({).F(X,A —A) () >0 npresque partout.

Si la conclusion 5° du théoréme n’était pas satisfaite, on aurait pour
une commande u de Q et tout point { d’un ensemble non négligeable
ot k, (f) est fini :

P@W).F(X, A) O >P@.f(X, ui);

il en serait de méme pour tout point ¢ d’'un compact K non négligeable,
ot k, (f) est continue; le point A qui coincide avec A sur le complémen-
taire de K, et qui est défini par a, (f) = 1 sur K, est un point de N qui
ne vérifierait pas la relation obtenue. Le théoréme est entiérement
démontré.

4.5. CONDITIONS DE REGULARITE. — Outre I'hypothese 4.3.3 (qui
est toujours satisfaite pour des liaisons et contraintes a4 valeurs dans des
espaces de dimension finie), pour que la conclusion 5° du théoréme 4.4
ne soit pas triviale, c’est-d-dire que P ne soit pas identiquement nul,
il suffit que 'on ait les deux propriétés suivantes :

4.5.1. Si O est un sous-gradient en X (0) de u,l, 4 v, n, pour des
formes linéaires continues u, sur G, et v, sur H, telles que v, est positive,

et on a v, Y, (X (0)) = 0, alors nécessairement u, et v, sonl nulles.

4.5.2. Si 0 est un sous-gradient en X(T) de u, I, + v, n, + am pour
des formes linéaires continues u, sur G, v, sur H, et a sur R telles que a
el v, sont positives, et on a v, ¥, (X (T)) = 0, alors nécessairement u,, v, et a
sont nulles.

Il résulte de ces hypotheéses et de la conclusion 4° du théoréme 4.4
que, si P était identiquement nul, toutes les formes linéaires u,, v,, u;, v,
et a seraient nulles, ce qui est exclu.

CriTire. — Si lintérieur du céne positif de H, (respectivement H,)
est non vide, pour que I’hypothése 4.5.1 (4.5.2) soit vérifiée il suffit que
1, (E) soit partout dense dans G, [respectivement I, (E) dans G,] et qu’il
existe un point x, de E qui vérifie

L@)=0 et n @)+ Y (X(0)e— H*.

[Respectivement I, (z,) = 0, m (x,) < 0 et n, (x,) + ¢, (X (T)) e — H*.]
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Preuve. — On suppose que 0 est un sous-gradient en X (0) de u, I, -+ v, 1y,
que v, est positive, et que ’on a v, Y, (X (0)) = 0; le point

Yo = Ny (xo) —+ ‘-PO (}—{ (0))

de — H{* vérifie v,y = 0 et v, o > 0, soit v, yo = 0; si v, était non
nulle, le demi-espace {y; v, y > 0 } rencontrerait tout voisinage de y,,
ce qui contredirait I'appartenance de y, & — H}*; donc b, est nulle
et u, qui est & valeurs positives ou nulles pour tout point de [, (E) est
nulle également.

On démontre de maniére identique le critére pour I’hypothése 4.5.2.

Remarque. — Dans le cas ou G, et H, sont de dimension finie, le critére
exprime des conditions du type de celles de la programmation statique :
indépendance linéaire des dérivées des liaisons et existence d’un point z,
tel que [, (x,) = 0 et n} (x,) << 0 pour chaque contrainte saturée.

4.6. CAS DE LIAISONS ET CONTRAINTES ENTRE L’ETAT ET LA COMMANDE.,

4.6.1. Considérons le probléme obienu en adjoignant aux conditions
du probléme 4.1 les deux relations suivantes :

Sueo . () g (X (), u, ) =0 presque partout;
Yieo @ (t) h (X (f), u, ty =0 presque partout.

Les fonctions g et h sont respectivement a valeurs dans un espace
de Banach F, et dans un espace de Banach ordonné F,; on définit les
fonctions & valeurs respectivement dans L}, et L}, :

G (X, A) () = Zueo ac () g (X (1), u, 1),
H (X, A) () = Zueo au () R (X (D), u, 1),

en faisant porter la définition des coefficients k, de 4.2.1 sur la fonc-
tion (f, g, h); alors si chacune des fonctions F, G et H vérifie I'hypo-
theése 4.3.2, la fonction (F, G, H) est strictement dérivable en (X, A)
de dérivée

(F, G, H) (X, A) + (Fx, Gx, Hy) (X, 4).X.

4.6.2. L’étude de la condition nécessaire d’optimalité du probléme
ainsi posé est rigoureusement la méme que celle qui est faite dans le
théoréme 4.4 : on ajoute au premier terme de 'inégalité (i) la quantité

Q6 (XA).X-X,A—A4))+<{RH (X,A).(X-X,A—-A4))

pour des formes linéaires continues Q sur Lj, et R sur L, telles que R est
positive et { R, H (X, A) > = 0; on effectue la méme intégration par

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



434 PH. MICHEL

parties sur la fonction S (f).Z (f), ol on a posé

S(t).y = Sueo @ @) [P @).1. (X @), u, t)
+Q@.¢. (X, u, t) + R(@®).h. (X @), u,t)].y;

il en résulte que P (f) est solution de I’équation dP (¢)/dt =— S (f);
Iintégration par parties de S 0.(x (/) — X (t)) donne les mémes condi-
tions sur P (0) et P (T), ainsi que la relation suivante :
PO.F(XA-A)WO+Q0.6G(X, A—-4)(@

+R@®.H(X, A —A) ({)>~0 presque partout.

La derniére relation obtenue est une propriété plus précise que celle
qu'on obtient généralement et qui est limitée aux paramétres A qui

verifient G (X, A) =0 et H (X, A) <0 ([12] et [14]).

4.6.3. Hypothése de régqularité : La seule difficulté pour appliquer le
théoréme qu’on obtient ainsi est la vérification de I’hypothése de régu-
larité 4.3.3 qui prend alors la forme suivante : On suppose que I’hypo-
thése 3.4 est vérifiée par 'ensemble D des points

Wos 20, Y1, 21, 1, Y, Z,, Z,)e Gy xHy X Gy XH, xRXLjxLj}, XL},

tels qu’il existe un point (X, A) de @ X N qui vérifie
X -X[=h o [A-All=h mXT)=2;
LX©) =y e n(X(0) + o (X(0) =2;
LX) =y e nX D)+ 4 (X(T) =z
dX
dt
) (XX, A—4) =2,

F (X 4).(X -X, A —4) _‘%‘+ _ v,

2|

G (X,
et L . . o
H (X A).(X-X,A—-A) +H(X A) = Z..

On peut encore résoudre I’équation différentielle en X par rapport
a4 X (T), A et Y et on obtient :

X —X=p(X(T)A4) +q()

pour des fonctions linéaires affines continues p et g telles que
p (X(T), 4) = 0 = ¢ (0).
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Alors les critéres 1 et 2 de 4.3.3 sont valables pour les ensembles D, et D,
définis comme suif :

D, est T'ensemble des (Yo, zo, J1» 215 4, 0, Z,, Z,) tels qu’il existe un
point (x, A) de EXN qui vérifie

2 —XMl=r et [A-4l=zr; m@=2
L@=y et n @+ (X)) =z;
55 (X0 +2p @ 4) (0) = yi;
LA).p@, A) + G (X, A) =Zy;
,A).p(x, A) + H (X, A) = Zy;
D, est I'ensemble des (y,, 0, 0, 0, 0, Y, Z,, Z,) qui vérifient

S (KO +2¢(V) ©) =y

Gy(X,A).q(Y)=2, et H\ (X, A).q(Y) = Z..

[ Yl=r

On a le critére particulier suivant :

CRITERE. — Si Gy, H,, G, et H, sonl de dimension finie et si les fonc-
tions m el n, (respectivement n,) sont majorées dans un voisinage de X (T)
[respectivement de X (0)], alors pour que D vérifie Uhypothése 3.4, il suffit
que la projection de D, sur Lj, x L}, soit partout dense dans un voisinage
de (0, 0); si de plus, les conditions 4.5.1 et 4.5.2 sont satisfaites, alors
on a P 0.

Preuve. — 11 résulte du critére 2 de 4.3.3 reformulé dans ce cas, qu’il
suffit que la projection de D, sur G, X H, X G, x H, xR X L}, x L}, vérifie
I'hypothése 3.4; il suffit aussi qu'il en soit ainsi de sa projection D)
sur G, X G, x L}, x L}, car m, n, et n, sont majorés; il suffit encore qu’il
en soit ainsi de D), (théoréme 2.5).

Par hypothése, I’adhérence de la projection de D, sur Lj, X L;, est
un voisinage de (0, 0), et il en est a forfiori de méme pour I’adhérence

de la projection de D),. La derniére partie du critére est immédiate et la
premiére partie résulte du lemme suivant.

LemMme. — Si C est un convexe fermé de R" x F pour un espace de
Banach F, si C contient (0, 0), si la projection de C sur R™ est bornée,
et si sa projection sur F est parfout dense dans un voisinage de 0, alors
C vérifie hypothése 3 .4.

Preuve. — Si C n’est pas un voisinage de (0, 0), alors (0, 0) appartient
a la frontiere de C et tout voisinage de (0, 0) contient un point out C admet
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un hyperplan d’appui fermé [2] : il existe une suite de formes linéaires
continues (u,, v,) sur R” X F, de norme 1, qui vérifient

@ y)eC = unx+vny§_}1;.

Par hypothése, 'adhérence de la projection de C sur F contient une
boule de centre O et de rayon 2r, et la borne inférieure de v, y pour
(x, y)€C est inférieure & — 2r || v,||; par conséquent, il existe, pour
tout n, un point (z., y,) de C qui vérifie

. Unyné'_r“l)nn’
soit encore

@ — (U [ ).

Soient alors z, un point adhérent 4 la suite z,, et (u, v) un point
faiblement adhérent & la suite (u,, v,) dans la boule unité du dual
de R x F; ceux-ci vérifient les relations

@, yneC = ur+vy>0 et ur, >r (1 — || ul)).

On a donc u # 0, et (u, v) définit un hyperplan d’appui fermé de C
en (0, 0).

Remarque. — On peut aussi, pour alléger I’hypothése de régulariteé,
écrire la condition nécessaire d’optimalité parmi le sous-ensemble des
commandes A telles que G (X, A — A) et H (X, A — A) appartiennent
respectivement a L7, et L7, : alors le cone positif de L7, a un intérieur
non vide, mais les espaces duaux sont plus complexes; on peut encore
envisager des contraintes sur I'état et la commande telles que H (X, A)
soit approximativement convexe s. c. i.; nous nous proposons d’aborder
ces possibilités dans une étude ultérieure.

Dans le cas ot Gy, Hy, G, et H, sont des espaces de Banach, le théo-
réme 3.8 nous donne une condition nécessaire de type approché sans
hypothése préliminaire; les conditions de régularité sont alors choisies
a posteriori comme dans (4.5) pour s’assurer que ’on a P ># 0.

5. Etude des autres cas de la programmation dynamique

On peut, dans le cas des commandes originelles, trouver des parametres
de commande tels que ’équation du mouvement soit une fonction stric-
tement dérivable de ces parametres, mais ceux-ci varient non plus dans
un convexe fermé, mais dans un ensemble qui est réunion d’une famille
filtrante croissante de convexes fermés : par exemple dans [11]
(partie B, § a), on peut prendre la famille des cones composés des fonc-
tions positives a support fini.
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On est donc amené & reformuler les hypothéses et conclusion du para-
graphe 3.

5.1. ProBLEME. — Minimiser y (x) sur 'ensemble des points © de M
qui vérifient
o) =0 el $ (w) 0.

M est un sous-ensemble d’un espace de Banach qui est réunion d’une
famille filtrante croissante de convexes fermés M;; on suppose que T
appartient a chacun des M;; les fonctions v, ¢ et ¢ sont définies dans M
et a valeurs respectivement dans R, dans un espace vectoriel topologique
G (que I’on munit de l'ordre défini par 1’égalité) et dans un espace vec-
toriel topologique ordonné H; on suppose que, dans Uintersection de M
avec une boule de centre & et de rayon r > 0, v, ¢ et ¢ sont respectivement
égales a m + d,, l +d, et n + d;, pour des fonctions telles que, pour
tout i, dans Uintersection de M; avec la boule de centre T et de rayon r,
m, [ et n sont convexes s. c.i. et nulles en z, d,, d, et d; sont continues
et striclement dérivables en T de dérivée nulle.

5.2. NoraTioNs. — Pour tout i, on désigne par D; I'ensemble des
points (y, 2, z) de G xR x H tels qu’il existe un point x de M; qui vérifie

le —z|l<=r, Il@=y m@=y e n@+I@<Lz

Les ensembles D; constituent une famille filtrante croissante dont la
réunion est notée D.

5.3. THEOREME. — Si Z est une solution optimale locale du probléme 5.1,
alors le point (0, 0, 0) n’est intérieur a aucun des D;.

Ce théoréme résulte du théoréme 3.3, car x est optimal parmi les points
de M[.

5.4. HypotHESE. — On suppose que si, pour tout i, U'intérieur de D, est
vide, alors leur réunion D admet un hyperplan fermé d’appui en (0, 0, 0).

5.4.1. CriTERE : Si G ef H sont métrisables complets, et si la famille
des ensembles D; admet une suite dénombrable cofinale, alors, pour que
Uhypothése 5.4 soit satisfaite, il faut et il suffit que leur réunion D vérifie
Uhypothése 3 .4.

Preuve. — Si I'intérieur de D est non vide, il en est de méme de I'inté-
rieur de I’adhérence de 1'un des D; de la suite cofinale, car G xR x H est
un espace de Baire, et I'intérieur de cet ensemble D; est non vide d’apreés
le théoréeme 2.5. :

Quand G et H sont métrisables complets, si l, m et n sont définis dans M,
on peut remplacer dans I’hypothése 5.4 les ensembles D; par les
ensembles A; définis de la méme maniére sans la condition ||z — Z || < r
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(cf. 3.6.2); dans ce cas, on peut également alléger les hypothéses faites
sur v, ¢ et & en supposant que celles-ci sont vérifiées, pour tout i, dans

Uintersection de M; avec une boule de centre Z dont le rayon r; dépend
de M[..

5.4.2. CriTERE : Si G et H sont localement convexes, si chacun des
convexes D; a un intérieur non vide relativement au sous-espace fermé
qu’il engendre, et s’il existe un convexe D; de codimension finie, alors I'hypo-
thése 5.4 est vérifiée.

Preuve. — La famille des sous-espaces fermés F,; engendré par D;
admet un plus grand élément F,; si F; est distinct de GXRxH, il est
contenu dans un hyperplan homogéne fermé, et si F; coincide avec
GXR x H, l'intérieur de D, est non vide.

De ce critere, il résulte que si G et H sont de dimension finie, I'hypo-
thése 5.4 est vérifiée; notons que, dans le cas de la programmation
dynamique, les convexes D;, définis comme dans 4.3.3, sont de codi-
mension finie si les liaisons et contraintes sur 1’état initial et ’état final
sont a valeurs dans des espaces de dimension finie.

5.5. THEOREME. — Si x est solution optimale locale du probléme 5.1,
et si Uhypothése 5.4 est salisfaite, alors les conclusions du théoréme 3.5
sont vérifiées.

Démonstration. — 11 suffit de montrer que D admet un hyperplan
d’appui fermé en (0, 0, 0); cela résulte de I’hypothése 5.4 si tous les D,
ont un intérieur vide; sinon, le point (0, 0, 0) n’appartient pas au convexe
ouvert non vide U; D} (théoréme 5.3), il existe un hyperplan fermé de
séparation, et cet hyperplan est un hyperplan d’appui de D en (0, 0, 0).

Nous nous proposons, a I'aide de ce théoréme, d’établir, dans une
étude ultérieure, des résultats similaires 4 ceux du paragraphe 4 dans
le cas des commandes originelles.
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