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LA RECIPROQUE DU THEOREME D’ANNULATION
ET DE FINITUDE DE COHOMOLOGIE
DANS L’ESPACE PRODUIT D’UNE FAMILLE DENOMBRABLE
DE SPHERES DE RIEMANN

PAR

Join KAJIWARA
[Kyushu University]

RESUME. — Soit X 1’espace produit d’une famille dénombrable de sphéres de Riemann.
On démontre qu’un domaine D dans X, dont tout point frontiére est adhérent i I’ensemble
des points qui sont d’ordre fini dans X — D, est un domaine d’holomorphie si
dim H? (D, ©) < 4+ « pour tout p > 1. Un contre-exemple montre que la condition
concernant la frontiere de D est nécessaire.

1. Introduction

Dans le cas de dimension finie, SERRE [19] a donné un théoréme qui
nous dit qu’un domaine D dans C" est un domaine d’holomorphie si
HP? (D, D) = 0 pour tout entier p avec 1 < p < n—1, ou O est le faisceau
des germes de fonctions holomorphes sur D. LAUFER [9] a généralisé ce
résultat en montrant qu’un domaine D dans C" est un domaine d’holo-
morphie si dim H? (D, D) < + 0o pour tout entier p avec 1 < p < n—1.
Les domaines d’holomorphie dans 1’espace produit d’une famille' dénom-
brable de plans complexes ont été étudiés d’abord par HIRSCHOWITZ [6]
et plus tard Matos [13]. RICKART [17] a montré que pour un compact K
polynomialement convexe dans un espace produit d’une famille des plans
complexes les groupes de cohomologie H” (K, O) sont nuls pour p > 1.
Récemment, DINEEN [3] a donné un théoréme d’annulation de la coho-
mologie pour les domaines d’holomorphie dans un espace vectoriel de
dimension infinie muni de la topologie f-ouverte sans utiliser la
d"-cohomologie.

Soit X I’espace produit d’une famille dénombrable de sphéres de Riemann,
c’est-a-dire X = (C), ol C est la sphére de Riemann et N est I’ensemble
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130 J. KAJIWARA

des entiers positifs non nuls. On se propose de démontrer, en utilisant
la d"-cohomologie que si D est un domaine d’holomorphie dans X on
a H?(D,D) =0 pour tout entier p > 1, et que réciproquement un
domaine D dans X, dont tout point frontiére est adhérent 4 I’ensemble
des points qui sont d’ordre fini dans X— D, est un domaine d’holomorphie
si dim H? (D, ©) < +co pour tout entier p = 1. On étudie le prolonge-
ment des groupes de cohomologie, et on démontre qu’un ensemble ana-
lytique de codimension infinie est un ensemble singulier impropre de tout
groupe de cohomologie dans X. Ceci donne un contre-exemple qui montre
que la condition concernant la frontiére de D ne peut étre supprimée.

Je remercie Pierre LELONG pour ses conseils et ses encouragements
dans la préparation de ce travail.

2. Préliminaire

Soit X D’espace produit d’une famille dénombrable de sphéres de
Ridmann, c’est-a-dire X = (C)", o C est la sphére de Riemann et N
I’ensemble des entiers positifs non nuls. Soit €, le faisceau des germes de
fonctions dérivables qui ne dépendent que de x;, X,, ..., X, X1, X3, - . ., X,
On pose € = (), €,, faisceau des germes de fonctions dérivables qui
localement ne dépendent que d’un nombre fini de variables. Si on a f, € €
pour tout x € D ouvert de X, on dira que f est de la classe spéciale sur D.
Rappelons que si f est holomorphe en x € X, il existe un voisinage U, de x
et un €, (dépendant tous deux de x et de /) tels que le germe de fen tout
y € U, appartienne a €, : f holomorphe sur D ouvert de X entraine donc
que, pour tout x € D, le germe f, en x appartient & €. Soit O le faisceau
d’anneaux des germes de fonctions holomorphes sur X. Le faisceau des
germes méromorphes sur X est noté par M. Une section de M sur un
ouvert D est appelée une fonction méromorphe sur D.

Un domaine D dans X est appelé un domaine d’holomorphie (ou domaine
de méromorphie) s’il n’existe pas d’ouvert U de X non contenu dans D,
D n U ayant une composante connexe non vide A, et tel que, pour toute
fonction holomorphe (ou méromorphe) f sur D, il existe une fonction
holomorphe (ou méromorphe) g sur U vérifiant f = g dans A.

Une (0, p)-forme dérivable ¢ de la classe spéciale sur un ouvert D de X
est une somme localement finie

(P = z (Pi1i2 ip (x) d;il /\ d)_Ciz /\ I /\ d)_Cip
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RECIPROQUE DU THEOREME D’ANNULATION 131

de mondmes dx; A ab—ci2 A d)Eip a coefficients fonctions dérivables
9;,i,..;, de la classe spéciale sur D, i, € N. En utilisant les résultats de
DoLBEAULT [4] dans le cas de la dimension finie, on a la suite exacte de
faisceaux

d” 0,1d4” _0,2
0-0-C->C—C— ....
Puisqu’elle est une résolution fine du faisceau O, la cohomologie de Cech

est représentée par la d”-cohomologie, via I’isomorphisme de Dolbeault
comme ci-dessous.

LemME 1. — Soit ZE (D) P’espace vectoriel des formes de €, de type (0, p)
et d"-fermées sur D. Soit BE (D) I’espace vectoriel des formes de €, de
type (0, p) et d"-exactes sur D pour p > 1 et B3 (D) =0. Alors on a

H? (D, O) = ZE&(D)/B£ (D) pour p=0.

LEMME 2. — Soit D un ouvert de X. Onpose D; = { x = (x)eD; x; = 0 }.
Si m = dim H? (D, D) < +o et n = dim H?*! (D, D) < 4+ 00 pour un
entier p = 1, on a dim H? (D, O) < (m+1) (n+1).

Démonstration. — Soient @ : X — X; et p : X; — X I’application cano-
nique ou X; = {x = (x) e X;x; =0}. Considérons (m+1)(n+1)
formes f;;, 1 <i<m+1,1 <j<n+1, de type (0, p), dérivables, de
la classe spéciale et d”-fermées sur D,. Il existe une fonction dérivable @
de la classe spéciale sur D telle que ¢ = 1 dans un voisinage de D; et que
le support de ¢ soit contenu dans D n rn~!(D;). On pose

g, j=—d"oA f; jon/x; dans Dj.

Alors chaque g; ; est une (0, p)-forme dérivable de la classe spéciale et
d"-fermée sur D. Puisque dim H?*! (D, O) = n, il existe un (n+ 1)-vecteur
constant non nul (b;q, b;5, - .., b, 1) €t une (0, p)-forme dérivable 4; de
la classe spéciale sur D pour tout i, 1 < i < m+1, solution de

T=:11 bijgij =d"h,.
Alors la (0, p)-forme dérivable k; de la classe spéciale sur D définie par
k; = 271:11 bij‘Pfij°7t+x1 h;

est d"-fermée. Puisque dim H? (D, O) = m, il existe un (m+ 1)-vecteur
constant non nul (ay, a,, ..., a,,1) €t une (0, p—1)-forme dérivable s

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



132 J. KAJIWARA

de la classe spéciale sur D tels que

Yrrlak,=d"s.
Alors on a
Yt lab fy=d"s dans Dy,

c’est-a-dire dim H? (D, O) < (m+1) (n+1).
De méme, on obtient le lemme suivant. >

LEMME 3. — Soit D un ouvert de X tel que m = dim H' (D, D) < + 0.
Soient fi, fa, .. s fm+1 M+ 1) fonctions holomorphes sur

={x=(x)eD;x; =0}.

1l existe un (m+ 1)-vecteur constant non nul (ay, a,, . . ., @,+1) et une fonction
holomorphe h sur D tels que

mtla,fi=h dans D;,.

3. La réciproque du théoréme de finitude de cohomologie

DEFINITION 1. — Soit F un ensemble dans X. Un point x° = (x?) de F
sera dit d’ordre p dans F si F contient le sous-espace de codimension p
défini par les équations x, = x? ou k parcourt les p premiers indices,
1<k <p.

LEMME 4. — Soit D un ouvert de X tel que m; = dim H' (D, D) < + o0
pour 1 < i< p—1etp > 2. Soit x° = (x2) un point d’ordre p dans X— D.
On pose

= Hi= oM+ 1)@)

J

X désignant le nombre des combinaisons de k objets

pour 0 <j<p—1,

parmi les j. Soient f;; . ;. _, (x,) une famille de v = nony ... n,_, fonctions
entiéres de la variables (x,—x3)™'. Alors il existe un v-vecteur constant
non nul (b, . .5 1<ij<n;, 0<j<p—2) et une fonction holo-
morphe f(x) sur D tels que

Z bioil . ip-2.fioi1 .o ip-z(x) = f(x)
dans D,_, = {x = (x;) € D; x;; = xj, 2 <p}
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RECIPROQUE DU THEOREME D’ANNULATION 133

Démonstration. — On pose
Dq:{":(xk)GD;xk:x?w P—Q+1<k<p}

pour g =1,2,...,p—1. On a

, . J
dim H'(D, ©) < [Teo(misyt DO

pour 1 <j<p-2et 1<i<p—j—1 d’aprés le lemme 2. En parti-
culier, dim H*! (D, ) < n;pour j=1,2,...,p—2. D’aprés le lemme 3,
pour chaque k avec 2 < k < p—1, il existe un n,_,-vecteur constant
non nul (@ i,y 115 Figiy ooiporag2s <+ > @ ) et une fonction
holomorphe f; sur D,_, tels que

i0lt welp—k—1

P01 veslp—k—1Np -k

Np—-ik —
Zip-k=1 Aioiy ...i,,_k.-li,,_kfioil ...i,,_k_lip_k_fioil veipok—1 dans Dy is1.

Il existe un ny-vecteur constant non nul (ay, a,, ..., a,) et une fonction
holomorphe f sur D telle que

Z;’(;):l aiﬂ_fio =f danS Dl’

i0if «eeip-2 aio aioil ... 4

et f satisfont la condition donnée.

igif e ip~2

LeMME 5. — Soit D un domaine dans (E')" tel que dim H? (D, D) < + o
pour 1 < p < n—1. Alors D est un domaine d’holomorphie dans (C)".

Démonstration. — Soit x° = (x7) un point frontiére de D tel que x?
soit un point frontiere de D’ = {x,€C; (x;, X3, ..., xp) €D }. Pour
un entier positif non nul 7, on pose

filx) =(x;—xD~F pour 1<igt.

Si ¢ est suffisamment grand, d’aprés le lemme 4, il existe un ¢-vecteur constant
non nul (a,, a,, ..., a,) et une fonction holomorphe f sur D tel que 1’on
ait

i iaifi(x)) = f (x4, X3, ..., x3) dans D'

Alors f est une fonction holomorphe qui n’est pas prolongeable en x°.
Ceci montre que D est un domaine d’holomorphie.

THEOREME 1. — Soit D un domaine dans X tel que chaque point frontiére
de D soit adhérent a I’ensemble des points qui sont d’ordre fini dans X—D.
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Si dim H? (D, ©) < + oo pour tout entier p > 1, il existe un entier positif n,
un domaine d’holomorphie A dans (C)" et une application biholomorphe
sur X consistant a amener un groupe de n coordonnées aux n premiéres places,

de maniére quon ait & (D) = Ax (C)" ™",

Démonstration. — Soit x° = (x?) un point de D. Il existe un entier
positif m et des nombres positifs non nuls ry,7,, ..., 7, tels que
{x=@)eX;|x;—x)|<r,1<i<m}c<D. On va démontrer que
{x=(E)eX;|x;—x} | <r,2<i<m} <D sil existe un nombre
positif non nul € tel que {x = (x)eX;|x;—x) | <e2<i<m} < D.
Si c’était faux, il existerait x’ = (x;)e D tel que |xj—x{| < r; pour
i=1,2,...,m On peut supposer que x' est d’ordre p entier positif non
nul dans X—D. Posons

fitx) =(x—x)7" pour 1<i<t

Si ¢ est suffisamment grand, d’aprés le lemme 4, il existe un z-vecteur constant
non nul (a,, a,, ..., a,) et une fonction holomorphe f sur D tels que

Yic1a:fi(x)=f(x) dans {x=(x)eD;x;=x(2<i<p)}
Soit p I’application de (C)* dans (C)¥ définie par
p(xb x2) = (xla x2’ x,3’ x:t-’ .. )

Alors f(p (x, x,)) est holomorphe dans

{(xh x,)€(C)%; Ixz_x(z)l < 8}

U {(xy, x2)€(C)?; |x1“‘x(1)] <Te Ixz_xgl <r}

D’aprés P. LeLonNG [10], f(p (x;, x,)) est prolongeable dans un cylindre
C(xy)xd, ou d est le disque | x,—x5| < r, de C(x,). On obtient une
contradiction. Elle montre qu’ona { x = (x) e (C)V; x; = x},i =2} = D
pour tout point x’ d’un voisinage

{x =(xk)€(E)N§ |x;—x|<r,1<i<n}

d’un point x, = (x7) dans D qui satisfait

{x=(x)eC); x;=x%i>2} < D.
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RECIPROQUE DU THEOREME D’ANNULATION 135

Ceci montre qu’il existe un entier positif #, un domaine A dans (E)" et une
application biholomorphe & sur X consistant & amener un groupe de n

coordonnées aux n premiéres places, de maniére que & (D) = AX(E N-n
Puisque dim H? (A, O) < dim H? (D, ©) < + oo pour tout entier p > 1,
A est un domaine d’holomorphie d’aprés le lemme 5.

4. Caractérisation des domaines d’holomorphie

DfrINITION 2. — Un ouvert A de (E’)" sera dit Jocalement pseudoconvexe
si tout point frontiére de A a un voisinage ouvert dont I’intersection avec A
se compose de domaines qui sont convexes par rapport aux fonctions pluri-
sousharmoniques (¢f. P. LELONG [11]). Un domaine D dans X sera dit
localement pseudoconvexe si, pour tout point x° = (x7) et pour tout entier
positif non nul », I"ouvert

{(xl, X325 « s xn)e(c)n; (xl’ X2y + vy xn’ X,?+1, xl(l)+25 e )GD}
est localement pseudoconvexe dans (E')".

THEOREME 2. — Pour un domaine D dans X, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) D est un domaine d’holomorphie.
(b) D est un domaine de méromorphie.
(c) D est localement pseudoconvexe.

(d) Il existe un entier positif n, un domaine S dans (C)" qui est une variété
de Stein et une application biholomorphe & sur X consistant a amener un
groupe de n coordonnées aux n premiéres places, de maniéres qu’on ait

£ (D) = Sx(C)" ™
Démonstration. — (a) et (b) entrainent (c). Montrons (¢) — (d). Soit Dun
domaine localement pseudoconvexe dans X. D’aprés la démonstration du

théoréme 1, il existe un entier positif #, un domaine S dans (E)" et une
application £ biholomorphe sur X consistant & amener un groupe de n coor-

données aux n premiéres places, de maniére qu’on ait & (D) = Sx(C)N ™"
et que S ne contienne aucun sous-espace de dimension 1 de la forme
{x=(x)e(C)";x,=Cte,k #i}, ou i est un entier positif non nul.
Puisque D est localement pseudoconvexe, S est localement pseudoconvexe.
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D’aprés Funta [S], S est une variété de Stein. Ceci montre que (c) en-
traine (d). Si S est une variété de Stein, S est un domaine d’holomorphie
et de méromorphie a la fois. Donc (d) entraine (a) et (b).

THEOREME 3. — Soit D un domaine d’holomorphie dans X. On a
H? (D, D) =0 pour p > 1.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2, on peut supposer que
D = Sx(C)¥™", ou S est un domaine dans (C)" qui est une variété de Stein.
11 existe une suite croissante { S, S,, ... } de polyédres analytiques dans .S
telle que 1’adhérence de S, soit un compact de S,,, pour v =1,2, ...,
et S ={),=1 S, On pose D, =S,x(C)¥™". Soit f une (0, p)-forme déri-
vable d"-fermée sur D. Puisque D, est relativement compact, il existe un
entier positif m, tel que f soit regardée comme une (0, p)-forme dérivable
d"-fermée sur Sx(C)™ pour v = 1. On peut trouver une (0, p— 1)-forme
dérivable g de la classe spéciale telle que d” g = f. D’aprés le lemme 1,
on a H?(D,D) =0 pour p > 1.

En conclusion, on énoncera le théoréme suivant :

THEOREME 4. — Pour un domaine D dans X, les propriétés suivantes sont
équivalentes :

(a) D est un domaine d’holomorphie.

(b) D est un domaine de méromorphie.

(¢) D est localement pseudoconvexe.

(d) Tout point frontiére de D est adhérent a I’ensemble des points qui
sont d’ordre fini dans X—D et H? (D, ) = 0 pour tout p > 1.

(e) Tout point frontiére de D est adhérent a I’ensemble des points qui
sont d’ordre fini dans X—D et dim H? (D, D) < + oo pour tout p = 1.

5. Prolongement de groupes de coholomogie

DE£rINITION 2. — Un ensemble fermé 4 d’un ouvert D de X sera dit ana-
Iytique si tout x € A a un voisinage U, tel que 4 N U, soit défini comme
I’ensemble des zéros communs d’une famille de fonctions analytiques
sur U,. Un ensemble analytique 4 de D sera dit de codimension n (< + o0)
en un point xe 4 sin = { m; il existe un sous-espace E, de dimension m,
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de (C)Y et un voisinage Ude xtelsque En A n U = {x }} (¢f. Ramis [16]).
A sera dit de codimension infinie s’il est de codimension infinie en tout
point de A.

LeMME 6. — Soient S une variété de Stein de dimension finie et A

un ensemble analytique dans S. On a HP (S—A)x(C)¥, D) =0 si
codim, A—2 = p = 1 pour tout x e A.

Démonstration. — 1l existe une famille dénombrable { B, } d’hyper-

surfaces de S telle que 4 = N B,. D’aprés le théoréme 3 et SCHEIA [18],
on a

HP((S—A)x(C)", ©) = H*({(S—=B)x(C)"}, D)
=H"({5-B,}, D)
= HP(S—A, D) = H?(S, D) = 0.

DErFINITION 3. — Un ensemble analytique 4 d’un ouvert D de X sera
dit de définition finie si tout x € 4 a un voisinage U, tel que 4 n U, soit
défini comme 1’ensemble des zéros communs a un nombre fini de fonctions
analytiques sur U, (¢f. Ramis [16]).

LEMME 7. — Soient D un ouvert de X et A un ensemble analytique de défi-
nition finie dans D. La codimension de A en un point x = (x,) € A est m entier
positif non nul si et seulement s’il existe un entier n supérieur a m, un voisi-

nage U de x, un voisinage V de (x4, X5, ..., X,) dans (C)" et un ensemble
analytique B dans V de codimension m en (x{, X5, ..., X,) tels que

U=Vx(CWN"cDet An U= Bx(C)" ™

Démonstration. — Due a la topologie de X, il existe un voisinage U tel
que A n U soit un cylindre de base de dimension finie.

LEMME 8. — Soit D un domaine dans X et A un ensemble analytique de
définition finie dans D. On a

H?(D—A, D)= H?(D, D) si codim,A-2>p=>0
pour tout x € A.

Démonstration. — D’aprés le lemme 7, il existe un recouvrement
ouvert {D,;v=12,...} de D tel que, pour chaque v, il existe un
entier 7n,, un domaine d’holomorphie ¥, dans (C)™ avec D, = V, x (v
et un ensemble analytique B, avec p+2 < codim, B, < n, pour tout
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138 J. KAJIWARA

xeB,et D,n A = B, x (C)¥~™. Donc, d’aprés le lemme 6 et SCHEIA [18],
on a

H?(D—4, ) = H*({ D,— D,n A}, ©) = H*({ D, }, ©) = H?(D, O).

THEOREME 5. — Soient D un domaine dans X, et A un ensemble analytique
de codimension infinie dans D. On a HP? (D—A, D) = H? (D, D) pour
tout p > 0.

Démonstration. — Soit p un entier positif non nul. Il existe un recouvre-
ment ouvert { D, } de D tel que chaque D, soit un domaine d’holomorphie
dans X, 4 n D, soit 'intersection d’une famille d’ensembles analytiques
{ va} de définition finie et de codimension supérieur a p+2. D’aprés
le lemme 8, le théoréme 3 et ScHEJA [18], on a

H?(D—A4, O) = H({ D,—B,,}, ©) = H*({ D, }, ©) = H?(D, D).

THEOREME 6. — Soient D un domaine d’holomorphie dans X, et A un
ensemble analytique de codimension infinie dans D. On a

H?(D—A4,0)=0 pour p=>1.

Remarque et contre-exemple. — Le théoréme S5 montre qu’un ensemble
analytique de codimension infinie est un ensemble singulier impropre
de tout groupe de cohomologie. Soient D un domaine d’holomorphie
dans X, et 4 un ensemble analytique de codimension infinie dans D. Alors
tout point de 4 est un point frontiére de D— A4 qui n’est pas d’ordre fini
dans X—(D—A). D—A n’est pas un domaine d’holomorphie dans X
mais D—A satisfait H? (D—A,D) =0 pour tout p>1 d’aprés le
théoréme 6. On ne peut pas supprimer la condition concernant la
frontiére de D dans le théoréme 4. En effet, X—A4 est un contre-
exemple ou A4 est un ensemble analytique de codimension infinie dans X
défini par 4= {x=(x)eX;x;=0,iel} pour un sous-ensemble
infini 7 de N. La condition se vérifie si tout point frontiére de D est un point
adhérent de I’extérieur de D.
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