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UN EXEMPLE DE COMPACT POLYNOMIALEMENT CONVEXE
DANS C2

PAR

NESSIM SIBONY

RÉSUMÉ. — On construit dans C2 un compact K polynomialement convexe, d'intérieur
connexe et tel que K° == K; cependant il existe des fonctions continues sur K et holo-
morphes dans K° qui ne sont pas limite uniforme sur K de polynômes. De plus, le
spectre de A (K) s'identifie avec K, et la frontière de Silov de P ( K ) coïncide avec le
bord de K.

K étant un compact de C", on note ̂  (K) l'algèbre des fonctions continues
sur K à valeurs complexes, munie de sa norme uniforme. On notera P (K)
l'adhérence dans ^ (K) des polynômes; A (K) désignera la sous-algèbre
de ^ (K), constituée par les fonctions holomorphes dans K°.

Un théorème célèbre de MERGELYAN affirme que, lorsque K est poly-
, nomialement convexe dans C, on a A (K) = P (K).

E. KALLIN a donné, dans [4], un exemple de compact polynomialement
convexe dans C" tel que K° = K et P (K) ^ A (K).

Dans [4], p. 350, on pose la question : Si Kest polynomialement convexe
dans C" et vérifie K° = K, K° connexe, est-ce que P (K) = A (K) ?

V. N. SENICKIN [6] a donné récemment un exemple qui vérifie les conditions
(a), (b), (c) ci-dessous. C'est son exemple qui est à l'origine de cette note.

Nous construisons ici un compact K dans C2 qui vérifie les conditions
suivantes :

(a) K° = K, et K° connexe;
(b) AT est polynomialement convexe;
(c) A ( K ) ^ P ( K ) ;
(d) Sh A (K) = Sh P (K) = 8K, où Sh A (K) désigne la frontière de

Shilov de l'algèbre A (K);
(e) Sp A (K) = Sp P (K) = K, Sp A (K) est le spectre de Gelfand de

l'algèbre A (K).
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La construction reprend l'idée de V. N. SENICKIN de mettre sur la
frontière de K un arc de mesure de Hausdorff H^ strictement positive.
L'ex mpie donné ici est cependant beaucoup plus simple que celui de
SENICKIN [6], il possède des propriétés géométriques qui permettent de
vérifier les conditions (d) et (e). Il serait intéressant de savoir si on a
toujours Sp A (K) = ^lorsque Kest polynomialement convexe, et K° == K.

Nous allons construire d'abord un compact qui vérifie les conditions (û)?
(6), (c), puis, en précisant les fonctions qui interviennent dans la cons-
truction, on pourra vérifier les conditions ( d ) et (e).

Soient D le disque unité dans C, et F un arc, de mesure de Lebesgue
positive, contenu dans D et ne rencontrant le cercle unité qu'au point 1.
Un tel arc a été construit par OSGOOD [5]. On sait alors que l'algèbre A^
des fonctions holomorphes dans C\r, et continues dans C, sépare les
points de C [7]. Il est également clair que Z)\r est un domaine de Runge.

Nous aurons besoin du lemme suivant.

LEMME 1. — Soit U un domaine de Runge dans C". // existe une fonc-
tion (p ^ 9 continue dans U telle que (p (z) = sup^ p^ (z) pour tout z e U,
les pi étant des polynômes, de plus, localement, (p est le sup d'un nombre
fini de modules de polynômes, et (p (z) ^ [d(z)}~1, où d (z) désigne la
distance de z au complémentaire de U dans C".

Démonstration. — Soit K^ une suite exhaustive de compacts polyno-

mialement convexes tels que K^ c Â^+i. Pour tout ÇeÀ^+2X^1+1? 11

existe un polynôme p, avec p (Q >\_d(Q~]~l+l et H ^ H i C n ^ 1 -
II existe donc un nombre fini de polynômes p^^, . . . , 7 ? A , n ̂  q^? sl

(?„ (z) = supi^^ \pk,n 0) |, alors (?„ (Q > [d(Q}~1 sur T^+^NA+i
et (?„ ^ 1 sur K^. La fonction (p = sup^ (p,,, vérifie les conditions demandées.
On peut également supposer que, si Ç e QU, (p (Ç) = + oo.

Soit (p une fonction vérifiant les conditions du lemme 1, en prenant,
pour domaine U, l'ouvert D\T.

Posons
0^={(z ,w);zeD\r) et \w\ < exp(-(p(z))}.

L'ensemble Hp est ouvert dans C2 puisque (p est continue.

On a K^ = Qq, = { (z, w); z e D, \ w ^ exp (—(p (z)) }. En effet, on a
vu que (p est continue à valeurs dans R+.
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COMPACT POLYNOMIALEMENT CONVEXE 143

(a) On a K^ = 0^ = 0^ = 7Ç Dans la suite, nous poserons K^ = K
et Hp = 0. L'ensemble K° = û est connexe; en effet, si (z^, w^), (z^, w^)
sont deux points de D, il existe des arcs dans û qui vont de (z^, w^) à (z^, 0),
puis de (z^, 0) à (z^, 0), en restant dans U, enfin de (z^, 0) à (z^, w^). On peut
même remarquer que Q est simplement connexe.

(b) K est polynomialement convexe. En effet,

K = { ( z , w ) ; | z | ^ l , | w | ^ l , |w|exp((p(z)Kl};

or (p = sup, p , , donc exp ((p) = supj [ ̂  , où les q^ sont des polynômes.
Il est facile de voir, d'après la construction de (p, qu'on a ces relations
sur D. Par suite, 1 w exp ((p (z)) ^ 1 équivaut à j w ̂  (z) ^ 1 pour
tout 7, donc K est polynomialement convexe.

(c) Montrons que ^ (A:) ^ P (A:). Soit / une fonction non constante
de A^\ considérons sa restriction à D, elle se prolonge en une fonction
de A (K) indépendante de la variable w. Il est clair qu'une telle fonction
n'appartient pas à P (K), sinon elle serait analytique dans D et par suite
dans tout C, étant bornée, elle serait constante.

Nous allons préciser à présent le compact K afin de vérifier les condi-
tions (d) et (e).

Dans [2], A. BROWDER et J. WERMER ont donné des conditions néces-
saires et suffisantes pour que l'algèbre A^ restreinte à Y soit une algèbre
de Dirichlet, c'est-à-dire pour que Re A^ soit dense dans ̂  (F).

Nous avons besoin ici, simplement de l'existence d'un arc F de mesure
de Lebesgue positive dont tout point est point pic pour Ay [7].

(d) Soit \|/ une fonction ^ 0, \|/ = sup^ \pj, |, où les pj, sont des poly-
nômes, et telle que, pour tout ZQ e Z>, il existe un polynôme P^ avec
Re P^ <Zo) = \|/ (zo) et Re P^ (z) < \|/ (z) si z ^ ZQ. On suppose de plus
que \|/ est bornée sur D. Il est facile de construire de telles fonctions \|/.

Considérons le compact Kç^+^ associé à la fonction ((p+v|/). Ce compact
vérifie les conditions (a), (b), (c).

Soit (ZQ, Wo) e 9K^+^ tel que WQ ^ 0. On a alors

| WQ | = exp - ((p (zo) + v|/ (zo)).

Il existe deux polynômes P et g tels que Re P (zo) == v|/ (zo), Re P (z) < v|/ (z)
si z ^ Zo, fi (zo) = (p (zo) et g (z) [ ^ (p (z) dans D.
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144 N. SIBONY

Soit/la fonction définie par

/(z, w) = w o w e x p ( P + ô)(z).M
II est clair que, feP (K),

|/(z, w)\ ̂  exp-((p+\|/)(z).exp((p+v|/)(z) ^ 1 et /(zo, Wo) = 1.

Si z 7e ZQ, exp (P+ 0 (z) < exp ((p+\|/) (z). Par suite, \f(z,w) < 1 si
z ^ ZQ, et [/(z, w) | = 1 si et seulement si z = ZQ et w = WQ. Par suite
la fonction g = (1 +/)/2 appartient à P (K) et admet le point (zo, ^o)
comme point pic.

Si WQ = 0 et | ZQ [ = 1, il existe une fonction de A (D) qui a un pic en ZQ.
Lorsque M\) = 0 et ZQ e F, d'après le choix de F, on a vu qu'il existe une
fonction de A^ qui a un pic en ZQ. Ceci achève la démonstration de la
condition (d).

(e) Sp A (K) = 7s:. Notons ̂  le spectre de A (K). Soit TI : M^ —^ C2,
définie par n (X) = (.T (z), X (w)). Puisque K est polynomialement convexe,
7i (^^4) = K. Nous voulons montrer que M\ s'identifie à ^ grâce à
l'application n.

Soit/e A (^/(z, 0) est une fonction holomorphe dans Z>\F, continue
dans D. D'après un théorème d'ARENS [l], on sait que le spectre de
l'algèbre A (D\r, D) (fonctions continues dans D, holomorphes dans
D\F) s'identifie avec D. Or A (D\T, D) s'injecte dans A (K). Donc,
pour/e .4 (K),

^(/)=^[/-/(^0)]+/(zo,0) si X(z)=z^.

Par suite, il suffit de déterminer ^pour les fonctions de A (K) qui s'annulent
sur l'ensemble { (z, 0); z e D }.

Soit g e A (K) telle que g (z, 0) == 0. Dans K°, on a

f \ v^ / \ v ' f x 1 y s(z, 0)g (z, w) = ̂  3 a, (z) ̂ v, ou ^ (z) = — o v /.
v ! 8wv

En utilisant la formule de Cauchy, on a, pour tout r < 1,

|^(z)| ̂ -L FjgCz, r^-^^X^^Ir-^^^^X^de.
271 J O
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COMPACT POLYNOMIALEMENT CONVEXE 145

Par suite,

Iw^z)] ̂ - f2"!^, e-^^e^dQ.
ZKJO

Ce qui montre que lorsque z tend vers le bord de D\F, u^ a (z) tend vers
zéro puisque e-^^^ —> 0 et g (z, 0) == 0, donc wv a^ (z) eA (K).

Posons g^ (z, w) = g (z, À w), ?i < 1, il est clair que g^ e A (K) et que^
converge uniformément vers g lorsque À, tend vers 1. Or

g^ (z, w) = ̂ ^ i V ̂  (z) w\

Ce qui montre qu'il suffit de déterminer X sur les fonctions du type a^ (z) M;\
Supposons X (z) = ZQ e 2)\r. On peut écrire

^ (z) .wv=(z- Zo) [(z - Zo)~1 (ûy (z) - â^ (zo))] ̂ v + ̂  (zo) ̂ v,

or (̂  (z)-^ (zo)) (z-zo)-1 w-^ e ̂  (̂ ), donc

Z(a,(z)K;v)=a,(zo)X(wv)=^(z)u;vo si X (w) = w^.

Par suite, X(g) = g (zo, Wo).
Si Â' (zo) appartient au bord de (Z)\T), soit p. une mesure représentant X

et portée ̂ . Comme il existe une fonction de A (K) avec un pic en (zo, 0),
on voit que \i = s (zo, 0), donc X = s (zo, 0). Ce qui montre que K
s'identifie avec Sp A (K).

Nous allons donner une autre démonstration de ce dernier point qui
n'utilise pas que tout point du bord de K est point pic pour A (K); elle
peut donner des idées pour le cas général.

Soit K = { (z, w); z e H c: C, | w \ ̂  exp (- V (z)) }, où H est un
ouvert du plan, et V une fonction continue qui tend vers l'infini sur le
bord de H', nous supposerons que K admet une base de voisinages (Op)^g^
qui sont des domaines d'holomorphie, nous avons alors la proposition
suivante.

PROPOSITION 2. — Sous les hypothèses précédentes^ le spectre de A (K)
s'identifie avec K.

Démonstration. — Soit M\ le spectre de A (K), et soit n l'application
n : M^ —> C2, définie par n (X) = (X (z), X (w)). Puisque K admet une
base de voisinages qui sont des domaines d'holomorphie, on a n (0^4) = K.
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146 N. SIBONY

Soit XeJ^^ avec X(z) = ZQ et X(w) = WQ. Supposons Z Q ^ H . Nous
allons montrer que X est l'évaluation au point (ZQ, Wo).

Pour 0 < À, < 1, notons A la fonction définie par A (z, w) =/(z, À w),
A appartient à A (K^), où K^ = { (z, w); z e 77, | w ^K~1 exp (- F(z)) },
et A converge uniformément vers/lorsque X tend vers 1.

(i) Si/(zo, w) E= 0, alors X (f) == 0.
En effet, posons

^ = {(zo, w)', \w\ ̂  exp(- 7(zo))}
et

D^ = {(zo, ^); H < ^"'expC- 7(zo))}.

On a A (zo, w) s 0 sur 2)^ ^. Puisque ZQ e H, on peut poser

g^ (z, w) = (z - zo)~1 A (À ̂  alors ^ e A (K ).

Par suite,

X (A) = ̂  (g,(z-^o)) ==X(z-Zo)X (g,) = 0
et

X(/)=l im^Z(A)==0.

(ii) Soit/e ̂  (Â-), alors X (f) =/(zo, ^o).
On a vu que X (f) ne dépend que de la restriction de / à D^\ or,

pour À, < 1 fixé, il existe un voisinage d'holomorphie de K tel que
û n { ZQ } x C c ^o,^' ^ar sulte? A restreinte à ^o^ possède un pro-
longement analytique à û ,̂ c'est un corollaire du théorème B [3].

fW

Soit A ce prolongement, puisque c'est une fonction holomorphe au
voisinage de K, on a X(fy) =A (^o. ^o). ([3], P. 213).

^ ^>
Or, d'après (i), ^(A) ^ ^(A) =A (^o. ^o) =A (^o. ^o); d'où en

passant à la limite X {f) =/(zo, Wo).
Il nous reste à examiner le cas où X (zo) appartient à la frontière de H.
D'après l'hypothèse faite sur F, si X(zo) appartient au bord de H,

X (w) = 0.
Puisque K est fermé dans M' ̂  U = Ji\ \ K est ouvert. Or le bord de U

dans M\ est contenu dans Hx { 0 }; en effet, n~1 (K\Hx (0)) est ouvert
dans M' ̂  et on a vu que cet ensemble s'identifie avec K\Hx(0).
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COMPACT POLYNOMIALEMENT CONVEXE 147

Soit X e U, d'après le principe local du maximum [3], | X (/) < ||/||ai/?
donc si /(z, 0) = 0, X (/) = 0. En appliquant le théorème d'Arens, on
voit que X(/) =/(zo, 0), ce qui achève la démonstration.

Remarquons que l'hypothèse « K admet une base de voisinages d'holo-
morphie» est équivalente à V (z) = (sup,çj F») (z) pour tout z e H, où
chaque V^ est sous-harmonique au voisinage de H.
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