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CRITÈRE DE PARITÉ
DU NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS ABÉLIENNES

RÉELLES DE Q DE DEGRÉ IMPAIR

PAR

GEORGES GRAS
[Besançon]

RÉSUMÉ. — Ce travail établit un critère de parité du nombre de classes au sens ordi-
naire des extensions abéliennes réelles K/Q de degré impair. Ce critère est tout à fait
effectif, et son utilisation pratique ne nécessite que la connaissance numérique :

(i) du conducteur / de K,
(ii) du sous-groupe de (Z//Z)* qui correspond canoniquement à K.
Sa démonstration utilise à la fois, et de façon essentielle, la théorie du corps de classes

et la formule analytique du nombre de classes, cette dernière conduisant à l'étude des
unités cyclotomiques (au sens de LEOPOLDT) du corps K. L'utilisation d'une propriété
de ces unités cyclotomiques permet de caractériser la parité du nombre de classes au
moyen de leurs seules signatures. La définition même des unités cyclotomiques de
Leopoldt montre clairement que le critère obtenu ne dépend que des caractéristiques
arithmétiques élémentaires du corps K, précisées au début de ce résumé.

Introduction

Dans un travail en commun avec Marie-Nicole GRAS [l], nous avons
démontré une propriété remarquable du « quotient de Fermât » des unités
cyclotomiques des corps cyclotomiques Q^, m impair, et déduit un
critère simple de parité du nombre de classes (au sens ordinaire) des
extensions cycliques de degré premier impair de Q, ne faisant intervenir
que la signature des unités cyclotomiques. Nous avions limité notre étude
au cas cyclique de degré premier car l'interprétation arithmétique du
nombre de classes utilisée était celle donnée primitivement par HASSE;
or elle n'est pas générale. Celle de LEOPOLDT [2] valable pour une
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178 G. GRAS

extension abélienne quelconque permet de généraliser au cas abélien de
degré impair le critère en question ([l], th. III. 2).

Je tiens à remercier ici B. ORIAT qui, en exposant les résultats de [2]
au Séminaire de Théorie des Nombres de Besançon, m'en a considérable-
ment facilité la compréhension.

I. Énoncé des principaux résultats

Soit K/Q une extension abélienne réelle de degré impair g à groupe
de Galois G, et soit Ag le nombre de classes au sens ordinaire de K.
Soient F (resp. F+ et Fo) les groupes des unités cyclotomiques de K
(resp. totalement positives et ayant un « quotient de Fermât » nul
modulo 2) (c/. §11.2, et §111.4).

On établit facilement que h^ est pair si, et seulement si, F+ n FQ ^ F2

(cf. th. III. 1). Le résultat essentiel est alors le suivant (cf. th. III. 2) :

Si e est un idempotent de ^ = F^ [G'J/l^eG ̂  on a (F/F2)6 <= F + / F 2

si, et seulement si, (F/F2)^ c: Fo/F2, où n est Fautomorphisme de ^
induit par F application a-> a~1 sur G.

Un corollaire à ce résultat est que la parité de h^ ne dépend que de F+ :
de façon précise, h^ est pair si, et seulement si, il existe un idempotent e
de ^ tel que les deux sous-modules (non triviaux) ( F / F 2 ) ' 2 et ( F / F 2 ) " ( e )

soient contenus dans F + / F 2 .
L'intérêt de ce critère est de ramener l'étude de la parité de h^ au

calcul (élémentaire) des signatures des unités cyclotomiques.

II. Résultats de Leopoldt sur le nombre de classes
des corps abéliens

Soit K/Q une extension abélienne réelle de degré g impair et de groupe
de Galois G. Le degré de K/Q étant impair, il résulte de la théorie des
groupes de ramification ([6], p. 75) que le conducteur/de K est impair.

1. Caractères et idempotents

(a) Caractères de G, — Soit X l'ensemble des caractères de G
irréductibles sur Q; nous noterons ses éléments par ^ x|/, ... Soit 3£'
le groupe des caractères complexes de G de degré 1 dont les éléments
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CRITÈRE DE PARITÉ DU NOMBRE DE CLASSES 179

seront désignés par ^\ \|/', . . . Les éléments de ï sont obtenus de la
manière suivante ([5], § 12) :

Disons que deux éléments '̂ et \|/ de 3E' sont conjugués s'ils engendrent
le même sous-groupe de X' (il revient au même de dire qu'ils ont le
même noyau); notons 7 la classe de %' pour cette relation d'équivalence.
Alors îc = ^^e2' X' est un élément de X, et tout élément de ï est obtenu
de cette façon. Le caractère unité est le même dans 3£ et 3£', il sera noté 1.

Soit ^ le noyau commun des yj e x, et soit ^ l'ordre commun
des x' e X (on a ̂  = | ^' (G) | ). Le sous-corps K^ de À: qui correspond
à U^ est une extension cyclique de Q de degré g^ : on désigne par G c± G/ U
le groupe de Galois de KJQ et par/^ le conducteur de K^ (/y e'st impair
comme diviseur de/);/^ est aussi appelé le conducteur de %;f est alors
le plus petit entier tel que l'on ait K^ c QW. Désignons enfin par a
un élément de G tel que %' (Oy) engendre %' (G) (l'image o^ de <^ dans ̂
est donc un générateur de Gy.

Remarque 11.1. — Nous utiliserons souvent le fait suivant :

Soit ^eX, et soit H un sous-groupe de G non contenu dans U .
Alors si a est un élément quelconque de G, on a

E^X(^)=0.

(6) L'algèbre Q [G']. - La décomposition de Q [G] en produit direct
de sous-modules simples est obtenue au moyen des idempotents e,, % e 3£,

^=-EaeGX(^~1)^;
g

les idéaux Q [G] ̂  sont isomorphes aux corps cyclotomiques Q^,
l'isomorphisme étant réalisé de la façon suivante : on vérifie que
l'homomorphisme de Q [X] sur Q [G] e^ défini par X -> a e , est
surjectif, et a pour noyau le g^-ième polynôme cyclotomique; on a donc

QEGK-Q^K^-Q^.
Soit ^ = Z [G] [..., ^, ...] l'ordre de Q [G] obtenu par adjonction

des idempotents à Z[G']; 0 est l'ordre maximal de Q [G]. Dans
l'isomorphisme précédent ^ ̂  a pour image l'anneau des entiers Z^
de Q^.

Donnons quelques propriétés des ^ ([2], § 1 n° 2, et § 8 n° 4).
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180 G. GRAS

PROPOSITION 11.1 :

(0^= lLe.^E^lX(^ fc)4
ô

(ii) Soit ô, = ̂  T IL,,, premier (^ - 1) ^ Z [̂

û?for5' 8^ ̂  = ô^.

(iii) Soit n F automorphisme de Q [G] îW^ 7?ar l'application a -> (5~t

dans G; alors n (e ) = < ? .

(c) Ualgèbre f^ W. - On sait que (9 est isomorphe à \\^ Z^,
chaque facteur simple 0 e^ étant isomorphe à Z^. Par réduction
modulo 2, et du fait que g est impair, on a F^ [G'] ^ ^/2 ̂ . Si è est
l'image de ^ dans F2 [G], alors

F^ [G] e^O ej2 (9e^ Z^ll Z^;

les idempotents e^ se décomposent sur F^ : si n^ est le nombre d'idéaux
premiers p^ ^ au-dessus de (2) dans Q^, alors (2 n'étant pas ramifié
dans Q^) on a z^^^n^iz^/px,».
Les facteurs simples de F^ [G'] ̂  sont donc obtenus à partir de n
idempotents irréductibles ^, tels que e^=^^^e^i, et en convenant
que F, [G] ̂  Z<^/p^. '

Remarque II. 2. — Si M est un Z [Gj-modulô, nous noterons multi-
plicativement à gauche (resp. exponentiellement) la loi de module si la
loi de groupe de M est additive (resp. multiplicative).

2. Unités cyclotomiques (d'après [2])

Soit E^ le groupe des unités de K de norme absolue 1 {E^ est
donc un Z-module libre et, d'après le théorème de Dirichlet, on sait
que Q (x) E^ est isomorphe à ©^ ^ i Q \,G\ ̂  et que E^jE^ est isomorphe
à © =fc i ^2 [(J!] ̂ y)' ^^ commodité, on se place dans E = 0 (x) E^
(cf. § 1 (6)); on a toujours

(9®E^l€®E^^E^Ei

puisque E est un Z-module libre tel que (E : E^) soit impair. Posons
^ = E^; on a

£=©,^ et ^{l}-
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CRITÈRE DE PARITÉ DU NOMBRE DE CLASSES 181

(a) DÉFINITION DE ©^. - Soit X e 3^ X ^ l? de conducteur /^, et
soit ^ = exp(fTC//^+î7t); c'est une racine primitive /^-ième de l'unité.
Soit 0^= Y[te<si (S^Ç^O? où ̂  est un système exact de représentants
dans Z de GaUQ^/TÇ) (après avoir identifié Gai (Q^/^) à un sous-
groupe de (Z//, Z)*).

[Le nombre 0 e Q^ ainsi défini est, au signe près, celui de LEOPOLDT
([2], p. 37, (2)).] On rappelle que le quotient de ©^ par un de ses conjugués
est une unité de K^ ([2], p. 39).

(b) DÉFINITION DE F. — Soit X ^ 1- Soit a premier à /^ tel que le
Q-automorphisme a^ de Q^, défini par Ç^ = Ç^, n'appartienne pas
à GaUQ^/^y (a dépend donc de %); soient

p =S[^x et n ^e^-1^.
A . » — ç» (-» — 1 'A.»-* /.

->3c—c)x

On remarque que

^.. = Be-JÇ^)811 = (M,̂  e,,,)8";
V ^x 4 ^

T|̂ ^ est un élément de E^ contenu dans K^ D'après la proposition II. 1 (ii),
on a dans E la relation T|̂  == n^ ^, ce qui montre que r\^^eE^

Soit F ^ le sous-module de E engendré par T|̂  ^ et soit F le sous-
module de E engendré par les F^ pour ̂ eï,% ^ 1. On a F = ©^ ̂  ̂  jF^;
F est un sous-Z-module libre de £' de même rang ([2], p. 39-40). Donc

^ = n/^ 1 ̂ a est une base de F sur ^2 [^/(^l)-

Remarque 11.3. — Comme les nombres a sont fixés une fois pour
toutes pour chaque caractère X ^ 1, nous simplifions les notations en
posant s^ = s ,̂ T|̂  = T|̂  et F^ = F^ (on peut d'ailleurs dans la
pratique prendre les nombres a de telle façon que l'image de o^ dans G
soit égale à c^).

PROPOSITION 11.2. — Soit h^ le nombre de classes au sens ordinaire
de K. On a la congruence h^ = ]~[̂  ^ ^ (E^ : Fy) modulo (2).

Démonstration (les références citées sont relatives à [2]). — Elle résulte
de l'interprétation arithmétique de h^ de Leopoldt. Avec les notations
de [2], on a

2^ 0^^ ^n^i^ry&
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182 G. GRAS

(th. 21, p. 41); on vérifie facilement que Qç est impair (p. 11, (11)),
que Q^ est impair (th. 6, p. 24) et que q^ = 0 (en effet ^K est défini
(p. 23, (4)) par ^K = ̂  i ̂  0 ^ ̂  < ^, et ^ est nul d'après le
théorème 7, p. 28).

Montrons maintenant que (E^ : Fy) = h^ module (2).
On a \ = (E^ : Hy (p. 41, (2)), où E^ désigne le groupe des unités

/-relatives propres modulo la torsion (p. 19), et H^ le sous-module
engendré par l'unité H^ = ô^ (p. 39, (5)); on remarque que 5^ = | U^ [ D^
et que T|̂  = ^oa~ 1)1^', et on vérifie facilement que (H^ : F^) est impair.

Le groupe E^" coïncide ici avec E (th. 7, p. 28) groupe des unités
/-relatives; on a donc E^ c: E^ (th. 1, p. 21). Soit E^ == ©^ ^ E^;
alors (£^ : E^) = g^ est impair (p. 24, (8) et (11)), donc {E : E^)
est impair; or

(E : E^) == (®,^ £, : ®^i E,) = r^i (^x ^ E,);

donc, les (£^ : E^) sont impairs, d'où le résultat.

III. Démonstrations des résultats sur la parité de h^

1. Bases normales

Dans ce paragraphe, on fixe une fois pour toutes un caractère / e 3£, % ^ 1.
Soit Z,2) le localisé de Z en (2), et soit A (resp. B) la clôture intégrale

de Z^) dans K^ (resp. Q^). D'après [4] (chap. II, § 6, p. 21), on
a A ^ Z^) [G,] et, d'après [4] (th. 11.1, p. 15), on a Tr^/^CS) = A,
car 2 est non ramifié dans Q^/K^. Posons 6^ = TÎQW/K^ 0 P0111"
tout d diviseur de f^\ pour d = 1, on pose 9^ = 9^.

(a) Idempotents de Z^ [G'J. — Si v|/o est un caractère de degré 1 de G^
dans C, soit \|/' le composé de \|/o et de la projection canonique G -> G^;
alors vl/eï', et on a £/,̂  <= £/^; dans cette correspondance, les éléments
de \|/o correspondent bijectivement à ceux de v|/; par conséquent les
caractères de G irréductibles sur Q peuvent être regardés comme étant
les éléments \|/ e 3E tels que U^ a U^, et les idempotents de Z^) \_G^\ sont

4=lZ^=lvK<fe)aÏ,
^
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CRITÈRE DE PARITÉ DU NOMBRE DE CLASSES 183

pour \(/ tel que U^ <= U^ (c^ désignant l'image de a^ dans G^). Comme
le remarque LEOPOLDT ([2], § 5), on peut encore noter e^ les idempotents
de Z^) [G^] en raison du fait suivant :

Décomposons G module U^; on a

^ = -Lei/^ IXi^x")^g
alors si M est un G'-module sur lequel U opère trivialement (donc un
G^-module), on a pour tout a e M,

e^= ̂ Le^TE^ivKa.-^a^a) = IE^VK^)^) = ̂
g gx

On remarque enfin que l'on a

^(2)[GJ4^^(2)[G]^^Z^.

(&) .É^ûfe ûfe A e^ — Comme ^4 est un (7-module sur lequel U opère
trivialement et qui, en tant que G^-module, est isomorphe à Z^) [G^],
on aura A = ©^ ^4 e^ la somme étant étendue aux éléments \|/ e 3£ tels
que U^ <=. U^; chaque terme A e^ est isomorphe à Z^ \G~\ e., donc
à Z^, et en particulier ^4 e ^ Z,^^.

PROPOSITION liï.l. — Le sous-module A e^ considéré comme
Z^) [G~\ e^-module (libre de dimension 1), admet e^ 9^ pour base.

Démonstration. — Donnons une démonstration directe de ce résultat
qui peut se déduire de [3] : II suffit de montrer que ^ 6^ engendre A ̂ ;
en effet, Z^) \G~\ e^ étant un anneau de Dedekind, ceci sera suffisant.

D'après la relation TTQW/K W = A' n en résulte que A est
engendré sur Z^) par les 9^ pour d divisant /^ (les ^, y = 1,
2, .. .,/^, engendrent 2? sur Z^). Si on montre que, pour tout d ^ 1,
J divisant /^, <^ 9^ = 0, il en résulte bien la proposition. Soit d ^ 1;
on a 9^ = TrQ(^)/^^ qui est un élément de L = QW^ n K^ soit
^ = Gai (K/L), on SL H ^ Uy sinon ^ serait contenu dans QW^ et
ne serait pas de conducteur f^ ce qui est absurde.

On a

^^l-^H^Ï^10/-l)Gf(Q^)
g
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184 G. GRAS

où a'eG' parcourt un système de représentants de G modulo H;

e^ == ̂ ^(e^LeHXCT"1^-1) = 0
6

d'après la remarque 11.1.

Remarque III. 1. - Le G-module ̂  ejl A e^ est isomorphe à Z^^), et
l'image de ̂  9^ dans .4 ^/2 A e^ est encore une Z^^-base (autrement dit,
si œ e Z^) [61] est tel que œ ̂  6^ == 0 mod 2 ̂ , alors œ ̂  Q^== 0 mod 2 ̂  e^
et œ ̂  EE 0 mod (2)).

2. Signatures

On rappelle la définition de l'homomorphisme signature (surjectif),
S : K^ -> F^, défini par S (a) = (^(a0)),^, où .y (a0) = 0 (resp. 1)
si a0 > 0 (resp. < 0) (notation additive). On munit S (K^) d'une
structure de F^ [Gj-module en posant T (S (a)) = 5' (a^. Soit alors
c = (^XeG ^ signature définie par c^ = 1 et ^ = 0 pour tout T ^ 1.
On a alors la relation

5(a)=EoeGs(aCT-l)ac=(^^s(aCT" l)a)c;

c est une base du F^ [Gj-module ^(^^ qui est isomorphe à F^ [G].

3. Congruences de Kummer

Comme (2) est non ramifié dans Q^, pour tout a e Q(/) premier à (2),
on peut considérer son « quotient de Fermât »

/v2"-1 1/ \ a ~1
(p(a)=—————,

où n est le degré résiduel de 2 dans Q^/Q. Le quotient de Fermât de a
est un élément de Z^, et on rappelle ([l], §6, c)) le résultat suivant.

PROPOSITION III. 2. - L'extension Q^ (^/a) est non ramifiée en (2) si,
et seulement si, le quotient de Fermât de a est congru à 0 modulo (2)
dans Z[{\.

Nous noterons donc (p (a) l'image dans Z^/(2) du quotient de Fermât
de a. On rappelle que (p est un homomorphisme de Gai (Q^/Q^modules
du groupe formé des a premiers à (2) dans Z^ÇJÇI).
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CRITÈRE DE PARITÉ DU NOMBRE DE CLASSES 185

4. Critère de parité de h^

(a) DÉFINITION. — Soit F == F / F 2 ; si T| e F, son image dans F sera
notée T|. On définit les sous-G-modules suivants :

F+={TieF;5( i i )=(0)} , Fo={i ieF ;^ ( i i )=Oj ;

on note -F+, FQ leurs images dans F (on remarque que

F+nFo=(^^o)/^2).

On sait que F ^ ©^ ^ ©^ ^ F2 [G'] ̂ p il en résulte que les F^11

sont des sous-modules simples distincts et que tout sous-module de F
est égal à une somme directe de tels modules simples distincts.

On peut donc poser :

F+ = ®^l®iel^1 et Fo = ®^l®7eJ,^

où 1^ et J^ sont des sous-ensembles de { 1, 2, ..., n^ }.
On a

^x, i =: p^ ^x, i = ̂ 7^, i

par conséquent ^ est engendré par r^, et F^'* = r^2^3^-'.

PROPOSITION III. 3. — On a

I , = { f e { l , 2, ..., n,};^.^(ri,)=(0)}
^r

I , = { j e { l , 2, . . . , ^^.^Ol^0}'
^o^r x ^ 1.

Démonstration. — On aura f e /^ si et seulement si ri^-l e F+ (car
les r^2^3^ sont des sous-rniodules simples), donc si. et ^euhment si,
r|^'IeF+ (où e^ est ur représentant quelconque de e^ dans Z [G]),
donc si, et seulement si, ^ ; S (r^) = (0). Même démonstration pour J^.

(b) CRITÈRE GÉNÉRAL DE PARITÉ

THÉORÈME III. 1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que h^
soit pair est qu'il existe r\e F telle que r( e (F+ n .Fo)\F2.
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186 G. GRAS

Démonstration. — Si h^ est pair, alors d'après la proposition 11.2,
il existe % ^ 1 tel que (2^ : F^) soit pair, et il existe s e E^ telle que
T| = s2 e F^\F^ î on a bien

Tie(F+nFo)\^=©^i^).
Inversement, si une telle unité T| existe, alors il y a deux cas :
Si T| est un carré dans K, c'est le carré d'une unité e; on aura T{ == e2,

s e E/F, et {E : F) = ffx^i C^c : ̂  est P^-
Si T| n'est pas un carré dans K, alors l'extension K (^/V{)/K est

quadratique et non ramifiée en toute place finie ou non (cf. prop. III. 2);
par conséquent, le nombre de classes au sens ordinaire de K est pair.
La détermination de F+ n Fo\F2 est équivalente à celle de

F+nFo=F+nFo.

(c) QUOTIENT DE FERMAT DE T|^. — On rappelle que dans [1] nous
avons établi une formule donnant le quotient de Fermât d'une unité
de la forme

T-iT
•Ç-Ç- i

Sa=='———, où Ç = exp(i7i/m+î7r) pour m impair:

<POO = Z.l^^mE.e^o,^(8;,,)o(^+rad)mod(2),
avec

^ad _ y—ad

^d = r^ et rotd == Gal(Qr)/Q)•

Appliquée à m =f, cette formule devient (c/. remarque 11.3 pour
les conventions de notation) :

<P(£x) = E«|/x^/xE-ro,x.^(eî,<^)(7(^''+Çx-'"')modulo(2)'
où

y ad y ~ady au y ~ai

ro.^GaKQ^/Q) et e , . , = - ^ 4

^X -îX

(on rappelle que a dépend de %).
D'après les propriétés de (p, on peut écrire :

^^x)^^^^)^^^))

^EdI/x^/x^ero.^d^^^Sz^Q^/^^K^+Çx"^)
SEdl^,^^,E<^6^o.x,d5(£^d)8x^^(e^d)mod(2);
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CRITÈRE DE PARITÉ DU NOMBRE DE CLASSES 187

comme T|̂  = T)^, il en résulte que e^ (p (r^) = q> (r^) mod (2); la nullité
de ^9^4 pour tout à -^ 1 (prop. III. 1) entraîne alors :

<P Olx) =• E^ ro., s (e,) \ CT, o- (9^) mod (2),

où Fo,, = ro.,.i = Gal(Q<^)/Q) et e, = s^.

Soit ff = Gai (Q^V^), alors :

(PClît) = I^H,oeG^(e;")Ô^CT(9^)

= Eo e G, s (N^^ e? 5, o,, cr (9,)

= EïeG^(e,CT)5,CT,CT(9,)mod(2), où e, = N^>^(e,).

PROPOSITION III. 4. — On a les relations suivantes, pour tout % ^ 1,

<P Olx) = Z. e G^S (TI,) CTO 0- (6x) mod (2)' où ^O = ̂  n;|fe ; premier ̂ 'l

Démonstration. — Posons 8^ = (o' — 1) ô^, avec CT' s G de la forme v"'*-11

(c/.prop.II.l, (ii));

(P (Hx) = E. e G, s (e,0) 8, (CT' -1) o, CT (9,)

= E^ ex s (e )̂ §x ̂  ̂ '(9x) - E. e G,S (e,°) ô, CT, CT (9,)

=L.G,s(e,TCT"l)ô,CT,T(9,)-^,^s(£,o)8,^CT(9,)

= Z, e G, (S (SF' " 1 ) - s (Sx0)) ̂  CT. CT (Qx)

=Iae<^(e,(CT'-l-l)o)8;(T,CT(9,)mod(2);

or o'-1-! = G'-1 (1-0 ets(^~0') = ^(e^-1), d'où

(P Olx) s Z- Gx s (ex(tI"l)CT) ̂  CT. CTCT; (Qz) ;

d'où finalement :

<P W = lo e G, s (e^") CTO CT (9x) = Eo e G^S (r|? Oo CT (9,) mod (2).

THÉORÈME III. 2. — Les notations étant celles introduites dans le
paragraphe III, 4, on a, entre F * et Fy, la relation suivante :

Si F^ = ©^, ©ie^-S afor^ ^o = ©^ i ©.ci, ^"(ex•')•

Démonstration. — Comme T|̂  e Ky Q^e Ky^et \U \= 1 mod (2), on a

E. e G^S (n^ Go (T (9,) = ̂ ^ G s (n^) CTO CT (9,) mod (2).
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On a
<P Olx) = Sa e G S (^) CTO 0 (6,) = (Sa e G S Ol? à) ̂  (TQ (6,)

puisque
^ (p (r|^) = (p (r|^) mod (2) ; (p (r^) E= œ ̂  CTO (6^) mod (2),

où œ = I^eG^Ol?^. On sait (cf. §111, 1) que

' s f( r lx)=Œo6G5(r |^~ l)CT)c=7T(Cù)c=7^(œ)^C,

puisque ^ 5' (r|^) = 5' (r^). On a donc

(p (r|^) =s œ ̂  0.0 (9^ mod (2) et S (r^) = n (©) ̂  c.

Or F^'1 c Fo est équivalent à e^^<j\^ = Omod(2) (prop. III. 3), soit
e^i œ ̂  <7o (6^) = 0 mod (2), donc à é?^ œ = 0 mod (2) (remarque III. 1);
or on a e^ 0 = 0 mod (2) si, et seulement si, n (e^) n (œ) ES 0 mod (2),
soit 7i (^ ;) S(J\^ == (0), par conséquent, si, et seulement si, .F"^'0 c F'1',
d'où le théorème.

IV. Conséquences du théorème précédent

COROLLAIRE IV. 1. - On a dim^Fo = dim^F+.

COROLLAIRE IV. 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que h^
soit pair est qu'il existe un idempotent e ^ ^ ^ 1, ie ^1, 2, ..., n ]
tel que ~e^ S (i^) = n (e^) S (r^) = (0).

COROLLAIRE IV. 3. - Soit E^ = E^IE^ et soitE^ l'image dans E^
du sous-groupe des unités totalement positives. S'il existe e p ^\+ 1, tel
que E^"1 et E^10 soient contenus dans E^ alors h^ est pair.

En effet, si h^ était impair, on aurait (E : F) impair, soit E ^ F
et E^ ^ F+, et le corollaire IV. 2 serait contradictoire.

Évidemment, dans le cas de E^ la condition n'est nullement nécessaire
comme le montre l'exemple du corps cubique K de conducteur 163
(E^ = { 1 } et h^ pair).

Remarque IV. 1. - Les unités T|̂  s'obtiennent comme des produits de
sinus ou d'inverses de sinus de la forme sin ((ît// +îr) r), r premier à/ ;
le calcul de la signature de T|̂  est alors immédiat (cf. [l], lemme iï.6).
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Remarque IV. 2. — Le critère de parité peut se simplifier dans certains
cas compte tenu du résultat suivant : si la conjugaison complexe
appartient au groupe de décomposition de 2 dans Q^/Q, on a
71 (e^i) == e^i pour tout i = 1, 2, . . . , n^\ sinon n opère en permutant
deux par deux les éléments de ^ e ^ } f= i , 2, ...,n •

Remarque IV. 3. — Étant donné un corps K, l'ensemble des sous-
corps K Oc e 3£) coïncide avec l'ensemble des sous-corps de K qui sont
cycliques sur Q; de plus, \_K : Q] étant impair, si L est un sous-corps
de K ayant un nombre de classes pair, alors h^ est pair : une condition
nécessaire et suffisante pour que h^ soit pair est qu'il existe un sous-
corps cyclique de K ayant un nombre de classes pair. Il suffit donc en
pratique de traiter le cas des extensions cycliques de degré impair de Q.
Par exemple l'étude de la parité du nombre de classes des extensions
d'exposant / (/ premier impair) se ramène à celle des extensions cycliques
de degré /.

Remarque IV. 4. — En ce qui concerne le nombre de classes au sens
restreint, on vérifie facilement qu'il est pair si, et seulement si, F+ ^ [ 1 }.

Exemple numérique (obtenu en collaboration avec M.-N. GRAS). —
Une étude numérique portant sur les extensions K/Q, abéliennes de
degré 15 et de conducteur premier, a donné l'exemple suivant : si on
écarte le cas des extensions pour lesquelles la parité de h^ ne provient
que de celle du nombre de classes de l'un des deux sous-corps de K,
alors le premier exemple rencontré (pour les conducteurs / croissants)
l'est pour/= 18 121; le nombre de classes de K est pair (donc divisible
par 8) tandis que les nombres de classes du sous-corps cubique et du
sous-corps de degré 5 de K sont impairs.
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