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CRITERE DE PARITE
DU NOMBRE DE CLASSES DES EXTENSIONS ABELIENNES
REELLES DE Q DE DEGRE IMPAIR

PAR

GEORGES GRAS

[Besangon]

REsuME. — Ce travail établit un critére de parité du nombre de classes au sens ordi-
naire des extensions abéliennes réelles K/Q de degré impair. Ce critére est tout a fait
effectif, et son utilisation pratique ne nécessite que la connaissance numérique :

(i) du conducteur f de K,

(i) du sous-groupe de (Z/ fZ)* qui correspond canoniquement a K.

Sa démonstration utilise a la fois, et de fagon essentielle, la théorie du corps de classes
et la formule analytique du nombre de classes, cette derniére conduisant a I’étude des
unités cyclotomiques (au sens de LEorPoLDT) du corps K. L’utilisation d’une propriété
de ces unités cyclotomiques permet de caractériser la parité du nombre de classes au
moyen de leurs seules signatures. La définition méme des unités cyclotomiques de
Leopoldt montre clairement que le critére obtenu ne dépend que des caractéristiques
arithmétiques élémentaires du corps K, précisées au début de ce résumé.

Introduction

Dans un travail en commun avec Marie-Nicole GRras [1], nous avons
démontré une propriété remarquable du « quotient de Fermat » des unités
cyclotomiques des corps cyclotomiques Q™, m impair, et déduit un
critére simple de parité du nombre de classes (au sens ordinaire) des
extensions cycliques de degré premier impair de Q, ne faisant intervenir
que la signature des unités cyclotomiques. Nous avions limité notre étude
au cas cyclique de degré premier car l’interprétation arithmétique du
nombre de classes utilisée était celle donnée primitivement par HASSE;
or elle n’est pas générale. Celle de LeopoLDT [2] valable pour une
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178 G. GRAS

extension abélienne quelconque permet de généraliser au cas abélien de
degré impair le critére en question ([1], th. IIL 2).

Je tiens a remercier ici B. ORIAT qui, en exposant les résultats de [2]
au Séminaire de Théorie des Nombres de Besangon, m’en a considérable-
ment facilité la compréhension.

I. Enoncé des principaux résultats

Soit K/Q une extension abélienne réelle de degré impair g a4 groupe
de Galois G, et soit hy le nombre de classes au sens ordinaire de K.
Soient F (resp. F, et F,) les groupes des unités cyclotomiques de K
(resp. totalement positives et ayant un « quotient de Fermat» nul
modulo 2) (¢f. §II.2, et §III.4).

On établit facilement que A, est pair si, et seulement si, F, N F, # F?
(¢f. th. II1.1). Le résultat essentiel est alors le suivant (¢f. th. II1.2) :

Si e est un idempotent de £ = F, [G][Y .0, on a (F/F?)¢ < F,|F?
si, et seulement si, (F/FY)™® < F,/F?, ott © est I'automorphisme de o
induit par Iapplication c — ¢~ ! sur G.

Un corollaire a ce résultat est que la parité de /, ne dépend que de F, :
de fagon précise, A est pair si, et seulement si, il existe un idempotent e

de o tel que les deux sous-modules (non triviaux) (F/F2)° et (F/F2)*®
soient contenus dans F,/F2.

L’intérét de ce critére est de ramener 1’étude de la parité de &, au
calcul (élémentaire) des signatures des unités cyclotomiques.

II. Résultats de Leopoldt sur le nombre de classes
des corps abéliens

Soit K/Q une extension abélienne réelle de degré g impair et de groupe
de Galois G. Le degré de K/Q étant impair, il résulte de la théorie des
groupes de ramification ([6], p. 75) que le conducteur f de K est impair.

1. Caractéres et idempotents

(@) Caractéres de G. — Soit X l'ensemble des caractéres de G
irréductibles sur Q; nous noterons ses éléments par i, J, ... Soit X’
le groupe des caractéres complexes de G de degré 1 dont les éléments
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CRITERE DE PARITE DU NOMBRE DE CLASSES 179

seront désignés par y’, ¥, ... Les éléments de X sont obtenus de la
maniére suivante ([5],§12) :

Disons que deux éléments %" et ' de X’ sont conjugués s’ils engendrent
le méme sous-groupe de X’ (il revient au méme de dire qu’ils ont le
méme noyau); notons ¥ la classe de x’ pour cette relation d’équivalence.
Alors x = ) ..~ % est un élément de X, et tout élément de X est obtenu
de cette fagon. Le caractére unité est le méme dans X et X, il sera noté 1.

Soit U, le noyau commun des x' €y, et soit g, l'ordre commun
des x' ey (on a g, = |y (G)|). Le sous-corps K, de K qui correspond
a U, est une extension cyclique de Q de degré g, : on désigne par G, ~ G/U,
le groupe de Galois de K /Q et par f, le conducteur de K, (f, est impair
comme diviseur de f); f, est aussi appelé le conducteur de y; J, est alors
le plus petit entier tel que I'on ait K, = Q“~. Désignons enfin par o,
un élément de G tel que %’ (o,) engendre ' (G) (I'image Ex de o, dans G,
est donc un générateur de G,)).

Remarque I1.1. — Nous utiliserons souvent le fait suivant :

Soit x € X, et soit H un sous-groupe de G non contenu dans U,.
Alors si ¢ est un élément quelconque de G, on a

2en X (10) =0.
(b) L’algébre Q [G]. — La décomposition de Q [G] en produit direct
de sous-modules simples est obtenue au moyen des idempotents e, LeX,

1 -
ex = éZo‘eG'x(G l)c;

les idéaux Q[G]e, sont isomorphes aux corps cyclotomiques Q®~,
I’isomorphisme étant réalisé de la fagon suivante : on vérifie que
’homomorphisme de Q[X] sur Q[G]e, défini par X - o, e, est
surjectif, et a pour noyau le g -iéme polynéme cyclotomique; on a donc

Q [G] & = Qe, [Gx ex] = Q(EX)'

Soit ® = Z[G][..., e, ...] 'ordre de Q [G] obtenu par adjonction
des idempotents & Z[G]; @ est I’ordre maximal de Q[G]. Dans
I'isomorphisme précédent € e, a pour image I’anneau des entiers Z®x
de Q(gx)‘

Donnons quelques propriétés des e, ([2], §1 n° 2, et § 8 n° 4).
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180 G. GRAS

ProrosiTiON II.1 :
. 1 -
@) e, =§ZT€U:¢T Yie % (o, ") ok

(i) Soit 8, = ..y, T 1114, 1 premicr (o' — 1) e Z[G],
alors 3, e, = §,.

(iii) Soit © I’automorphisme de Q [G] induit par Papplication ¢ — c~!
dans G; alors m(e) = e,.

(¢) L’algébre F,[G]. — On sait que O est isomorphe & [, .. Z®¥,
chaque facteur simple e, étant isomorphe a Z®. Par réduction
modulo 2, et du fait que g est impair, on a F, [G] ~ ¢/2 0. Si éx est
I'image de e, dans F, [G], alors

F2 [G] e_x ~ @O e)(/2(9 ex ~ Z(gx)/z Z(gx);

les idempotents Ex se décomposent sur F, : si n, est le nombre d’idéaux
premiers p,; au-dessus de (2) dans Q®¥, alors (2 n’étant pas ramifié
dans Q) on a

Z9)2) ~ [[i2, Z99lp,, ;.

Les facteurs simples de F,[G]e, sont donc obtenus a partir de n,
idempotents irréductibles e, ; tels que e, = )iz, e, ;, et en convenant
que F, [Gle, ;= Z&p, ;.

Remarque 11.2. — Si M est un Z [G]-module, nous noterons multi-
plicativement a gauche (resp. exponentiellement) la loi de module si la
loi de groupe de M est additive (resp. multiplicative).

2. Unités cyclotomiques (d’apres [2])

Soit E, le groupe des unités de K de norme absolue 1 (E, est
donc un Z-module libre et, d’aprés le théoréme de Dirichlet, on sait
que Q @ Ey est isomorphe & @, ., Q [G] e, et que E/EZ est isomorphe
a @,., F,[G]e). Par commodité, on se place dans E =0 ® Ey
(cf. §1 (b)); on a toujours

0 ®Ey20 ® Ex ~ E¢|E%

puisque E est un Z-module libre tel que (E : E;) soit impair. Posons
£ = E°; on a
E=®,.:E, e E ={1}.
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CRITERE DE PARITE DU NOMBRE DE CLASSES 181

(a) DEFINITION DE ©,. — Soit xeX, x # 1, de conducteur f, et
soit {, = exp (in/f,+im); c’est une racine primitive f,-iéme de l’unité.
Soit ©,= ]_[,me (€,—C, ", ot A est un systéme exact de représentants
dans Z de Gal (Q{/#/K)) (aprés avoir identifié Gal (QU?/K,) a un sous-
groupe de (Z/f, Z)*).

[Le nombre ©, € QY ainsi défini est, au signe prés, celui de LEOPOLDT
([2], p- 37, (2)).] On rappelle que le quotient de ®, par un de ses conjugués
est une unité de K, ([2], p. 39).

(b) DEFINITION DE F. — Soit y # 1. Soit a premier a f, tel que le
Q-automorphisme o, de QV¥, défini par {* = (i, n’appartienne pas
a Gal (QV7?/K,) (a dépend donc de x); soient

81, N = Cx_cx_ .
Cx_Cx

On remarque que

at __ t;—at Sy s

MNyya = ntemx<l, - ) = (No{® /Ky €,2) %
Cx - Cx

M,,. €st un élément de Ey contenu dans K. D’aprés la proposition IL.1 (ii),

on a dans E la relation ny*, = m, ,, ce qui montre que n, ,€ E,.

(6a—1) 3y
Y .

et MNyoa=0

Soit F, , le sous-module de E engendré par m, ,, et soit F le sous-
module de E engendré parles F, ,pour y e X,y # 1.0OnaF =@, ., F, ,;
F est un sous-Z-module libre de E de méme rang ([2], p. 39-40). Donc

N =[], 1M, est une base de F sur F, [G]/(ey).

Remarque 11.3. — Comme les nombres a sont fixés une fois pour
toutes pour chaque caractére y # 1, nous simplifions les notations en
posant g =¢ , M =m,, et F, =F , (on peut d’ailleurs dans la
pratique prendre les nombres a de telle fagon que I’image de o, dans G
soit égale & o,).

ProposITION II.2. — Soit hy le nombre de classes au sens ordinaire
de K. On a la congruence hy =[], +, (E, : F,) modulo (2).

Démonstration (les références citées sont relatives a [2]). — Elle résulte
de linterprétation arithmétique de 4, de Leopoldt. Avec les notations
de [2], on a

2%
QQK Hx* 1 hz‘

G

hK=
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182 G. GRAS

(th. 21, p. 41); on vérifie facilement que Qg est impair (p. 11, (11)),
que Q est impair (th. 6, p. 24) et que ¢¥ = 0 (en effet gX est défini
(p. 23, (4) par ¢ =3, ., 45 0<gf <gq, et g, est nul d’aprés le
théoréme 7, p. 28).

Montrons maintenant que (E, : F,) = A, modulo (2).

On a h, = (ES *H,) (p. 41, (2)), ou E; désigne le groupe des unités
y-relatives propres modulo la torsion (p. 19), et H, le sous-module
engendré par l'unité H, = ©x (p. 39, (5)); on remarque que , = | U, | D,
et que n, = H{°~ DIUx| et on vérifie facilement que (H, : F,) est impair.

Le groupe E; coincide ici avec E, (th. 7, p. 28) groupe des unités
x-relatives; on a donc E < E, (th.1, p. 21). Soit EX=@, ., E ;
alors (Eg : EX) = Q, est impair (p. 24, (8) et (11)), donc (E : EX)
est impair; or

(E:EX) = (@41 E,: Dy1E) =[1,21(E,: E);

donc, les (E, : E,)) sont impairs, d’ol le résultat.

III. Démonstrations des résultats sur la parité de 7

1. Bases normales

Dans ce paragraphe, on fixe une fois pour toutes un caractére y € X, y, # 1.

Soit Z,, le localisé de Z en (2), et soit A (resp. B) la cloture intégrale
de Zg,, dans K, (resp. QU»). D’aprés [4] (chap.II, §6, p. 21), on
a A~ Z, [G,] et, daprés [4] (th. IL.1, p. 15), on a Trye, (B) = 4
car 2 est non ramifié dans QY¥/K . Posons 0, ;, = Trounk, (63) pour
tout d diviseur de f,; pour d =1, on pose 6, = 6,.

(@) Idempotents de Z 5y [G,]. — Si Vg est un caractére de degré 1 de G,
dans C, soit |’ le composé de Vg, et de la projection canonique G — G,;
alors Y’ e ¥', et on a U, = U,; dans cette correspondance, les elements

de \I/O correspondent bijectivement a ceux de \jl, par conséquent les
caractéres de G, irréductibles sur Q peuvent étre regardés comme étant
les éléments \ € X tels que U, = U,, et les idempotents de Z,, [G,] sont

, 1 k=
ey =—Zi“=1\ll(cx k)o";.
8x
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CRITERE DE PARITE DU NOMBRE DE CLASSES 183

pour Y tel que U, = U, (o, désignant I'image de o, dans G,). Comme
le remarque LeopoLDT ([2], § 5), on peut encore noter e, les idempotents
de Z,,[G,] en raison du fait suivant :

Décomposons G modulo U,; on a
1 -
e'l/ = éZteUxT 2&1 \I’(ka) G:

alors si M est un G-module sur lequel U, opére trivialement (donc un
G,-module), on a pour tout o€ M,

1 - 1 _ ,
€y ® = Ezrev,TZiilllf(Gx k)o-’;(a) =— iil\l’(o-x k)G:(a) = €y a.

&
On remarque enfin que ’on a
Zy[Gley ~Zpy[Gle, ~Z5Y.

(b) Etude de A e,, — Comme 4 est un G-module sur lequel U, opére
trivialement et qui, en tant que G,-module, est isomorphe & Z,, [G,],
on aura 4 = @, 4 e, la somme étant étendue aux éléments Y e X tels
que U, = U,; chaque terme 4 e, est isomorphe a Z,, [G] e‘l,, donc

ZE%”, et en particulier 4 e, ~ Z{%).

ProposiTioN III.1. — Le sous-module A e, -considéré comme
Z,, [G] e,-module (libre de dimension 1), admet e, 0, pour base.

Démonstration. — Donnons une démonstration directe de ce résultat
qui peut se déduire de [3] : Il suffit de montrer que e, 0, engendre 4 e,;
en effet, Z, [G]e, étant un anneau de Dedekind, ceci sera suffisant.

D’aprés la relation Trouaxk, (B) = 4, il en résulte que A4 est
engendré sur Z,, par les 0, ;, pour d divisant f, (les C}, y =1,
2, .. S engendrent B sur Z,). Si on montre que, pour tout d # I,
d d1v1sant S €,0, =0, il en résulte bien la proposition. Soit d # 1;
on a 0,, = Trguoxk,C; qui est un élément de L = QY¥® n K. ; soit
H= Gal (K/L), on a H # U, sinon K, serait contenu dans Q‘fx/‘” et
ne serait pas de conducteur f;, ce qui est absurde.

On a

€94 —Zreﬂz (@ I_l)o'l(ex,d)
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184 G. GRAS

ol ¢’ € G parcourt un systéme de représentants de G modulo H;
1 ’ - r—
exex,d=éZa’c (ex,d)ZteHX(T 10- 1)=0

d’aprés la remarque II.1.

Remarque TI1.1. — Le G-module 4 e,/2 A e, est isomorphe & Z#9/(2), et
I'image de e, 0, dans 4 e,/2 4 e, est encore une Z#?/(2)-base (autrement dit,
siome Z,, [G]esttelquewe, 6, = 0mod 2 4,alorswe, 6, =0mod2 4e,
et w e, = 0 mod (2)).

2. Signatures

On rappelle la définition de ’homomorphisme signature (surjectif),
S: K*—F§, défini par S(a) = (5(@°))eq, OU s(0°) =0 (resp. 1)
si a®>0 (resp. < 0) (notation additive). On munit S (K*) d’une
structure de F,[G]-module en posant 1 (S(a) = S (o). Soit alors
¢ = (¢);cc la signature définie par ¢; = 1 et ¢, = 0 pour tout T # I.
On a alors la relation

S(@) =Yaeas(@ Noc=oeas(0® )o)c;

¢ est une base du F, [G]-module S(K*) qui est isomorphe a F, [G].

3. Congruences de Kummer

Comme (2) est non ramifié dans Q, pour tout o € Q) premier a (2),
on peut considérer son « quotient de Fermat »
2n—1
o —1
o) =—-—,

2
ol 7 est le degré résiduel de 2 dans QY’/Q. Le quotient de Fermat de o
est un élément de ZY, et on rappelle ([1], §6, c)) le résultat suivant.

ProposiTiON II1.2. — L’extension Q) (\/&) est non ramifiée en (2) si,

et seulement si, le quotient de Fermat de o est congru a 0 modulo (2)

)
dans Z{).

Nous noterons donc ¢ () I'image dans Z{/}/(2) du quotient de Fermat
de . On rappelle que @ est un homomorphisme de Gal (Q“?/Q)-modules

du groupe formé des o premiers a (2) dans Z{1}/(2).
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CRITERE DE PARITE DU NOMBRE DE CLASSES 185
4. Critére de parité de 4,

(a) DEFINITION. — Soit F= F/F?; si neF, son image dans F sera
notée M. On définit les sous-G-modules suivants :

F,={neF; Sm=0}, Fo={neF;om=0};

on note f+, 170 leurs images dans F (on remarque que
F,Fy=(F, nFy)|F. :

On sait que F~@,,, @, F,[Gle,; il en résulte que les For

% i? _
sont des sous-modules simples distincts et que tout sous-module de F
est égal a une somme directe de tels modules simples distincts.

On peut donc poser :

F,=@,+:1®icy, F™' et Fo=@x¢1@jeJ,Fe”'j,
ou I, et J, sont des sous-ensembles de {L2..,n}.
On a

Fexi— Feéx ex,i — F;x.i,
£ 7 1 = Tex,t — mF2[Gley.
par conséquent F, est engendré par m,, et Fewi = qrl@lecy,

ProrosiTioN II1.3. — On a

Ixz{le{l’ 25’ MRS nx};zx,is(nx)=(0)}
et

L={je{t, 2 ..., n}, % ,0Mm) =0},
pour Y, # 1.

Démonstration. — On aura iel si et seulement si ng*‘e F, (car
les mf2l%1eet sont des sous-modules simples), donc si. et weul-ment si,

ngeie F, (ol e, ; est ur représentant quelconque de ¢, ; dans Z[G]),
donc si, et seulement si, e, ;S (n,) = (0). Méme démonstration pour J,.

{b) CRITERE GENERAL DE PARITE

THEOREME III.1. — Une condition nécessaire et suffisante pour que hy
soit pair est qu’il existe n € F telle que n e (F, N Fo)\F>.
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186 G. GRAS

Démonstration. — Si hy est pair, alors d’aprés la proposition II.2,
il existe 3 # 1 tel que (E, : F,) soit pair, et il existe ec E, telle que
n =g>e F\F}; on a bien

ne(F., hFo)\Fz(F = (‘Bx;elFx)-

Inversement, si une telle unité n existe, alors il y a deux cas :

Si n est un carré dans K, c’est le carré d’une unité €; on aura N = &2,
e€E/F, et (E:F) =[]+ (E, :F) est pair

Si m n’est pas un carré dans K, alors I’extension K (\/ n)/K est
quadratique et non ramifiée en toute place finie ou non (¢f. prop. IIL.2);

par conséquent, le nombre de classes au sens ordinaire de K est pair.
La détermination de F, n Fo\F? est équivalente a celle de

F+nfo=F+nFo.

(¢) QUOTIENT DE FERMAT DE m,. — On rappelle que dans [1] nous
avons établi une formule donnant le quotient de Fermat d’une unité
de la forme

g, = Z —CC_I , ot {=exp(in/m+in) pour m impair:
(p(ea) = Zd[m,d#m Zcel"o,ds(gg, d)G(Cad+C_ad) mOd(z)a
avec
b= """ et Tou=Gal Q§"/Q)
a,d — g—d:—?_d 0,d — 0 .

Appliquée a m = f, cette formule devient (¢f. remarque II.3 pour
les conventions de notation) :

oe) = Zd | Fnd# fx Zo eTo,x,dS (g, 00 (C;d + C;ad) modulo(2),

d_y—ad
Nl

FO, nd = Gal(ngx/d)/Q) et 81,,1 = w
x 74
(on rappelle que a dépend de y).
D’aprés les propriétés de @, on peut écrire :
¢ (Tlx) = Sx Ter)f*’/Kx ((p (ex))
=Yy | frd#fy Yeoe Fo...aS (€L d) 8, TIQ;JX) &, O (S
= Zd|fx, d# fy ZoerO.x,dS(S:, 2)8,060,(0,, ) mod(2);
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CRITERE DE PARITE DU NOMBRE DE CLASSES 187
comme M* = 1, il en résulte que e, ¢ (n,) = ¢ (n,) mod (2); la nullité
de e, 0, ; pour tout d # 1 (prop. III.1) entraine alors :

0y = Yoer, 5(5)8,0,6(6,) mod (2),
ou Iy, =T, =Gal(Q)?/Q) et g, =¢, ,.
Soit H = Gal (Q*/K)), alors :
(P(Tlx) = ZreH,;ers(g;(a) on-ao-(ex)

=Yoea, S WNaqun x, )8,0.5(8,)

= Yoe6,5()8,0,00)mod(2), o & =Nywo,, ().
ProposiTiON III.4. — On a les relations suivantes, pour tout?y # 1,
o) = o6, 5(My) 000(6,)mod (2), ol Go=0, Hl[yxlpremier ot

Démonstration. — Posons 8, = (¢'—1) §,, avec ¢’ € G, de la forme 6'3*/’
(¢f. prop. 111, (i1);

(M) = Voeq,5(6) 8, (c'—1)5,0(8,)
=Y erS(E)8,6,066 (0)—Yoeq,5(8)8;,0,0(6,)
=Y 6, 5E T )8,0,7(0) — Yoeq, 5(6)5,0,5(6,)
=Y ee6, (567 ) —5(e)) 8, 0,0(0,)
=Y e, 5E T 8,0,0(0,) mod (2);
orc¢’"'—1=0""1(1-0") et s(e} %) = s( "), dob
O(My) = Yocs,s(6" ) 8,0,00,(8);
d’ou finalement :
oM, = Yoea,5E*)000(0,) = Yoes, sM) 6o0(8,) mod (2).

TaEorREME II1.2. — Les notations étant celles introduites dans le
paragraphe 111, 4, on a, entre F* et F,, la relation suivante :

Si F+ =@, @ielezx", alors FO =@, 41 Dicr, Frn,
Démonstration. — Comme n €K, 0, €K et |U,|= 1mod(2), on a

Yoe6,S(N7) 006 (8,) =Y, c5(n3) 6o5(8,) mod (2).
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On a

(P (nx) = Zd‘ eGS (TI;) 0'0 c (ex) = (Zc eGS (Tl;) G) ex GO (ex)
puisque '

e, 0(M) =e(n)mod(2);  ¢(n,) =we, 00(8,)mod(2),

ol @ =Y .s5(M3) 0. On sait (¢f. §1II, 1) que
Sy =Qoeos( No)e=mn(0)c=mn(0)e,c,

puisque e, S (n,) = S(n,). On a donc

o(n,) =0e,0y(6,)mod(2) et S(m) =n(w)e,c.
Or Feoi c Fo est équivalent a e, ; ¢ (n,) = 0 mod (2) (prop. III.3), soit
€, ®e 0o(8,) =0mod(2), donc a e, ; ® = 0 mod (2) (remarque III.1);
or on a e, ; ® = 0mod (2) si, et seulement si, © (e, ;) © (®) = 0 mod (2),

soit 7 (e, ;) S (n,) = (0), par conséquent, si, et seulement si, Frend — F+,
d’ou le théoréme.

IV. Conséquences du théoréme précédent

COROLLAIRE IV.1. — On a dimg, Fy = dimg, F,.

COROLLAIRE IV.2. — Une condition nécessaire et suffisante pour que hy
soit pair est qu’il existe un idempotent e, ;, Y # 1, i€ {51, 2, ...,n}
tel que ¢,; S(n,) = (e, ;) S () = (O

COROLLAIRE IV.3. — Soit E = Ey/EZ, et soit EK+ Pimage dans EK
du sous-groupe des unités totalement positivis. S’il existe Ex'i, x};ﬁ 1, tel
que Egr' et Eg»? soient contenus dans Ey. alors hy est pair.

En effet, si hy était impair, on aurait (£ :F) impair, soit E~F
et E. ~ F,, et le corollaire IV.2 serait contradictoire.

Evidemment, dans le cas de EK, la condition n’est nullement nécessaire
comme le montre I’exemple du corps cubique K de conducteur 163

(Eg+ = {1} et hy pain).

Remarque 1V.1. — Les unités m, s’obtiennent comme des produits de
sinus ou d’inverses de sinus de la forme sin ((n/ f, +m) r), r premier a Sy
le calcul de la signature de m, est alors immédiat (cf. [1], lemme II.6).
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Remarque IV.2. — Le critére de parité peut se simplifier dans certains
cas compte tenu du résultat suivant : si la conjugaison complexe
appartient au groupe de décomposition de 2 dans Q®Y/Q, on a
n(Ex’,.) = El,,. pour tout i = 1,2, ...,n,; sinon © opére en permutant

deux par deux les éléments de { e, ; };=y, 2, ooty

Remarque IV.3. — FEtant donné un corps K, I’ensemble des sous-
corps K, (x € ¥X) coincide avec I’ensemble des sous-corps de K qui sont
cycliques sur Q; de plus, [K : Q] étant impair, si L est un sous-corps
de K ayant un nombre de classes pair, alors 4 est pair : une condition
nécessaire et suffisante pour que hy soit pair est qu’il existe un sous-
corps cyclique de K ayant un nombre de classes pair. Il suffit donc en
pratique de traiter le cas des extensions cycliques de degré impair de Q.
Par exemple 1’étude de la parité du nombre de classes des extensions
d’exposant / (/ premier impair) se raméne a celle des extensions cycliques
de degré L

Remarque IV.4. — En ce qui concerne le nombre de classes au sens

restreint, on vérifie facilement qu’il est pair si, et seulement si, F . F { 1 }

Exemple numérique (obtenu en collaboration avec M.-N. GRAS). —
Une étude numérique portant sur les extensions K/Q, abéliennes de
degré 15 et de conducteur premier, a donné I’exemple suivant : si on
écarte le cas des extensions pour lesquelles la parité de sy ne provient
que de celle du nombre de classes de 'un des deux sous-corps de K,
alors le premier exemple rencontré (pour les conducteurs f croissants)
I’est pour f = 18 121; le nombre de classes de K est pair (donc divisible
par 8) tandis que les nombres de classes du sous-corps cubique et du
sous-corps de degré 5 de K sont impairs.
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