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Bull. Soc. math. France,
103, 1975, p. 241-265.

FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES

PAR

MARCEL EVRARD
[Université de Paris VII]

RÉSUMÉ. — On donne une démonstration nouvelle et entièrement algébrique des
théorèmes A et B de QUILLEN.

I. — Les groupes n^ (I)

Dans ce paragraphe, et dans les deux suivants, on donne la construction
des groupes d'homotopie n^ (I) (n ̂  1) d'une petite catégorie pointée 1
ainsi que quelques propriétés de ces groupes. Les démonstrations parfois
longues de ces propriétés, qui ont été omises ici, se trouvent dans [1].

1° C (C*) désigne la catégorie dont les objets sont les petites catégories
(pointées) et dont les morphismes sont les foncteurs covariants (conservant
les points).

Si 1 est une petite catégorie, un chemin de 1 de longueur m (m entier)
est un diagramme de 1 de la forme :

1=1^1^1,-.. ..-^^.

On désigne par K A (1)̂  la petite catégorie dont les objets sont les
chemins de 1 de longueur m et dont les morphismes de / dans J sont les
suites

u==(u^ ..., U^',UQ; Mi, ..., MJ,

rendant le diagramme suivant commutatif

1 = Io -. Ji ̂  i\ -> . . . -> l^ <- J^
"0 Ml Ml Mn \Um

4' 4' •^ 4' 4-
J = JQ -> Jl ̂  Jl ->... -> J^ «- J^
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242 M. EVRARD

Cette construction définit évidemment un foncteur

c^c.
De plus, si A^ est la catégorie dont les objets sont les entiers de l'inter-

valle (0, 2m) et dont les morphismes sont de la forme 2 p—> 2p—l,
2p-.2p+l :

iCA(I),=Homc(A,,I).

K A^ commute donc en particulier aux produits fibres.
On pose

XA(I)=C.eN^A(I),.

Si 1 est un chemin de 1 de longueur w, comme ci-dessus, et si

(l.m)-^!,^

est une application strictement croissante, on pose

(p(J)= Jo -^o^- • • • ^IQ-^II^ I! -^i^-... »
o-ième (p(l)-ième
place place

... <-J^-i-^<- 1^ ->...-> J^<- ^
(p(l)-ième p-ième

place place

et on désigne par A (I) la petite catégorie dont les objets sont les chemins
de I et dont les morphismes d'un chemin / de longueur m dans un chemin J
de longueur p sont les couples ((p, u), où u est un morphisme de K A (1)̂
de (p (7) dans J . A (I) est la catégorie des chemins de I. Cette construction
définit un foncteur

Ac-^c
qui cette fois ne commute plus aux produits.

Si J et K sont des sous-catégories de I, on définit de manière analogue
la catégorie A (I; J, K) des chemins de I, d'origine dans J et d'extrémité
dans K.

En particulier, si I est pointée en IQ, on note Q (I) la catégorie des lacets
de I. Cette catégorie est pointée en /o- Cette construction définit de nouveau
un foncteur

c^c*
qui ne commute pas non plus aux produits.
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FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES 243

2° Pour tout entier n > 0, on définit par induction des foncteurs

A" Q"
C-^C et C*->C*,

ou

A'CI) = ACA""1^)) et Q"(I) = ^(Q»-1^)).

Si PÎ) (P'i) désigne le foncteur qui associe à tout chemin de 1 son origine
(son extrémité), l'ensemble KQ (I) des composantes connexes de 1 est le
quotient de Ob (I) par la relation :

(J - J) <^> (il existe 1 appartenant à A (I) tel que p^ (J) = 1 et pi (J) = J).

On pose, pour tout 1 de C* et tout n > 0,

7^(I)= 710(^(1)).

TCI (I), donc aussi ^ (I), est un groupe pour la composition naturelle des
lacets; de plus, 7^(1) est abélien pour n > 1 ([l], A, corollaire III. 6).

On déduit immédiatement de cette définition les propriétés suivantes :
(a) Si J = I(F1(I)~1) désigne la catégorie des fractions de 1 ([2], I,

§1.1), l'application naturelle

Ob(Q(I))->Autj(Jo),

où 1 est pointée en /o, induit un isomorphisme de groupes

7Ti(I)-^Aut,(Jo).

(b) Si 1 —> F et 1 —> F sont deux morphismes de C*, et si U est une
transformation naturelle de u dans v telle que U (fo) = id, Q" (U) est une
transformation naturelle de Q" (u) dans Q" (v) pour tout n ^ 1 ; comme
TCO (u) = TÏQ (v), on en déduit le résultat suivant.

u v
PROPOSITION 1.1. — Pour tout couple I — ^ F et I — > r de morphismes

de C* tel qu'il existe une transformation naturelle U de n dans v vérifiant
U (Io) = id, et pour tout entier n ^ 0, n^ (u) = n^ (v).

En particulier, si un morphisme î -"> F de C* possède un adjoint à gauche
ou à droite, n^ (u) est un isomorphisme pour tout n ^ 0.
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244 M. EVRARD

(c) Deux morphismes I-^I' et I-^F de C* sont dits homotopes s'il
existe un morphisme de C* : 1 -^ A (I') tel que p^ o r = u et p1' o r = v.
Une catégorie 1 de C* pointée en /o est alors dite contractile si 1 -̂  1 est

^0
homotope au morphisme 1 —> ï de valeur constante /o. La proposition 1.1
se généralise alors comme ci-dessous :

PROPOSITION 1.2. — Pour tout couple I-^F et I-^F de morphismes
homotopes de C* et pour tout entier n ^ 0, ^ (u) = TT^ (v). En particulier,
toute catégorie contractile est homotopiquement triviale.

3° Le nerf N^ (I) d'une petite catégorie 1 est le complexe semi-simplicial
défini par :

(a) N,(ï) = Uo^I,^ . . . " ;̂ UQ, u,, ..., ^_ieFl(I)}.

(V) ^(/o /i->... -^+1) =A)->A->...-^->...->^+l, où
désigne l'omission.

(C) ^,(/o ->/!->... -̂  4) =/o^l^...-^^-^...-^ /„.

La réalisation géométrique de A^ (I) s'appelle l'espace classi'fiant de I,
et se note £ (I); dans le cas d'un groupe G, si G désigne la catégorie associée
à G (Ob(G) = *, FI (G) = G), £ (G) est l'espace classifiant habituel
£ (G) du groupe G. ([4], p. 107 par exemple).

Lorsque 1 est pointée, on sait définir les groupes d'homotopie de N^ (I)
(ou plutôt du complexe de Kan associé), et ceux-ci sont isomorphes aux
groupes d'homotopie de £ (ï).

On démontre dans [1] que n^ (I) ^ ^n (̂ * (I)) pour tout n.

II. — Fibrations de petites catégories

1° Pour toute petite catégorie 1 et tout entier n, on construit par induction
une sous-catégorie (J A)" (I) de A" (I), ayant mêmes objets que A" (I),
de la façon suivante :

(a) Les morphismes de (J A) (I) sont de la forme ((p, id).

(b) Les morphismes de (JA)"(I) sont de la forme ((p, u) où
u = (MI, ..., u^\ UQ, . . . , MJ est une suite de morphismes de (JA)"~1 (I).
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FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES 245

Ces catégories possèdent les deux propriétés suivantes :
MI U2

(a) Pour tout couple I—>I^ 1—^1^ de morphismes de (JA)"(I), on
v \ y ' 1peut construire des morphismes /i —> J, I^—>J de (J A)" (I) tels que

v^ o u^ = v^ o ̂  ([l], A, proposition 11.3).
y

(é) Pour tout 1 de A" (I), on peut construire un morphisme I — > J de
(JA)" (I) tel que J appartient à (K A)" (I) ([l], A, proposition 11.4).

On définit alors dans Ob (A" (I)) la relation d'équivalence suivante c.

(Ji = 1^) o (il existe I ^ J eil^^J appartenant à (J A)" (I)).

DÉFINITION 11.1. — Un morphisme 1-"»!' de C est fibre s'il possède la
propriété suivante pour tout n ^ 0 :

(F«) ; Pour tout couple d'objets (7, J ' ) de A" (I)x A"4'1 (F) tels que

A^uK/^p^Gr),

il existe un objet J de A"4'1 (I) tel que

A»4-1^)^)^^ et p^0 (J)=I,

A^^Ç^l^A"4-1^)ip^ L^10
T A" Cn) 1 TA"(I)——->A"(r)

Compte tenu de la propriété (b) ci-dessus, on peut dans la condition (7^)
remplacer partout A par K A. En pratique, les seuls morphismes dont on
aura à vérifier qu'ils sont fibres sont ceux vérifiant une propriété (P) telle
que :

(a) (P)=>(^o);
(b) KA(u) vérifie (P).

Nous donnerons aux 5° et 6° des exemples de morphismes fibres.

2° Si 1 —> F est un morphisme de C, pour tout objet /' de I', on pose :
(a) u~1 (/') = sous-catégorie de 1 formée des objets / tels que u (/) = //

et des morphismes / tels que u (/) = id :

^~l(^) est la fibre de u au-dessus de F .
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246 M. EVRARD

(b) iÇ1 (/') = catégorie des couples (7, u (/) —> F) et dont les morphismes
de (/,/') dans (J, g ' ) sont les flèches I - ^ J telles que g ' o n(v) =/' :

uj"1^') sera dite la fibre à gauche de u au-dessus de I\

On définit de même, en inversant les flèches, iÇ1 (/').
(c) ^(/^ix^Acr; r, F) :

u^'1^') est la fibre homotopique de u au-dessus de F .

Ces fibres s'insèrent naturellement dans un diagramme commutatif :

^(n
u-^n^ ^(n

u^a')
3° Un morphisme 1 —> F de C* est fibre s'il ext fibre comme morphisme

de C. Si 1 et I' sont pointées en /o et IQ, on désigne par i l'inclusion de u~1 (/o)
dans I et par on l'homomorphisme défini par le diagramme

^(I')——'——^(u-^Jo))

On montre alors, comme dans le cas classique ([1], A, théorème IV. 14)
le résultat suivant.

PROPOSITION 11.2. — Pour tout morphisme fibre I—^r de C*, la suite
suivante est exacte

... ̂ ^(u-^j^^i^w^^CD^^-^u-1^))- ...
îio (n)

. . . ->7lo(I)———>7To(r) .

Le système d'homotopie ('^n)neN est caractérisé par les trois propriétés
suivantes :

(a) 71:0 (I) = ensemble des composantes connexes de I.
(b) Un (I) = * si I est contractile.
(c) La suite d'homotopie d'un morphisme fibre est exacte.
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FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES 247

En effet, on peut alors construire les groupes ̂  (I) par décalage à l'aide
de la formule

^(I)=^n-l(û(I)),

en utilisant la fibration A (I; I, /o)—>I de fibre Û(I) et en remarquant
que A(I; I, /o) est contractile.

Il résulte de ceci que, pour tout 1 de C* et pour tout n ^ 0,

7^(1) ̂ (1°).

Ainsi, à toute propriété faisant intervenir la fibre Ug l (/'), correspondra
une propriété duale faisant intervenir uj"1 (/').

En outre, on a le résultat suivant.

PROPOSITION 11.3. — Toute petite catégorie filtrante à gauche ou à droite
est homotopiquement triviale.

En effet, si 1 est filtrante à droite, 0 (I), donc aussi Q" (I) (n > 1), est
filtrante à droite; comme 1 est connexe, n^ (I) = * pour tout n. Si 1 est
filtrante à gauche, 1 est filtrante à droite...

n
4° Pour tout morphisme 1 —> F de C*, où I' est pointée en /o, construisons

le diagramme cartésien

i—u—r
î T rr , hi ,==ix^A(r)-^A(D

Le morphisme p1^ est fibre de fibre contractile; il en est donc de même
de p'. De plus, si on pose u» = p^ o u', ce morphisme I/, -î I' est fibre de
fibre iÇ1 (/o). On déduit donc de la proposition 11.2 une nouvelle pro-
position.

PROPOSITION 11.4. — Pour tout morphisme I—>I' de C*, il existe une
suite exacte :

-^ ̂ (u,-1 (Jo)) -. ̂ (I)^^!') -> TT^ (u^Oo)) - ... ̂  TToW-^îroCI').

Bien entendu, si u est fibre, TT» (u~1 (/o)) -^ n^ (iÇ1 (/o)) pour tout n ^ 0.
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PROPOSITION 11.5. — Pour tout morphîsme fibre I-^I' de C et tout
entier n :

(a) Pour tout I ' de I', ^ (u-1 (/')) ̂  n, (iÇ1 (/')).

(b) Pour tout F ^ J 1 de I', ^ (u;1 (/')) ̂  n, (u;1 ( J ' ) ) .

Preuve. — Construisons le diagramme cartésien

i——u—>r
î î

Ix^d;1^)-^-1^)

Comme 1 x ̂  iâg 1 (F) = iÇ1 (/'), le morphisme iÇ 1 (/')-> iàg 1 ( ! ' ) est
fibre de fibre u~1 (/'). La catégorie id^"^/') étant contractile,

^ (u-1 (//)) -^ ̂  (iÇ1 (/')) pour tout n ̂  0.

Notons ̂  (I; 7) le ^z-ième groupe d'homotopie de 1 pointé en I, et choisis-
sons dans u~1 (/') et u~1 { J ' ) des points / et J. On peut construire un dia-
gramme commutatif

7^1 (î; /)-> ̂ (r; n^Tc^u;1^))^^^; j)-^(r; n
i l î î î

71^(1; J)^^^(I'; ̂ -^^(^^(^^^(I; .7)^(1'; J')

où les lignes horizontales sont exactes et où les flèches verticales, sauf
a priori celle du milieu, sont des isomorphismes. Il suffit alors d'appliquer
le lemme des 5.

5° Venons-en aux exemples de morphismes fibres. D'après [5], (S. G. A.,
exposé VI. 6), un morphisme I-^F de C est un morphisme précofibré
(de Grothendieck) si, pour tout /' de I', le foncteur

u-^n^u;1^)
possède un adjoint à gauche.

Pour tout morphisme J ' —> // de F, on définit alors

u-^J^u-1^)

comme le composé

iT1 (J') -^ u;1 (J') -> u;1 (H -. u-1 (J').
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FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES 249

Le morphisme 1 —> I' de C est un morphisme cofibré de Grothendieck
si :

(a) u est précofibré.

(b) Pour tout K' -^ J 1 -^ // de I', (F o g')* -r> f* o g'*.

On a une notion duale évidente de morphisme fibre de Grothendieck.
On vérifie aisément (car (u fibre de Grothendieck) ==> (K A (u) fibre

de Grothendieck)...) la proposition suivante.

PROPOSITION II. 6. — Un morphisme fibre et cofibré de Grothendieck
est un morphisme fibre.

6° Soient 1 et F deux petites catégories. On dit que 1 opère sur F par
automorphismes s'il existe un homomorphisme de monoïdes

FICÇ-^AutCF).

On définit alors le produit semi-direct 1 > F de 1 par F de la façon
suivante : les objets de 1 > F sont ceux de 1 x F, les morphismes de (I, F)
dans (J, G) sont les couples (/-">./, F—>h(u)~1 (G)) de morphismes de
1 > F qui se composent par la formule

(v, h) o(M, g) = (v o u, h (u) ~1 (fe) o g).

p
La projection naturelle 1 > F —> ï de fibre F est un morphisme fibre et
cofibré de Grothendieck, donc un morphisme fibre.

III. — Le groupe n ̂  (I)

1° Pour tout ensemble E, on désigne par E4 la catégorie discrète associée
à E (Ob (E^)) = E, FI (E^) = { identités }).

Si 1 est une petite catégorie, un revêtement de 1 est la donnée d'un
ensemble E et d'un homomorphisme de monoïdes

FICÇ-^BrKJE^AuHE^.

Cette donnée, notée (£, h), définit un fibre 1 > E^ -^ 1 de fibre E^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



250 M. EVRARD

Un morphisme d'an revêtement (£, h) dans un autre (E\ h') est un mor-
phisme de C : 1 > E^ -^ 1 > E^ tel que

IOE^—^^E^
\P /
\^

1
soit commutatif.

Un système de coefficient locaux sur 1 est un foncteur covariant :

I-^Ens

tel que h (u) soit une bijection pour tout u de FI (I).

On note R, et L, les catégories des revêtements de 1 et des systèmes
de coefficients locaux sur I.

PROPOSITION III. 1. - Les catégories R, et L, sont équivalentes pour
toute petite catégorie connexe I.

Preuve. - Tout revêtement (E, h) de 1 définit un système de coefficients
locaux sur 1 par h (I) = E et h (u) = h(u); d'où un foncteur

KI^LI

Inversement, on choisit un point /o de 1 et, pour tout objet / de I, un
chemin êj de /o à /; tout système h de coefficients locaux sur 1 se prolonge
à un système h' de coefficients locaux sur 1 (FI (I)~1), et définit un revêtement
v(h) de 1 par v(h) = (h(/o), h), où h ( I ^ J ) = h' (e, /-"> J ^ - J e J 1 ^
d'où un second foncteur

LI-^RI.

Les vérifications habituelles se font sans difficultés.

2° On considère une petite catégorie connexe 1 pointée en /o-
Un revêtement galoisien de 1 est la donnée d'un groupe G et d'un homo-

morphisme de monoïdes

F1(I)-^G,

tel que 1 > G0 soit connexe (on fait opérer 1 sur G^ par translations à
droite à l'aide de A).
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On pointe 1 > G'1 en (/o, idç).

A ce revêtement galoisien correspond, par la suite exacte d'un morphisme
fibre, une suite exacte de groupes

1 -^ ÎTi (I > G^) -^ 7ï;i (1)-̂  G -^ 1,

où

BoEJo-^i^i -...-> im^lo] = ̂ •oWÀ)'1. • . ML)"1

(on note [7] la classe dans n^ (I) du lacet 7).

PROPOSITION III. 2. — Soit ï une petite catégorie connexe :
(a) Pour tout revêtement galoisien (G, h) de I, et tout couple de points

(IQ, x^), (/o, x^) de 1 [> Gd, il existe un unique endomorphisme v de (G, h)
tel que v (/o, ^-i) = (/o, ^2)-

(b) Pour tout couple (G, h), (G', h') de revêtements galoisiens de 1 et tout
couple (ui, u^) de morphismes de (G, h) dans (G", h'), il existe un unique
endomorphîsme v de (G', h') tel que v o u^ = u^,

Preuve. — Si u est un endomorphisme de (G, À), pour tout morphisme
(7, x)^(J, ^ = X À ( ^ ) ) de^G^,

(u(J,x)=(J,x)) o (u(J,y)=(J,y)).

Il en résulte que, si u (/o, ^"o) == (/o? ^o) pour un certain point (IQ, Xo)
de 1 > G^, alors u = id (I > G^ étant connexe). Sous l'hypothèse du (a\
on construit 1'endomorphisme v par

v(j,j;)=(j,x^r1^)).
La remarque faite ci-dessus montre que v est unique. Sous l'hypothèse (b),
on pose

Ui (IQ, id) = (IQ, Xi), U2 (IQ, id) = (Jo, ^),

et le morphisme v qu'on vient de définir convient.
Nous dirons que deux revêtements galoisiens (G, h) et (G, h') son

équivalents s'il existe une application

Ob(I)-^G
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telle que, pour tout 7-">J de I,

h^sW^sWh^u).

Les définitions qui précédent se justifient par la proposition suivante.

PROPOSITION III. 3. - Si ï est une petite catégorie connexe pointée, les
sous-groupes normaux de n^ (I) sont en correspondance biunivoque avec
les classes d'équivalence des revêtements galoisiens de I.

Preuve. — ï étant pointée en /o, on choisit, pour tout / de I, un chemin ̂
de /o à I ' A tout sous-groupe normal G" de n^ (I) on fait correspondre
un revêtement galoisien (G, h) de 1 de la façon suivante : G est le quotient
de Tii (I) par G", h est défini par

hÇI-^J) == image de [ejJ-^J^-J^"1] dans G.

Il en résulte une application

Gf^v(Gr)=(G, h\

On a une seconde application évidente

(G,h)^vf(G,h)=K,(ï>Ga).

II est clair que v ' o v (G') = G'. D'autre part, v o v ' (G, h) = (G, À'), où
/?'(/-"> J) = h(e^)h(u)h(ej)~1, donc (G, À) et (G, A') sont équivalents.

Au sous-groupe { 1 } de n^ (I) correspond le revêtement galoisien
(Tii (I), h\ où

F1(I)-^(I)
est défini par

h Ç I ^ J ) = [ e j I ^ J ^ - J e j 1 ] .u - i d -71"1

(Tii (I), h) est le revêtement universel de 1 ̂  /o relativement à la famille
de chemins (^j).

On pose :

^^^(I)^

1 est connexe et simplement connexe, et n^ (I) •^ ^n (I) pour ^ > 1.
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PROPOSITION III. 4. — Si ï est une petite catégorie connexe pointée en IQ,
pour tout revêtement galoisien (G, h) de 1 et tout couple (x, x) d'éléments
de Tii (I) x G, il existe un unique morphîsme u de (n^ (I), h) dans (G, h) tel
que u (/o, î) = (Io, x).

Il suffit en effet de poser

• n(I,y)=--(I,xô^-ly)h(e^))
tw

pour tout (7, y) de I, et d'utiliser la proposition III. 2.

3° Soit 1 —> F un morphisme dans C de catégories connexes. Si (G, h)
et (G", A') sont des revêtements galoisiens de 1 et I', un morphisme de (G, h)
dans (G", h') est un morphisme de C :

i^G'^r >Gfd

tel que le diagramme suivant soit commutatif :

Ï^G^Î >Grd

[• . \-'
ï——>ï

PROPOSITION III. 5. — Soit I—^r un morphisme dans C* de petites
catégories connexes pointées en IQ et IQ.

(a) Pour tout couple (G, h), (G\ h') de revêtements galoisiens de 1 et Y
et tout couple Vi, v^ de morphismes de (G, h) dans (G\ h') tel que
Vi (/o, Xo) = v^ (/G? xo) P0^ un élément XQ quelconque de G, alors Vi = v^.

(V) Pour tout couple (n^ (I), h), (n^ (F), h') de revêtements universels
de 1 et I7, il existe un unique morphisme u de (n^ (I), h) dans (n^ (F), h')
tel que S (/o, id) = (/o, id).

Preuve. — Pour tout morphisme (7, x) —-> (J, y = xh (u)) de 1 > G^,

(vi(J ,x)=v,(J ,x)) <=> (Vi(J,^)==v,(J^)).

Puisque 1 > G^ est connexe, l'assertion (a) résulte de cette remarque.
Pour démontrer (é), il suffit de poser, pour tout (/, x) de 1 > G^ :

u(J, x) = (u(J), 7Ti(u)(x)[u(^)/^]),

où (^j) et (fj) déterminent h et A7, et d'utiliser (a).
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On obtient ainsi un diagramme commutatif :

î-iî
K !'•i-^r

et on va calculer, du moins lorsque n^ (u) est surje(?tif, la fibre à gauche
î i g 1 (//, x1) pour tout (/', x ' ) de î' lorsque iÇ1 (//) est non vide.

Pour tout objet (/, u(/)-^/') de U g 1 (//), on choisit un élément x^ ^
de 7i î (I) tel que

^i (") (̂ i, s'))= ^/ [/z, r ^ r <"- u œ u (^-1)],
et on définit un homomorphisme de monoïdes

FlOÇ^rO^kerTriOi)
par

^/((J, 5')-/.(J^, tt))=x,^^Ï^J^-JeJl^^

PROPOSITION III. 6. — Pour tout morphisme 1 -"> F âtoz5' C* ̂  catégories
connexes tel que n^ (u) ̂  surjectif, et pour tout objet (/', x') ̂  F tel que
Ug 1 (//) soit non vide

ll;l(r,x')^u;l(r)>ker7^l(u)d.

Preuve. — Un objet de u^1 (/', x') est un triplet (/, x, s ' ) où / appartient
à I, x appartient à n î (I), et u (/) -5» /' est un morphisme de // tels que

X' = 71, (U) (X) [U (̂ ) U (J ̂  F ̂ - J7,"1].

On définit un morphisme

u;1 (I\ x')u^ u,-1 (J') > kerTi^u/

par

"(^^^(^ ̂  S') = ((J, S'), XX(,^)),

dont il est immédiat qu'il possède un inverse.
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COROLLAIRE III. 7. - Pour tout morphisme I-^I' dans C* de petites
catégories connexes tel que n^ (u) soit un isomorphisme, et pour tout (//, x ' )
de F tel que Ug 1 (/') soit non vide,

u^a^^u^o').

IV. — La cohomologie d'une petite catégorie

Pour tout objet 1 de C, on désigne par î la catégorie des foncteurs contra-
variants, ou préfaisceaux, de 1 dans Ens(ou Gr, ou Ab).

A tout morphisme I-^F de C, on associe des foncteurs

r^i,
î^î,

définis par
u^F^F'ou,

MFXn^imFlu^a').

Pour tout couple (F, F') de préfaisceaux sur 1 et I' :

Homî^F', ^(F^Homî^CF'), F),

autrement dit, u* est adjoint à gauche de u^.

1° Pour tout 1 de C et tout préfaisceau d'ensembles F sur I, on pose

^°(I;F)=limF.

Donc ^°(I; F) = Hom,(*, F), où * désigne le préfaisceau ponctuel
sur I.

Tout morphisme 1 —> F de C détermine donc une bijection

H^rîu^F^H^F)

pour tout préfaisceau F sur I.

Comme H° (I; E) ̂  Hom (no (I), E) pour tout ensemble E, les deux
propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) ^(F; E ) — ^ H ° ( Ï ; E) est une bijection pour tout ensemble E;
(b) no (I) -> ̂ o (I7) est bijectif.
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2° Lorsque F est un préfaisceau de groupes sur 7, H° (I; F) est un groupe,
et on peut définir l'ensemble pointé H1 (I; F) de la façon suivante.

On pose
c°(i;F)=rLeob(i)^œ,

C^^nz^eFia^œ.

Z1 (I; F) désigne le sous-ensemble de C1 (I; F) formé des éléments (^-y)
tels que x^u = x ^ F ( u ) (x^. pour tout /-"> J-^ A: de I.

H1 (I; F) est le quotient de Z1 (I; F) par la relation d'équivalence sui-
vante :

((•^«) ̂  (3^)) ^> (II existe (sj) appartenant à C°(I; F) tel que

^« = 5j~1 ̂ u^(^)(5j) pour tout I ^ J de F1(I)).

Interprétons H1 (I; G') lorsque 1 est une petite catégorie connexe pointée
et G est un groupe. Pour cela, on choisit pour tout / de 1 un chemin ej
de /o à 7, et on définit une application

Hom^Or^I), G^Z^I; G),
par

[<P(/)]z^=/[^^^71].

G opère sur Hom (n^ (I), G) par (gf) (x) = g ~ l f ( x ) g , et on désigne
par Hom (n^ (I), G)ç le quotient de Hom (n^ (I), G) par G.

L'application (p détermine par passage aux quotients une application

Hom^(7Ti(I), G^-^^I; G).

D'autre part, l'application

Z^I; G)-^Hom^(7ii(I), G).
définie par

^((^M^l^l ̂  . . • ^Im^Io] = ̂ X^ . . . X^

passe également aux quotients, et détermine une application

^(1; G)-°.Hom^(I), G)^

inverse de 9. On a donc montré le résultat suivant.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES 257

PROPOSITION IV. 1. — Pour toute petite catégorie connexe pointée et
pour tout groupe G,

H^ï; G)-^Hom^(7Ci(I), G)^.

On en déduit une proposition nouvelle.

PROPOSITION IV.2. - Pour tout morphisme 1 -°> F de petites catégories
connexes pointées, les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) H1 (F, G)—> H1 (I; G) est une bijection pour tout groupe G.
(b) Tii (I) —> Tti (F) est un isomorphisme.

Preuve. — II suffit de montrer que tout homomorphisme de groupes
H-^K, tel que

Hom(iC, G)ç-^Hom(Jî, G)ç

soit une bijection pour tout groupe G, est un isomorphisme.

Or, Hom (K, G) —> Hom (H, G) est surjectif car, si H-^ G est un homo-
morphisme, il existe un homomorphisme K^->G et un élément g de G
tel que v of(x) = g~1 u(x)g pour tout x de H. L'application K^G,
définie par w (x) = g v (x) g~1, est un homomorphisme dont l'image est u.

Faisant G = H, on peut donc trouver un homomorphisme K-^H
tel que h o/= id. En particulier, /est injectif, et le composé

ïîom(H, G)Q->Bom(K, G)ç-^ Hom (Tif, G)ç

est l'identité; Hom (H, G)ç-»Hom(Â:, G)ç est donc une bijection, et
par suite h est injectif. Il en résulte que / est un isomorphisme.

Pour tout morphisme 1 —> F de C et tout préfaisceau de groupes F sur I,
l'application

Z^Fiu^F))-^1^),

V [.W]]l^J = |>n (J(J, n (J) ̂  u(J))

définit une application

^(F;!!^))^1^).

On construit, d'autre part, une application

Z^F^nrerZ1^1^);!7))

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 17



258 M. EVRARD

par
[.f[W]]r=<i^\^^^^

et par suite une application

^(1; F)-^0^; ̂ (u;1^); F)).

PROPOSITION IV. 3. - Pour tout morphisme 1 -^ F de Cet tout préfaisceau
de groupes F sur I, la suite d''ensembles pointés

^^(F; u^F))-1 !̂; F)-^°(r; ̂ (u;1^); F))

^ exacte.

La démonstration consiste en des vérifications assez longues, mais faciles.
Lorsque A est un groupe, tout groupe G sur lequel A opère à gauche

définit un préfaisceau de groupes sur la catégorie A associée à A. Si on note G^
ce préfaisceau

JT(A; GJ = H'ÇA; G) pour f = 0,1.

3° Lorsque F est un préfaisceau de groupes abéliens sur une petite
catégorie I, on désigne par H^ (I; F) les foncteurs dérivés à droite du
foncteur Fi-> lim F.

Pour calculer ces groupes, on procède comme ceci : on construit canoni-
quement une résolution de F :

O^F^F^F^F2-. ....
où

(a) Fp est le préfaisceau sur 1 défini par

^œ = nio .̂..̂ ieN^(i)^ao);
(b) [[̂  (/)] OC)LCN^(I) = Zf^o2 (-1)1 ̂ .(«).
Il est clair que

limFP=^7o-^...-^ao).

On en déduit donc :

(a) Pour tout préfaisceau F de groupes abéliens sur 1 et pour tout
entier n ^ 0,

^»(I;F)=^(^(I);F).

TOME 103 — 1975 — ?3



FIBRATIONS DE PETITES CATÉGORIES 259

(b) Pour tout groupe A, tout A-module à gauche M, et tout entier n ^ 0,

Hn(^M^=Hn(A;M),

où M^ désigne le préfaisceau sur A défini par M.
Le résultat suivant se démontre par une méthode classique.

PROPOSITION IV. 4. — Soient 1 une petite catégorie et F un préfaisceau
de groupes abéliens sur 1 :

n
(a) Pour tout morphisme 1 —> I', il existe une suite spectrale

(Ê^^I'^CU;^ );F)) => (^*(I;F)).

(b) Si 1 ̂  connexe et pointée, il existe une suite spectrale

(E^^H^n^H^Ï'^^F)))) => (JT(I;F)).

Lorsque 1 est connexe et pointée, pour tout préfaisceau F de groupes
abéliens sur 1 et tout entier n,

Tr^p^F^tf^F).

Un calcul facile montre que

[P* W] W = Homz (Z (Tii (I)) ; F (J))

pour tout / de I.

PROPOSITION IV. 5. — Soit 1 —> I' un morphisme de petites catégories
connexes pointées tel que 71:1 (u) soit un isomorphisme. Les deux propriétés
suivantes sont équivalentes :

(a) Pour tout système local de groupes abéliens F ' sur 1' et tout n ^ 0,

ircr; F')-^jr(i; U*(F'))
est un isomorphisme.

(b) Pour tout n > 0,
^(i)^(r)

est un isomorphisme.

Preuve. — Avec les notations du paragraphe III, pour tout / de I, le
morphisme

Ï;\I)->p,~\u(I))
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induit, pour tout préfaisceau F ' sur I', un isomorphisme de groupes

lim r | p;-1 (u (J)) -^ lim u* (F') | p,-1 (J),

d'où un isomorphisme

u*°P*-^P*°u*

On en déduit, pour tout n ^ 0, un diagramme commutatif dont les
flèches horizontales sont des isomorphismes

H"(I;u*op^F/))^^(Ï;u*(^))

î T
^(I'ÎP^F'))—^(r;^)

Si la propriété (a) est vérifiée,

7r(r;z)^jr(î;z)
est un isomorphisme pour tout n ^ 0, donc

^(I)-^(I')
est un isomorphisme.

Réciproquement, si (V) est vrai, pour tout système local F' sur I',

JT(r; p'* (F')) ̂  JT (Ï; u* o p'* (F'))

est un isomorphisme pour tout n ^ 0.

La proposition IV. 4 (b) entraîne que

jr(r;F')-^jr(i; U*(F'))
est un isomorphisme pour tout n ^ 0.

En joignant la proposition IV. 2 à celle-ci, on obtient ainsi une autre
formulation commode et plus générale du théorème de Whitehead.

V. — Les théorèmes A et B de Quillen

Dans ce paragraphe, nous dirons qu'un' morphisme 1 -"> I' de C* est
une équivalence d'homotopîe si 71̂  (u) est un isomorphisme pour tout
n > 0.
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1° Le théorème A de QUILLEN.

THÉORÈME A. — Soit 1 —> F un morphîsme de petites catégories pointées
tel que u~. 1 (/') soit non vide et homotopiquement trivial pour tout ï ' de I'.
Alors, u est une équivalence d'homotopie.

Preuve. — On sait, d'après IV. 1, que KQ (u) est une bijection. On peut
donc supposer 1 et I' connexes. Les propositions IV. 3 et IV. 2 entraînent
que Tii (u) est un isomorphisme. Il en résulte (corollaire III. 7) que iï vérifie
les mêmes hypothèses que u. Mais la suite spectrale de Leray (propo-
sition IV. 4 (a)) montre que H" (u) est un isomorphisme pour tout n. Il en
est de même de TT^ (S), et par suite de n^ (u).

Application. — Soit 1 —> F un morphisme de C. On désigne par Io et Io
les catégories obtenues à partir de 1 et I' en adjoignant des objets initiaux /o
et /o, et par Io -41^ le morphisme correspondant. On construit une petite
catégorie M (u) de la façon suivante : ses objets sont les triples
(7, // ,UQ (/) —> I ' ) de 1 o x F x FI (Io) ; les morphismes de (/, //, S ' ) dans
(J, J ' , t ' ) sont les couples I — > J , I1—> J 1 de morphismes de Io et F tels
que ^°uo( / ) =ff-sf.

p q
On définit des morphismes 1 —> M (u) et F —> M (u) par p (7) = (7, u (7), id)

q (//) = (/o? I ' , IQ —> I ' ) - Le théorème A montre que q est une équivalence
d'homotopie. Il est clair que 1 est une sous-catégorie pleine de M (u) et
que q o u est homotope à p.

On a donc montré le résultat suivant.

PROPOSITION V. 1. — Pour tout morphisme 1 -—> F de C, on peut construire
un diagramme :

1——^F

P\^<I
M(u)

tel que q o u soit homotope a p, q soit une équivalence d'homotopie et p
fasse de 1 une sous-catégorie pleine de M (u).

2° On va construire dans ce paragraphe, le début de la factorisation
Q

de Postnikov d'un morphisme I — > F de C* formé de catégories connexes
et simplement connexes.
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(a) A tout foncteur contravariant

l'^C,

on associe la catégorie F (-F) formée des couples (/', £/) avec 7'el 'et
£/eF(/'), et dont les morphismes de (/', U) dans (J\ V) sont les couples
Ï ' ^ J ' , U ^ F ( f ' ) ( Y ) de morphismes de F et F(D.

Ce foncteur définit un morphisme de C :

r(F)^>r
par f(7', U ) = r , f(/', u)=f\

(b) Le morphisme u ci-dessus définit un foncteur contravariant

r^c
par K ( I ' ) = 77i (iÇ1 (/')), donc un morphisme de C :

r(X)->I'
pour lequel

k,-1 (J7) ̂  Jî, (u,-1 (J')) x A (I' ; F, J').

Il en résulte donc que I' {K) est connexe et simplement connexe, que
TE^ (k) est injectif pour n = 2, et bijectif pour n > 2.

(c) On va construire un morphisme 1 -^ F (A') rendant le diagramme
suivant commutatif

i——.r

Pour tout 7 de I, on désigne par 4 l'objet (/, u(7)) de u^1 (u(/)), et
par pj la projection de u^"1 (u (7)) sur 7. On choisit, de plus, un chemin êj,
dans I, de 7o à 7 et pour tout objet K ' de iÇ1 (u (7)) un chemin g^, dans
u;1^)), de 7fe à K' tel que A (p,) (^/) = ^1^^).

Pour tout 7-^ J de I, on désigne par 7y le point (.7, u (/) —> u (/) <- u (7))
de u^"1 (u (7)) et par q^ la classe dans ̂  (u^"1 (u (7)) du lacet

feju h^lu^- 1k)'
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On définit alors le morphisme v par

v(J)=(u(J),*),

v(J-">J)=(u(iO,^).

L'égalité k o v = u est immédiate. De plus, ce morphisme possède les
propriétés suivantes :

(i) Pour tout /' de I', v^1 (//) est homotopiquement équivalent à iÇ1 (//).
(ii) Pour tout /' de I', on fait opérer iÇ1 (//) sur H^ (u^1 (7'))^ à l'aide

de l'homomorphisme de monoïdes

Fl^-1^))^^^-1^))
défini par

y
hp ((J, s')-—>(J, t ' ) ) == image inverse par s' de q^ dans H^ (u^" (J')).

Dans ces conditions,

v;1 (J', *) ̂  u;1 (F) > H^^DY.

On a ainsi montré la proposition suivante.

PROPOSITION V.2. — To^ morphisme I-^I' ûf<ms- C* ^ catégories
connexes et simplement connexes de factorise suivant :i^^i\x

J
où :

(a) J est connexe et simplement connexe.
(b) n^ (k) est injectif pour n = 2 et bijectif pour n > 2.
(c) TC^ (v) est surjectif.
(d) Pour tout J de J, v^1 (J) ̂  homotopiquement équivalent à u^"1 (k (J))

^ v^1 (J) ̂  isomorphe à iÇ1 (k (J)) > H^ (u^-1 (k (J))/

3° Le théorème B ^fe QUILLEN.

THÉORÈME B. — Soit un morphisme I •—> F ûfe catégories connexes de C*
/̂ ^M^ :
(a) Po^r tout I ' de I7, uj"1 (//) est non vide et connexe.
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(V) Pour tout F ^-> J ' de I', iÇ1 (7') —> iÇ1 (J1) est une équivalence d'homo-
topîe.

Alors, pour tout F de V iÇ1 (/') —> iÇ1 (I') est une équivalence d'homo-
topie.

En particulier, il existe une suite exacte

-. ̂ (u;1^)) -^ ̂ (I)̂ !̂') - ̂ _, (u;1 (Jo)) - ... -> Troœ-^TroCr).

Preuve, — Pour tout 1 —> F de C, on peut construire le diagramme
commutatif 1^1i - 1 "

î r
où t est défini par

t(J)=(J,u^);,

ta^^auco).
Comme p' o t = id (notations de iï.4), t est une équivalence d'homotopie.

(a) Pour tout ensemble E, t induit une bijection

^(r;^.^))^^0^;^^)).
Il en résulte (IV. 2) que, pour tout /' de I',

^(u,-1^))-^^-1^))
est bijectif.

En particulier, u^'1 (/o) est connexe, et n^ (u) est surjectif. On peut donc
supposer (proposition III. 6) que 1 et I' sont simplement connexes.

De plus, compte tenu de la proposition V.2, il suffit de démontrer ce
théorème lorsque u^1 (/o) est simplement connexe.

(b) Pour tout groupe G, on vérifie que

^(u^ao); G^H^r'.H1^1^); G)).

On en déduit (proposition IV. 2) que

^(^(a^i^ao))
est bijectif, et par suite que U g ' 1 (/o) est simplement connexe.
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(c) Le théorème de comparaison de Zeeman, appliqué au diagramme
commutatif

£^=JF(I'; ̂ (u;1^); Z))^JÎ*(I; Z)
î î

^' ̂  = JT (I' ; JT (u,-1 (J') ; Z)) ̂  Jf* (I, ; Z)

entraîne que
^(u.-^nîz)^^^-1^);^

est un isomorphisme pour tout q et tout F de I'.
Donc,

^(u;1^))^^-1^))

est un isomorphisme pour tout n.
Le reste du théorème est une conséquence de la proposition 11.4.
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