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GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE CONDITIONNELLE
DANS UNE ALGÈBRE DE VON NEUMANN

PAR

FRANÇOIS COMBES et CLAIRE DELAROCHE
[Orléans]

RÉSUMÉ. — Dans cet article, on montre que les notions de groupe modulaire et de
dérivée de Radon-Nikodym, définies pour les poids normaux fidèles semi-finis sur
une algèbre de von Neumann M, peuvent être introduites, avec des propriétés semblables,
pour les espérances conditionnelles normales fidèles sur M. Plusieurs applications de
cette étude sont données.

Introduction

La notion d'espérance conditionnelle, si utilisée en théorie des proba-
bilités, fut introduite dans l'étude des traces sur les algèbres de von Neumann,
vers 1950, par J. DIXMIER ([6], [7]), et étudiée systématiquement par
d'autres auteurs ([15], [14],...). Elle n'a jamais cessé d'apparaître depuis
comme un élément important de la théorie des algèbres de von Neumann,
en liaison avec la notion de poids ([l], [2]) et la théorie de Tomita [13],
la décomposition des algèbres de von Neumann comme produit croisé
discret ([3], [5]), les propriétés de G'-finitude pour un groupe d'auto-
morphismes G [10],...

Au paragraphe 3, nous définissons le groupe o^ des automorphismes
modulaires d'une espérance conditionnelle T (voir 3.2). C'est un groupe
à un paramètre continu d'automorphismes du commutant relatif N0 de
l'image N de T, et nous montrons, dans la proposition 3.8, qu'il est carac-
térisé par les conditions K. M. S. énoncées en 3.6, analogues à celles qui
caractérisent le groupe modulaire d'un état. Nous montrons dans la pro-
position 3.11 que le type de N0 est lié à o7^ : l'algèbre JV est semi-finie
si et seulement s'il existe un groupe à un paramètre continu d'unitaires
de ./Ve induisant o7^; l'algèbre N0 est finie si et seulement s'il existe au moins
une espérance conditionnelle Tde M sur N telle que ̂ T == 1 pour tout t e R.
Ceci permet de répondre à un problème posé depuis longtemps : si M
et N sont semi-finies, le commutant relatif N0 de N dans M est-il semi-
fini ? La réponse est affirmative dès que N est l'image d'une espérance
conditionnelle (voir cor. 3.13).
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386 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Au paragraphe 4, nous définissons la dérivée de Radon-Nikodym
(D Ï2 : D Ti) d'une espérance conditionnelle T^ de M sur N, par rapport
à une autre telle espérance conditionnelle 7\ (vo;> 4.2). C'est une appli-
cation fortement continue de R dans le groupe unitaire de N0, qui est un
1-cocycle pour l'action de GTl sur les unitaires de N6, et qui satisfait à une
condition K. M. S. (voir prop. 4.4). Nous montrons dans le théorème 4.8
que T^}->(D T^ : D T^) est injective, et que son image est l'ensemble
des 1-cocycles relatifs à l'action de a^ dans le groupe unitaire de N0 qui
possède la propriété de prolongement analytique définie en 4.5. Cette
étude utilise et généralise les résultats donnés par A. CONNES pour les
états normaux fidèles que l'on peut considérer comme des espérances
conditionnelles de M sur C.l.

Au paragraphe 5, nous donnons d'autres applications de toute l'étude
précédente. Ainsi, le théorème 4.8 est utilisé pour montrer, en 5.3, que
T^T\NC est une bijection de E(M, N) surE(NC, Z (N)) (voir notations
qui suivent). Comme corollaire, nous démontrons la réciproque de la
propriété suivante établie par A. CONNES ([3], th. 1.5.5 (a)) : si N0 c N,
alors E (M, N) est réduit à un seul élément. Nous revenons ensuite sur
le cas où il existe des espérances conditionnelles F de M sur N telles
que a^ = 1 pour tout t e R. Nous appelons applications bécarres de telles
espérances conditionnelles. Elles généralisent parfaitement les appli-
cations bécarres de J. DIXMIER (voir prop. 5.9) que nous retrouvon,
dans le cas où N est le centre de M. Si Nest l'image d'une espérance condis
tionnelle, nous montrons qu'elle est l'image d'une application bécarre si-
et seulement si, M est (7-finie pour le groupe G des automorphismes intérieurs
de M définis par les unitaires de N^ et lorsqu'il en est ainsi, il existe une
seule application bécarre de M sur N si, et seulement si, Z (N0) = Z (N)
(voir 5.10 et 5.11).

Les paragraphes 1 et 2, dont nous n'avons pas parlé, sont consacrés
à des préliminaires utilisés dans la suite. Le premier paragraphe concerne
la dérivée de Radon-Nikodym de deux poids au sens de A. CONNES.
Le deuxième donne un procédé pour réduire l'étude des espérances condi-
tionnelles au cas où M est de genre dénombrable.

Nous remercions particulièrement A. CONNES, auquel nous devons
d'intéressantes remarques qui furent le point de départ de cette étude.

Notations. - Soient M une algèbre de von Neumann, et N une sous-
algèbre de von Neumann de M. Nous noterons

Z(M) le centre de M,
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GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE 387

N0 le commutant relatif^' n M de N, N^ le commutant relatif de N^ etc.
Une espérance conditionnelle de M sur N est une application linéaire

positive T de M sur N telle que T(x) = x pour tout x e N . Une telle
application est normiquement continue de norme 1 et, pour tout xe M,
y et z e N , on a T(^xz) = ;; T(^)z (mr [14], th. 3.1). L'ensemble des
espérances conditionnelles normales fidèles de M sur N sera noté E (M, N),
et si £'(M, N) n'est pas vide, nous dirons que N est une sous-algèbre de
von Neumann espérée de M. Si ̂  est un projecteur de N et si T e E (M, N),
nous noterons 7^ la restriction de Ta l'algèbre réduite Mp. C'est un élément
de E(Mp,Np).

Un poids (p sur M est une fonction de M^ dans (0, + oo) telle que

et
^(^+y) = <p00+<p00 pour x et 3; dans M"^

(p(À<x) =À(p(x) pour X ^ O et xeM'1'.

L'ensemble 91̂  des xe M tels que (p (x* x) < + oo est un idéal à gauche
de M et ̂  = 9ç 91̂  est une sous-algèbre involutive de M engendrée
linéairement par l'ensemble des x e M^ tels que (p (x) < + oo. On dit que
(p est semi-fini si W^ est faiblement dense dans M. L'ensemble des poids
normaux, fidèles, semi-finis sur M sera noté P (M).

Pour tout (p e P (M), nous adopterons les notations usuelles de la théorie
des poids et de la théorie deTomita (voir [1] et [12]). En particulier, A désignera
l'injection canonique de l'espace préhilbertien ̂  muni de la forme sesqui-
linéaire (x, y) i-> (p (j* x) dans l'espace hilbertien complété H^ et a9 dési-
gnera le groupe à un paramètre continu des automorphismes modulaires
définis par (p sur M. Nous noterons M^ le centralisateur de (p, c'est-à-dire
la sous-algèbre de von Neumann des éléments de M invariants par a .

Si (p e P (N) et si T est une application linéaire positive de M dans N
(espérance conditionnelle, homomorphisme... ), par abus de notation,
(p o T désignera le poids x h-» (p [T(^)] sur M^.

Nous dirons qu'une sous-algèbre involutive faiblement fermée R de M
réduit le poids (p e P (M) si (p | 7?4' est semi-fini (donc appartient à P (R))
et si a^ (^) = R pour tout ? e R. Rappelons que, dans ce cas, le groupe
t\—>^\R vérifie les conditions K. M. S. pour le poids (p | ̂ +. c'est
donc le groupe modulaire de ce poids.

Pour tout projecteur^ de M^ on a p W^p c 9JÎ^ ([11], th. 3.6), donc
(p | AÇ est élément de P (Mp), et Mp réduit (p. Ce poids sera appelé poids
réduit de (p par p, et noté (p^.
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388 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Soit p un projecteur de M. Il existe (p e P (M) strictement semi-fini
tel que p e M^. Si p est support d'une forme linéaire positive normale /,
on peut en outre supposer que (p^ ==/[ M^. En effet, soient (/;) f^ et
(fi)iei2 des formes linéaires positives normales dont les supports (/^igjiuiz
sont deux à deux orthogonaux et tels que ̂  g ̂ p ^ == p et ^;gj^, = 1 -/^.
Alors ^ i-> ̂ i eji uj2 ̂  (x) convlent, car p, e M ,̂ pour tout i e /i u /^
([l], prop. 3.4).

Soient M^ M^ deux algèbres de von Neumann, et (pi, (p^ des éléments
de P(Mi) et P(M^) respectivement. D'après [3] (1.1.2), il existe un
poids normal fidèle semi-fini (p sur M^ 00 M^, et un seul, tel que

(i) (p (xi 00 ̂ ) = <Pi (^i) <P2 (^2) Pour tout Xi e Wl^ et tout ^2 e 9^;
(ii) a9 = <791 00 a^2 pour tout t e R.

Ce poids noté (pi 00 (p^ est appelé produit tensoriel de (pi par (p^.

Soient M une algèbre de von Neumann, et (p e P (M). Suivant A. CONNES,
nous appellerons cocycle pour (p ou (p-cocycle une application t \—> u^ de R
dans l'ensemble des unitaires de M, continue pour la topologie forte
(ou faible) de M et telle que u^+^ = ̂ i ^i (^2) P0111' tous t^ t2e R-
Dans [3] (th. 1.2.1), A. CONNES associe canoniquement à tout v|/ e P CM)
un (p-cocycle t \—> u^ noté (Z> v|/ : 2)(p), appelé dérivée de Radon-Nikodym
de \|/ par rapport à (p, et vérifiant notamment a^ (x) = u^ of (x) u* pour
tout t e R et tout x e M. Rappelons le principe de la construction de
(Dv|/ : 2)(p).

Nous noterons dans toute la suite F^ le facteur de type 1^ équipé d'unités
matricielles (^-), où i = 1, 2 et j = 1, 2. Tout élément x de R = M ® F^
admet une décomposition matricielle unique vis-à-vis des deux projec-
teurs 1 ® ^n et 1 ® ^22 ^i sont équivalents, orthogonaux de somme 1
dans R. Autrement dit, il existe des éléments x^, x^, x^i, x^
uniques dans M tels que x = ̂ j x^ 00 e^'. Pour tout x e R+, on a x^,
x^ e M^ et x }—> (p (^n)+\|/ (^22) est un élément 9 de P (R). Alors u^ est,
pour tout t e -Z?, l'unique élément de M tel que CT^ (1 00 ^21) = ^ ® ^21-
Dans la suite, nous dirons que 6 est le poids sur M 00 F^ associé au
couple (p, \|/.

Pour tout nombre réel s, nous noterons ^ l'ensemble des z e C tels
que Im z soit dans l'intervalle fermé de bornes 0 et s dans R. Nous
noterons As l'espace des fonctions à valeurs complexes continues et bornées
sur £s ^ul sont analytiques à l'intérieur de 2?,.
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GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE 389

1. Préliminaires sur la dérivée de Radon-Nikodym de deux poids

Nous utiliserons constamment le résultat suivant de M. TAKESAKI [13].

1.1. THÉORÈME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann de M, et (p e P (M). Pour que N réduise (p, il faut
et il suffit qu'il existe Te E(M, N) tel que (p o T = (p. De plus, une telle
espérance conditionnelle T est unique.

Dans ces conditions, nous dirons que T est l'élément de E (M, N) défini
par (p. En raison de l'invariance de (p par les automorphismes a^ et l'unicité
précédente, T est invariante par les automorphismes a9.

Nous aurons besoin des résultats suivants de A. CONNES ([3], 1.2.4
et [4], th. 4).

1.2. THÉORÈME. — Soient M une algèbre de von Neumann, et (p e P (M).
Pour tout ^-cocycle u : t\—>u^ il existe \|/eP(M) unique tel que (2)v|/ : D(p)==u.

Supposons de plus que (p soit un état. Pour que le poids \|/ précédent soit
une forme linéaire positive, il faut et il suffit que l'une ou Vautre des condi-
tions équivalentes suivantes soit vérifiée :

(a) pour tout x e M il existe F^e A_^ telle que F ^ ( t ) = (p Çx u^) pour
tout t e R;

(b) il existe un élément F^ de A_^ tel que F ^ ( t ) == (p (u^) pour tout
t e R .

On a alors \|/ (u^ x) = F^ (t—i) pour tout x e M et tout t e R, et en parti-
culier | |^[ |=^(1)=F,(-0.

Signalons aussi qu'un (p-cocycle u est un groupe à un paramètre si, et
seulement si, u^ e M^ pour tout t e R. Dans ce cas, notons h l'opérateur
auto-adjoint positif injectif affilié à M^ tel que ^ = h^ pour tout t e R,
et soit \|/ l'élément de P (M) tel que (Dv|/ : Z>(p) = u. Alors, d'après
CONNES ([3], lemme 1.2.3 (b)), \|/ est le poids (p (/?.), défini par PEDERSEN
et TAKESAKI dans [11] (§4).

Nous allons maintenant établir d'autres propriétés de (Z)\|/ : Z)(p) qui
nous seront utiles dans la suite.

1.3. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, (p et \|/ deux
éléments de P (M), et a un automorphisme de M.

Alors si u = (Dv|/ : Z)(p), on a (Z>\|/ o a : Z)(p o oc)^ = a~1 (u^) pour tout
t e R .

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



390 p. COMBES ET C. DELAROCHE

Soit 9 le poids sur M 00 F^ associé au couple (p, \|/ et notons a l'auto-
morphisme a ® 1 de M ® F^ Pour tout x = ^ x^. (g) .̂ de (M (g) F^
on a

9 [a (x)] = (p [a (x^)] + ̂  [a (x,,)],

d'où (Dv|/°a : ^ (poa ) , (x )^^=a?" a ( l®^ l )=a - l o CT?oa( l (x )^ l )
= a-1 (u, (x) é?2i) = a-1 (u,) ® é?2i.

1.4. LEMME. - 5'ofé^ M une algèbre de von Neumann, (p et \|/ (fe^x
éléments de P (M), 6^ ^ un projecteur de M^ n M^. A^o^y (p^ ^ vj/^
fe^ 7Wîâ& rÂA/^ ^fe (p et v|/ 7?ûr ^. ^to^ (Z)\|/ : Z)(p)^ commute avec p pour
tout t e R, et on a (D^ : Z)(p^ = p (Z)\|/ : Z)(p)^.

Posons î/ = (Z)v|/ : D(p). Comme peM^r^ M^ pour tout r e R, on a

P = ̂  (J?) = u, ̂  (p) u* = u, p uf,
et donc p commute avec u^

Sur R = M (x) F^ et sur Mp (x) F^, considérons les poids 9 et 9' respec-
tivement associés aux couples (p, v|/ et (p^, ^p. Il est clair que Mp (x) 7^
s'identifie à l'algèbre réduite de R par le projecteur ;? ® 1. Comme

^e (P ® 1) = c^Q?) (g) e, i + a^(p) ® e^,

on voit que ^ 00 1 appartient à T?Q, et on vérifie immédiatement que 9'
est le poids réduit de 9 par ce projecteur. On a donc a9' = a91 Mp ® F^
pour tout t e R, d'où

(D^P : 2)(pp),(x)^,=ar(^®^l)=^9[(p®l)(l®^l)]
= (p ® ̂ (l ® é?2i) = Q) (g) 1)(^ ® ̂ ^) = pu, ® ̂ i ;

d'où la conclusion.

1.5. LEMME. — Soient M et N deux algèbres de von Neumann de genre
dénombrable, (pi et (p^ (resp. \|/i et vj/^) deux formes linéaires positives normales
fidèles sur M (resp. sur N). Alors pour tout t e R, on a

(D(p2®\|/2 : 2)(pi ®v|/i),=(D(p2 : ^(Pi),®(Dv|/2 : ^vklX.

Grâce à la relation

(D(p2®v|/2 : D(pi®v|/i)r

=(D(p2®\|/2 : ^<P2®^l),(^(P2®^l : ^<Pl ®^lX,

nous pouvons supposer que (pi = (p2 ou que v|/i = v|/2. Supposons par
exemple que \|/i = \|/2, et notons v|/ cet élément.
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GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE 391

Sur M 0 F^ et (M 00 AQ ® 7^, soient 6 et 6 les formes positives
associées respectivement aux couples (pi, (p2 et (pi ® \|/, (p^ 0 v|/. Notons
<Ï> l'isomorphisme canonique de (M ® F^) ® N sur (M ® AQ ® ̂  tel
que

<Ï>((;c ® ̂ ) ® z) = (x (x) z) (x) ̂

pour tous xeM, y e F ^ et z e N . Alors, pour tout tenseur décomposable
de (M 00 7^) 00 A^ du type x 00 6?n (x) z, on a

9[(D(x ®^i ®z)] = 9(x ®z ®^i) = ((pi ®v|/)(x ®z)

= (pi (x) vK^) = 0 (^ ® ̂ i iH (z).
De même, on vérifie que

9[0(x ®^, ®z)] = 9(x ®ê,,)\|/(z)

pour tous xeM, z e N et î,j = 1,2 (avec valeurs nulles pour i ^ j). Il en
résulte que 9 o 0 = 9 ® v|/, d'où

0 lo^o^=ç!Q0^ pour tout ^eR.
On a donc

(D(p2®\|/ : 2)cpi(x)\|/),(x)^i =cy?( l (x) l (x)é?2i)
= <I>°(a,9 ® CT^) oO-1 (1 (x) 1 ® ̂ i)

=e>o(a,9®CT?)(l®^l®l)
=0[(D(p2 : £>(pi) ,®ê2i®l]
=(D(p2 : £>(pi)r®l®^r

d'où
(D(p2®\|/ : D(pi ®v|/)^=(D(p2 : £>(p^®l pour tout feR.

1.6. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-algèbre
de von Neumann de M, et \|/i, \|/2 deux éléments de P (M). 6^z ^oyé?
(pi = v|/i | TV4' ^ (p2 = ^2 [ ̂ +- z'̂  conditions suivantes sont équivalentes:

(i) v|/i 6^ \|/2 ^/î^ r̂ ^^ par N, et (Z)\|/2 : 2)\|/^ e ̂  ^oî/r ^OM^ t e R.
(ii) v|/i est réduit par N, et (Zh|/2 : D^^^ e ̂  pour tout t e R.

(iii) \|/i ^^ v|/2 ^0^^ réduits par N, et définissent le même élément de E (M, N).
De plus, si ces conditions sont vérifiées, on a

(2)^2 :^i)=(D(p2, ^(Pi).

D'après [3] (lemme 1.4.5), si \|/i et \|/2 sont réduits par N et définissent
le même élément de E(M, N), on a (Z)\|/2 : Dv|/i) = (Z)(p2 :2)(pi).
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392 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Donc (iii) entraîne (i)
(i) => (ii). Évident.

(ii) =î> (iii). Puisque N réduit \|/i, on a a^ = o^1 ( 7V pour tout t e R,
et donc u = (D\|/2 : Zhj/i) est un (pi-cocycle. Soit ^3 l'élément de P (N)
tel que (Apa : Api) = u. D'autre part, notons T l'élément de E(M,N)
tel que \|/i = \|/i o T, et posons \|/3 = 93 o r. D'après [3] (lemme 1.4.5),
on a

(Dvj/3 : D^,) = (D(p3 : D(pi) = u = (D^ : Dv|/i),,

d'où \|/3 = \|/2, ce qui prouve que (ii) => (iii).

1.7. LEMME. — Reprenons les données M, 7V, \|/i, vl/^, (pi, (?2 ^ lemme
précédent, et supposons que N réduise \|/i et \|/2. Alors (-Dvj/^ : ̂ vl^i) prend
ses valeurs dans Nc si et seulement s'il existe un opérateur auto-adjoint
positif injectif h affilié à Z (N) tel que (p^ = (pi (h.).

Notons TI et T^ les éléments de E (M, N) définis respectivement par
\|/i et v|/2. Posons v|/3 = (pi o 7^ et y^ = (Z>\|/3 : D^^)^ pour tout r e R.
Le poids v|/3 est réduit par N, d'où il résulte que

^{N^^^aî^N.

Pour tout ^ e N et tout ^ e R, on a donc

a91 (x) = a?1 (x) = î;* a?3 (x) v, = v^ a?-1 (x) v,.

On en déduit que v ^ e N 0 pour tout ^ e R . D'autre part, d'après le
lemme 1.6, on a (Z)v|/2 : -0^3) = (D^^ : Z>(pi), d'où, pour tout te R,

(Dv|/2 : 2)^X=(Dv|/2 : 2)^X(^^3 : D^,\=(D^ : D^),v,.

Si (2)\|/2 : ̂ v|/i)f e A'" pour tout t e R, on a donc

(D(p2 : D(pi),=(D\|/2 : Dv|/l)^*eNcnN=Z(N)c:N^.

II en résulte que 11-> (-D(p2 ." ̂ i)t est un groupe à un paramètre de
la forme t^h11 avec h affilié à Z ( N ) et que (p^ = (pi (A.).

Réciproquement, si (p^ = (pi (A.), avec /z auto-adjoint positif injectif
affilié à Z (7V), pour tout ? e R, on a

(D^ :Z)(pi),=^eZ(N),
d'où

(D^ :2)^==^^GNC .
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GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE 393

1.8. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann de M, et v|/i, vj/^ deux états normaux fidèles sur M
réduits par N et ayant même restriction à N. Notons v|/'̂  et \|/^ les restrictions
de \|/i et v|/2 respectivement à N0. On a

(Dv|/, : D^)=(D^ : 2)vK).

Soient 9 et 9' les formes positives sur M (x) F^ et N0 ® F^ respective-
ment associées aux couples v|/i, vj/^ et v|/i, \|/^. On a évidemment

9' == 9 | N0 (g) ^2.

Par ailleurs, pour i = 1, 2 et tout ^ e R, on a a^1 (N)=N, car \|/f est réduit
par N, d'où af1 (TV^) = N " . Vérifions alors que N0 ® F^ est invariant par
les automorphismes o9. Si x e N 0 , il est clair que

(y?0c ® é?n) = a^(x) (x) é?n et or?(x (x) ̂ 2) = ^OO ® ^22

appartiennent à A^ ® F^- D'autre part, d'après le lemme 1.7, on a

^=(Dv|/2 : Dvj/i^eN0 pour tout teR.

Il en résulte que a9 (x (x) ̂ ) e TV^, vu les égalités

(T?(X ® ̂ i) = (T^l ® ̂ l) ̂ (^ ® ̂ ll) = (Uf 0 ̂ 2l)(^1 (^) ® ̂ ll)

=^o•?l(x)(x)^l.

Ainsi ̂ c ® F^ réduit 9, et on a donc <j9' = a91 N0 ® F^ P0111* tout t e R-
La conclusion en résulte, car on obtient alors

(D^ : ^V^ l )®^ l = ^ ( l®^ l )=^? ( l®^2 l )= (^^2 : ^lX®^21.

2. Sur la structure des espérances conditionnelles

2.1 PROPOSITION. — Soient M^ et M^ deux algèbres de von Neumann,
et pour i = 1, 2, soient Ni une sous-algèbre de von Neumann de M^ et
T, un élément de E (M;, N^).

(i) // existe un élément T de E(M^ ® M^, N^ ® N^\ et un seul, tel
que

T(xi 0x2) = Ti(xi) ® T^Çx^) pour tout x^eM^ et tout x^eM^

(ii) Pour tout (pi e P (N^) et tout (p^ e P (N^), on a

(<pi ®(p2)° r= ((pi° Ti) ®((p2° Tz).
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(i) Posons M = Afi 00 M^ et N = N^ (x) A^. Il est clair qu'il existe
au plus un élément Tde E (M, N) tel que T(^i ® ̂ ) = ^i C^i) ® T^ (x^)
pour tout x^ e M^ et tout x^ e Af^. Montrons l'existence d'une telle espé-
rance conditionnelle. Choisissons (pi e P (N^) et (p^ e P (^2)? et posons
^i = ^i ° ^i et ^2 = ^2 ° ^2- Notons (p le poids (pi ® (p^ sur N, et \|/ le
poids \|/i ® v|/2 sur M. Étant donné que A^est a^1' invariante et que

<j^ ] N, = G^1 pour f = 1,2,

on voit que A^ est invariante par les automorphismes CT^ = a^1 ® o^2,
et que o-^ [ TV = o91 00 a?2 pour tout ^ e R . D'autre part, pour tout
^1 e ®î<()i c ^xlxi et tout X2 e m^ cz wl^^ on a

^(^l 0^) = V|/i (Xi)\|/2(X2) = Cpi (Xi)(p2<X2) < + 00.

Ainsi le poids \|/ est réduit par A^, et d'après [3] (1.1.3), on a
v|/1 A^ = (pi ® (p2.

Comme v|/ est réduit par 7 ,̂ il existe Te E (M, 7V) unique tel que \|/ o T = v|/
(vofr th. 1.1). Pour i = 1, 2, considérons alors des éléments x^ de M,,
.y; et Zf de 91^. Les éléments j^ ® y^ et z^ ® Z2 appartiennent à
9^ == ̂  n N, et on a

<P[CPl ®^2)* ̂ 1 ®^2)^1 ®^2] = q)[T(^^iZi ®^?X2Z2)]

=== \|/ (^î Xi Zi ® };? X2 ^2) = ^1 (^î ̂ 1 ̂ l) ̂ 2 (^î ^2 ̂ 2)

=(pl[Tl(^*XiZi)](p2[T2(^2*^2^)]=<P[ri(^XiZi)®T2^2*^2^2)]

= C [̂ ? TI (Xi) Zi ® };? Ï2 (^2) Z2]

= (P[(^l ^^(^(Xi) ® Ï2(X2))(Zi ®Z2)].

Comme A^ (9t^) est dense dans H^ pour f == 1,2, les vecteurs

A<p (.Vi ® ^2) = A^ 0^) ® A^ (^2)

forment une partie totale dans H^ = H^^ ® H^ quand y^ et y^
décrivent 91^^ et 9^ respectivement. Il en est de même pour les vecteurs
\ (z! ® Z2)• De l'égalité des termes extrêmes de la relation précédente,
on déduit donc que

T(Xi 0x2) = Ti(xi)® T^O^) P0111" tout XI^MI et tout X2eM2.

(ii) L'unicité de T et la construction de T qui précède prouvent que
((pi ® ^2) ° T = ((pi o 7\) (x) ((p^ o r^) pour tout (pi e P (A^) et tout
<p2eP(^).

TOME 103 — 1975 — ?4



GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE 395

2.2. DÉFINITION. - L'élément T de E(M^ 00 M^ N^ (g) N^), carac-
térisé par la proposition précédente, sera appelé le produit tensoriel de Ti
et de T^, et sera noté Ti 00 T^

2.3. LEMME. — Soient M^ une algèbre de von Neumann, N^ une sous-
algèbre de von Neumann de M^, et F un facteur. On pose M = M^ (g) F
et N = N^ 00 F. Alors, pour tout Te E (M, N), il existe T^ e E(M^ N^)
unique tel que T = 7\ 00 1.

Soit x e MI. Pour tout y e F, on a 1 (g) y e N^ (x) F = N, d'où

[T(x ®1)] 1 ®j; = T[(x ® 1)(1 ® 3;)]

= T[(l ®y)(x ® 1)] = 1 ®y[T(x ® 1)].

Ainsi T envoie M^ 00 1 dans

(1 ® F)' n (A\ ® F) = N, ® (Fn F') = N, ® 1.

Comme ̂  00 1 est évidemment contenu dans T(M^ g) 1), on en déduit
que T(Mi 00 1) = A\ 00 1. En considérant les isomorphismes d'amplia-
tion, on voit qu'il existe Ti G E(M^ 7V\) unique tel que

T(x® 1) = Ti(x)® 1
pour tout xeMi.

Si x e MI et ^ e F, on a alors

T(x ®y) = T[(x ® 1)(1 ®}0] = [T(x ® !)](! ®y) = Ti(x) ®^,

d'où T= Ti ® 1 d'après la proposition 2.1 (i).

2.4. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une sous-
algèbre de von Neumann de M. Soit (p^ei une partition de l'unité dans Z (N)
et, pour tout i e I, soit T^ un élément de E (M^, N ) . Alors il existe
Te E (M, N) unique tel que T\ M^ = T, pour tout i e L

Supposons qu'il existe Te E (M, N ) tel que T [ M^ = T, pour tout i e /.
Alors, pour tout x e M et tous i, j el avec i ^ j, on a

T(pi xp,) = T,(pi xp,) et T(p, xp,) = p, T(x)p, = 0,

d'où T(x) = ^içj Ti(pi xpi). Cela prouve qu'il existe au plus un élément
T de E (M, N) tel que T\ M^ = T, pour tout iel.

Considérons alors l'application T : x \—> ̂ .gj T, (p^ xp^) de M dans N.
Elle est positive, fidèle, faiblement continue et, pour x e N , on a

^00 = LeJ T,(pi X p , ) =YieI^Pi = X.
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Ainsi T appartient à E (M, N), et on a évidemment T\M^= F, pour
tout i e l .

2.5. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann de M.

(i) 77 existe

(a) une partition de F unité (pi)^i dans Z (N),
(b) pour tout î e l , des espaces hilbertiens K^, H^, une algèbre de von

Neumann M; sur K^, une sous-algèbre de von Neumann de genre dénom-
b râblé N^ de M^,

(c) un isomorphisme spatial 0 de M sur une algèbre de von Neumann
agissant sur @^i (K^ 00 H^,

tels que l'on ait, pour tout i e /,

0 (Mp) = M, (g) ̂  (H,) et 0 ( N p ) = N, ® ̂  (R^

(ii) Soient (p,), (K,), (H,), (M;), (N^, 0 avec les propriétés de (i). Soit
TeE(M, N). Il existe une famille (5',),gj unique d'éléments S^eE^M,, N^
telle que

<D(T(x)) = ̂ ieiSi 0 1 (0(p, xp,)) pour tout xeM.

L'application T ̂  (^)»ej ainsi définie est une bijection de E (M, N) surn.e^(^M).
Soit q un projecteur non nul de Z (N). Comme q majore un projecteur

non nul de N, de genre dénombrable dans N, on voit en utilisant [8]
(cor. 2, p. 218), qu'il existe un projecteur non nul p de Z (N) majoré par q
et une famille (/j)^ de projecteurs de N deux à deux orthogonaux, équi-
valents et de genre dénombrable dans N, majorés par p, telle que si
fo= P-T^ieL/i^ on alt fo <fi dans N. Si L est un ensemble fini, alors
p est un projecteur de genre dénombrable dans N. Si L est un ensemble
infini, toujours d'après [8] (cor. 2, p. 218), on peut choisir les fi de façon
que fo = 0. Ainsi on a montré que, pour tout projecteur non nul q de
Z (N), il existe un projecteur non nul p de Z (N) majoré par q, et une
famille (//)ygj de projecteurs de N, deux à deux orthogonaux de somme p,
équivalents et de genre dénombrable dans N.

Il en résulte qu'il existe une partition de l'unité (/^);gj de Z ( N ) telle
que, pour tout iel, le projecteur p, soit la somme d'une famille (/y)yej,
de projecteurs de N deux à deux orthogonaux, équivalents et de genre
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dénombrable dans N. Pour tout iel, soit g^ l'un des éléments de la
famille (/y)yej,- Posons M, = M^ et 7V, = 7V^. Si ^ désigne l'espace
hilbertien où opère M, notons K^ l'espace hilbertien g^ (K). Posons enfin
Hi = î 2 (Ji). Alors, d'après [8] (prop. 5, p. 25), il existe un isomorphisme
U, de pi (K) sur K, 00 H, tel que

U, M^ Uf = M, ® ̂  (H,) et 17, N^ l/f = N, ® Jêf (H^

Soit î/1'isomorphisme de 7^ sur ©^ (^ (x) 7^) tel que U\p, (K) = U,
pour tout i e /. Alors U induit un isomorphisme spatial 0 de M sur une
algèbre de von Neumann agissant dans © f g j (^ 0 ̂ -) tel que, pour
tout iel, on ait

0 (M )̂ = M, (g) ̂ f (J )̂ et 0 (7V^) = N, ® ̂ f (J )̂.

Par construction, les algèbres 7V; sont de genre dénombrable.
La dernière assertion de la proposition résulte immédiatement des

lemmes 2.3 et 2.4.

2.6. — Remarque. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann semi-finie de M, et T une trace normale
fidèle semi-finie sur N. Tout projecteur q ^ 0 dans Z (7V) majore un pro-
jecteur / 7e 0 appartenant à N, de genre dénombrable dans N et tel que
T (/) < +00. Alors, en reprenant la démonstration de la proposition 2.5,
on voit que, pour tout projecteur non nul q e Z (7V), il existe un projecteur
non nul p e Z (7V) majoré par q et une famille (//)ygj de projecteurs de 7V,
deux à deux orthogonaux de somme p, équivalents et de genre dénom-
brable dans 7V, et tels que T (/,) < + oo pour tout j e J.

On en déduit l'existence des objets indiqués dans la proposition 2.5 (i),
avec la propriété supplémentaire suivante : pour tout iel et tout pro-
jecteur minimal e e ^ (J^), l'élément 1 ® e de TV; ® ^ (H^ est tel que
T o<D- 1 (1 0 é) <+oo.

2.7. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et (p un
élément de P (M) strictement semi-fini. A isomorphisme spatial près, il
existe une partition de Vunité (pi)iei dans Z (M^) possédant les propriétés
suivantes

1° pour tout x e M+, on a (p (^)==^ei(? (Pi XPi) = E»ej ̂ pi (Pi ^Pi);
2°^ pour tout i e I, l'algèbre Mp^ est de la forme M1 (x) oSf (Hj) et ^pi est

de la forme \|/; ® T,, où \|/; est une forme linéaire positive normale fidèle
sur M1, et où T( est la trace canonique sur Jêf (7^).
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De plus, le centralisateur M^ de (p est isomorphe à ]~J^ M^ ® ^ (H,),
où le centralisateur M^ de \|/, est une algèbre de von Neumann finie 'de
genre dénombrable.

Posons N = M<p. D'après la proposition 2.5, on peut supposer, à iso-
morphisme spatial près, qu'il existe une partition de l'unité (pj)^i dans
Z ( N ) telle que M^ = M1 (x) ^ (H,) et N,, = N1 ® ̂  (̂ .), oùV' est
de genre dénombrable. D'après la remarque 2.6, on peut supposer en outre
que (p^1 (1 ® e) < + oo pour tout projecteur minimal e de ^ (H,). Comme
PieM^ pour tout ze7, la condition 1° est vérifiée ([11], th. 3.6).

Considérant désormais seulement ^pi sur M^ nous supposerons que
M = M1 ® jy ( H ) et N = M^ = N1 ® ^ (H),1 le poids (p étant stricte-
ment semi-fini et tel que (p (1 ® ^) < + oo pour tout projecteur minimal e
de ^(H). Pour tout xeÇN1)'^ et tout projecteur minimal e de ^ (H\
on a évidemment (p (^ ® è) < +00. De plus, si/est un autre projecteur
minimal de ^ (H), vérifions que (p (x 00 éQ = (p (x ®/). Soit M une
isométrie partielle de J^ (H) telle que ^M* = e et ^* M = /. On a alors
1 ® M e M^ d'où

(p(x (X)(?) = (p[(l ®M)(X (g) 1)(1 ®M*)] = (p[(l (X)M*)(1 ®M)(x ® 1)]

=<P[(l®/)(x®l)]=(p(x(x)/) .

On voit donc que x\->(^(x ® ^) est une trace finie fidèle sur (N^
qui ne dépend pas du projecteur minimal de ^ (H) considéré. Notons (pi
cette trace, et T la trace canonique sur ^ (H), et désignons par J l'idéal
bilatère des opérateurs de rang fini dans H. Comme les traces ^ \ N +

et (pi (x) T coïncident sur l'idéal bilatère N1 ® J ultrafaiblement dense
dans 7V, elles sont égales.

Par ailleurs, puisque (p est un poids strictement semi-fini, il existe une
espérance conditionnelle unique Tde M sur Attelle que (p = (p o r. D'après
le lemme 2.3, il existe 7\ eE(M1, N1) telle que T = 7\ ® 1. Notons v|/i
la forme positive normale (pi o 7\ sur M1. D'après la proposition 2.1 (ii),
on a (p = ((pi ® T) o (J\ ® 1) = \|/i ® T.

Vérifions enfin, pour achever la démonstration de la proposition, que
Mp = M^ (g) ̂  (H). On a M^ ® ̂  (H) Œ M^ car a? = a^ ® 1 pour
tout t G R. D'autre part, étant donné que \|/i = (p^ o 7^ où (pi est une
trace sur N\ on a N1 cz M\^ d'où M^ = N1 ® ̂  (^) == Af^ ® ^f (77).

2.8. COROLLAIRE. - ^m- les données précédentes, supposons que M
soit un facteur. Alors il existe un facteur de genre dénombrable M1, un
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espace hilbertien H, une forme linéaire positive normale fidèle v|/ sur M1,
et un isomorphisme spatial de M sur M1 00 ^ (H) transportant (p sur
\|/ (x) T, où T désigne la trace canonique sur ^ (H). Déplus M1 est un facteur,
et on a M^= M\® ^ (H).

Ce corollaire résulte immédiatement de la proposition 2.7. Rappelons
seulement que le centre de M étant contenu dans celui de M^, ici M est
un facteur.

Signalons que de tels poids strictement semi-finis dont le centralisateur
est un facteur se rencontrent par exemple dans l'étude des facteurs de
type III^ avec À e ) 0, 1 ( ([3], chap. V).

3. Groupe modulaire d'une espérance conditionnelle

3.1. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une sous-
algèbre de von Neumann de M. Soient (p e P (N) et Te E(M, N), et posons
\|/ = (p o T. Alors pour tout t e R on a ^ (N0) = N0, et Vautomorphisme
af [ N° ne dépend pas de (p, mais seulement de T.

Puisque \|/ est réduit par NÇvoir 1.1), on a cr^ (N) = N, d'où a^ (Nc) = 7V c

pour tout t e R. Soit (pi un autre élément de P (N). Posons

^i == ^i ° T et M == (D\|/i : D\|/).

D'après le lemme 1.6, pour tout t e R, on a ^ = (D(p^ : D^\ e N, d'où

a^ (x) == Ut ̂  (x) M* = a^ (x) pour tout x e N0.

3.2. DÉFINITIONS. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et TeE(M, N).

(a) Soit (p e P (N). D'après le lemme 3.1, l'automorphisme of071 [^c ne
dépend pas de (p. Il sera noté a^. Nous dirons que ̂  '. tv-> a^ est /^ groupe
modulaire de l'espérance conditionnelle T.

(b) Nous appellerons centralisateur de T, et nous noterons Afy, l'algèbre
des points fixes du groupe a'1 dans N0. Compte tenu de la définition de a^
pour tout \|/ e P (M) tel que \|/ = v|/ ° T on a My = -A^ n M^

3.3. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et T e E (M N).

(i) Soit a un automorphisme de M. Alors S = a ° To a~1 est un élément
de E(M, a (N)) et, pour tout t e R, on a a5 = a o a^ o a~1.
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(ii) Soit p un projecteur de Z (W), et posons T19 = T \ Mp. Alors le
commutant relatif de Np dans Mp est (N^p; il est stable par çsj pour tout
t e R, et on a ^p = ̂  \ N^.

(iii) Soit Q une autre sous-algèbre de von Neumann de M telle que
N c Q c M, et soit S e E (M, Q). On suppose que T = T o S. Alors Q0

est stable par or^ pour tout t e R, et Von a af = o^ | Q0.
(iv) Soient Q une autre algèbre de von Neumann, R une sous-algèbre

de von Neumann de Q, et SeEÇQ, R). Alors dans M ® g, on a
(N (g) RY = ̂  ® R0 et a^ = < (x) af pour tout t e R.

(i) Soit (p e P (a (N)), et posons \|/ = (p o 5'. On a (p o a e P (N) et
v | / o a = ( p o 5 ' o a = ( p o a o 7 ' . Ainsi le poids v|/ o a est réduit par N, et T
est l'élément de E(M,N) défini par ce poids. Pour tout x e N 0 et tout
t e R, on a donc

^W = cr^Oc) = oc-^oaOc) = a-^afoaOc).

(ii) On vérifie sans difficultés que (N^p est le commutant relatif de Np
dans Mp. Soit (p e P (W) tel que 7? e 7V<p, et posons \|/ = (p o r. Le poids
}\fP = v|/ [ M! est évidemment réduit par Np et l'élément de E(Mp, Np)
qu'il définit est Tp. Alors, pour tout ^ e R et tout x e A^, on a

or(x) = ar(x) = a?(x) = <(x).

(iii) Soit (p G P (AQ. Posons v ^ c p o T e t v I / ^ v l / l g 4 ' . Alors \|/' est un
poids normal fidèle semi-fini sur Q, et on a \|/ = \|/ o s. Il en résulte
que

a?(x) = a?(x) = <7^(x) pour tout xe 0e et tout teR.

(iv) Soient (pi e P (N) et (p^ e P (P). Posons \|/i = (pi o r et ^^ = <P2 ° tS'•
D'après la proposition 2.1, on a v|/i (x) \|/^ = ((p^ 0 (p^) o (r® 5'). Il en
résulte que, pour tout t e R, on a

^r05 ̂  ̂ ®^ | ̂ c ® ̂ c = 0?1 ® a?21 ̂ c ® R0 = ̂  ® af.

3.4. PROPOSITION. — 5'of^ M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et Te E (M, N). Il existe S e E (M, N^)
unique telle que T o S = T, et on a a8 = a7^.

Soit (p e P (AQ, et posons \|/ = (p o r. Comme N réduit \|/, on a
^(N^) = N^ pour tout ^eR, et il est clair que ^((A^ est semi-
fini. D'après le théorème 1.1, il existe S e E (M, N^) unique telle que
\[/ ° S = v|/.
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Pour tout x e M " ^ , on a

^[T(x)] = ̂ (x) = v|/(5(x)) = ̂ (To5(x)),

d'où T= To5' en vertu de l'assertion d'unicité dans le théorème 1.1.
Cela démontre l'existence de 5'. Si S^ S^ eE(M, N00) vérifient

To5'i = To^ = T pour tout xeM^
on a

^ [5i (x)] = ̂  ?1 M)] = ̂  [ T(S, (x))] = ̂ (S, (x)),

d'où 5\ = 52. Donc 5' est unique. Enfin on a a5 = ̂  d'après la propo-
sition 3.3 (iii).

3.5. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann de M, et Te E(M, N). Pour tout x e N0 et tout
y e M, il existe une fonction unique F ^ y définie sur la bande

BI = { z e C, 0 < Im z ^ 1 },

à valeurs dans N, bornée par \\ x \\'\\y \\ et ultrafaiblement continue sur B^
analytique à l'intérieur de B^ et telle que, pour tout t e R, on ait

F,.,(0 = T^(x)y) et F(t +0 = T(y^(x)).

Soient (p une forme positive normale sur N, etp son support. Soit q/ e P (N)
tel que (p' N^ = (p | N ^ . Posons \|/ == q/ o T, Tp = T| Mp, ^p = (p [ A^
et vj/^ = (pp o 7 .̂ Comme ̂  est une forme positive normale fidèle sur Mp,
il existe une fonction F^^yCÂ^ unique telle que, pour tout teR, on ait

^.,,(0 = <r, ^\p^pyp> = (cp^, ^(^(px)?^))
=<(pp,TP(pa?(x)^p)>

= <(pp, ^ T(^(x)y)pY = <(p, n^Mj;))
et

^p,.,, 0 + 0 = < ̂ p,?^ o^(px) > = < (p, T(^ a^x)) >.

Pour tout t e R, on a

|I^,,(OM|(P||. |M|. ||j.||
K..,/t+o|^|H|.|H|.|H|.

et

En utilisant le théorème de Phragmen-Lindelôf, on en déduit que

|F,,,.y(z)| ̂  ||(p||.||x|(. l l ^ l j pour tout zeBi.
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Considérons maintenant un élément (p de N, et soit w \ (p [ sa décompo-
sition polaire. Pour tout t e R, on a alors

< (p, T«(x) y) > = < | (p |, T(w <(x) }Q > = < | (p |, T(^(x) wy) >

=^M,.,.,(0,
et

<(p, 7W(x))>=<j(p|, T(^<(x))>=Fi,i^^+Q.

En posant F^^y = F^^y, on étend ainsi la définition de F^y aux
éléments de N^. L'application (p \-> F^y est linéaire, et pour tout z e B^
on a | ̂ y (z) | ̂  IMMMMMI- pour iou^ ze£^ il existe donc un
élément F^y(z) unique dans N tel que < (p, F^y(z)> = F^/z) pour
tout (pe^, et on a ||F^(z)|| ^ |M|.!M| sur'^i.

Il est clair que z t-> F ^ y (z) est ultrafaiblement continue sur B^ et holo-
morphe à l'intérieur de 2?i pour la topologie faible du dual, ou ce qui revient
au même, analytique pour la topologie normique ([9], sec. 3.10, 3.11).

3.6. DÉFINITION. - Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann de M. Soient TeEÇM, N), et a : t\->^
un groupe à un paramètre continu d'automorphismes de N0. Nous dirons
que T vérifie les conditions K. M. S. relativement à a si, pour tous x, y e N0,
il existe une fonction F^^y définie sur la bande B^ à valeurs dans Z (N\
bornée et ultrafaiblement continue sur B^ analytique à l'intérieur de B^
et telle que, pour tout t e R, on ait

F,,,(0 = T(^(x)y) et F^y(t +0 = T(y^(x)).

3.7. REMARQUES. — (a) Conservons les notations de la définition 3.6,
et supposons que T vérifie les conditions K. M. S. relativement à a.
Prenons x e N0 et y e Z (N^. Pour tout t e R, on a alors

F,,, (0 = T(a, (x) y) = T(y a, (x)) =F^y(t+i).

Par conséquent, F^y se prolonge en une fonction holomorphe, périodique
de période i, bornée sur C. Elle est donc constante sur B^ et on en déduit
que

T(o^(x)30= T(xy) pour tous tç=R, xeJV0 et yeZÇN0).

En prenant y = 1, on montre ainsi que T(^W) = T(x) pour tout
t e R et tout x e N0.

TOME 103 — 1975 — ?4



GROUPE MODULAIRE D'UNE ESPÉRANCE 403

En prenant x e Z (N^ et y = (o^ (x)-x)^, on voit que o^ (x) = x pour
tout t e R et tout x e Z (TV).

(&) Conservons toujours les notations de 3.6. Soient x e N C et y e N .
On a

T(x) }; = T(x}0 = T(yx) = ^ T(x), d'où TÇN') c Z (N).

Soient maintenant x et y deux éléments de N0. Comme les fonctions
t \-> TÇa^ (x) y ) et t\->T(y ^T (x)) prennent leurs valeurs dans Z (N\ la
fonction F^ y associée au couple x, y dans la proposition 3.5 prend égale-
ment ses valeurs dans Z (N). Ainsi la proposition 3.5 montre que T vérifie
les conditions K. M. S. relativement au groupe modulaire a7'. En particulier,
il résulte de Ça) ci-dessus que Z ( N 0 ) c: M^ et que T(a^ (x)) = T(x) pour
tout t e R et tout x e N°.

3.8. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann de M. Soient TeE(M,N), et a : 11-> a^
un groupe à un paramètre continu d'automorphismes de Nc. On suppose
que T vérifie les conditions K. M. S. relativement à a. Alors a est le groupe
modulaire ^T de T.

En utilisant la proposition 2.5, on peut suppose qu'il existe une partition
de l'unité (/^gj dans Z (N) telle que

M^ = M, ® ̂  (H,) et N p , = N, ® Jêf (H,),

où Ni est âne sous-algèbre de von Neumann de genre dénombrable de M,.
D'après 3.7, pour tout t e R et tout f e T , on a

Posons
^t(Pi)=Pi et ^(pi)=pi.

a;=ajN^ et T,=T|M^.

Alors a^1 = a^ [ TV^ (prop. 3.3 (ii)). Pour démontrer que a^ = o^, il
suffit de démontrer que o^ = a^1 pour tout ?e7. D'autre part, T^ vérifie
évidemment les conditions K. M. S. relativement à t \—> o^1.

En raison de ce qui précède, nous pouvons donc supposer que
M == MI ® Jêf (H) et N = N^ ® Jêf (AT), où A^i est une sous-algèbre de
von Neumann de genre dénombrable de M^. D'après le lemme 2.3, il
existe un élément 7\ de E(M^ 7V\) tel que T = T^ ® 1. Étant donné
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que N0 = N^ 00 1, pour tout t e R , il existe un automorphisme unique
a,1 de N{ tel que QC( = a,1 ® 1. De plus, 7^ vérifie évidemment les condi-
tions K. M. S. relativement au groupe t^^. En utilisant le fait que
OT = ^Tl ® 1 (prop. 3.3 (iv)), on est donc ramené à démontrer la pro-
position en supposant que N est de genre dénombrable.

Soit alors (p un état normal fidèle sur N. Posons \ | / = ( p o T e t \ | / = \ | / [ TV^.
Comme \|/ est réduit par N (voir th. 1.1), il est également réduit par ^c

et, pour tout t e R, on a a^7 = o-^ [ N0 = a^.
Soient x et y deux éléments de N^ et F^y la fonction associée au

couple x , y dans la définition 3.6. La fonction v|/ o p ^ y appartient h A^;
notons-la G^y. Pour tout t e R, on a

,̂,(0 = <^', ̂ ,y(0> = <<P, T(oc,(x)^)> = ̂ (^(x)y)

et de même, C7^,y (t +0 = v|/' (^ a, (x)). Ainsi l'état \|/ vérifie les conditions
K. M. S. relativement à a. Alors, d'après ([12], th. 13.2), le groupe
d'automorphismes a est le groupe modulaire de \|/', c'est-à-dire le groupe c .̂

3.9. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et TeE(M,N). Soient x e N ^ e t
X un nombre réel strictement positif. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(i) a^ (x) == 'k11 x pour tout t e R;
(ii) T ( x y ) = À T(y x) pour tout y e M;

(iii) T ( x y ) = 'k T(y x) pour tout y e N^

(i) => (ii). Supposons que ̂  (x) = ̂  (x) pour tout t e R, et soit y e M.
Considérons la fonction F y y associée au couple x, y dans la proposition 3.5.
Pour tout t e R, on a

F.,y(t)=T^(x)y)=^T(xy\

d'où il résulte que

F^y(z) = À,12 T(xy) pour tout zeB^

En particulier, si z = t+i, on obtient F^y(^ +0 = À^"1 T(^). Comme
d'autre part on a F^y (^ +/) = T(yaf(x)) = ̂ T ( y x ) , on en déduit
que T ( x y ) = ̂ T ( y x ) .

(ii) => (iii). Évident.
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(iii) => (i). Supposons que T ( x y ) = ̂  T ( y x ) pour tout y e N 0 . Soit
y e Nc, Pour tout t e R, on a

T«(x)j0 = TÇa^xa^y)) = T^OO)
^na^OO^^TO^W).

Ainsi la fonction F^ y, associée au couple x, y, est telle que

F, ,y(0=ÀF, ,y(^+0

pour tout ? e R. Posons

G^y(z)=<k~izF^^(z) pour tout zeB^.

Si t e R, on a alors

^.yO +0 = ̂ -^F^O +0 = ̂ "^(O = G^(t).

Par conséquent, G est une fonction bornée et ultrafaiblement continue
sur B^ analytique à l'intérieur de 2?i, périodique et de période i. C'est
donc une fonction constante.

On a ainsi montré que T(o^ (x) y ) = ̂ it T ( x y ) pour tout t e R et
tout y ç N " . En prenant y = (a^ (x)—^ x)^, on en déduit que
< (x) = ̂  x.

3.10. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et T G E (M, N). Pour qu'un élément x
de M soit dans My, il faut et il suffit que Von ait T ( x y ) = T(y x) pour
tout y e M. En particulier, le centralisateur M^ de T est une algèbre de
von Neumann finie.

Compte tenu de la proposition 3.9, pour démontrer la première asser-
tion de 3.10, il suffit de montrer que, si x est tel que T ( x y ) = T ( y x)
pour tout y e M, alors x e N " . Pour tout y e N, on a

y T(x) = T(yx) = T(xy) = T(x)y,

d'où T (x) e Z (N). Comme x* x possède la même propriété que x, on a
aussi T ( x x ^ ) == T(x* x ) e Z ( N ) . Pour tout y e N, on a alors

T(y*x*xy) = y* TÇx*x)y == y* y T(x*x),

TÇx^y^xy) = T(x*y*x)y = T(xx*y*)y = T(xx*)y*y = y* y T(x*x),

T(y*x"yx) = y* T(x* yx) = ̂ * T(xx^)y = y^ y T(x*x),

T(x*y*yx) = T(xx* y* y) = T(xx*)y*y = y* y T(x*x),
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d'où il résulte que T\(xy-yxY(xy—yx)~\ = 0. On en déduit que xy = yx
pour tout y e N, d'où x e Nc.

L'algèbre de von Neumann Mj, est finie car, si u e Mrj, est tel que M* u = 1,
on aura T(uu^) = T(u^ ù) = T(l), d'où TÇl-uu*) = 0 et uu* = 1.

3.11 PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M.

(i) Nc est semi-finie si et seulement s^il existe Te E (M, N) et un groupe
à un paramètre fortement continu v d'unitaires de N0 tel que a^ (x) = v^xv^
pour tout x e N0 et tout t e R. De plus, si cette condition est vérifiée, tout
élément de E (M, N) possède une propriété analogue.

(ii) Nc est finie si et seulement s'il existe TeEÇM, N) tel que a^ == 1
pour tout t e R.

(iii) N0 est abélienne si, et seulement si, pour tout TeEÇM, N) et tout
t e R, on a a7 = 1

D'après la proposition 2.5, nous pouvons supposer qu'il existe une
partition de l'unité (^i)igj dans Z ( N ) telle que

M^ = M, ® Jêf W et A^, = N, (g) ̂  (^),

où Ni est une sous-algèbre de von Neumann de genre dénombrable de M^.
Alors Nc est isomorphe au produit I^iei^T (X) l,et sera donc semi-finie
(resp. finie, abélienne) si, et seulement si, N^ = N^ (x) 1 l'est pour tout
iel. Par ailleurs, soit TeE(M,N). Pour tout iel, notons 5^ l'unique
élément de E(M,,Ni) tel que T\M^=S,®\. Compte tenu de la
proposition 3.3 (ii) et (iv), ^T sera induit par un groupe à un paramètre
continu d'unitaires de N0 (resp. trivial) si, et seulement si, S^ possède,
pour tout ici, une propriété semblable.

En raison de tout cela, nous supposerons désormais M de genre dénom-
brable. Soient T e E (M, N), et (p un état normal fidèle sur N. Posons
v|/ = (p o T. Alors \|/ est réduit par N, donc par N0, et en posant \|/' = \|/1 A^,
on a a^ = <j^ [ Nc = aj pour tout t e R.

On voit donc que, si N0 est semi-finie, pour tout Te E (M, N), le groupe
d'automorphismes c^ est induit par un groupe à paramètre continu d'uni-
taires de N0. Réciproquement, s'il existe T e E (M, N) ayant cette pro-
priété, alors N0 est semi-finie (voir [12], cor. 14.12).

De même, si T e E (M, N) est tel que o^ = 1 pour tout t e R, alors
v|/ sera une trace, et N0 sera finie. Réciproquement, supposons que N0
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est finie. Soit T' une trace finie fidèle sur N^ Fixons T e E (M, N) quelconque,
puis (p et \|/ comme ci-dessus. Comme N0 réduit \|/, il existe S e E (M, N0)
unique telle que \|/ = v|/' o S. Posons alors T = T' o s. D'après le lemme 1.6,
on a (Z)\(/ : 2)ï)^ = (Z)^' : Z)T')^ e A^ pour tout t e R. On voit donc que
a] laisse ̂  globalement invariant, car c'est le cas pour a^. Donc ^réduit T.
Notons 7\ l'élément de E (M, N), défini par T. Pour tout t e R, on a
•^=^1^ = < = ! .<7

L'assertion (iii) se démontre de la même manière puisque N " est abé-
lienne si, et seulement si, tout état normal fidèle sur Nc est une trace.

3.12. Remarque. — Conservons les notations de 3.11, et soit T e E (M, N).
Alors il existe sur N0 un poids normal fidèle strictement semi-fini admettant a7'
comme groupe modulaire. Lorsque N est de genre dénombrable, il suffit
de prendre la restriction à N0 d'un état de la forme (p o T, où (p est un
état normal fidèle sur N. Dans le cas général, nous pouvons supposer
l'existence d'une partition de l'unité Cpi)fgj dans Z ( N ) avec les propriétés
énoncées dans la démonstration précédente dont nous gardons les notations.
Pour tout î e l , étant donné que TV, est de genre dénombrable, il existe
un état normal fidèle \|̂  sur N " [ admettant a81 comme groupe modulaire.
Notons ̂  l'état correspondant sur N^ ® 1. Pour tout xeÇN^, posons
^ (x) = S ̂  ( P i x ) ' Alors \|/' est un poids normal fidèle strictement
semi-fini sur N0 tel que a^" = c^.

3.13. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M. On suppose que M et N sont
semi-finies. Alors Nc est semi-finie.

Soient T e E (M, N), et (p une trace normale fidèle semi-finie sur N.
Posons v|/ = (p o T. Comme M est semi-finie, il existe un groupe à un
paramètre fortement continu v d'unitaires de M tel que a^ (x) = v ^ x v *
pour tout xe M et tout t e R. D'autre part, comme (p est une trace, on
a N = N^ c M^. Il en résulte que v^ e N " pour tout t e R, et, d'après
la proposition 3.11, l'algèbre de von Neumann Nc est semi-finie.

3.14. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M. On suppose que N est semi-
finie et que M est engendrée par N et N0. Alors M est semi-finie si et
seulement si, Nc est semi-finie.

Si M est semi-finie, alors N " l'est aussi d'après le corollaire 3.13. Réci-
proquement, supposons N0 semi-finie. D'après la proposition 3.11 (i), il
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existe TeE(M,N) et un groupe à un paramètre fortement continu v
d'unitaires de N0 tels que af (x) = v^xv* pour tout x e N " et tout t eR.
Soit (p une trace normale fidèle semi-finie sur N, et posons v|/ = (p o T.

Pour tout :ve7V, on a

a^ (x) = ̂ (jc) == x = ̂ x^*,

et pour tout xeN°, on a

c^(x) = ̂ (x) = ̂ xi;*

Donc t? induit le groupe modulaire a^, et M est semi-finie.

3.15. Problème. — Les énoncés 3.13 et 3.14 sont-ils encore valables
sans supposer que N soit espérée dans M ?

4. Dérivées de Radon-Nikodym pour les espérances conditionnelles

4.1. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann de M. Soient (p e P (N), et 7\, T^ deux éléments
de E(M, N). Posons v|/i = (p o 7^ et ^2 == <P ° T2' Alors (^N^ : D^i) prend
ses valeurs dans Nc et ne dépend pas de (p, mais seulement de 7\ et T^.
De plus, (Dv|/2 : -O^i) est un cocycle pour tout poids de la forme (p' o 7^
avec (p' e P (AQ.

D'après le lemme 1.7, le vj/i-cocycle (Z)v|/2 : ̂ i) prend ses valeurs
dans N0. D'autre part, pour tout (peJ^AQ et tout r e R , on a
ç^'ori ^c ^ ^i j ^-c (lein^e 3^), On en déduit que W^ : Z>v|/i) est un
cocycle pour tout poids (p' o 7\ avec (p' e P (AQ.

Montrons que (2)v|/^ : ̂ i) ne dépend pas de (p. Soit q/ un autre élément
de P (N), et posons \|/i = (p' o 7\ et \|̂  = <P' ° TZ' II résulte du lemme 1.6
que

(Dv|/2 ; ̂ ^^(^i : ̂ ^iX6^ P0111* tout teR'
d'où

(D^ : ̂ vkiX=(^^2 : 2)^(^2 : 2)^i)t(^^i : D^[\
=(D^ : D^\(D^[ : 2)v|/i)*(2)v|/2 : D^,\
==(2)^ : 2)v|/i),.

4.2. DÉFINITION. -- Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et TeE(M,N).
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(a) Nous appellerons T-cocycle ou cocycle pour T une application
u : t \-> u^ fortement continue de R dans l'ensemble des unitaires de N0

qui soit un 1-cocycle pour l'action du groupe c^ sur les unitaires de N " ,
autrement dit telle que u^+^ = u^ a^ (^) pour tous t^ t^eR. Cela
signifie encore que u est un (p o T cocycle pour tout poids (p e P (N).

(b) Soit u un unitaire de N0. Alors l'application constante égale à u
est une cochaîne de degré zéro pour l'action de a1'. Son cobord t \—> M* a^ (u)
est un T-cocycle que nous appellerons le T-cobord dérivé de u.

(c) Avec les données de la proposition 4.1, la fonction t \—> (D^/^ : Zhj/i)^
qui ne dépend que de Ti et 7^ ^ra appelée la dérivée de Radon-Nikodym
de T^ P^ rapport à 7\, et sera notée t \-> (DT^ : DT^)^ D'après la pro-
position 4.1, cette fonction est un T^ -cocycle.

4.3. PROPOSITION. - Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et 7\, T^ deux éléments de E (M, N).

(i) Pour tout t e R, on a

(DT, :DT,\=(DT^ :DTi)*.

(ii) Si Ï3 est un autre élément de E (M, N), pour tout t e R, on a

(DÏ3 : DT,\=(DT, : DT^\(DT^ : DT,\.

(iii) Si a est un automorphisme de M, alors a o 7 \ o a ~ 1 et a o 7^ ° a"1

sont des éléments de E (M, a (W)) et, pour tout t e R, on a

(DaoT^oa" 1 : Dao T^ oa~1), = a[DT2 : £>Ti)j.

(iv) 5Ï p est un projecteur de N, posons T\ = Ti | M^ ^^ T^ == 7^ | Mp.
^tor^ T^ et T^ sont des éléments de E (Mp, Np) et, pour tout t e R, on a

(DT^:DT!\=p(DT, :DT,\.

(v) Soit Q une autre sous-algèbre de von Neumann de M telle que
N c Q c M, et soit S e E (M, Q). On suppose que 7\ = 7\ o 5'. Pour
que ^ = Ï2 ° S, il faut et il suffit que (DT^ : DT^\ e Q poir tout t e R,
et on a alors

(DT2 : DTi), = (DT^ | g : DTi | Q\ pour tout teR.
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(vi) Soient Q une autre algèbre de von Neumann, R une sous-algèbre
de von Neumann de g, et S^ S^ deux éléments de E(Q, R). Alors, pour
tout t e R, on a

(DT^®S^ : DT,(SS^=(DT^ : DT^^ÇDS^DS^

(i) et (ii) Soit (peP(TV), et posons (p; = (p o T, pour i = 1, 2, 3.
D'après [3] (lemme 1.2.3 (a)\ pour tout teR, on a

(DT, : DT^=(D(pi : D^\=(D^ : D^^=(DT^ : DT^
et

(DÏ3 : DTi),=(Z)(p3 : D(pi),=(D(p3 : D^\(D^ : D^,\
=(DT, : DT^(DT^ : DT,\

(iii) Soit (p e P (a (AQ). Pour i = 1,2, posons 5', = a o 7^ o a"1 et
\|̂  = (p o Si. On a (p o a e P (AQ, donc le poids v|/; o a = ((p o a) o T^ est
réduit par N, et T, est l'élément de E(M, N) qu'il définit. D'après le
lemme 1.3, pour tout teR, on a

(Z)Ï2 : DTi),=(Dv|^oa : D^, oa), = a-1 [(Dv|/2 : D î),]

=a-l[(D5, :D^)j.

(iv) Soit (p e P (AQ tel que p e N^. Posons (pi = (p o J\ et (p^ = (p o T^-
On a alors p e N^ cz M^ n M^. D'autre part, les poids (pf = (pi [M^
et (p^ = q>2 |M^ soût évidemment réduits par Np. Les éléments de
E(Mp, Np) qu'ils définissent sont respectivement T\ et T^, et on a

^[^CPÎI^^IN;.

Alors, d'après le lemme 1.4, pour tout t e R, on a

(DTf: DTf),=(D(pl : i)(pD,=^(D(p^ : D^\=p{DT^ : DT,\.

(v) Soit (peP(W) et, pour f = 1, 2, posons

(p ,=(po7 , , T;= T,\Q et (p ;=(po^ '=(pf |ô .

Par hypothèse, on a 7\ = Ti o S = T\ o 5', d'où (pi = (p^ o 5'.

Supposons que T^ = T^ ^ S = T^o S. Il en résulte que (p^ = (p^ ° 5'?
et, d'après le lemme 1.6, pour tout t e R , on a

(Z)T, : DT,\=(D^ : D(pi),=(D(p, : D(pi),=(DT, : DT^efi.
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Réciproquement, supposons que (DT^ : DT^\ e Q pour tout t e R. Alors
(-D(p2 : ̂ )(pi)ï appartient à <g pour tout t e R, et il résulte du lemme 1.6
que Q réduit (p^ et que q>2 = (p; ° S. On en déduit que

<P° Î2 =<P2 ̂ ^-S^Ç0^0^

d'où T^= T^o S d'après le théorème 1.1.

(vi) Soient (p^ei et (q^jçj deux familles de projecteurs deux à deux
orthogonaux, de genre dénombrable, de somme 1 dans N et R respecti-
vement. Alors (pi 00 qj) avec i e 1 et y e J est une famille de projecteurs
deux à deux orthogonaux, de genre dénombrable, de somme 1 dans N (g) R.
Il suffit de vérifier que

te®^)(^T2®^2 : DT,(S)S,\=[p,(DT^ : 2)Ti)j®[^(DT^ : DS,\]

pour tout i e 7 et tout 7 e J.

On a évidemment

T, 0 5, | (M ® ô)^ .̂ = ( T, | M )̂ (x) (5, | ô .̂) pour fc = 1, 2.

Aussi, compte tenu de l'assertion (iv) ci-dessus, on peut supposer que
N et R sont des algèbres de von Neumann de genre dénombrable. Prenons
alors un état normal fidèle (p sur N, et un état normal fidèle v|/ sur R, et
posons

T=(p00\|/, (p;=(p°Tp ^=\|/o5',
et

T^ = T o (T, (x) 5',) pour i = 1, 2.

La proposition 2.1 montre que T^. = (p; 00 \|̂  et le lemme 1.5 nous donne

(DT^®^ : 2)Ti®5i),=(2)T2 : 2)Ti),=(D(p2 : D(pO,®(D^ : D^,\
=(Z)T, : DT^®(D5, : D50,.

4.4. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et 7\, 7^ ^eux éléments de E (M, 7V).
Posons u = CDTz : ̂ ^i)- Alors, pour tout x e M, on peut prolonger
t \—> TI (x Ut) en une fonction ultrafaiblement continue Fy sur la bande
^-i = { zeC; -1 ̂  Imz^ 0 } à valeurs dans N, bornée par \\x\\surB_^
analytique à l'intérieur de B,^ et telle que F ̂ ( t — i ) = T^(u^x) pour tout
t e R .
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On notera qu'en particulier T^ (x) = FJ-f) pour tout x e M, ce qui
donne une définition explicite de T^ à partir de T^ et de u.

Soit (p un forme positive normale sur N, de supporta e N. Pour f = 1,2,
posons Tf = T; | Mp et \|/, = (p^ o yy. D'après la proposition 4.3 (iv), pour
tout t e R on a

pu,=(DT^: 2)TA=(Dv|/, : Dv|/^.

Comme v|/i et vj/^ sont des formes linéaires positives normales sur M ,
le théorème 1.2 montre que, pour tout x e M, la fonction de ^

(p [ TI (x M,)] = (p [p Fi (x M,) p] = ̂  (pxp RM,)

se prolonge en une fonction continue bornée F^ ̂  sur B^ analytique à
l'intérieur de B-^ et telle que

^q,,.. (t - Ï) = v|/2 (pM, j?xp) = (p [ T^ (pM, j?xj?)] == (p [ T^ (M, x)]

pour tout ^ £ R . On a donc [ 7^ (z) [ < [[ (p |[.|| x j [ pour tout z sur le
bord de B^ et par suite, pour tout z e B, i, grâce au théorème de Phragmen-
Lindelôf.

Considérons maintenant un élément quelconque (p du prédual N^ de 7 ,̂
et soit w . | ( p | sa décomposition polaire. Étant donné que

(p [Fi (xu,)] = | (p | (w T, (xu,)) = \ (p [ o T, (wxu,) = F, <p, , ,,(0,

on voit que t \-> (p [7\ (;n^)] se prolonge en une fonction F^ ^ continue
sur ^_i, analytique à l'intérieur de ff-i, bornée par

l l ^ l l - l l l ^ l l l ^ l l ^ l l . l l ^ l
et telle que

F^,At -0 = ̂ M,u,.0 -0 = |(p|(Ï2(^^)) = (p(Î2(^x))

pour tout ^ e R. Pour tout z e £ _ ^ l'application (p i-> F^ ^ (z) est linéaire
continue sur N^ ; il existe donc un élément F^ (z) de N unique tel que
<P [̂  (^)] == F^^ (z) pour tout (p e ̂ . On a [[ F, (z) || ^ [ [ x [[, et

^c(0 = Ti(^), F.O -0 = ̂ (^x)
pour tout t e R. De plus, l'application F^ : z ̂  F^ (z) est continue pour
la topologie ultrafaible de N sur B,^ et holomorphe à l'intérieur de ^_i
pour cette topologie, ou ce qui revient au même, analytique pour la topo-
logie normique.
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4.5. DÉFINITION. — Soient M une algèbre de von Neumann N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et T un élément de E (M, N). Nous
dirons qu'un T-cocycle u possède la propriété de prolongement analytique
si t \—> T (Uf) se prolonge en une fonction t^ définie sur la bande
^ - i = { z e C ; — l ^ I m z ^ O } , à valeurs dans N, bornée et ultra-
faiblement continue sur 2?_i, analytique dans cette bande, et prenant
pour z = —i la valeur 1. On dira que u^ est le prolongement analytique
de t\-> T(Ut) sur B_^

La proposition 4.4 montre que, pour tout S e E (M, N), le T-cocycle
(DS : DT) possède la propriété de prolongement analytique. Le théo-
rème 4.8 montrera que réciproquement tout T-cocycle possédant la pro-
priété de prolongement analytique est de ce type.

4.6. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann de M, et \|/i, v^ deux poids normaux fidèles semi-finis
sur M réduits par N. Notons 7\ et T, les éléments de E (M, N) définis
par \|/i et vj/^, et posons u = (D^, '' ^i)' On a ^^\N+ = ̂ 2\N+ si,
et seulement si, u est un T^-cocycle qui possède la propriété de prolongement
analytique.

Pour ; = 1, 2, posons (p; = \|/J N ^ . Si (pi = (p^, on a

W, : D^,) = (DT, : DT,),

et la proposition 4.4 montre alors que u est un 7\-cocycle qui possède
la propriété de prolongement analytique.

Réciproquement, supposons que u soit un 7\-cocycle qui possède la
propriété de prolongement analytique. Pour tout t e R, posons

v, = (DT, : DT,\.

On a
u,=(D^oT, : D(pi°TO,

=(D(p2°Ï2 : D^oT,\(D^oT, : D^oT,\
=(DT, : DT,\(D^ : D^\=v,(D^ : D(Ç,\.

Il en résulte que (D(Ç, : 2)(pi)^ e N0 n N = Z(N). Il existe alors un
opérateur positif injectif h affilié à Z (N) tel que (D(Ç, : D(Ç,\ = h^ pour
tout t e R (voir 1.2). Pour tout entier n > 0, soit e^eZ (N) le projecteur
spectral de h correspondant à l'intervalle (1/n, n). En prenant les valeurs
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pour z = — i des prolongements analytiques des membres extrêmes de la
relation

7\ (^) ̂  = TI (^ ^n) = Ti (^ y ̂ ) = TI (^) (hej\
il vient <?„ = h <?„. On a donc h = 1 et (pi = (p^.

4.7. LEMME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann de M, T un élément de E (M, N), et u une appli-
cation fortement continue de R dans le groupe unitaire de N0.

(i) Soit p un projecteur de N, et posons 7^ = T| Mp e EÇMp, Np).
On suppose que u est un T-cocycle. Alors u13 : t\->p u^ est un Tp-cocycle.
Si u possède la propriété de prolongement analytique, alors u1' possède la
même propriété.

(ii) Soit R une autre algèbre de von Neumann. On pose M^ = M ® R,
N^= N® R, TI = T® 1, et, pour tout t e R, v, = ^ ® 1. Pour que
v soit un T^-cocycle, il faut et il suffit que u soit un T-cocycle, et alors v
possède la propriété de prolongement analytique si, et seulement si, u possède
cette propriété.

(i) Soit (p e P (N) tel que p e N^, et posons \|/ = (p o r. Alors on a
p e N^ c= M^. Le poids ̂  e P (Mp) est réduit par Np, et TP est l'élément
de E (Mp, Np) défini par ^p.

Si u est un T-cocycle, pour s, t e R, on a

u^+s == u,^(u,) = u,a^(u,),
d'où

pM,+, = pu,^(u,) = pu^Hpu,) = PU^\PU^

Donc t\—>pUt est un T^-cocycle.
De plus, si M possède la propriété de prolongement analytique, et si

^T est le prolongement analytique de t\-> T(^) sur B_^, il est clair que
p T(u^) admet z ^ p u ^ ( z ) comme prolongement analytique sur 2?_i.

(ii) Considérons un poids (p e P (N) et un poids T e P (R), et posons
\|/ = (p o T. D'après la proposition 2.1 (ii), on a

((p ® ï) ° TI = ((p o T) (g) T = \(/ (X) T.

Pour tous ^, s e R, il en résulte que

Vf ̂  (Vs) = Vf ̂ \Vs) = (u, ® 1) a? ® a?(^ ® 1)
= ̂  a^) (x) 1 = ̂  a^u,) ® 1.
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On voit donc que u est un 7-cocycle si, et seulement si, v est un T^-cocycle.
D'autre part, si l'un de ces cocycles possède la propriété de prolongement
analytique, l'autre le possède aussi, car, pour tout t e R, on a

Ti (v,) = (T® l)(u, ® 1) = T(^) ® 1.

4.8. THÉORÈME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann de M, et T^eE (M, N). Alors T^ Y-> (DT^ : DT^)
est une bijection de l'ensemble E(M,N) sur l'ensemble des T\-cocycles
qui possèdent la propriété de prolongement analytique.

D'après la proposition 4.4, pour tout T^eE(M,N), le 7\-cocycle
(DT^ : -DTi) possède la propriété de prolongement analytique. Montrons
que Ï2 ̂  (z)^ '' DT^) est injective. Soient 7^ et T^ deux éléments de
E(M, N ) tels que (DT^ : DT^) = (DT^ : DT^). Soit (p e P (N), et posons
\|/f = (p ° T, pour ; = 2, 3. On a (7)v|/3 : D^^\ = (DT^ : DT^f = 1 pour tout
te R, d'où \|/2 == v|/3, et l'égalité 7^ = ^3 résulte alors du théorème 1.1.

Montrons maintenant que T^ \-> (DT^ : DT^) est surjective. Soit u un
Ti-cocycle qui possède la propriété de prolongement analytique. D'après
la proposition 2.5, on peut supposer qu'il existe dans Z (N) une partition
de l'unité (/^, telle que M^ = M, ® ̂  (H,) et A^ = N,® ^ (H,\
où Ni est une sous-algèbre de von Neumann de genre dénombrable de M^
Posons T[ = TI | M^. C'est un élément de E (M^, N p ) et, d'après le
lemme 4.7 (i), t\—>p^Ut est un 7^-cocycle qui possède la propriété de
prolongement analytique. Supposons que, pour tout i e I, on ait construit
T\ e E(M^ N p ) telle que (DT[ : DT[\ = p, u, pour tout t e R. D'après
le lemme 2.4, il existera alors un élément T^ de E (M, N) unique tel que
T^ \ M^ = T\ pour tout iel, et d'après la proposition 4.3 (iv), on aura

p,(DT, : DT,\=(DT1, : DT[\=p,u,

pour tout t e R et tout i e /, d'où (DT^ : DT^) = u.
Nous pouvons donc supposer que

M = MI ® Jêf (H) et N = N^ ® ^ (H\

où N^ est une sous-algèbre de von Neumann de genre dénombrable de M^
D'après le lemme 2.3, il existe un unique élément 5\ de E(M^ 7V\) tel
que TI = 5i (x) 1. Pour tout ? e R, soit î^ l'unique élément de N^ tel que
Ut = ^ ® 1. Du lemme 4.7 (ii), on déduit que v : t \—> v^ est un 5^-cocycle
qui possède la propriété de prolongement analytique; notons v81 le pro-
longement analytique de t\-> S^ (v^) sur ^_i. Soit alors (p un état normal
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fidèle sur A^, et posons \|/i = (p o 5^. Comme î; est un v|/i-cocycle, et comme
t^->^i (pi) = (p [5'i (^)] se prolonge sur la bande 5-i en une fonction
continue, analytique à l'intérieur de 2?_i, prenant pour z = —i la valeur
^[^'(-O] = <P(1) = 1, le théorème 1.2 montre qu'il existe un état
normal fidèle \|/2 sur M^ tel que (2)v|/2 : Z>\|/i) = u. Pour tout x e A\ et
tout ? e R. on a

a^(x) = ̂  (xH* = o?1 (x)eNi.

Donc 7V\ réduit \|/2, et d'après le lemme 4.6, on a vj/^ | A^i = \|/i [ N^ = (p.
Notons ^2 l'élément de E(M^N^\ défini par vj/^. On a alors
(DS^ : 2)5'i) = (Z)v|/2 : Z)v|/i) = r. Si on pose T^ = S 2 ® 1, la propo-
sition 4.3 (vi) nous donne, pour tout t e R ,

(DT^ : DT,\ = (D5^ : Z)5i), ® 1 = v, ® 1 = ̂ ,

ce qui achève la démonstration du théorème.

4.9. COROLLAIRE. — Conservons les données du théorème 4.8. Pour
que (DT^ : DT^) soit un T^-cobord dérivé de u e N0, il faut et il suffit que
TZ W == T^ (ux u*) pour tout x e M.

Pour montrer que la condition énoncée est suffisante, considérons un
élément (p de P (N) et pour i = 1,2, posons \|/, = (p o 7^. Si x e M+, on a

^W :=(p[T2W]=(p[Tl(M^M*)]=vkl(MXM*)

d'où
(DT, : DTi),=(D^ : ̂ vh)^^1^)^*^1^)

pour tout ^ e R ([3], lemme 1.4.3).
Réciproquement, supposons que (DT^ : DT^) soit un 7\-cobord

t \-> u* «j^ (u) dérivé d'un unitaire u de ^c. Pour tout x e M, posons
T;;(x) = 7\ (MXM*). Alors T^ appartient à E(M, N) et, d'après ce qui
précède, pour tout t e R, on a

(DT, : DT,\=u^^(u)=(DT, : DT,\,

d'où Ï2 = Ï2 d'après le théorème 4.8.

4.10. Remarque. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et 7\ e E (M, TV). Soit M un 7\-cocycle.
On vérifie immédiatement que u est un groupe à un paramètre si, et seule-
ment si, Uf e Mj^ pour tout t e R. Dans ces conditions, u est de la forme
11-> h'\ où A est un opérateur auto-adjoint positif injectif affilié à M^ .
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Dans la proposition suivante, nous caractérisons, parmi ces opérateurs,
ceux qui sont tels que le Ti-cocycle t \-> h11 possède la propriété de pro-
longement analytique. Si cette condition est réalisée, nous décrivons, en
fonction de 7\ et h, l'élément 7^ ^ E{M, N) tel que (DT^ '.DT^\ = h11-
pour tout t e R.

Nous donnerons en 5.2 une caractérisation des éléments T^ de E (M, N)
tels que (DT^ : DT^ soit un groupe à un paramètre.

Soit h un opérateur auto-adjoint positif injectif affilié à M^. Comme
dans [!!](§ 4), pour tout s > 0, nous posons h^ = h(\ +£/^)- l. Rappelons
que si s^ ^ s^, on a h^ ^ h^. D'après le corollaire 3.10, pour tout k e M^
et tout xeM4- , on a Ti (k x) = T^ (k^^x^l2) ^ 0. Il en résulte que
si Si ^ s^ et si xeM^, on a

O^T^x)^Ti(^x).

4.11. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et T^eE (M, N). Soit h un opérateur
auto-adjoint positif injectif affilié à Af^. Le T^-cocycle t \-> h^ possède la
propriété de prolongement analytique si, et seulement si, on a

supe>o^i(Àe)= 1.

De plus, si cette condition est réalisée, notons T^ Vêlement de E (M, N)
tel que (DT^ : DT^\ = h11 pour tout t e R. Alors T^ est l'unique appli-
cation linéaire de M dans N prenant en tout point x e M^ la valeur
sup,>o^i(M)-

Supposons que le J\-cocycle t \-> h11 possède la propriété de prolongement
analytique. Soit T^ l'élément de E(M, N) tel que (DT^ : DT^\ = h11 pour
tout t e R. Prenons un état normal (p sur N. Notons p son support, et
considérons un élément \|/ de P (N) tel que p e N^ et ^ \ N + = ( p [ 7 V ^ + .
Posons enfin \|/i = \|/ o 7\ et \|/2 = \|/ o T^. Comme

(Dv|/2 : D\|/i), = (DT^ : DT^ = h1' pour tout teR,

il résulte de [3] (lemme 1.2.3) que \1/2 = \|/i (A.). Pour tout xeM^, on
a donc

\|/ ( Ï2 (x)) = v|/2 (x) = sup, >o^i(h,x)= sup, > o \|/ ( Ti (h, x)),
d'où

(p(T^)) = v|/(p T^(x)p) = ̂ ( T ^ ( p x p ) ) = sup,>o^(7i (h,pxp))
== sup,>ov|/(Ti(^ ̂ )) = sup,>ov|/(p Ti(^ ^)P)
=sup,>o(p(Ti(^x)).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE 27



418 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Ceci étant valable pour tout état normal (p, défini sur 7V, il en résulte
que, pour tout x e M ' ^ ' , on a T^ (x) = supg>o Ti (AgX). En particulier si
x = 1, on obtient 1 = supç>o 7\ (Ag). On en déduit également la dernière
assertion de la proposition.

Il reste à prouver que si supg>o Ti (Ag) = 1, le Ti-cocycle t h-> h^ possède
la propriété de prolongement analytique. Soit (peP(TV), et posons
\[/i = (p o Ti. Comme h est affilié à Af^ c: M^, nous pouvons considérer
le poids, v|/2 = v|/i (A.). Si x e N ' ^ ' , on a

\|/2 (X) = SUpg > o \|/i (^ X) = SUpg > Q (? ( TI (^) ̂ ).

Étant donné que (Ti (Ag))g>o est une famille filtrante croissante d'éléments
de Z (N), de borne supérieure 1, pour tout x e 7V+, on a supg>o 7\ (Àg) ^ = x,
d'où \|/2 (^) = (p 00. D'autre part, pour tout x e M et tout t e R, on a
CT^(X) = ^a^Wh-1' d'après [11] (th. 4.6).

En particulier, si x e N, on obtient o^2 (^) = a^1 (x) = of (^) eTV.
Ainsi \|/2 est réduit par N, et \|/2 | A'4' = (p = v|/i JV4'. Il résulte alors du
lemme 4.6 que t\—>hlt= (Z>v|/2 ^ ^^1)^ est un 7\-cocycle qui possède la
propriété de prolongement analytique.

4.12. Remarques :

(a) Conservons les notations de 4.11. Supposons que h soit un élément
inversible positif de Mj^. Pour tout état normal (p de N, (p o 7\ est un état
normal de M, donc ((p o 7\) (A) est dans l'enveloppe convexe du spectre
de h. On a donc ((p o 7\) (À) > 0 pour tout état normal (p de N, et 7\ (À)
est donc inversible dans N. En fait, c'est un élément de Z(N) (voir prop. 5.1).
Alors k = h T^ (h)~1 est tel que 7\ (^) = 1, et par conséquent
u : t^k11 = h^ 7\ (Â)"^ est un Ti-cocycle qui possède la propriété de
prolongement analytique. L'élément 7^ de E (M» ̂ ) tel que

(DT^ : DT,) = u
est l'application

x i-̂  T^ (fex) = TI (70~1 TI (hx).

(b) Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-algèbre de
von Neumann de M, et Ti, T^eEÇM, N). Pour que a71 = a7^2 il faut
et il suffit que u == (DT^ : DT^) prenne ses valeurs dans Z (N0) car, pour
tout x e N0 et tout t e R, on a cr^2 (x) = ^ a^1 (x) M*. Alors M est un groupe
à un paramètre t H-» A^, où h est auto-adjoint positif affilié à Z (7Vc). Si A^
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est un facteur, on a h = 1, ce qui prouve que T\-> ̂ T est alors injective.
Ceci généralise le fait que, sur un facteur, il y a au plus un état normal K. M. S.
pour un groupe à un paramètre d'automorphismes donné.

(c) Dans le même ordre d'idées, soit M une algèbre de von Neumann
de genre dénombrable. Tout état normal fidèle \|/ sur M est réduit par
Z (M) (car Z (M) c: M^), et il existe T ^ e E (M, Z (M)) unique telle que
v|/o 7^ = \|/. Soit (p un autre état normal fidèle. D'après le lemme 1.6,
on a T^ = T^p si, et seulement si, (Z)v|/ : Z)(p) prend ses valeurs dans Z (M),
donc si, et seulement si, a^ = a7^ d'après la remarque (b). Mais évi-
demment ici on a a^ = a^ et a7^ = o^. Notons K (M) le quotient de
l'ensemble des états normaux fidèles définis sur M pour la relation d'équi-
valence « avoir le même groupe d'automorphismes modulaires ». Les
remarques précédentes montrent que \|/ h-> T^ définit par passage au quotient
une bijection de K(M) sur E (M, Z (M)).

5. Bijection canonique de E (M, N) sur E (N^ Z (N))

5.1. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M.

(i) Soit TeEÇM, N), et posons T' = T\NC. Alors T' est un élément
de E (N\ Z (7V)), et pour tout t e R, on a a^ = a .̂

(ii) Soient S et T deux éléments de E (M, 7V). Posons S ' = S \ TV0 et
T ' = T | TV.

Alors, pour t e R, on a {DS : DT\ = (DS' : DT'\.

(i) On a d'une part Z ( N ) c N^ d'où Z (N) c TÇN^ et d'autre part
on voit facilement que TÇN0) c: Z ( N ) (voir rem. 3.7 (b)). On en déduit
que T ' = T\NC est bien un élément de EÇN0, Z (N)).

Comme Z (7V) est contenue dans Z (TV), le commutant relatif de Z (JV)
dans ^c est N " . Alors T' vérifie évidemment la condition K. M. S. rela-
tivement à a7', et la conclusion résulte de la proposition 3.8.

(ii) D'après la proposition 2.5, on peut supposer qu'il existe une par-
tition de l'unité (^gj dans Z (N) telle que

M^ = M, ® Jêf (H,) et N,, = N, ® ̂  (Jf,),

où Ni est une sous-algèbre de von Neumann de genre dénombrable de M,.
Posons

T,=T|M^ et ^=7,1^= r|̂ ,
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et notons 5',, S^ les espérances conditionnelles construites de façon ana-
logue à partir de S. Pour démontrer que (DS : DT) = (DS' : DT'\ il
suffit de prouver que (DS : DT)tp, = (2)5" : DT^^Pi pour tout te R et
tout iel, soit encore

(DS,:DT,\=(DSi: DTO

d'après la proposition 4.3 (iv). Nous pouvons donc supposer que
M = MI ® ̂  (H) et N = N^ 0 ^ (H), où N^ est une sous-algèbre de
von Neumann de genre dénombrable de M^. Soit alors 7\ l'unique
élément de E (M^, N^) tel que T = 7\ ® 1 et posons T'i = 7\ \N^.
Comme N " = ̂  (g) 1, on a T' = 7^ (x) 1. Notons 5\ et ^ les objets
analogues relatifs à 5. La proposition 4.3 (vi) montre qu'il suffit de
vérifier que

(DS^ : DT^) = (DS[ : DT\).

On est ainsi ramené au cas où N est de genre dénombrable.
Dans ce cas, soit (p un état normal fidèle sur N, et posons

\|/i=(poT, v|/^=(po5, \|/i ̂ jN^cpor, v|/2 ^^iN^cpo.S'.

D'après le lemme 1.8, on a

(DS : DT) = (D\|/2 : Dv|/i) = (Dv|/2 : D\|/i) = (DS" : DT).

5.2. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann de M, et T^, T^ deux éléments de E (M, N).
Alors (DT^ : DT^) est un groupe à un paramètre si, et seulement si,
T'^ = T^\ N0 est invariante par les automorphismes a^1.

L'invariance de 7^ par a^ signifie ici que T\ o o^1 = T;, car T; (N^
est contenu dans Mj^.

Fixons ÏQ e R, et notons a l'automorphisme o-^1 de Nc. En utilisant
l'invariance de T\ par a et les propositions 4.3 (iii) et 5.1 (ii), pour tout
t e R, on obtient

(DT.oa : 2) T^ =(2)^0 a : DT[\(DT[ : DT'^
=(DT2oa : DTioa),(£)T/ : DT^
= a-1 [(DT, : DT,\-](DT, : DT,\
=a- l[(DT, :DT,\](DT, : DT,\.
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D'autre part, on a 7^ ° a = ̂  si» et seulement si, (2)7^ o a : DT^\ = 1
pour tout t e R. On en déduit que 7^ est invariant par ^Tl si, et seulement
si, (DT^ : DT^\ e M^ pour tout t e R, c'est-à-dire si, et seulement si,
(DT^ : DT^) est un groupe à un paramètre.

5.3. THÉORÈME. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M. L'application r : T\—> T\ Nc

est une bijection de E (M, N) sur E (N0, Z (N)).
D'après la proposition 5.1, pour tout TeE(M,N), on a bien

T\NC eE (N0, Z (N)). Toujours d'après cette proposition, si 7\ et T^ sont
deux éléments de E (M, N) dont les restrictions T[ et 7^ à N0 sont égales,
on a

(DT, :DT,\=(DT, :DT[\=1

pour tout t e R et par suite 7^ = T! (th- 4.8). L'application r est donc
injective. Montrons qu'elle est surjective.

Soit T ' un élément de E (N^ Z (N)), et soit T^ un élément de E (M, N).
Posons u = (DT' : Dr (Ti)). D'après la proposition 4.4, u est un
r (7\)-cocycle qui possède la propriété de prolongement analytique. Comme
u est aussi un 7\-cocycle (prop. 5.1 (i)), d'après le théorème 4.8, il existe
Te E(M, N) tel que (DT : DT^) = u. La proposition 5.1 (i) nous donne
alors

(Dr(T): Dr(T,)) = (DT : DT,) = u = (DT : Dr(T,)).

On a donc r (T) = T ' et r est bien surjective.

5.4. Remarque. — Si N est un facteur, T\—>T\Ncest une bijection de
E(M, N) sur l'ensemble des états normaux fidèles de N " . On peut donc
dire que la « dimension » de E (M, N) est très liée à celle du prédual de Nc,
donc à celle de Nc.

5.5. LEMME. — Soient R une algèbre de von Neumann de genre dénom-
brable, et A une sous-algèbre de von Neumann de R distincte de R. Il existe
sur R deux états normaux fidèles distincts ayant la même restriction à A.

Soit x un élément de R+ n'appartenant pas à A. D'après le théorème
de Hahn-Banach appliqué à l'espace vectoriel réel des éléments hermitiens
de R, il existe une forme linéaire hermitienne / ultrafaiblement continue
sur R, nulle sur A, et telle que/(x) i=- 0. Soient/4' et/" les parties posi-
tives et négatives de/. On a alors/4' \A =f~ \A, donc en particulier
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/+(!)=/- (l), et /+ (x) ^f~ (x). Soit alors g un état normal fidèle
sur M. En posant

fl^f+g, /2=/"+^

et en normalisant correctement ces formes, on obtient des états vérifiant
les conditions énoncées.

5.6. THÉORÈME. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann espérée de M. Pour que E (M, N) soit réduit à
un seul élément, il faut et il suffit que Nc soit inclus dans N.

La condition suffisante est due à A. CONNES ([3], th. 1.5.2), et se
déduit immédiatement du théorème 5.3. En effet, N° c: N signifie que
N° = Z(N). Dans ce cas E(N\ Z(N)) est réduit à un seul élément, et
il en est de même de E (M, N).

Réciproquement, supposons que N0 soit distinct de Z (N), et montrons
que E (M, N) contient au moins deux éléments distincts ou, ce qui revient
au même, que E ( N 0 , Z (N)) contient deux éléments distincts. Soit (/?i)fej
une partition de l'unité de Z (N), où/^ est, pour tout i e /, de genre dénom-
brable (par exemple un projecteur cyclique). Comme Z ( N ) est espérée
dans 7Vc (prop. 5.1), pour tout i e I, N^ est de genre dénombrable. Il existe
au moins un indice ;o e î te! q^ Z(N).. -^ N0 . D'après le lemme 5.5

-l0 t0

il existe deux états normaux fidèles /i,/2 sur N0 distincts, et égaux sur
"»0

Z (N).. . Pour tout i e l distinct de ;o choisissons un état normal fidèle
'•lo

gi sur N^ et, pour x e ( N C ) + , posons

(PlOO ̂ (^^L^-o^O^) <P200 =f2^Pio)+'Li^iagi^Pi)'

On obtient ainsi deux poids strictement semi-finis sur N0 et tels que
^t^SOÎ<pi n ̂ 2 pour tout iel, donc de restriction à Z (N)+ semi-finie.
Comme on a Z (N) <= Z (A^) c: M^ n M^, on voit que Z (N) réduit
^i e^ ̂  Soient 7\, T^ e E(NC, Z (N)) les éléments définis par (p^ et (p^.
Comme (pi et (p^ ont même restriction à Z C^V)"1" et sont distincts, on a
nécessairement 7\ ^ T^.

5.7. COROLLAIRE. — Soient M une algèbre de von Neumann, A une sous-
algèbre de von Neumann abélienne espérée de M. Pour que EÇM, A) soit
réduit à un seul élément, il faut et il suffit que A soit abélienne maximale.

La condition suffisante est depuis longtemps connue (par exemple,
voir [14], th. 6.1). La condition nécessaire nous semble nouvelle.
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5.8. DÉFINITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M, et T un élément de E (M, N).
Si a^ = 1 pour tout t e R, nous dirons que T est une application bécarre
de M sur N. La proposition 3.11 montre qu'il existe une application bécarre
de M sur N si, et seulement si, N0 est finie. Dans le cas où N = Z (M),
on retrouve un résultat classique de J. DIXMIER ([8], chap. III, § 4, th. 3),
comme le montre la proposition suivante.

5.9. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, N une sous-
algèbre de von Neumann espérée de M. Pour un élément T de E (M, N),
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est une application bécarre;
(ii) T(xy) = T(yx) pour tout x e M et tout y e N0;

(iii) T(uxu^) = T(x) pour tout x e M et tout unitaire u de N0;
(iv) T | N0 est une application bécarre de N " sur Z (N).

(i)o(ii) d'après le corollaire 3.10 caractérisant le centralisateur My
de T.

(ii) <^> (iii) du fait que tout y e N0 est combinaison linéaire de quatre
unitaires de Nc.

(iii)<=>(iv) d'après la proposition 5.1 (i).

5.10. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M telle que N0 soit finie. Pour
qu'il existe une seule application bécarre de M sur N, il faut et il suffit que
Z(A^) = Z{N\

D'après la proposition 5.9 (iv), Te E(M, N) est une application bécarre
si, et seulement si, T ' = T [ N° est une application bécarre de N° sur Z (N).
Si Z (N) == Z (A^), d'après un résultat de J. DIXMIER ([8], chap. III,
§ 4, th. 3) une telle application bécarre de N " sur Z (A^) est unique, d'où
l'unicité de T en utilisant le théorème 5.3.

Notons que cette unicité résulte aussi de l'étude précédente de la façon
suivante. Soit S une autre application bécarre. D'après la remarque 4.12 (b),
u = (DS : DT) est un groupe à un paramètre t ï-^h1^ où h est auto-adjoint
positif, injectif, affilié à Z (A^). D'autre part, t}-> T(u,) = TÇh1') admet
un prolongement analytique u7' sur la bande ^_i de C avec ^T (-;•)= 1.
Si on suppose que ZÇN0) = Z (N), on a TÇh1') = h11 pour tout t e R.
On en déduit que h = 1, d'où (DS : DT\ = 1 pour tout t e R, d'où S = T.
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Réciproquement, supposons qu'il existe une seule application bécarre
Tde M sur N. D'après la proposition 3.4, il existe une application bécarre
S de M sur N00. De plus, toujours d'après la proposition 3.4, pour tout
7\ e E (N^, N), l'application 7\ o 5'est bécarre. Il en résulte que E (N^, N)
est réduit au seul élément T\NCC. On a donc N ' n N^ = Z ( N ) (th. 5.6).
Comme Z (N0) est contenu dans N ' n N^, on en déduit que Z(W) = Z(N).

5.11. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann espérée de M. Pour que N0 soit finie, il faut
et il suffit que M soit G-finîe pour le groupe G des automorphîsmes intérieurs
de M définis par les unitaires de Nc.

Si N0 est finie, il existe une application bécarre T de M sur N00

(prop. 3.11 (ii) et 3.4). Comme N00 est l'algèbre M° des points fixes de G,
on voit que Test un élément de E (M, M°) qui est G-invariant (prop. 5.9 (iii).
Donc M est G-finie (voir [10]).

Réciproquement, si M est G'-finie, il existe TeEÇM.N00) qui est
G-invariante. C'est une application bécarre de M sur N00 (prop. 5.9 (iii),
donc N^ = N0 est finie (prop. 3.11 (ii)).

5.12. PROPOSITION. — Soient M une algèbre de von Neumann, et N une
sous-algèbre de von Neumann de M. On suppose que N est semi-finie, égale
à N^ et que N0 est finie. Soit G le groupe des automorphîsmes intérieurs
de M définis par les unitaires de N0. Notons P° (M) V'ensemble des éléments
de P(M) qui sont invariants par G. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) N est espérée;
(ii) il existe T e P0 (M) tel que T | 7V+ soit semi-fini;

(iii) P° (M) ^ 0 et tout T e P° (M) est tel que ^ \ N + soit semi-fini.

De plus, si T désigne Punique application bécarre de M sur N, alors on
a T o T = T pour tout T e P° (M).

Faisons une remarque préliminaire. Soit u un unitaire de M, et soit oCy
l'automorphisme intérieur qu'il définit. On a

(Dcpoa^ : D(ç)t == u*^(u) pour tout teR et tout (p£P(M)

([3], lemme 1.4.3). On voit donc que (p o ay = (p si, et seulement si,
cr^ (u) = u pour tout t e R, c'est-à-dire si, et seulement si, u e M^. Ainsi,
pour tout reP^M), on a Nc c: M,. Comme N est normale, N = N^
est donc invariante par les automorphismes modulaires a].

(ii) => (i) En effet, sous l'hypothèse (ii), la remarque ci-dessus montre
que N réduit T et le théorème 1.1 montre que N est espérée.
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(i) => (iii) Supposons que N soit espérée. Comme N " est finie, il existe une
application bécarre Tde M sur N (prop. 3.11 (ii)), et il n'en existe qu'une
car N étant normale, on a Z (N) = Z(A^) (prop. 5.10). Pour tout (p e P (N\
le poids (p o T appartient évidemment à P° (M) et donc PG (M) n'est pas
vide. Soit (p une trace normale semi-finie sur N, et posons \|/ = (p o T.
Comme T est une application bécarre, on a N " = M^ = M^ n N0 <=. M^.
D'autre part, si T est un élément de PG (M), on a N " c M, d'après la
remarque préliminaire. On voit donc que (Z>T : Z)\[/) prend ses valeurs
dans Ncc == N. Le lemme 1.6 montre alors que T est réduit par N, ce qui
démontre (iii), et que T = T o T, ce qui établit la dernière assertion de
l'énoncé.

(iii) ==> (ii) est évident.

5.13. Remarques. — En appliquant cet énoncé à divers cas particuliers
on retrouve des résultats plus ou moins connus.

(a) Supposons M semi-finie. Une sous-algèbre de von Neumann N de M
vérifiant les hypothèses de la proposition 5.12 est espérée si et seulement
s'il existe une trace T e P (M) telle que ^ \ N + soit semi-finie, et alors toute
trace normale fidèle semi-finie sur M possède cette propriété. Ceci s'applique
en particulier aux sous-algèbres abéliennes maximales de M.

(b) Supposons M finie, et prenons N = Z (M). On retrouve le fait que
toute trace T e P (M) a une restriction à Z (M)^ semi-finie et se factorise
à travers l'application bécarre de M sur Z(M). En particulier, toute
trace T e P (M) a une restriction semi-finie sur toute sous-algèbre abé-
lienne maximale de M, et par conséquent les sous-algèbres abéliennes
maximales de M sont espérées.

(c) M étant quelconque, soient N une sous-algèbre abélienne maximale
de M, et G le groupe des automorphismes intérieurs de M définis par les
unitaires de N. Un élément (p de P (M) appartient à P° (M) si, et seulement
si, N c: M . On voit donc que N est espérée si et seulement s'il existe
(p e P (M) tel que N c M^ et (p [ N + e P (N). En outre, dans ces condi-
tions, tout autre poids \|/ e P (M), vérifiant N c M^ est tel que
^ \N^ e P ( N ) .
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