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GROUPE MODULAIRE D’UNE ESPERANCE CONDITIONNELLE
DANS UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN

PAR

Francors COMBES et CLAIRE DELAROCHE

[Orléans]

REsuME. — Dans cet article, on montre que les notions de groupe modulaire et de
dérivée de Radon-Nikodym, définies pour les poids normaux fidéles semi-finis sur
une algébre de von Neumann M, peuvent étre introduites, avec des propriétés semblables,
pour les espérances conditionnelles normales fideles sur M. Plusieurs applications de
cette étude sont données.

Introduction

La notion d’espérance conditionnelle, si utilisée en théorie des proba-
bilités, fut introduite dans I’étude des traces sur les algébres de von Neumann,
vers 1950, par J. DixMIerR ([6], [7]), et étudiée systématiquement par
d’autres auteurs ([15], [14],...). Elle n’a jamais cessé d’apparaitre depuis
comme un élément important de la théorie des algébres de von Neumann,
en liaison avec la notion de poids ([1], [2]) et la théorie de Tomita [13],
la décomposition des algébres de von Neumann comme produit croisé
discret ([3], [5]), les propriétés de G-finitude pour un groupe d’auto-
morphismes G [10],...

Au paragraphe 3, nous définissons le groupe oT des automorphismes
modulaires d’une espérance conditionnelle T (voir 3.2). C’est un groupe
4 un paramétre continu d’automorphismes du commutant relatif N¢ de
I'image N de T, et nous montrons, dans la proposition 3.8, qu’il est carac-
térisé par les conditions K. M. S. énoncées en 3.6, analogues a celles qui
caractérisent le groupe modulaire d’un état. Nous montrons dans la pro-
position 3.11 que le type de N° est 1ié & o” : I’algebre N° est semi-finie
si et seulement s’il existe un groupe & un paramétre continu d’unitaires
de N°¢induisant o7 ; I’algébre N°€ est finie si et seulement s’il existe au moins
une espérance conditionnelle 7 de M sur N telle que 6™ = 1 pour tout 7 € R.
Ceci permet de répondre & un probléme posé depuis longtemps : si M
et N sont semi-finies, le commutant relatif N° de N dans M est-il semi-
fini ? La réponse est affirmative dés que N est ’image d’une espérance
conditionnelle (voir cor. 3.13).
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386 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Au paragraphe 4, nous définissons la dérivée de Radon-Nikodym
(D T, : D Ty) d’une espérance conditionnelle 7, de M sur N, par rapport
a une autre telle espérance conditionnelle 7'; (voir 4.2). C’est une appli-
cation fortement continue de R dans le groupe unitaire de N°, qui est un
1-cocycle pour I’action de ¢™* sur les unitaires de N°, et qui satisfait & une
condition K. M. S. (voir prop. 4.4). Nous montrons dans le théoréme 4.8
que T,— (DT, :DT,) est injective, et que son image est ’ensemble
des 1-cocycles relatifs a I’action de o™ dans le groupe unitaire de N¢ qui
posséde la propriété de prolongement analytique définie en 4.5. Cette
étude utilise et généralise les résultats donnés par A. CONNES pour les
états normaux fidéles que 1’on peut considérer comme des espérances
conditionnelles de M sur C.1.

Au paragraphe 5, nous donnons d’autres applications de toute I’étude
précédente. Ainsi, le théoréme 4.8 est utilisé pour montrer, en 5.3, que
T+ T| N° est une bijection de E (M, N) sur E (N¢, Z (N)) (voir notations
qui suivent). Comme corollaire, nous démontrons la réciproque de la
propriété suivante établie par A. CoNNES ([3], th. 1.5.5 (@) : si N°< N,
alors E(M, N) est réduit & un seul élément. Nous revenons ensuite sur
le cas ou il existe des espérances conditionnelles 7 de M sur N telles
que oF = 1 pour tout # € R. Nous appelons applications bécarres de telles
espérances conditionnelles. Elles généralisent parfaitement les appli-
cations bécarres de J. DIXMIER (voir prop. 5.9) que nous retrouvon,
dans le cas ou N est le centre de M. Si N est I’image d’une espérance condis
tionnelle, nous montrons qu’elle est I’image d’une application bécarre si-
et seulement si, M est G-finie pour le groupe G des automorphismes intérieurs
de M définis par les unitaires de N°, et lorsqu’il en est ainsi, il existe une
seule application bécarre de M sur N si, et seulement si, Z (N€) = Z(N)
(voir 5.10 et 5.11).

Les paragraphes 1 et 2, dont nous n’avons pas parlé, sont consacrés
a des préliminaires utilisés dans la suite. Le premier paragraphe concerne
la dérivée de Radon-Nikodym de deux poids au sens de A. CONNES.
Le deuxiéme donne un procédé pour réduire I’étude des espérances condi-
tionnelles au cas ou M est de genre dénombrable.

Nous remercions particuliérement A. CONNES, auquel nous devons
d’intéressantes remarques qui furent le point de départ de cette étude.

Notations. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une sous-
algébre de von Neumann de M. Nous noterons
Z (M) le centre de M,
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GROUPE MODULAIRE D’UNE ESPERANCE 387

N° le commutant relatif N'n M de N, N°° le commutant relatif de N¢, etc.

Une espérance conditionnelle de M sur N est une application linéaire
positive T de M sur N telle que T (x) = x pour tout x € N. Une telle
application est normiquement continue de norme 1 et, pour tout x € M,
yetzeN,ona T(yxz) =y T(x)z (voir [14], th. 3.1). L’ensemble des
espérances conditionnelles normales fidéles de M sur N sera noté E (M, N),
et si £(M, N) n’est pas vide, nous dirons que N est une sous-algébre de
von Neumann espérée de M. Si p est un projecteur de Netsi T e E (M, N),
nous noterons 77 la restriction de T a I’algebre réduite M,,. C’est un élément
de E(M,, N,).

Un poids ¢ sur M est une fonction de M™* dans (0, + ) telle que

o(x+y)=0(x)+9(y) pour x et y dans M~
et
o(Ax)=2p(x) pour A=0 et xeM"®.

L’ensemble 9, des x € M tels que ¢ (x* x) <+ oo est un idéal a gauche
de M et M, = NF N, est une sous-algébre involutive de M engendrée
linéairement par ’ensemble des x e M ™ tels que ¢ (x) <+ 0. On dit que
¢ est semi-fini si M, est faiblement dense dans M. L’ensemble des poids
normaux, fidéles, semi-finis sur M sera noté P (M).

Pour tout ¢ € P (M), nous adopterons les notations usuelles de la théorie
des poids et de la théorie de Tomita (voir [1] et [12]). En particulier, A, désignera
I’injection canonique de I’espace préhilbertien 3, muni de la forme sesqui-
linéaire (x, y) — @ (y* x) dans I’espace hilbertien complété H,, et 6* dési-
gnera le groupe & un paramétre continu des automorphismes modulaires
définis par ¢ sur M. Nous noterons M, le centralisateur de ¢, c’est-a-dire
la sous-algébre de von Neumann des éléments de M invariants par .

Si o e P(N) et si T est une application linéaire positive de M dans N
(espérance conditionnelle, homomorphisme...), par abus de notation,
@ o T désignera le poids x— ¢ [T (x)] sur M*.

Nous dirons qu’une sous-algébre involutive faiblement fermée R de M
réduit le poids g e P (M) si ¢ | R™ est semi-fini (donc appartient & P (R))
et si 6? (R) = R pour tout ¢ € R. Rappelons que, dans ce cas, le groupe
t—o? | R vérifie les conditions K. M.S. pour le poids ¢ |R". c’est
donc le groupe modulaire de ce poids.

Pour tout projecteur p de M, on a p M, p = M, ([11], th. 3.6), donc
[0} | M ; est élément de P (M), et M, réduit ¢. Ce poids sera appelé poids
réduit de ¢ par p, et noté .
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388 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Soit p un projecteur de M. Il existe ¢ € P (M) strictement semi-fini
tel que p € M. Si p est support d’une forme linéaire positive normale f,
on peut en outre supposer que ¢° = f ] M ; . En effet, soient (f}) ;.,, et
(fDie1, des formes linéaires positives normales dont les supports (p,); <y, u 1,
sont deux a deux orthogonaux et telsque) ., p;=pet ), .., p;=1-p.
Alors x> Y 1,01, fi (X) convient, car p;e M, pour tout iel; v,
([1], prop. 3.4).

Soient M, M, deux algébres de von Neumann, et @, ¢, des éléments
de P(M,) et P(M,) respectivement. D’aprés [3] (1.1.2), il existe un
poids normal fidéle semi-fini ¢ sur M; ® M,, et un seul, tel que

@ ¢ (x; @ x2) = ¢y (1) 9, (x2) pour tout x; e M, et tout x, e M, ;
(i) of = of* ® of* pour tout ze R.

Ce poids noté @; ® ¢, est appelé produit tensoriel de ¢, par @,.

Soient M une algébre de von Neumann, et ¢ € P (M). Suivant A. CONNES,
nous appellerons cocycle pour ¢ ou ¢-cocycle une application ¢ — u, de R
dans D’ensemble des unitaires de M, continue pour la topologie forte
(ou faible) de M et telle que u, ,,, = u, of (4,) pour tous t;, £, €R.
Dans [3] (th. 1.2.1), A. CONNES associe canoniquement a tout \y € P (M)
un @-cocycle ¢+ u, noté (D : Do), appelé dérivée de Radon-Nikodym
de \ par rapport 2 @, et vérifiant notamment o) (x) = u, o? (x) u* pour
tout £ € R et tout x e M. Rappelons le principe de la construction de
(DV : Dg).

Nous noterons dans toute la suite F, le facteur de type I, équipé d’unités
matricielles (e;;), o i = 1,2 et j = 1, 2. Tout élément x de R = M Q@ F,
admet une décomposition matricielle unique vis-a-vis des deux projec-
teurs 1 ® e;; et 1 ® e,, qui sont équivalents, orthogonaux de somme 1
dans R. Autrement dit, il existe des éléments x,,, X5, X51, X,5
uniques dans M tels que x = ) ; ; x;; ® e;;. Pour tout xe R*, on a x,,,
Xy, € MY et x> @ (x11)+ WV (x3,) est un élément 6 de P (R). Alors u, est,
pour tout ¢ € R, I’'unique élément de M tel que of (1 ® e,;) = u, ® e,;.
Dans la suite, nous dirons que 0 est le poids sur M ® F, associé au
couple o, V.

Pour tout nombre réel s, nous noterons B, I’ensemble des z € C tels
que Im z soit dans D'intervalle fermé de bornes 0 et s dans R. Nous
noterons A4, I’espace des fonctions & valeurs complexes continues et bornées
sur B, qui sont analytiques a l’intérieur de B,.
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GROUPE MODULAIRE D’UNE ESPERANCE 389

1. Préliminaires sur la dérivée de Radon-Nikodym de deux poids

Nous utiliserons constamment le résultat suivant de M. TAKESAKI [13].

1.1. THEOREME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann de M, et ¢ € P (M). Pour que N réduise o, il faut
et il suffit qu’il existe Te E(M, N) tel que ¢ o T = @. De plus, une telle
espérance conditionnelle T est unique.

Dans ces conditions, nous dirons que T est I’élément de E (M, N) défini
par ¢. En raison de I’invariance de ¢ par les automorphismes o? et ’unicité
précédente, T est invariante par les automorphismes c?.

Nous aurons besoin des résultats suivants de A. Connes ([3], 1.2.4
et [4], th. 4).

1.2. THEOREME. — Soient M une algébre de von Neumann, et ¢ € P (M).
Pour tout ¢-cocycle u : t+—s u,, il existe \y € P (M) unique tel que (D : Do) =n.

Supposons de plus que ¢ soit un état. Pour que le poids s précédent soit
une forme linéaire positive, il faut et il suffit que I’une ou ’autre des condi-
tions équivalentes suivantes soit vérifiée :

(a) pour tout xe M il existe F.e A_, telle que F,(t) = @ (xu,) pour
tout te R;

(b) il existe un élément F, de A_, tel que F, (t) = ¢ (u,) pour tout
teR.

On a alors V (u, x) = F, (t—i) pour tout x € M et tout t € R, et en parti-
culier || V|| = ¥ (1) = F; (—i).

Signalons aussi qu’un @-cocycle u est un groupe a un parameétre si, et
seulement si, u, € M, pour tout € R. Dans ce cas, notons /4 I’opérateur
auto-adjoint positif injectif affilié a M, tel que u, = h' pour tout t€ R,
et soit y I’élément de P (M) tel que (DY : D@) = u. Alors, d’aprés
ConNES ([3], lemme 1.2.3 (b)), V est le poids ¢ (k.), défini par PEDERSEN
et TAKESAKI dans [11] (§4).

Nous allons maintenant établir d’autres propriétés de (DV : Do) qui
nous seront utiles dans la suite.

1.3. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ et \ deux
éléments de P (M), et o un automorphisme de M.

Alors si u = (DY : D), on a (DYoo : Dpoa), = o~ ! (u) pour tout
teR.
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390 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Soit 0 le poids sur M ® F, associé au couple ¢, ¥ et notons o 1’auto-
morphisme o ® 1 de M ® F,. Pour tout x = ) x; ® e;; de (M ® F,)*,
on a

6 [& (x)] =¢ [0‘ (x; 1)] +¥ [oc (xzz)],
d’oll (Dyea: Do) ®ey; =07 (1 ®ey) =0 too;oa(l ®eyy)
=07 (U, @eyq) =07 (1) @ ey
1.4. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, ¢ et \ deux
éléments de P(M), et p un projecteur de M, N M,. Notons ¢f et \?
les poids réduits de ¢ et v par p. Alors (DY : D), commute avec p pour
tout te R, et on a (DY? : DoP), = p (DV : Do),.
Posons u = (DY : Dg). Comme pe M, M, pour tout te R, on a
p =0} (p) = u,cf (D)u = u, puy,
et donc p commute avec u,.

Sur R=M Q@ F, et sur M, ® F,, considérons les poids 6 et 0" respec-
tivement associés aux couples ¢, | et ¢f, Y. Il est clair que M, ® F,
s’identifie a 1’algébre réduite de R par le projecteur p ® 1. Comme

?(p®1)=0?(p) ®er +0Y(p) ® ezs,

on voit que p ® 1 appartient & Ry, et on vérifie immédiatement que 6’
est le poids réduit de 6 par ‘ce projecteur. On a donc o} = o} | M, ® F,
pour tout € R, d’ou

(DV? : D@P), Reyy = G?I(P ®eyq) = G?[(P @D ®321)]
=(p® 1)5?(1 ®e)=P@N(u,Rey) =pu, eyy;
d’ou la conclusion.

1.5. LEMME. — Soient M et N deux algébres de von Neumann de genre
dénombrable, ¢, et ¢, (resp. i, et \r,) deux formes linéaires positives normales
fidéles sur M (resp. sur N). Alors pour tout t€ R, on a

(Do, @V, : Doy ®Vy), = (D@, : D@y), (DY, : Dy),.
Grice a la relation

(Do, ®V, : Doy ®Vy),
=D, ®V, : Do, @V, (Do, ®Vy : Doy ®Vy),

nous pouvons supposer que ¢; = @, ou que {; = \,. Supposons par
exemple que ; = V,, et notons Y cet élément.
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GROUPE MODULAIRE D’UNE ESPERANCE 391

Sur M@ F, et (M ® N)® F,, soient 0 et 0 les formes positives
associées respectivement aux couples ¢, ¢, et ¢; ® V, ¢, ® V. Notons
@ l'isomorphisme canonique de (M ® F,) ® N sur (M ® N) ® F, tel
que

P(x®))®2)=(xQ2)Qy
pour tous xe M, ye F, et ze N. Alors, pour tout tenseur décomposable
de (M ® F,) ® N du type x ® e;; ® z, on a
0[O(x Qe ®2)] =0(x @2 ®esy) = (9; OV (x ®2)
=01 ()Y (2) =0(x ®e; )V (2).

De méme, on vérifie que

6[<I>(x ® e;; ®Z)] =0(x®e;)V(2)

pour tous xe M, ze N et i, j = 1, 2 (avec valeurs nulles pour i # j). Il en
résulte que 0o ® = 0 ® |, d’ou

® loc?e®d=c"®c’ pour tout teR.
On a donc
(Do, ®Y : Doy ®Y), Reyy = o/(1®1®ey)
=Po(c?RNNDd IR ®e,)
= q)°(0'? ®0';I’)(1 ®e ®1)
= (I)[(D(Pz D¢y, ®ey ® 1]
=(Do¢;: D9y) @1 ®ey;.
d’ou
(Do, ®VY : Do, ®VY),=(Do, : Doy),®1 pour tout teR.
1.6. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-algébre
de von Neumann de M, et ,, Y, deux éléments de P (M). On pose
@y =V, |N* et 9, =, | N*. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) y et \, sont réduits par N, et (D, : D\s,), € N pour tout te R.
(ii) \, est réduit par N, et (DY, : D\\), € N pour tout teR.
(iii) . et \r, sont réduits par N, et définissent le méme élément de E (M, N).

De plus, si ces conditions sont vérifiées, on a
(DY, : DVy) =(D @y, Doy).

D’aprés [3] (lemme 1.4.5), si {; et |, sont réduits par N et définissent
le méme élément de E (M, N), on a (DY, : D{,) = (D¢, : Do,).
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392 F. COMBES ET C. DELAROCHE

Donc (iii) entraine (i)

(i) = (ii). Evident.

(ii) = (iii). Puisque N réduit V;, on a c?' = o’ ]N pour tout f€ R,
et donc u = (DV, : D{;) est un @,-cocycle. Soit @; I’élément de P (N)
tel que (D@; : Do,) = u. D’autre part, notons 7T 1’élément de E (M, N)

tel que {; = Yy o 7, et posons Y3 = @3 o T. D’aprés [3] (lemme 1.4.5),
on a

(DV3 : DY) =(Do3 : Do) =u=(DV, : D\|’1),,

d’oll Y3 = {,, ce qui prouve que (ii) = (iii).

1.7. LEMME. — Reprenons les données M, N, Vi, U,, @, 0, du lemme
précédent, et supposons que N réduise s, et \r,. Alors (DY, : D\r,) prend
ses valeurs dans N°€ si et seulement s’il existe un opérateur auto-adjoint
positif injectif h affilié a Z (N) tel que ¢, = @, (h.).

Notons T; et T, les éléments de E (M, N) définis respectivement par

Y, et y,. Posons V3 = @, T,, et v, = (DV3 : D\;), pour tout ¢e R.
Le poids V3 est réduit par N, d’ou il résulte que

o*|N =o' =c}'|N.
Pour tout xe N et tout re R, on a donc
of! (x) = o} (x) = v 6}* (x) v, = v 7" (X) vy.

On en déduit que v,e N° pour tout z€ R. D’autre part, d’aprés le

lemme 1.6, on a (DV, : DV;) = (Do, : Do,), d’ou, pour tout € R,
(DY, : DYy), = (D, : DY) (D3 : DYy), = (D@, : D@y,
Si (DVr, : DY), € N¢ pour tout e R, on a donc
(Doz : Doy),=(DV, : DY), v e NN N =Z(N) = N,,.

Il en résulte que ¢+~ (Do, : Dp,), est un groupe 4 un paramétre de
la forme ¢+ A" avec h affilié & Z(N) et que ¢, = @4 (h.).

Réciproquement, si ¢, = ¢, (h.), avec h auto-adjoint positif injectif

affili¢ 4 Z (N), pour tout te R, on a
(Do, : Doy, = h"eZ(N),

d’ou
(DY, : DYy), = hltvtENc-
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GROUPE MODULAIRE D’UNE ESPERANCE 393

1.8. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann de M, et \s,, \, deux états normaux fidéles sur M
réduits par N et ayant méme restriction a N. Notons sy et \t, les restrictions
de 1, et \r, respectivement @ N°. On a

(DY, : DYy) = (DY : DY)

Soient 0 et 6" les formes positives sur M ® F, et N° ® F, respective-
ment associées aux couples Yy, \, et Jj, V5. On a évidemment

0 =8|N°® F,

Par ailleurs, pour i = 1, 2 et tout e R, on a o' (N)=N, car \, est réduit
par N, d’ou c¥i (N€) = N°. Vérifions alors que N° ® F, est invariant par
les automorphismes c®. Si x e N¢, il est clair que

o/ (x ®e;) = 6" (x) @ ey, et o/ (x ® €35) = 6)*(x) @ €3,
appartiennent 3 N° ® F,. D’autre part, d’aprés le lemme 1.7, on a
u,=(DV, : DV,),eN° pour tout teR.
Il en résulte que of (x ® e,;) € N, vu les égalités
o) (x ®@ey1) =0, (1 ®e;1) 0, (x ®eyy) = (4, @ e1)(07" (x) @eyy)
=u, 0" (x) ®eyy.
Ainsi N° ® F, réduit 6, et on a donc o = of | N° ® F, pour tout ¢ € R.
La conclusion en résulte, car on obtient alors
(DV, : DV ® ez =07 (1®ey1) =07 (1 ®ey1) = (D5 : DYy, ® ey
2. Sur la structure des espérances conditionnelles

2.1 PROPOSITION. — Soient M, et M, deux algébres de von Neumann,
et pour i = 1,2, soient N; une sous-algébre de von Neumann de M, et
T; un élément de E (M;, N;).

(i) 1 existe un élément T de E(M, ® M,, N, ® N,), et un seul, tel
que

T(x; ®x,) = Ty (x,) ® T,(x;) pour tout x,€M, et tout x,eM,.
(ii) Pour tout ¢, € P (N,) et tout ¢, P(N,), on a
(01 ®92)o T=(p;°T}) ®(9,° Ty).
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394 F. COMBES ET C. DELAROCHE

(i) Posons M = M, ® M, et N= N, ® N,. 1l est clair qu’il existe
au plus un élément T'de E (M, N) tel que T (x; ® x,) = Ty (x1) ® T, (x5,)
pour tout x, € M, et tout x, € M,. Montrons 1’existence d’une telle espé-
rance conditionnelle. Choisissons ¢, € P (N,) et ¢, € P(N,), et posons
Yy =@y T, et Y, = ¢, o T,. Notons ¢ le poids ¢; ® @, sur N, et | le
poids Y; ® V, sur M. Etant donné que N, est 6}’ invariante et que

o)i|N;=o¥ pour i=1,2,

on voit que N est invariante par les automorphismes ¢ = o' ® o},
et que of | N =0 ® o pour tout e R. D’autre part, pour tout
x €M, <M, et tout x,eM, <M, , on a

V(x; @) =Yy (x) V2 (xz) = 01 (x1) 92 (x2) < +00.

Ainsi le poids Y est réduit par N, et d’aprés [3] (1.1.3), on a
V[N =0, ® 0,

Comme Vs est réduit par N, il existe T € E (M, N) uniquetelque yo 7 =
(voir th. 1.1). Pour i = 1, 2, considérons alors des éléments x; de M,,
Vi et z; de N,. Les éléments y, ® y, et z; ® z, appartiennent 2
N, =N, "N, etona
(P[(;V1 ®y)* T(x; ®x;)z; ® Zz] =6 [T(J’Txl Z; ® Y3 %, Zz)]

=Y(rx12e ®¥3x222) = VU (V1 X1 2DV (V3 X2 25)

=0, [T1 (y;kxl 21)] (0] [Tz (y;xz Zz)] =0 [T1 (y;kx1 )@ T, (,V;xz Zz)]

=0 [,Vf Ty (x) 2, ® y; To(x2) Zz]

= (P[(J’1 ® y)* (Ty(x)) ® T, (x,)) (2 ® Zz)]-

Comme A,, (R,) est dense dans H,, pour i = 1, 2, les vecteurs
Aq) (1 ®yy) = Aqn O ® A(pz »2)

forment une partie totale dans H, = H, ® H,, quand y, et y,
décrivent 9N, et N,, respectivement. Il en est de méme pour les vecteurs
A, (z; ® z,). De D’égalité des termes extrémes de la relation précédente,
on déduit donc que

T(x, ®x,) = T, (x;) ® T,(x,) pour tout x;eM, et tout x,€M,.

(ii) L’unicité de T et la construction de 7 qui précéde prouvent que
(@ ® @) T=(91°T) ®(¢°7T,) pour tout @,eP (N, et tout
¢, € P (V).
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2.2. DEFINITION. — L’élément 7 de E(M; ® M,, N, ® N,), carac-
térisé par la proposition précédente. sera appelé le produit tensoriel de T,
et de T,, et sera noté T, ® T,.

2.3. LeMME. — Soient M, une algébre de von Neumann, N, une sous-
algébre de von Neumann de M,, et F un facteur. On pose M = M, ® F
et N= Ny ® F. Alors, pour tout Te E(M, N), il existe T, € E(M,, N,)
unique tel que T =T, ® 1.

Soit x e M. Pour tout ye F, on a 1 ® ye N, ® F= N, d’ou
[Tx@D]1®y=T[x®D(1®y)]
=T[1®NEx®DN]=1®y[Tx® ]
Ainsi T envoie M; ® 1 dans
(1®F) AN, ®F)=N,®(FNF)=N,® 1.

Comme N; ® 1 est évidemment contenu dans 7 (M; ® 1), on en déduit
que T(M; ® 1) = N; ® 1. En considérant les isomorphismes d’amplia-
tion, on voit qu’il existe 7, € E (M, N;) unique tel que

Tx®D)=T,x)®1
pour tout x e M,.

Si xe M, et ye F, on a alors
Tx®y)=T[xeH1e®N]=[Tx®D]1®y) =T(x)®y,
d’ou T =T, ® 1 d’aprés la proposition 2.1 (i).
2.4. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une sous-
algébre de von Neumannde M. Soit (p;), . ; une partition de I’unité dans Z (N)

et, pour tout i€l, soit T; un élément de E(M,, N,). Alors il existe
Te E(M, N) unique tel que T|M, = T; pour tout i€l

Supposons qu’il existe T € E (M, N) tel que T] M, = T;pour tout i € I.
Alors, pour tout x € M et tous i, jel avec i # j, on a
T(p; xp;) = T;(p; xpy) et T(p; xpy) = p; T(x) p; = 0,

d’ou T (x) = Y,;c; Ti (p; xpy). Cela prouve qu’il existe au plus un élément
T de E(M, N) tel que T|M, = T; pour tout iel.

Considérons alors 1’application T : x +— Y, ; T; (p; xp;) de M dans N.
Elle est positive, fidéle, faiblement continue et, pour xe N, on a

T(x) = Ziel T;(p; xp) =Zielxpi = X.
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Ainsi T appartient a E (M, N), et on a évidemment T | M, = T; pour
tout iel

2.5. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann de M.

(i) Il existe
(@) une partition de lunité (p,),., dans Z (N),

(b) pour tout i€l, des espaces hilbertiens K;, H;, une algébre de von
Neumann M; sur K;, une sous-algébre de von Neumann de genre dénom-
brable N; de M,,

(c) un isomorphisme spatial ® de M sur une algébre de von Neumann
agissant sur @, (K; ® H)),

tels que I'on ait, pour tout iel,
OM,)=M;®Z%(H) et ®(N,)=N;®@ % (H).

(ii) Soient (p,), (K,), (H), (M), (N;), ® avec les propriétés de (i). Soit
Te E(M, N). 1l existe une famille (S;),.; unique d’éléments S; € E (M;, N;)
telle que

D(T(x)) = Z,-E,Si ® 1(®(p; xp;)) pour tout xeM.

L’application T (S));.; ainsi définie est une bijection de E (M, N) sur
l_.[iel E(Mi’ N:)

Soit ¢ un projecteur non nul de Z (). Comme g majore un projecteur
non nul de N, de genre dénombrable dans N, on voit en utilisant [8]
(cor. 2, p. 218), qu’il existe un projecteur non nul p de Z () majoré par g
et une famille (f}),.; de projecteurs de N deux a deux orthogonaux, équi-
valents et de genre dénombrable dans N, majorés par p, telle que si
Jo=P—=Y,cfi on ait fy < f; dans N. Si L est un ensemble fini, alors
p est un projecteur de genre dénombrable dans N. Si L est un ensemble
infini, toujours d’aprés [8] (cor. 2, p. 218), on peut choisir les £, de fagon
que f, = 0. Ainsi on a montré que, pour tout projecteur non nul ¢ de
Z (N), il existe un projecteur non nul p de Z (N) majoré par g, et une
famille (f));., de projecteurs de N, deux a deux orthogonaux de somme p,
équivalents et de genre dénombrable dans N.

Il en résulte qu’il existe une partition de 'unité (p,);., de Z (N) telle
que, pour tout i€/, le projecteur p; soit la somme d’une famille (f});.,,
de projecteurs de N deux & deux orthogonaux, équivalents et de genre
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dénombrable dans N. Pour tout ie/, soit g; I'un des éléments de la
famille (f));.;. Posons M; = M, et N;= N,. Si K désigne I’espace
hilbertien ot opére M, notons K; I’espace hilbertien g; (K). Posons enfin
H; = 1% (J). Alors, d’aprés [8] (prop. 5, p. 25), il existe un isomorphisme
U; de p;(K) sur K; ® H; tel que

UiMPiU;k=Mi®$(Hi) et Uini Ut*=Nt®$(Ht)

Soit U I'isomorphisme de K sur @, ; (K; ® H;) tel que Ulp,- (K)=U;
pour tout i € I. Alors U induit un isomorphisme spatial ® de M sur une
algébre de von Neumann agissant dans @,., (K; ® H;) tel que, pour
tout i e/, on ait

OM,)=M,®Z(H) et ®(N,)=N;® Z(H).

Par construction, les algébres N; sont de genre dénombrable.

La derniére assertion de la proposition résulte immédiatement des
lemmes 2.3 et 2.4.

2.6. — Remarque. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann semi-finie de M, et T une trace normale
fidéle semi-finie sur N. Tout projecteur g # 0 dans Z (N) majore un pro-
jecteur f # 0 appartenant a N, de genre dénombrable dans N et tel que
T (f) <+ 0. Alors, en reprenant la démonstration de la proposition 2.5,
on voit que, pour tout projecteur non nul g € Z (N), il existe un projecteur
non nul p € Z (N) majoré par g et une famille (f});., de projecteurs de N,
deux a deux orthogonaux de somme p, équivalents et de genre dénom-
brable dans N, et tels que t(f;) <+ oo pour tout jeJ.

On en déduit I’existence des objets indiqués dans la proposition 2.5 (i),
avec la propriété supplémentaire suivante : pour tout iel et tout pro-
jecteur minimal e € & (H,), ’élément 1 ® e de N; ® & (H) est tel que
1o 1 (1®e) <+ 0.

2.7. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et ¢ un
élément de P (M) strictement semi-fini. A isomorphisme spatial prés, il
existe une partition de I'unité (p;);., dans Z (M) possédant les propriétés
suivantes

1° pour tout x€ M*, on a @ (=Yier @ (P XP) = Liur 0% (p; xp));

2° pour tout i € I, algébre M, est de la forme M' ® £ (H,) et ¢P est
de la forme y; ® 1;, ou \; est une forme linéaire positive normale fidéle
sur M', et ou t; est la trace canonique sur & (H).
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De plus, le centralisateur M, de ¢ est isomorphe d [],., M}, ® & (H)),
ou le centralisateur M ;, de y; est une algébre de von Neumann finie de
genre dénombrable.

Posons N = M. D’aprés la proposition 2.5, on peut supposer, a iso-
morphisme spatial prés, qu’il existe une partition de I'unité (p;);., dans
Z(N) telle que M, = M'® ¥ (H) et N, = N'Q & (H)), ou N' est
de genre dénombrable. D’aprés la remarque 2.6, on peut supposer en outre
que ¢?' (1 ® e) <+ oo pour tout projecteur minimal e de &£ (H;). Comme
pi€ M, pour tout i€, la condition 1° est vérifiée ([11], th. 3.6).

Considérant désormais seulement ¢F* sur M, , nous supposerons que
M=M®%H)et N=M,=N' ® £ (H), le poids ¢ étant stricte-
ment semi-fini et tel que ¢ (1 ® €) <+ oo pour tout projecteur minimal e
de Z (H). Pour tout x e (N!)* et tout projecteur minimal e de . (H),
on a évidemment @ (x ® e) <+o00. De plus, si fest un autre projecteur
minimal de % (H), vérifions que ¢ (x ® ¢) = @ (x ® f). Soit u une
isométrie partielle de # (H) telle que uu* = e et u*u = f. On a alors
l®ueM, d’ou

e(x®e)=0[1@NE®NUOu]=e[1®u")1u)(x®1)]
=o[(1 ®NH(x®D] =0 (x ®).

On voit donc que x> ¢ (x ® e) est une trace finie fidéle sur (N)*
qui ne dépend pas du projecteur minimal de ¥ (H) considéré. Notons ¢,
cette trace, et T la trace canonique sur . (H), et désignons par J I’idéal
bilatére des opérateurs de rang fini dans H. Comme les traces ¢ | Nt
et ¢, ® 1 coincident sur l’idéal bilatére N' ® J ultrafaiblement dense
dans N, elles sont égales.

Par ailleurs, puisque ¢ est un poids strictement semi-fini, il existe une
espérance conditionnelle unique 7" de M sur N telle que ¢ = @ o 7. D’aprés
le lemme 2.3, il existe 7, € E(M*, N') telle que T = T; ® 1. Notons
la forme positive normale @, o T, sur M*. D’aprés la proposition 2.1 (ii),
onao=(, ) (IO =Y, ®1

Vérifions enfin, pour achever la démonstration de la proposition, que
My,=M} @ £(H).Ona M} ® % (H)< M car 6 = 6} ® 1 pour
tout ¢t e R. D’autre part, étant donné que y; = @, o Ty, ou @, est une
trace sur N', ona N' =« M ,do0 M, = N' ® & (H)=M, ® & (H).

2.8. COROLLAIRE. — Avec les données précédentes, supposons que M,
soit un facteur. Alors il existe un facteur de genre dénombrable M', un
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espace hilbertien H, une forme linéaire positive normale fidéle \ sur M,
et un isomorphisme spatial de M sur M* ® % (H) transportant ¢ sur
V ® 1, ou T désigne la trace canonique sur & (H). De plus M* est un facteur,
etona M,=M,® % (H).

Ce corollaire résulte immédiatement de la proposition 2.7. Rappelons
seulement que le centre de M étant contenu dans celui de M, ici M est
un facteur.

Signalons que de tels poids strictement semi-finis dont le centralisateur
est un facteur se rencontrent par exemple dans 1’étude des facteurs de
type III, avec A e€)0, 1 (([3], chap. V).

3. Groupe modulaire d’une espérance conditionnelle

3.1. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une sous-
algébre de von Neumann de M. Soient 9 € P(N) et T€ E(M, N), et posons
Y = @o T. Alors pour tout te R ona c¥ (N°) = N°, et I'automorphisme
o} | N¢ ne dépend pas de ¢, mais seulement de T.

Puisque  est réduit par N (voir 1.1),ona ¥ (N) = N,d’ouc}(N°) = N°¢
pour tout #e€ R. Soit @, un autre élément de P (N). Posons

Yy =0T et u=(DVyy : DV).
D’apres le lemme 1.6, pour tout te R, on a u, = (D¢, : D), e N, d’ou
o¥'(x) = u,6Y (x)u} = c¥(x) pour tout xeN°.
3.2. DEFRINITIONS. — Soient M une algébre de von Neumann, N une

sous-algébre de von Neumann de M, et T e E(M, N).

(@) Soit ¢ € P (N). D’aprés le lemme 3.1, I'automorphisme of*” [N ne
dépend pas de ¢. Il sera noté o7. Nous dirons que 6™ : ¢+ o” est le groupe
modulaire de D’espérance conditionnelle 7.

(b) Nous appellerons centralisateur de T, et nous noterons M, ’algébre
des points fixes du groupe ¢” dans N°. Compte tenu de la définition de o7,
pour tout Y€ P(M) tel que y = yoT ona My =N°n M,

3.3. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et Te E(M N).

(i) Soit o un automorphisme de M. Alors S = oo Toa™! est un élément
de E (M, o (N)) et, pour tout teR, on a 6? = ool oo™,
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(ii) Soit p un projecteur de Z(N), et posons TP = T|M,. Alors le
commutant relatif de N, dans M, est (N°),; il est stable par o] pour tout
teR, et on a o° = o] | N

(iii) Soit Q une autre sous-algébre de von Neumann de M telle que
Nc Qc M, et soit Se E(M, Q). On suppose que T =T o S. Alors Q°
est stable par o pour tout te R, et Pon a o} = o | 0.

(iv) Soient Q une autre algébre de von Neumann, R une sous-algébre
de von Neumann de Q, et SeE(Q, R). Alors dans M ® Q, on a
(N® R°=N°Q® R° et 6'® = oT ® o pour tout teR.

(i) Soit 9 e P(a(N)), et posons yy =@oS. On a @oaeP(N) et
Yoa=0@oSoa=¢@oaoT. Ainsi le poids | o a est réduit par N, et T
est I’élément de E (M, N) défini par ce poids. Pour tout x e N° et tout
teR, on a donc

-1

of(x)=0o"*(x)=a tooVoa(x) =a tocdoa(x).

(ii) On vérifie sans difficultés que (N°), est le commutant relatif de N,
dans M,. Soit ¢ € P(N) tel que pe N,, et posons y = ¢ o T. Le poids
VP = | M est évidlemment réduit par N, et 1’élément de E(M,, N,)
qu’il définit est T'?. Alors, pour tout € R et tout xe N;, on a

o_tTP x)= Gt (x) = O (x) = Oy (x)

(i) Soit ¢ € P(N). Posons y = @ o T et ' = | Q*. Alors |’ est un
poids normal fidéle semi-fini sur Q, et on a y = ' S. Il en résulte
que

oY(x) = oY (x) = o) (x) pour tout xe Q° et tout teR.

(iv) Soient ¢; € P(N) et ¢, € P(R). Posons y; = ¢, o T et Y, = ¢, o S.
D’aprés la proposition 2.1, on a y; @ ¥, = (¢; ® 9,) o (T ® S). Il en
résulte que, pour tout e R, on a

0, 8% =cl1®:IN°QR° =)' ®6}*| N°®R° =0 Q0.

3.4. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et T € E (M, N). Il existe S € E (M, N°)
unique telle que ToS = T, et on a ¢° = c”.

Soit ¢ e P(N), et posons ¥ = @o 7. Comme N réduit {, on a
o} (N°) = N pour tout re R, et il est clair que y [(N°)* est semi-
fini. D’aprés le théoréme 1.1, il existe Se E (M, N°) unique telle que
VoS =n.
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Pour tout xe M*, on a
V[T(X)] =¥ (x) = ¥(Sx) = ¥(T-S(x)),

d’ot T = To S en vertu de 1’assertion d’unicité dans le théoréme 1.1.
Cela démontre ’existence de S. Si S,, S, € E (M, N°) vérifient

ToS; = ToS,= T pour tout xeM™*,

VIS ()] = V[T (x)N] = V[ T(S,(x))] = ¥(S, (x)),
d’olt S; = S,. Donc S est unique. Enfin on a 65 = 6T d’aprés la propo-
sition 3.3 (iii).
3.5. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-

algébre de von Neumann de M, et Te E (M, N). Pour tout x € N€ et tout
y € M, il existe une fonction unique F, , définie sur la bande

B1={zeC,0<ImZ<1},

a valeurs dans N, bornée par || x ||.|| v || et ultrafaiblement continue sur B,
analytique a intérieur de B, et telle que, pour tout te R, on ait

Foy()=T(s;(x)y) et F(t+i)=T(yo/(x).

Soient ¢ une forme positive normale sur N, et p son support. Soit ¢’ € P (N)
tel que ¢'| N =¢|N,. Posons y=¢' o T, TP = T|M,, ¢ = ¢|N,
et 7 = ¢? o T?. Comme V” est une forme positive normale fidéle sur M ,,

il existe une fonction F,, € 4; unique telle que, pour tout € R, on ait

Fo . y,(@) =<7 o (px) pyp » = < 9% T?(c}(px) pyp) )
= (9% T?(po;(x) pyp)>
= (9% pT(s; (x)y)p> =<0, T(c] (x)y)>

et
Fo,x,y(t +1) = <Vpyp s (px) ) = <o, T(yo; (x))).

Pour tout e R, on a
| Fo,x,y O] < [lo]]-[[x]-]| ¥l
| Fo, .t +D| < [@][.[[x]].[| ¥]l-
En utilisant le théoréme de Phragmen-Lindelof, on en déduit que

|Fo.x.,@|=|lo||]-||%]|-]|¥]] pour tout zeB,.

et
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Considérons maintenant un élément ¢ de N, et soit w | ¢ | sa décompo-
sition polaire. Pour tout € R, on a alors

<o, T(o{ ) »)> =<0, Two! (x)y)> = | o], T(c] (x)wy))

=F|q>|,x,wy(t)s
et

<(P’ T(yO-tT(x))> = <|(P|, T(wycf(x))) =F|q)|,x,wy(t+i)‘

En posant F, . , = F ..,, on étend ainsi la définition de F,  aux
éléments de N, . L’application ¢ — F, _  est linéaire, et pour tout z € By,
onalF, (2)]|< ||q)” [ |-[] 7 ]I- Pour tout ze By, il existe donc un
élément F, ,(z) unique dans N tel que <{ ¢, F,,(z) ) = F, . (z) pour
tout (peN*, etona | F,@| <| x| sur Bl.

Il est clair que z— F, , (z) est ultrafaiblement continue sur B; et holo-
morphe a I’intérieur de B, pour la topologie faible du dual, ou ce qui revient
au méme, analytique pour la topologie normique ([9], sec. 3.10, 3.11).

3.6. DEFINITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann de M. Soient Te E(M, N), et a:ta,
un groupe a un paramétre continu d’automorphismes de N°. Nous dirons
que T vérifie les conditions K. M. S. relativement a o si, pour tous x, y € N,
il existe une fonction F, , définie sur la bande By, & valeurs dans Z (N),
bornée et ultrafaiblement continue sur Bj, analytique a l’intérieur de B,
et telle que, pour tout € R, on ait

Foy(®)=T(x)y) et Fo,@t+)=Tyoux).

3.7. REMARQUES. — (a) Conservons les notations de la définition 3.6,
et supposons que 7 vérifie les conditions K. M. S. relativement a o.
Prenons x e N€ et y € Z (N°). Pour tout t€ R, on a alors

Foy®)=T(%(x)y) = T(yo,(x)) = Fy, , (t +1).

Par conséquent, F, , se prolonge en une fonction holomorphe, périodique
de période i, bornée sur C. Elle est donc constante sur B,, et on en déduit
que

T(x,(x) y) = T(xy) pour tous teR, xeN® et yeZ(N°).

En prenant y = 1, on montre ainsi que 7 (a,(x)) = T (x) pour tout
te R et tout xe N°.
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En prenant x € Z (N°) et y = (a, (x)—x)*, on voit que o, (x) = x pour
tout re R et tout xe Z (N°).

(b) Conservons toujours les notations de 3.6. Soient x € N et ye N.
On a

T(x)y = T(xy) = T(yx) =y T(x), d'ot T(N°) = Z(N).

Soient maintenant x et y deux éléments de N°¢. Comme les fonctions
t T (o7 (x)y) et t+— T(yor (x)) prennent leurs valeurs dans Z (N), la
fonction F, , associée au couple x, y dans la proposition 3.5 prend égale-
. ment ses valeurs dans Z (V). Ainsi la proposition 3.5 montre que T vérifie
les conditions K. M. S. relativement au groupe modulaire ¢”. En particulier,
il résulte de (a) ci-dessus que Z (N°) = My et que T (o7 (x)) = T (x) pour
tout € R et tout xe N°.

3.8. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann de M. Soient Te E(M, N), et a:t+> a,
un groupe @ un parameétre continu d’automorphismes de N€. On suppose
que T vérifie les conditions K. M. S. relativement a a. Alors o est le groupe
modulaire c¥ de T.

En utilisant la proposition 2.5, on peut suppose qu’il existe une partition
de I'unité (p;);., dans Z () telle que

M, =M, %(H) et N, =N®%H),

ol N, est une sous-algébre de von Neumann de genre dénombrable de M.
D’aprés 3.7, pour tout te R et tout iel, on a

o () = pi et GtT(pi) = D;-
Posons
o= |N; et T,=T|M,.

Alors o] = of | N, (prop. 3.3 (ii)). Pour démontrer que o] = a, il
suffit de démontrer que o = o!* pour tout i e I. D’autre part, 7; vérifie

évidemment les conditions K. M. S. relativement & ¢ o,

En raison de ce qui précéde, nous pouvons donc supposer que
M=MQFLH)et N=N ® Z(H), ou N, est une sous-algébre de
von Neumann de genre dénombrable de M,. D’aprés le lemme 2.3, il
existe un élément 7, de E(M,, N,) tel que T = T, ® 1. Etant donné
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que N°= N{ ® 1, pour tout ¢ R, il existe un automorphisme unique
o} de N¢ tel que o, = o} ® 1. De plus, T; vérifie évidemment les condi-
tions K. M. S. relativement au groupe ¢+ a!. En utilisant le fait que
of =o!/* ® 1 (prop. 3.3 (iv)), on est donc ramené & démontrer la pro-
position en supposant que N est de genre dénombrable.

Soit alors @ un état normal fidele sur N. Posons { = ¢ o Tet §' = { | Nc¢.
Comme Y est réduit par N (voir th. 1.1), il est également réduit par N°¢
et, pour tout e R, on a oY = o} |N° = o].

Soient x et y deux éléments de N°, et F,, la fonction associée au
couple x, y dans la définition 3.6. La fonction o F, , appartient & A,;
notons-la G, ,. Pour tout e R, on a

G,y (1) = V', Fy (1)) =<9, T(o,(x)»)> = V' ((x) »)

et de méme, G, , (r +i) = V' (¥ «, (x)). Ainsi I’état ' vérifie les conditions
K. M. S. relativement & a. Alors, d’aprés ([12], th. 13.2), le groupe
d’automorphismes a est le groupe modulaire de ', c’est-a-dire le groupe c”.

3.9. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et Te E(M, N). Soient xe€ N¢, et
A un nombre réel strictement positif. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(@) of (x) = L' x pour tout te R;
(i) T(xy) = AT (y x) pour tout ye M;
(iii)) T(xy) = A T (y x) pour tout ye N°.

(i) = (ii). Supposons que o7 (x) = A* (x) pour tout ¢ € R, et soit y € M.
Considérons la fonction F, , associée au couple x, y dans la proposition 3.5.
Pour tout e R, on a

F,,,(t) = T(c7 (x)y) = A" T(xy),
d’ou il résulte que

F, ,(z) =A" T(xy) pour tout zeB;.

En particulier, si z = ¢t+i, on obtient F, , (t +i) = A*~* T (xy). Comme
d’autre part on a F,, (¢t +i) = T(yof (x)) = A" T(yx), on en déduit
que T(xy)=AT(yx).

(ii) = (iii). Evident.
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(iii) = (i). Supposons que 7 (xy) = A T (y x) pour tout ve N Soit
ye N°C Pour tout teR, on a

T(o/ (x)y) = T(o{ (x5, (») = T(x o2, (»)
=AT(Z, (%) = A T(yo; (x)).

Ainsi la fonction F, ,, associée au couple x, y, est telle que
F.,@)=AF,,( +i)

pour tout ¢ € R. Posons
G, ,(z)=L""F, ,(z) pour tout zeB,.
Si te R, on a alors
G, (t+) =A""1F_ (t+i)=1""F, (1) = G, ,(1).

Par conséquent, G' est une fonction bornée et ultrafaiblement continue
sur B, analytique & l’intérieur de B,;, périodique et de période i. C’est
donc une fonction constante.

On a ainsi montré que T (o7 (x)y) = A" T(xy) pour tout reR et
tout ye N°. En prenant y = (oF (x)—A"x)*, on en déduit que
ol (x) = A x.

3.10. COROLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et T € E (M, N). Pour qu’un élément x
de M soit dans My, il faut et il suffit que I'on ait T (xy) = T (y x) pour
tout ye M. En particulier, le centralisateur M, de T est une algébre de
von Neumann finie.

Compte tenu de la proposition 3.9, pour démontrer la premiére asser-
tion de 3.10, il suffit de montrer que, si x est tel que T (xy) = T(y x)
pour tout y € M, alors x € N°. Pour tout ye N, on a

¥y T(x) = T(yx) = T(xy) = T(x) y,
d’ou T (x) e Z(N). Comme x* x posséde la méme propriété que x, on a
aussi T (x x*) = T(x* x) e Z(N). Pour tout ye N, on a alors
T(y*x*xy) = y* T(x*x)y = y* y T(x*x),
T(x* y*xy) = T(x*y*x)y = T(xx*y*) y = T(xx*) y* y = y* y T(x*x),
T(y*x* yx) = y* T(x* yx) = y* T(xx*) y = y* y T(x*x),
T(x* y* yx) = T(xx* y* y) = T(xx*) p* y = y* y T(x*x),
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d’ou il résulte que T [(xy—yx)* (xy—yx)] = 0. On en déduit que xy = yx
pour tout ye N, d’ou xe N°.

L’algebre de von Neumann M est finie car, si u € My est tel que u* u = 1,
on aura T (uu*) = T(w*u) = T (1), dov T(1—uu*) =0 et uu* = 1.

3.11 PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M.

(i) N°€ est semi-finie si et seulement s’il existe Te E (M, N) et un groupe
@ un paramétre fortement continu v d’unitaires de N° tel que c! (x) = v, xv¥
pour tout x € N€ et tout t € R. De plus, si cette condition est vérifiée, tout
élément de E (M, N) posséde une propriété analogue.

(ii) N° est finie si et seulement s’il existe Te E(M, N) tel que o7 = 1
pour tout t € R.

(iii) N°¢ est abélienne si, et seulement si, pour tout Te E(M, N) et tout
teR, onacl=1

D’aprés la proposition 2.5, nous pouvons supposer qu’il existe une
partition de 1'unité (p;);., dans Z (N) telle que

iel
Mpi=Mi®$(Hi) et Npi=Ni®$(Hi)’

ol N, est une sous-algébre de von Neumann de genre dénombrable de M.
Alors N°¢ est isomorphe au produit [[,.; N§ ® 1,et sera donc semi-finie
(resp. finie. abélienne) si, et seulement si, N; = N; ® 1 I’est pour tout
iel. Par ailleurs, soit Te€ E(M, N). Pour tout i€ I, notons S; I’'unique
élément de E (M;, N,;) tel que TIM =S ®1. Compte tenu de la
proposition 3.3 (ii) et (iv), ¢’ sera induit par un groupe & un paramétre
continu d’unitaires de N°€ (resp. trivial) si, et seulement si, S; posséde,
pour tout i €/, une propriété semblable.

En raison de tout cela, nous supposerons désormais M de genre dénom-
brable. Soient Te€ E(M, N), et @ un état normal fidéle sur N. Posons
Y = ¢ o T. Alors V est réduit par N, donc par N°¢, et en posant /' = | N,
on a 6} = o} |N¢= o pour tout e R.

On voit donc que, si N € est semi-finie, pour tout T'e E (M, N),le groupe
d’automorphismes ¢ est induit par un groupe a paramétre continu d’uni-
taires de N° Réciproquement, s’il existe 7€ E (M, N) ayant cette pro-
priété, alors N€ est semi-finie (voir [12], cor. 14.12).

De méme, si Te E(M, N) est tel que o = 1 pour tout e R, alors
' sera une trace, et N°¢ sera finie. Réciproquement, supposons que N°
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est finie. Soit v’ une trace finie fidéle sur N°. Fixons T € E (M, N) quelconque,
puis ¢ et  comme ci-dessus. Comme N°¢ réduit V, il existe S € E (M, N°)
unique telle que ¢ = {’ o S. Posons alors T = 1’ o S. D’aprés le lemme 1.6,
on a (DY : D), = (DY’ : Dt’),e N¢ pour tout te R. On voit donc que
of laisse N globalement invariant, car c’est le cas pour ¢¥. Donc N réduit 1.
Notons 7; 1’élément de E (M, N), défini par t. Pour tout e R, on a
o]'=0}|N°=o¢] =1

L’assertion (iii) se démontre de la méme maniére puisque N°¢ est abé-
lienne si, et seulement si, tout état normal fidéle sur N¢ est une trace.

3.12. Remarque. — Conservons les notations de 3.11, et soit T € E (M, N).
Alors il existe sur N° un poids normal fidéle strictement semi-fini admettant ¢”
comme groupe modulaire. Lorsque N est de genre dénombrable, il suffit
de prendre la restriction & N° d’un état de la forme ¢ o 7, ol ¢ est un
état normal fidéle sur N. Dans le cas général, nous pouvons supposer
I’existence d’une partition de I'unité (p;);,., dans Z (N) avec les propriétés
énoncées dans la démonstration précédente dont nous gardons les notations.
Pour tout i€ I, étant donné que N, est de genre dénombrable, il existe
un état normal fidéle \; sur N admettant 65 comme groupe modulaire.
Notons \; 1’état correspondant sur N¢ @ 1. Pour tout x e (N°)*, posons
U (x) = Y V; (p; x). Alors " est un poids normal fidéle strictement
semi-fini sur N¢ tel que ¢¥" = oT.

3.13. COROLLAIRE, — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M. On suppose que M et N sont
semi-finies. Alors N°€ est semi-finie.

Soient T e E(M, N), et ¢ une trace normale fidéle semi-finie sur N.
Posons |y = ¢ o 7. Comme M est semi-finie, il existe un groupe a un
paramétre fortement continu v d’unitaires de M tel que oY (x) = v, xv}
pour tout x € M et tout € R. D’autre part, comme ¢ est une trace, on
a N=N,c M, Il en résulte que v,e€ N° pour tout 7€ R, et, d’aprés
la proposition 3.11, I’algébre de von Neumann N°€ est semi-finie.

3.14. COROLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M. On suppose que N est semi-
finie et que M est engendrée par N et N°. Alors M est semi-finie si et
seulement si, N¢ est semi-finie.

Si M est semi-finie, alors N° 1’est aussi d’aprés le corollaire 3.13. Réci-
proquement, supposons N°¢ semi-finie. D’aprés la proposition 3.11 (i), il
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existe Te E(M, N) et un groupe a4 un paramétre fortement continu v
d’unitaires de N° tels que o7 (x) = v,xv} pour tout x € N° et tout teR.
Soit ¢ une trace normale fidéle semi-finie sur N, et posons y = @ o T.

Pour tout xe N, on a

o (x) = of (x) =x = v, x ],

et pour tout xe N°, on a
of (x) = o/ (x) = v,x0}
Donc v induit le groupe modulaire oV, et M est semi-finie.

3.15. Probléme. — Les énoncés 3.13 et 3.14 sont-ils encore valables
sans supposer que N soit espérée dans M ?

4. Dérivées de Radon-Nikodym pour les espérances conditionnelles

4.1. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann de M. Soient ¢ € P (N), et Ty, T, deux éléments
de E(M, N). Posons §; = @o Ty et Y, = @ o T,. Alors (DY, : D\s,) prend
ses valeurs dans N°€ et ne dépend pas de ¢, mais seulement de T{ et T,.
De plus, (DY, : D\y,) est un cocycle pour tout poids de la forme ¢’ o T,
avec ¢’ € P (N).

D’aprés le lemme 1.7, le \,-cocycle (DY, : DY) prend ses valeurs
dans N° D’autre part, pour tout ¢eP(N) et tout reR, on a
o?°T1| N = o' | N° (lemme 3.1). On en déduit que (D, : DY) est un
cocycle pour tout poids ¢’ o Ty avec @' € P (N).

Montrons que (DV, : D) ne dépend pas de ¢. Soit @’ un autre élément
de P (N), et posons ; = ¢' o Ty et Y, = ¢’ o T,. Il résulte du lemme 1.6
que

(DY, ; DV,), =(DVi : DVy),eN pour tout teR,
d’ou
(DY = DY), = (DY : DY) (D, 2 Dy), (D Yy = Dy),
= (DV; : DY), (DVy : DY) (D, = D),
=(DV; : DVy),.

4.2. DEFINITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algebre de von Neumann de M, et Te E(M, N).
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(a) Nous appellerons T-cocycle ou cocycle pour T une application
u : t+— u, fortement continue de R dans I’ensemble des unitaires de N°¢
qui soit un l-cocycle pour ’action du groupe c” sur les unitaires de N°¢,
autrement dit telle que u, ., = u, o}, (1,) pour tous ¢, t,eR. Cela
signifie encore que u est un ¢ o 7 cocycle pour tout poids ¢ € P (N).

(b) Soit u un unitaire de N°. Alors ’application constante égale a u
est une cochaine de degré zéro pour I’action de ¢”. Son cobord 7 — u* o7 (1)
est un 7-cocycle que nous appellerons le T-cobord dérivé de u.

(¢) Avec les données de la proposition 4.1, la fonction ¢ — (DVs, : DVsy),,
qui ne dépend que de T, et T,, sera appelée la dérivée de Radon-Nikodym
de T, par rapport a T}, et sera notée ¢+ (DT, : DTy),. D’aprés la pro-
position 4.1, cette fonction est un 7;-cocycle.

4.3. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et T,, T, deux éléments de E (M, N).

(i) Pour tout te R, on a
(DT, : DT,),= (DT, : DTy
(ii) Si T5 est un autre élément de E (M, N), pour tout te R, on a
(DT, : DT)),=(DT; : DT,),(DT, : DTY),.

1 1

(iii) Si o est un automorphisme de M, alors oto Tyoa™ " et ao T,oa"
sont des éléments de E (M, o (N)) et, pour tout te R, on a

(DaoTyoo ™ : DaoTyoa™Y),=a[DT, : DT}),].

(iv) Si p est un projecteur de N, posons T% = T, | M,etT) =T, | M,.
Alors T% et T% sont des éléments de E(M,, N,) et, pour tout te R, on a

(DT? : DT?), = p(DT, : DTy),.

(v) Soit Q une autre sous-algébre de von Neumann de M telle que
Nc Qc M, et soit Se E(M, Q). On suppose que T; = T, S. Pour
que T, = T,0 S, il faut et il suffit que (DT, : DT,), € Q poir tout teR,
et on a alors

(DT, : DTy),=(DT,|Q : DT | Q), pour tout teR.
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(vi) Soient Q une autre algébre de von Neumann, R une sous-algébre
de von Neumann de Q, et Sy, S, deux éléments de E (Q, R). Alors, pour
tout te R, on a

(DT2 ®S2 . DTI ®Sl)t = (DTZ . DTl)t ®(DS2 DSl)t‘

(i) et (i) Soit @e P(N), et posons ¢; =¢@oT; pour i =1, 2, 3.
D’aprés [3] (lemme 1.2.3 (a)), pour tout ze R, on a :

(DT, : DT,),= (D¢, : D@,),=(Do, : Dg,)f = (DT, : DTy
et

(DT; : DTy), = (D@3 : Doy),=(D o3 : D9,), (D¢, : Doy),
=(DT3 . DTZ)t(DTZ . DTl)t

(iii) Soit @€ P (o (N)). Pour i= 1,2, posons S;= oo T;oa ! et
Y;=00°S;. On a goae P(N), donc le poids Y;oa = (@poa)o T; est
réduit par N, et T; est I’élément de E (M, N) qu’il définit. D’aprés le
lemme 1.3, pour tout teR, on a

(DT, : DT),=(DV,oq: D‘|’1°°‘)r=°‘_l[(D\|/2 : D\I’1)r]
=a '[(DS, : DSy),])

(iv) Soit ¢ € P (N) tel que pe N,. Posons ¢, = @ T; et ¢, = ¢ o T).
On a alors pe N, « M, N M,,. D’autre part, les poids ¢} = ¢, |M;r
et 05 = o, | M ; sont évidemment réduits par N, Les éléments de
E(M,, N,) qu’ils définissent sont respectivement 7§ et T4, et ona

03| N, =0} [N, =¢"[N,.
Alors, d’aprés le lemme 1.4, pour tout 1€ R, on a
(DT7 : DT, = (D@3 : D7), =p(D@; : Dgy), = p(DT, : DTY),.
(v) Soit e P(N) et, pour i = 1, 2, posons
¢=0T, T=T[Q et o =¢-T/=0¢]Q.

Par hypothése, on a Ty, = T, oS =TS, d’ou ¢, = ¢} S.

Supposons que T, = T,oS8 = T,0S. Il en résulte que ¢, = ¢} oS,
et, d’aprés le lemme 1.6, pour tout te R, on a

(DT, : DTy), = (D@, : Doy),=(D95 : Do), =(DT; : DTy),e Q.

ToME 103 — 1975 — n° 4



GROUPE MODULAIRE D’UNE ESPERANCE 411

Réciproquement, supposons que (DT, : DT,), € Q pour tout ¢ € R. Alors
(Do, : Do,), appartient & Q pour tout ¢ € R, et il résulte du lemme 1.6
que Q réduit ¢, et que ¢, = ¢, .S. On en déduit que

0oT,=0¢;=02°8S=¢oT;°85,
d’ou 7T, = T, oS d’aprés le théoréme 1.1.
(vi) Soient (p;);c; et (¢;);., deux familles de projecteurs deux a deux
orthogonaux, de genre dénombrable, de somme 1 dans N et R respecti-
vement. Alors (p; ® q;) avec i€l et jeJ est une famille de projecteurs

deux a deux orthogonaux, de genre dénombrable, de somme 1 dans N ® R.
Il suffit de vérifier que

(r:®q)(DT, ®S, : DT, ®S,), = [Pi(DTz : DT1):] ®[‘Ij(DT2 : DSl)t]
pour tout iel et tout jeJ.

On a évidemment
T, ®S;|(M ® Q)00 = (T | M,) ®(Se| Q)  pour k=1,2.

Aussi, compte tenu de I’assertion (iv) ci-dessus, on peut supposer que
N et R sont des algébres de von Neumann de genre dénombrable. Prenons
alors un état normal fidéle ¢ sur N, et un état normal fidéle { sur R, et
posons

T=(p®\|l, (Pi=(P°Ti, "’i:\IIOSi
et
17, =1(T; ®S)) pour i=1, 2.

La proposition 2.1 montre que t; = ¢; ® ; et le lemme 1.5 nous donne

(DT, ®S, : DTy ®S;),=(D1, : D1y), = (D @y : Doy), ®(DV, : DVy),
= (DT, : DTy), ® (DS, : DS)),.

4.4, PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et Ty, T, deux éléments de E (M, N).
Posons u = (DT, : DT,). Alors, pour tout xe€ M, on peut prolonger
t— T, (xu) en une fonction ultrafaiblement continue F, sur la bande
B_y ={zeC; —1<Imz <0} a valeurs dans N, bornée par ||x||sur B_,,
analytique a lintérieur de B_, et telle que F, (t—i) = T, (u, x) pour tout
te R
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On notera qu’en particulier 7T, (x) = F, (—i) pour tout x e M, ce qui
donne une définition explicite de T, a partir de T et de u.

Soit ¢ un forme positive normale sur N, de support pe N. Pouri = 1, 2,
posons T? = T; ] M, et ; = ¢f o T?. D’aprés la proposition 4.3 (iv), pour
tout re R on a

pu, = (DTZP: DTlp)t = (D\l/2 : D‘l’l)r-

Comme VY, et |, sont des formes linéaires positives normales sur M,
le théoréme 1.2 montre que, pour tout x € M, la fonction de ¢

[Ty (xu)] =o[p Ty (xu) p] =V, (pxp pu,)

se prolonge en une fonction continue bornée F, , sur B,, analytique a
I'intérieur de B_; et telle que

F, (t —i) =V, (pu, pxp) = ¢ [ T, (pu, pxp)] = ¢ [ T> (,x)]

pour tout e R. On a donc |F, . (2)| < || ¢]|.||x]|| pour tout z surle
bord de By, et par suite, pour tout z € B_,, grice au théoréme de Phragmen-
Lindelof.

Considérons maintenant un élément quelconque ¢ du prédual N, de.:N,
et soit w.|@ | sa décomposition polaire. Etant donné que

(P[T1 (xu,)] = I(Pl(w T, (xu,) = I(P|° T, (wxu,) = F|(p|,wx(t)a

on voit que ¢+ ¢ [Ty (xu,)] se prolonge en une fonction F, . continue
sur B_,, analytique a D’intérieur de B_,, bornée par

[ox{[-[lTe Hl < ([ x[]-ll ol
et telle que

Fq;,x(t —l): qu)|,wx(t~i) = I(pI(TZ(uth))z(p(TZ(utx))

pour tout z € R. Pour tout ze€ B_,, I’application ¢ — F, , (z) est linéaire
continue sur N,; il existe donc un élément F, (z) de N unique tel que
9 [F.(2)] = F, . (2) pour tout € N,. On a || F, (2) || < || x|, et

Fx(t)= Tl(xut)a Fx(t_'l)= T2(utx)

pour tout ¢ € R. De plus, ’application F, : z+ F, (z) est continue pour
la topologie ultrafaible de NV sur B_, et holomorphe a I'intérieur de B_,
pour cette topologie, ou ce qui revient au méme, analytique pour la topo-
logie normique.
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4.5. DEFINITION. — Soient M une algébre de von Neumann N une
sous-algébre de von Neumann de M, et T un élément de E (M, N). Nous
dirons qu’un 7-cocycle u posséde la propriété de prolongement analytique
si t+— T(u,) se prolonge en une fonction u” définie sur la bande
B_y={zeC; -1<Imz<0}, a valeurs dans N, bornée et ultra-
faiblement continue sur B_,, analytique dans cette bande, et prenant
pour z = —i la valeur 1. On dira que u” est le prolongement analytique
de ¢+ T (u,) sur B_,.

La proposition 4.4 montre que, pour tout S e E (M, N), le T-cocycle
(DS : DT) posséde la propriété de prolongement analytique. Le théo-
réme 4.8 montrera que réciproquement tout 7-cocycle possédant la pro-
priété de prolongement analytique est de ce type.

4.6. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann de M, et s, I, deux poids normaux fidéles semi-finis
sur M réduits par N. Notons T, et T, les éléments de E (M, N) définis
par iy et \y, et posons u = (DY, : DYy). On a | N* =, [N si,
et seulement si, u est un Ty-cocycle qui posséde la propriété de prolongement
analytique.

Pour i = 1,2, posons ¢; = ;| N*. Si ¢; = @,, on a

(DY, : DVy) = (DT, : DTY),
et la proposition 4.4 montre alors que u est un 7;-cocycle qui posséde
la propriété de prolongement analytique.

Réciproquement, supposons que u soit un Tj-cocycle qui posséde la

propriété de prolongement analytique. Pour tout # € R, posons

v, = (DT, : DT)),.

U =(D@yoT, : DoyoTy),
=(D@yoT, : D@yoTy)(D@yo Ty : D@yoTy),
= (DT, : DT}), (D¢, : D@y),=v,(D ¢, : D),
Il en résulte que (Do, : Do,),e N°Nn N = Z(N). Il existe alors un
opérateur positif injectif 4 affilié & Z (N) tel que (D¢, : Do,), = h'* pour

tout ¢ € R (voir 1.2). Pour tout entier n > 0, soit e, € Z (N) le projecteur
spectral de 4 correspondant a D’intervalle (1/n, n). En prenant les valeurs

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



414 F. COMBES ET C. DELAROCHE

pour z = —i des prolongements analytiques des membres extrémes de la
relation

T, (u)e, = Ty (uce,) = Ty (v, h* e,) = T, (v) (hen)ita

il vient e, = he,. On a donc A =1 et ¢, = @,.

4.7. LEMME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann de M, T un élément de E (M, N), et u une appli-
cation fortement continue de R dans le groupe unitaire de N°€.

(1) Soit p un projecteur de N, et posons TP = Tl M,e E(M,, N,).
On suppose que u est un T-cocycle. Alors u® :tw> p u, est un TP-cocycle.
Si u posséde la propriété de prolongement analytique, alors uP posséde la
méme propriété.

(ii) Soit R une autre algébre de von Neumann. On pose M, = M ® R,
N, =NQR T,=T®1, et, pour tout teR, v, =u, ® 1. Pour que
v soit un Tq-cocycle, il faut et il suffit que u soit un T-cocycle, et alors v
posséde la propriété de prolongement analytique si, et seulement si, u posséde
cette propriété.

(i) Soit ¢ € P(N) tel que pe N, et posons Y = @oT. Alors on a
peN, = M,. Le poids {" € P (M,) est réduit par N,, et T est I’élément
de E(M,, N,) défini par y*.

Si u est un T-cocycle, pour s, te R, on a
Upps = Uy GtT(us) = U G;I’ (uy),
d’ou
Py = pu, O} (u) = pu, oy (puy) = pu, ;" (pu,).

Donc ¢+ p u, est un TP-cocycle.

De plus, si u posséde la propriété de prolongement analytique, et si
uT est le prolongement analytique de ¢+ T (u,) sur B_,, il est clair que
p T (u,) admet z— p u” (z) comme prolongement analytique sur B_;.

(ii) Considérons un poids ¢ € P (N) et un poids 1€ P (R), et posons
y = ¢ o T. D’aprés la proposition 2.1 (ii), on a

©E®DeTi=(@-TNRT=Yy®1.
Pour tous ¢, se€ R, il en résulte que

0,0{ () = 0,6Y**(v,) = (4, ® ) o} @} (u; ® 1)
=u,0) () ® 1 =u,0{ (u) ® L.
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On voit donc que u est un T-cocycle si, et seulement si, v est un T';-cocycle.
D’autre part, si I’'un de ces cocycles posséde la propriété de prolongement
analytique, ’autre le posséde aussi, car, pour tout e R, on a

Ty (Ut) = (T® 1)(": ® 1) = T(uz) ®1.

4.8. THEOREME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann de M, et T, € E(M, N). Alors T,— (DT, : DT,)
est une bijection de I'ensemble E (M, N) sur I’ensemble des T,-cocycles
qui possédent la propriété de prolongement analytique.

D’aprés la proposition 4.4, pour tout T, € E(M, N), le T,-cocycle
(DT, : DT,) posséde la propriété de prolongement analytique. Montrons
que T, (DT, : DT,) est injective. Soient T, et T3 deux éléments de
E(M, N) tels que (DT; : DT,) = (DT, : DT,). Soit @ € P (N), et posons
Y; =¢@o T;pouri =2,3. On a (D3 : DV,), = (DT5 : DT,), = 1 pour tout
teR, d’ou y, = V{3, et I’égalité T, = T résulte alors du théoréme 1.1.

Montrons maintenant que 7T, +— (DT, : DT,) est surjective. Soit # un
T,-cocycle qui posséde la propriété de prolongement analytique. D’aprés
la proposition 2.5, on peut supposer qu’il existe dans Z (V) une partition
de lunité (p;);., telle que M, = M;® L (H) et N,, = N;® & (H)),
ou N, est une sous-algébre de von Neumann de genre dénombrable de M.
Posons T} = Ty | M,. C’est un élément de E(M,, N,) et, d’aprés le
lemme 4.7 (i), ¢+ p;u, est un Ti-cocycle qui posséde la propriété de
prolongement analytique. Supposons que, pour tout i € I, on ait construit
T} e E(M,, N,) telle que (DT}, : DT}), = p; u, pour tout ¢ e R. D’aprés
le lemme 2.4, il existera alors un ¢élément 7, de E (M, N) unique tel que
T,| M, = Tj pour tout i€ I, et d’aprés la proposition 4.3 (iv), on aura

pi(DT, : DTy), = (DT; : DTy), = p;u,
pour tout te€ R et tout iel, d’ou (DT, : DT;) = u.
Nous pouvons donc supposer que
M=M Q% (H) et N=N; ® % (H),
ol N, est une sous-algébre de von Neumann de genre dénombrable de M.
D’aprés le lemme 2.3, il existe un unique élément S; de E (M, N,) tel
que T; = S; ® 1. Pour tout ¢ € R, soit v, I'unique élément de N¢ tel que
u, = v, ® 1. Du lemme 4.7 (ii), on déduit que v : £ v, est un S;-cocycle

qui posséde la propriété de prolongement analytique; notons v5' le pro-
longement analytique de ¢ +— S; (v,) sur B_,. Soit alors @ un état normal

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



416 F. COMBES ET C. DELAROCHE

fidéle sur Ny, et posons ; = ¢ o .S;. Comme v est un y,;-cocycle, et comme
t— Yy (v,) = ¢ [S; (v,)] se prolonge sur la bande B_, en une fonction
continue, analytique a 'intérieur de B_,, prenant pour z = —i la valeur
0[5 (=i)] =0 (1) =1, le théoréme 1.2 montre qu’il existe un état
normal fidele ¥, sur M, tel que (DY, : DY) = v. Pour tout xe N; et
tout 7e R, on a

6*(x) = 1,0} (x)f = of* (x)eN;.

Donc N, réduit \,, et d’aprés le lemme 4.6, on a \, | Ny = Yy | Ny = o.
Notons S, I’élément de E(M,, N,), défini par {,. On a alors
(DS, : DSy) = (DY, : DY) =v. Si on pose T, =S, ® 1, la propo-
sition 4.3 (vi) nous donne, pour tout 7€ R,

(DT2 : DTl)t = (DS2 . DSl)t ®1 = Ut ®1 = ut,
ce qui achéve la démonstration du théoréme.

4.9. COROLLAIRE., — Conservons les données du théoréme 4.8. Pour
que (DT, : DT;) soit un Ty-cobord dérivé de ue N°€, il faut et il suffit que
T, (x) = Ty (uxu*) pour tout x € M.

Pour montrer que la condition énoncée est suffisante, considérons un
élément ¢ de P(N) et pouri = 1, 2, posons \; = ¢ o T;. Sixe M*, ona

Vo (x) = (P[Tz (x)] = (P[Tl(”xu*)] = (uxu®)
d’ou
(DT, : DTy), = (DY, : D), = u*c (u) = u*o7* ()
pour tout ze R ([3], lemme 1.4.3).

Réciproquement, supposons que (DT, :DT;) soit un T,-cobord
t—u* o’ (u) dérivé d’un unitaire u de N€ Pour tout x € M, posons
T, (x) = Ty (uxu*). Alors T/, appartient a E (M, N) et, d’aprés ce qui
précéde, pour tout e R, on a

(DT, : DTy), = “*O’tTl (w) =(DT, : DTy),,
d’ou T, = T, d’aprés le théoréme 4.8.
4.10. Remarque. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et T; € E (M, N). Soit u un T;-cocycle.
On vérifie immédiatement que # est un groupe a un paramétre si, et seule-

ment si, #, € My pour tout z € R. Dans ces conditions, u est de la forme
t+— h", ou h est un opérateur auto-adjoint positif injectif affilié a M.
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Dans la proposition suivante, nous caractérisons, parmi ces opérateurs,
ceux qui sont tels que le T;-cocycle ¢ A’ posséde la propriété de pro-
longement analytique. Si cette condition est réalisée, nous décrivons, en
fonction de T, et h, I’élément T, de E (M, N) tel que (DT, : DT,), = h"
pour tout e R.

Nous donnerons en 5.2 une caractérisation des éléments T, de E (M, N)
tels que (DT, : DT,) soit un groupe a un parameétre.

Soit # un opérateur auto-adjoint positif injectif affilié 2 M . Comme
dans [117] (§ 4), pour tout € > 0, nous posons , = h(1+¢h)~*. Rappelons
quesie; < &, onah, > h, D’aprés le corollaire 3. 10, pour tout k € M7,
et tout xe M*, on a T, (kx) = T, (k"?xk'?) > 0. 1l en résulte que
sig, <g etsixeMt, ona

0< T, (h,x) < T, (he, x).

4.11. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et T, € E (M, N). Soit h un opérateur
auto-adjoint positif injectif affilié @ My . Le T,-cocycle t— h'* posséde la
propriété de prolongement analytique si, et seulement si, on a

Supe>0 Tl (ha) = 1.

De plus, si cette condition est réalisée, notons T, I’élément de E (M, N)
tel que (DT, : DT,), = h'* pour tout te R. Alors T, est I'unique appli-
cation linéaire de M dans N prenant en tout point xe€ M™ la valeur
sup, o 11 (A, X).

Supposons que le T;-cocycle ¢ > h'* posséde la propriété de prolongement
analytique. Soit T, I’élément de E (M, N) tel que (DT, : DT,), = h* pour
tout ¢ € R. Prenons un état normal ¢ sur N. Notons p son support, et
considérons un élément  de P (N) tel que pe N, et Y |N, =¢|N;.
Posons enfin y; = Yo Ty et Y, = Yo 7T,. Comme

(DV, : DVpy), = (DT, : DTy), = h" pour tout teR,

il résulte de [3] (lemme 1.2.3) que V, = Y, (h.). Pour tout xe M*, on
a donc

VY (T, (x)) = V5 (x) = supgs>o Yy (h; X) = sup,s o ¥ (T} (h, X)),
d’ou
o(T,(x)) =Y (p T, (x) p) = V(T (pxPp)) = supe>o Y (Ty (h, px p))
= sup,>o ¥ (T; (ph, xp)) = sup,>o V¥ (p Ty (h, x)p)
= SUPe>0 P (Tl (hz X))
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Ceci étant valable pour tout état normal ¢, défini sur N, il en résulte
que, pour tout xe M*, on a T, (x) = sup,., T; (h, x). En particulier si
x = 1, on obtient 1 = sup,., 7, (h). On en déduit également la derniére
assertion de la proposition.

Il reste & prouver que si sup,,, T, (k) = 1, le Ty-cocycle ¢ — h™* posséde
la propriété de prolongement analytique. Soit ¢ € P(N), et posons
Yy = @ o T;. Comme 4 est affili€¢ & M; < M, , nous pouvons considérer
le poids, y, = Y, (£.). Si xe N*, on a

V2 (X) = Supgs o Uy (B X) = sup,s o @ (Ty (he) X).

Etant donné que (T (,)),> est une famille filtrante croissante d’éléments
de Z (N), de borne supérieure 1, pour tout x e N*, onasup, ., T; (k) x = x,
d’ou VY, (x) = ¢ (x). D’autre part, pour tout xe M et tout e R, on a
ol (x) = h'' o¥' (x) A~ d’aprés [11] (th. 4.6).

En particulier, si xe N, on obtient 6)*(x) = o' (x) = o®(x)eN.
Ainsi {, est réduit par N, et Y, |[N* = ¢ =\, | N*. Il résulte alors du
lemme 4.6 que t—> A" = (DY, : DY), est un T,-cocycle qui posséde la
propriété de prolongement analytique.

4.12. Remarques :

(@) Conservons les notations de 4.11. Supposons que % soit un élément
inversible positif de M, . Pour tout état normal ¢ de N, ¢ o T est un état
normal de M, donc (¢ o T,) (k) est dans I’enveloppe convexe du spectre
de h. On a donc (¢  T;) (h) > 0 pour tout état normal ¢ de N, et T, (h)
est donc inversible dans N. En fait, c’est un élément de Z (N) (voir prop. 5.1).
Alors k=hT;(h)~' est tel que T,;(k)=1, et par conséquent
u:t> k" = k" T, (h)”" est un Tj-cocycle qui posséde la propriété de
prolongement analytique. L’élément 7, de E (M, N) tel que

(DT, : DT)) = u
est I’application
x> T, (kx) = Ty (h) ! T, (hx).

(b) Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-algébre de
von Neumann de M, et Ty, T, € E(M, N). Pour que c™* = 672l faut
et il suffit que u = (DT, : DT,) prenne ses valeurs dans Z (N°) car, pour
tout x e N°et tout € R, on a 672 (x) = u, 6] * (x) u¥. Alors u est un groupe
4 un paramétre ¢ — A", ol h est auto-adjoint positif affilié & Z (N°). Si N¢
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est un facteur, on a & = 1, ce qui prouve que 7~ o7 est alors injective.
Ceci généralise le fait que, sur un facteur, il y a au plus un état normal K. M. S.
pour un groupe & un paramétre d’automorphismes donné.

(¢) Dans le méme ordre d’idées, soit M une algébre de von Neumann
de genre dénombrable. Tout état normal fidéle { sur M est réduit par
Z (M) (car Z(M) = M), et il existe T, € E (M, Z (M)) unique telle que
Vo T, = V. Soit ¢ un autre état normal fidéle. D’aprés le lemme 1.6,
ona T, = T, si, et seulement si, (D : Do) prend ses valeurs dans Z (M),
donc si, et seulement si, 67¥ = cT* d’aprés la remarque (b). Mais évi-
demment ici on a ¢’ = o et 67¢ = ¢° Notons K (M) le quotient de
I’ensemble des états normaux fidéles définis sur M pour la relation d’équi-
valence « avoir le méme groupe d’automorphismes modulaires ». Les
remarques précédentes montrent que  — 7', définit par passage au quotient
une bijection de K (M) sur E (M, Z (M)).

5. Bijection canonique de E (M, N) sur E (N°, Z (N))

5.1. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M.

(1) Soit Te E(M, N), et posons T' = Tl N¢. Alors T' est un élément
de E(N°, Z (N)), et pour tout te R, on a s = of.

(i) Soient S et T deux éléments de E (M, N). Posons S' = S|N°¢ et
T'=T|N°

Alors, pour teR, on a (DS : DT), = (DS’ : DT"),.

(i) On a d’une part Z (N) < N¢ d’ou Z(N) < T (N°), et d’autre part
on voit facilement que T (N€) = Z (N) (voir rem. 3.7 (b)). On en déduit
que T’ = T|N°¢ est bien un élément de E(N°, Z (N)).

Comme Z (N) est contenue dans Z (N°€), le commutant relatif de Z (N)
dans N°€ est N¢. Alors T’ vérifie évidemment la condition K. M. S. rela-
tivement 3 o7, et la conclusion résulte de la proposition 3.8.

(i) D’aprés la proposition 2.5, on peut supposer qu’il existe une par-
tition de I'unité (p;);., dans Z (N) telle que

M,=M;®#(H) e N,=N,QZ(H),

ol NV, est une sous-algébre de von Neumann de genre dénombrable de M,.
Posons
T,=T|M, e T/ =T]|N;=T|N;,
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et notons S;, S; les espérances conditionnelles construites de fagon ana-
logue a partir de S. Pour démontrer que (DS : DT) = (DS’ : DT"), il
suffit de prouver que (DS :DT),p, = (DS’ : DT'), p; pour tout te R et
tout i€ I, soit encore

(DS; : DT, = (DS; : DTy,

d’aprés la proposition 4.3 (iv). Nous pouvons donc supposer que
M=M & ¥(H) et N=N, ® £ (H), ou N, est une sous-algébre de
von Neumann de genre dénombrable de M. Soit alors 7, 1’unique
élément de E (M,, Ny) tel que T=T, ® 1 et posons T; = Ty |N{.
Comme N°=N{®1, on a T' =T, ® 1. Notons S; et S} les objets
analogues relatifs a S. La proposition 4.3 (vi) montre qu’il suffit de
vérifier que

(DS, : DT,) = (DS : DT’,).

On est ainsi ramené au cas ou N est de genre dénombrable.

Dans ce cas, soit ¢ un état normal fidéle sur N, et posons
Vi=¢°T, VY,=0¢¢°8, \|/I1=\l’1|Nc=(P°T', \|’§=\|’2|NC=(P°S'-
D’aprés le lemme 1.8, on a

(DS : DT)=(DV, : DY) =(DV3 : DY) =(DS' : DT).

5.2. COROLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann de M, et Ty, T, deux éléments de E (M, N).

Alors (DT, : DT,) est un groupe @ un paramétre si, et seulement si,
T) = T, | N est invariante par les automorphismes o]

L’invariance de T par or' signifie ici que T o o' = T, car T (N°)
est contenu dans My .

Fixons #, € R, et notons o 1’automorphisme o' de N°. En utilisant
I’invariance de T par o et les propositions 4.3 (iii) et 5.1 (ii), pour tout
te R, on obtient

(DTjo0 : DTy), = (DTyoaq : DT)),(DTy : DT),
=(DT,c0 : DT oa),(DT{ : DT,),
=ao " '[(DT; : DT)),](DT; : DT;),
=a '[(DT, : DT,),](DT, : DT),.
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D’autre part, on a T o o = T si, et seulementsi, (DT} o a : DT%), =1
pour tout ¢ € R. On en déduit que 77, est invariant par ¢”* si, et seulement
si, (DT, : DTy),€ My, pour tout t€ R, c’est-d-dire si, et seulement si,
(DT, : DT) est un groupe a un paramétre.

5.3. THEOREME. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M. L’application r : T+ T| N¢
est une bijection de E (M, N) sur E(N€, Z (N)).

D’aprés la proposition 5.1, pour tout Te€ E(M,N), on a bien
T [ N¢e E(N¢ Z(N)). Toujours d’aprés cette proposition, si T, et 7, sont
deux éléments de £ (M, N) dont les restrictions 7' et T, a N°¢sont égales,
on a

(DT, : DT, =(DT; : DT)), =1

pour tout t € R et par suite 7, = T, (th. 4.8). L’application r est donc
injective. Montrons qu’elle est surjective.

Soit T’ un élément de E (N, Z (N)), et soit T; un élément de E (M, N).
Posons u = (DT’ : Dr(T,)). D’aprés la proposition 4.4, u est un
r (T,)-cocycle qui posséde la propriété de prolongement analytique. Comme
u est aussi un T;-cocycle (prop. 5.1 (i)), d’aprés le théoréme 4.8, il existe
TeE(M, N) tel que (DT : DT;) = u. La proposition 5.1 (i) nous donne
alors

(Dr(T): Dr(Ty))=(DT: DT,)=u= (DT : Dr(Ty)).
On a donc r(T) = T’ et r est bien surjective.

5.4. Remarque. — Si N est un facteur, 7+— T I N°€ est une bijection de
E (M, N) sur I’ensemble des états normaux fidéles de N¢. On peut donc
dire que la « dimension » de E (M, N) est trés liée a celle du prédual de N°¢,
donc a celle de N°.

5.5. LEMME. — Soient R une algébre de von Neumann de genre dénom-
brable, et A une sous-algébre de von Neumann de R distincte de R. 1l existe
sur R deux états normaux fidéles distincts ayant la méme restriction a A.

Soit x un élément de R* n’appartenant pas a 4. D’aprés le théoréme
de Hahn-Banach appliqué a I’espace vectoriel réel des éléments hermitiens
de R, il existe une forme linéaire hermitienne f ultrafaiblement continue
sur R, nulle sur 4, et telle que f(x) # 0. Soient f * et f~ les parties posi-
tives et négatives de f. On a alors f* |4 =/~ | 4, donc en particulier
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fFFfO=f"Q), et fT(x) #f (x). Soit alors g un état normal fidéle
sur M. En posant

f1 =f++g’ fr=f"+g

et en normalisant correctement ces formes, on obtient des états vérifiant
les conditions énoncées.

5.6. THEOREME. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann espérée de M. Pour que E (M, N) soit réduit a
un seul élément, il faut et il suffit que N° soit inclus dans N.

La condition suffisante est due 4 A. Connes ([3], th. 1.5.2), et se
déduit immédiatement du théoréme 5.3. En effet, N° = N signifie que
N¢ = Z(N). Dans ce cas E(N° Z(N)) est réduit & un seul élément, et
il en est de méme de E (M, N).

Réciproquement, supposons que N°¢ soit distinct de Z (), et montrons
que E (M, N) contient au moins deux éléments distincts ou, ce qui revient
au méme, que E(N° Z (N)) contient deux éléments distincts. Soit (p,);;
une partition de ’unité de Z (N), ou p; est, pour tout i € 7, de genre dénom-
brable (par exemple un projecteur cyclique). Comme Z (N) est espérée
dans N° (prop. 5.1), pour tout i € I, N, est de genre dénombrable. Il existe
au moins un indice i, € 7 tel que Z (N)Pio # N;;'io. D’aprés le lemme 5.5
il existe deux états normaux fidéles f;, f, sur leio distincts, et égaux sur
Z (N)pio. Pour tout i e/ distinct de i, choisissons un état normal fidéle
g; sur N, et, pour x € (N °)*, posons

01 (%) = f1 (Xpig) + i io 8 (XP2) 02 (%) = f2 (xPi) + i 21, 8 (xP)).

On obtient ainsi deux poids strictement semi-finis sur N° et tels que
P €M, N M,, pour tout iel, donc de restriction a Z (N)* semi-finie.
Comme on a Z(N) c Z(N°) = M, n M,,, on voit que Z(N) réduit
¢, et ©,. Soient T, T, € E(N€, Z (N)) les éléments définis par @, et @,.
Comme ¢, et @, ont méme restriction & Z (N)* et sont distincts, on a
nécessairement 7 # 7).

5.7. COROLLAIRE. — Soient M une algébre de von Neumann, A une sous-
algeébre de von Neumann abélienne espérée de M. Pour que E (M, A) soit
réduit @ un seul élément, il faut et il suffit que A soit abélienne maximale.

La condition suffisante est depuis longtemps connue (par exemple,
voir [14], th. 6.1). La condition nécessaire nous semble nouvelle.
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5.8. DEFINITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M, et T un élément de E (M, N).
Si 6f = 1 pour tout ¢ € R, nous dirons que T est une application bécarre
de M sur N. La proposition 3.11 montre qu’il existe une application bécarre
de M sur N si, et seulement si, N¢ est finie. Dans le cas ou N = Z (M),
on retrouve un résultat classique de J. DIxMIER ([8], chap. III, § 4, th. 3),
comme le montre la proposition suivante.

5.9. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, N une sous-
algébre de von Neumann espérée de M. Pour un élément T de E (M, N),
les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est une application bécarre;

(ii) T (xy) = T (yx) pour tout xe M et tout y e N
(iii) T (uxu*) = T (x) pour tout x € M et tout unitaire u de N°;
(iv) T|N°¢ est une application bécarre de N° sur Z (N).

(i) < (ii) d’apres le corollaire 3.10 caractérisant le centralisateur M,
de T.

(ii) <> (iii) du fait que tout y € N est combinaison linéaire de quatre
unitaires de N°.

(iii) < (iv) d’aprés la proposition 5.1 (i).

5.10. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M telle que N€ soit finie. Pour
qu’il existe une seule application bécarre de M sur N, il faut et il suffit que
Z(N°) = Z(N).

D’aprés la proposition 5.9 (iv), T € E (M, N) est une application bécarre
si, et seulement si, T’ = T| N°€ est une application bécarre de N°€ sur Z (N).
Si Z(N) = Z(N°), d’aprés un résultat de J. Dixmier ([8], chap. III,
§ 4, th. 3) une telle application bécarre de N¢ sur Z (N°) est unique, d’ou
I’unicité de T en utilisant le théoréme 5.3.

Notons que cette unicité résulte aussi de 1’étude précédente de la fagon
suivante. Soit S une autre application bécarre. D’aprés la remarque 4.12 (b),
u = (DS : DT) est un groupe 3 un paramétre ¢ — A*, ol 4 est auto-adjoint
positif, injectif, affilié a Z (N°). D’autre part, t+— T (u) = T (k") admet
un prolongement analytique »” sur la bande B_, de C avec u” (—i) = 1.
Si on suppose que Z(N°) = Z(N), on a T (h'*) = h' pour tout ¢ € R.
On en déduit que 2 =1, d’ou (DS: DT), =1 pour tout te R, d’ou S=T.
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Réciproquement, supposons qu’il existe une seule application bécarre
T de M sur N. D’apres la proposition 3.4, il existe une application bécarre
S de M sur N°. De plus, toujours d’aprés la proposition 3.4, pour tout
T, € E(N°, N), ’application T o S est bécarre. Il en résulte que E (N, N)
est réduit au seul élément 7 ] N. On adonc N'n N° = Z(N)(th.5.6).
Comme Z (N°) est contenu dans N’ n N°¢, on en déduit que Z (N€) = Z(N).

5.11. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann espérée de M. Pour que N° soit finie, il faut
et il suffit que M soit G-finie pour le groupe G des automorphismes intérieurs
de M définis par les unitaires de N°.

Si N¢ est finie, il existe une application bécarre 7 de M sur N
(prop. 3.11 (ii) et 3.4). Comme N est I’algébre M ¢ des points fixes de G,
on voit que T est un élément de E (M, M €) qui est G-invariant (prop. 5.9 (iii).
Donc M est G-finie (voir [10]).

Réciproquement, si M est G-finie, il existe 7€ E(M, N°) qui est
G-invariante. C’est une application bécarre de M sur N (prop. 5.9 (iii),
donc N€¢° = N°€ est finie (prop. 3.11 (ii)).

5.12. PROPOSITION. — Soient M une algébre de von Neumann, et N une
sous-algébre de von Neumann de M. On suppose que N est semi-finie, égale
a N et que N° est finie. Soit G le groupe des automorphismes intérieurs
de M définis par les unitaires de N°. Notons PS¢ (M) I’ensemble des éléments
de P (M) qui sont invariants par G. Les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) N est espérée;

(ii) il existe Te P (M) tel que t| N* soit semi-fini;

(i) P® (M) # & et tout 1€ P¢ (M) est tel que T|N™ soit semi-fini.

De plus, si T désigne I’unique application bécarre de M sur N, alors on
a to T = 1 pour tout 1€ P°(M).

Faisons une remarque préliminaire. Soit # un unitaire de M, et soit a,
I’automorphisme intérieur qu’il définit. On a

(Dooa, : Do), =u*c?(u) pour tout teR et tout peP (M)

([3], lemme 1.4.3). On voit donc que ¢ oo, = @ si, et seulement si,
of (u) = u pour tout ¢ € R, c’est-a-dire si, et seulement si, u € M. Ainsi,
pour tout te P¢ (M), on a N° =« M,. Comme N est normale, N = N
est donc invariante par les automorphismes modulaires o;.

(ii) = (i) En effet, sous I’hypothése (ii), la remarque ci-dessus montre
que N réduit t et le théoréme 1.1 montre que N est espérée.
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(i) = (iii)) Supposons que N soit espérée. Comme N ¢ est finie, il existe une
application bécarre T'de M sur N (prop. 3.11 (ii)), et il n’en existe qu’une
car N étant normale, ona Z (N) = Z(N°) (prop. 5.10). Pour tout o€ P(N),
le poids ¢ o T appartient évidemment & PS (M) et donc P¢ (M) n’est pas
vide. Soit ¢ une trace normale semi-finie sur N, et posons {y = @ o T.
Comme T est une application bécarre, on a N = My = M, AN M,
D’autre part, si t est un élément de P° (M), on a N° = M, d’aprés la
remarque préliminaire. On voit donc que (Dt : DY) prend ses valeurs
dans N = N. Le lemme 1.6 montre alors que 1 est réduit par N, ce qui
démontre (iii), et que T = 10 T, ce qui établit la derniére assertion de
I’énoncé.

(iii) = (ii) est évident.

5.13. Remarques. — En appliquant cet énoncé a divers cas particuliers
on retrouve des résultats plus ou moins connus.

(a) Supposons M semi-finie. Une sous-algebre de von Neumann N de M
vérifiant les hypothéses de la proposition 5.12 est espérée si et seulement
§’il existe une trace t € P (M) telle que | N* soit semi-finie, et alors toute
trace normale fidéle semi-finie sur M posséde cette propriété. Ceci s’applique
en particulier aux sous-algébres abéliennes maximales de M.

(b) Supposons M finie, et prenons N = Z (M). On retrouve le fait que
toute trace T P (M) a une restriction & Z (M)* semi-finie et se factorise
a travers l’application bécarre de M sur Z(M). En particulier, toute
trace T€ P(M) a une restriction semi-finie sur toute sous-algébre abé-
lienne maximale de M, et par conséquent les sous-algébres abéliennes
maximales de M sont espérées.

(¢) M étant quelconque, soient N une sous-algébre abélienne maximale
de M, et G le groupe des automorphismes intérieurs de M définis par les
unitaires de N. Un élément ¢ de P (M) appartient & PS (M) si, et seulement
si, N = M,. On voit donc que N est espérée si et seulement s’il existe
QoeP (M) tel que N M, et ¢ | N* e P (N). En outre, dans ces condi-
tions, tout autre poids Y e P (M), vérifiant N < M,, est tel que
V|N*eP(N).
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