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Bull. Soc. math. France,
104, 1976, p. 3-31.

MARCHES DE HARKIS
SUR LES GROUPES LOCALEMENT COMPACTS. IL

PAR

ANTOINE BRUNEL et DANIEL REVUZ
(Paris VI) (Paris VII)

RÉSUMÉ. — Nous étudions les problèmes de renouvellement des marches de Harris
sur les groupes localement compacts pour lesquelles la frontière de Martin est constituée
de deux points. Ceci permet d'obtenir dans ce cas la caractérisation complète des fonctions
spéciales et de constater que le théorème de normalité est vrai en toute généralité. Pour cela,
il est nécessaire de montrer que le potentiel d'une marche-trace sur un sous-groupe
ouvert est la trace du potentiel de la marche.

Dans [3], H. KESTEN a montré que la frontière de Martin pour une
promenade récurrente sur un groupe dénombrable comportait un, deux
ou une infinité de points, et émis la conjecture suivante : Elle ne peut
en fait comporter que un ou deux points. De plus, KESTEN montre que
la frontière de Martin comporte deux points si, et seulement si, le groupe G
qui porte la marche étudiée possède un sous-groupe H isomorphe à Z,
tel que G/H soit fini et que la marche induite sur H sut un moment d'ordre 2.

Dans [2], nous avons repris cette question en ne supposant plus le groupe
dénombrable, mais seulement localement compact métrisable, et en étendant
les investigations aux fonctions spéciales plus générales que les fonctions
à support compact considérées jusque là. Nous avons ainsi été amenés
à considérer des classes de marches, dites de type //, qui rappellent la classe
des marches isolées par KESTEN comme celles ayant deux points frontières.

Dans un article ultérieur, où nous étudierons la conjecture de Kesten,
nous préciserons le résultat de Kesten en démontrant le résultat suivant :
La marche a deux points frontières si, et seulement si, on est dans un des
deux cas suivants :

(i) la marche est de type II;
(ii) le groupe G admet un sous-groupe distingué GQ d'indice 2 tel que

la marche induite sur GQ soit de type //.
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4 A. BRUNEL ET D. REVUZ

Dans cet article, nous nous proposons d'étudier complètement la trans-
position aux groupes généraux de ces deux types de marche et de démontrer
à leur endroit le théorème du renouvellement. Les méthodes employées
sont aussi valables pour les groupes abéliens comme cela a été exposé dans [6].

Nous remercions H. KESTEN de nous avoir signalé une erreur dans une
première version de ces résultats.

Dans tout cet article, les définitions et les notations seront celles de [2]
sauf que nous appellerons la marche M pour éviter la confusion avec
le caractère X. Rappelons néanmoins qu'une marche est dite de type //
s'il existe un caractère réel % tel que P \ % [ — | % | soit intégrable par la mesure
de Haar m du groupe G considéré et que ceci entraîne que G possède
un sous-groupe compact distingué Ker 7 tel que G/Ker % soit isomorphe
à R ou Z. On appellera X le caractère canonique tel que l'image de m
par X soit la mesure de Lebesgue, et l'on rappelle que l'on pose

a2 = X2d\i<+oo.
JG

Nous allons faire l'étude des propriétés asymptotiques des noyaux
potentiels A construits dans [2]. Cette étude sera double : D'après la forme
de A, il est clair que, si/est une charge, le comportement asymptotique
de .4/est celui de W^f, tandis que si/est positive, le comportement de Af
sera celui de y, et nous allons essayer de faire ces deux études successivement.
La première revient (cf. [2] (1.3)) à chercher la frontière de Martin
du groupe pour la promenade considérée.

1. Théorème du renouvellement pour les noyaux W^

Dans ce paragraphe, comme dans le suivant, nous considérons
des marches de type //.

Les fonctions bornées à support compact étant spéciales, il est immédiat
que l'ensemble { W^ (x, .), x e G } est un ensemble vaguement relativement
compact de mesures de Radon positives. Nous allons ci-dessous identifier
la fermeture vague de cet ensemble.

Comme d'habitude, A désigne le point à l'infini dans la compactification
d'Alexandrov de G. Les deux propositions suivantes ne font pas usage
du fait que M est de type II.

(1.1) PROPOSITION. - Pour tout fe CQ n 5', pour tout x e G,

^a^W(xa)-W,f(a))=0.
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MARCHES DE HARRIS 5

De plus, la convergence est uniforme lorsque x varie dans un ensemble
compact.

Démonstration. - Posons ^ = ̂  W^ (/) et B = || W^ (/) ||. Si ^ est
un ultrafiltre plus fin que le filtre des voisinagçs de A, posons

L(x)=lim^(p^(x).

Comme

Pn^ W,f= W,f- ̂ P,^/+^P^^ m(/>,
m (h)

on a, pour w fixé,

lmw(P.<P )̂-<P )̂) = lim^/-T,^o^+l/+^Inopfc±^m(/)) = 0,
V m (h) )

car ces dernières fonctions sont dans Co.
Si 72 est assez grand, on peut écrire ^ = g^.m+^ avec ^ e j^1 (w),

et l'on a

^n9aW- ^a(yx)gn(y)m(dy) ^B\\^\\.

Soit \[/ un représentant borélien de la limite de (p^ suivant ^ dans
a(L°°, L1); on a donc :

L(x)- \^(yx)g^y)m(dy) ^B||pj|,

et
|L(x)-P^)|<2B||Pj|.

Il en résulte, en faisant tendre n vers l'infini, que L = lim^ ?„ \|/,
donc que L est constante, donc que

lim^(p^(x)-(p^(e)=0,
a->A

ce qui entraîne
lim,^ (^ f(xa) - W, f(a)) = 0.

Pour montrer la deuxième phrase de l'énoncé, il suffit d'utiliser un
procédé exposé dans [1] et [6] et basé sur une extension du théorème
d'Egoroff, due à MOKOBODZKI. Nous nous contenterons de renvoyer
à ces références.
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6 A. BRUNEL ET D. REVUZ

La démonstration ci-dessus donne aussi la proposition suivante :

(1.2) PROPOSITION. — Si f est spéciale, et telle que Pf tende vers zéro
à l'infini, alors la conclusion de (1.1) est encore valable.

La condition qui apparaît dans cet énoncé est nécessaire. En effet,
si / est une fonction pour laquelle le résultat est vrai, le calcul précédent
montre que

- Z5^+i/(^)+ ES^+i h(xa).m(f)im(h)

doit tendre vers zéro lorsque a tend vers A, et comme le second terme
de cette somme tend vers zéro, le premier doit également tendre vers zéro.

Remarque. — II existe des fonctions spéciales pour lesquelles la condition
que Pf tende vers zéro à l'infini n'est pas vérifiée.

Enfin la proposition (1.1) a la conséquence importante suivante :

(1.3) PROPOSITION. — Pour tout fe CQ r\ S, on a

lim^WA^)- W^f(d)) = 0.

De plus, la convergence est uniforme lorsque x décrit un ensemble compact.

Démonstration. — On peut écrire que W^f(ax) = W^f(axa~1 .a),
or lorsque a décrit G, il résulte de la structure particulière de G', que axa~1

reste dans le compact (p~1 ((p { x }), où (p est l'application canonique
G-->G/Ker%. Le résultat découle alors immédiatement de (1.1).

Remarque. — Cette proposition sera, pendant un moment, la seule
où joue l'hypothèse que la marche est de type //.

(1.4) LEMME. — Pour x fixé dans G, et fe C^, l'ensemble des nombres
W^ (o^/) (x), a e G, est borné.

Démonstration. — Soit V un voisinage compact de e et/' e C^ telle que,
pour tout b G V, on ait T^,/' ^/. On a alors

W, (o, /') (xb) = W^ (a, T, //) (x) ̂  W^ (a, /) (x) ;

s'il existait une suite û ^ — > A , telle que W^ (a^/) (x) tende vers +00,
la formule

W^ (a,, /) (x) + mœ W, (T, h) (x) ̂  W, (a,, /) (x)
m (h)

montrerait que l'on a aussi

lim^ W^ (a^ /) (x) =4-00,
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MARCHES DE HARKIS 7

et donc
lim^^(a,n(j0=+a)

uniformément pour y e x V. Ceci entraîne

lim, g.^(a^/))Jm=+oo

si geCj^ et majore l^y. Comme

fg.^^nrfm^ii^gii.ii/'ii,,
on arrive à une contradiction,.

(1.5) PROPOSITION. — Pourfe C^, la famille des applications W^ (a^/) (.)
est équi-uniformément continue à droite sur tout compact.

Démonstration. — Soit x fixé dans G. Pour b dans G, on a

A (fc) = tV, (a, /) (xfo) - W, (a, /) (x) = ̂  (a, T,/) (x) - W, (a, /) (x)

== ^(^^/)W-^(^<Ta/)W+ W^(ï,/-/))(x)

- 1 (^.m)^,(T,a,/)-^^(T^)(x)+^(a,(Tj-/))(x)
mW "" w mW

-1-<T,-1/^, W^^f))-^ ^.(T^)(x)+^(a,(T,/-/))(x)
m(Jî) ' m (h)

1 <^(ï;1 ̂  o,/)-^ ^(T^)(x)+TV,(a,(ï,/-/))(x).
m(h) m(h)

Soient K le support de /, H un voisinage symétrique de l'origine, et
/' une fonction de C^ valant 1 sur HK. Pour tout e > 0, on peut trouver
un voisinage V de e tel que, pour b e V, | Tfc/--/| < s/'.

La façon dont on a choisi h dans [2] permet alors d'affirmer
qu'il existe un voisinage symétrique W de e tel que, pour b eW, on ait
[y4(6 ) [ ^ E+S ^O^/OOc). Il résulte alors du lemme précédent que
les applications W^ (o^f) sont équi-uniformément continues à droite
sur un voisinage de x et donc sur tout compact en appliquant la propriété
de Borel-Lebesgue.

(1.6) PROPOSITION. — De toute suite tendant vers A, on peut extraire
une sous-suite (a^) telle que, pour tout fe C^, les fonctions W^ (cr^/)

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



0 A. BRUNEL ET D. REVUZ

convergent uniformément sur tout compact vers T(x).m(f\ où T (x) est
une fonction continue et positive.

Démonstration. - D'après le lemme (1.4), pour x fixé dans G,
l'ensemble des applications ^ :/-» W^ (a^f) (x) est un ensemble vague^
ment relativement compact de mesures de Radon positives. Mais, d'après
la proposition précédente, de toute suite tendant vers A, on peut extraire
par le procédé diagonal une suite ^ telle que les fonctions W^ (^ /()
convergent uniformément sur tout compact pour tous les élément^ /,
d'un système dénombrable, dense dans C^ pour la topologie de la conver-
gence uniforme sur les compacts. Il en résulte que les mesures ̂  convergent
vaguement vers une mesure v^ et que, pour tout /e C^, T'application
x -^ ^x (/) est continue.

Soit alors /, g e C^ et b e G. On a

fv'(/-cr,/).g(x).m(^)

=limJ^(a^(/-o,/)).gdm

=limJa^(/-cr,/).W,gdm

=lim^ mx^ÇW.gÇa^x^W^Çar'b'^^dmÇx)

d'après la proposition (1.3). Il en résulte que v" est invariante par CT^
et donc que v^ = F (x).m, où F (x) est continue.

Remarque. — Tous les résultats précédents restent valables pour
une marche quelconque sur un groupe abélien.

(1.7) PROPOSITION. — La fonction T de (1.6) est de la forme YA+^+X»
où a est une constante et % un caractère réel tel que P \ ^ | — | % \ soit inté-
grable par m.

Démonstration. — De par sa définition, il est facile de voir que F vérifie
P r ^ r+(l/m(h))Ph.

Posons C = r-y/.; si /e C^ avec m (/) = 1,

C(x)=lim^(^-P^)/(x),

TOME 104 — 1976 —- N° 1



MARCHES DE HARRIS 9

et, pour b e G,

C(x)-C(bx) = iïm^J-a,) W^^P^f(x)

= ̂ a-cT^^^-PJ^/)^).

Or (Pa^Pn) ̂ /e ̂  et, pour g e N , (/-a,) (^- F^) g = 0 d'après
les formules (1.1.5) de [2]; on a donc

lim^Z-a,) ̂ (a^-P^)(T,/)(^) = lim^J-a,) ̂ (^-^)(T,/)(^),

et T^/étant encore une fonction de C^ d'intégrale 1, ceci converge vers
C(é?)-C(6). On a donc bien C = ^+7, où ^ est un caractère réel.
Comme | x | ^ r 4 - r / , + ^ o n a P [ 5 c | < + o o e t donc, puisque la marche
est récurrente, ? /= / . Ceci entraîne que PF = r+(l/m (h)) Ph et,
comme en 11.2.1 de [2], p |^ | - |^( est intégrable.

(1.8) PROPOSITION. -- De toute suite tendant vers A on peut extraire
une sous-suite {a^ } telles que les mesures W^ (a^ .) convergent vaguement
et sur toutes les fonctions continues majorées par h vers une mesure (^ + 7). m,
où % est un caractère tel que P |/ |~[ X | soit intégrable.

Démonstration. - Comme [W^(x,.\ x e G } est vaguement relati-
vement compact, on peut effectivement trouver (a^ telle que W^(a^ .)
converge vaguement, et (1.3) montre alors que, pour tout /e^,
^/(^n^) converge vers une constante a.

Pour g e C^, on a donc

am(g)=lim^<^/(^.) ,g(.)>=lim^</, ^(a^g))

=wfe) (Yft+û+x)./rfm,

et par suite a = (Y^+û+/)./âfw.

Maintenant si /e Co n S et si ^/(^)->^ [(y^+^+x)./^,

la même propriété est vraie pour P/; en effet,

W, P/(0 = ̂ ,/(^)-P/(^)+ J- f^.P/^m,
m(/î)J

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



10 A. BRUNEL ET D. REVUZ

donc la limite des W^ Pf(a^ existe, et vaut
- /\

(Y/.+^+X)./^m+ [J^-fdm
J J m(h)

(Y,+^+X)./^m+ ̂ Pik-y,).fdm

P^'fdm-}- a.fdm+ %.fdm = (Y^+û+x).P/^m.

Si UeC^ la fonction ( p = ^ 2 ~ " 7 ^ £ / vérifie la propriété ci-dessus,
et on peut choisir U de façon que (p ^ A (lemme 11.1.4 de [2]).

Par semi-continuité inférieure, on a alors

lim^((p-^)(^)> (YA+â+x)((p-^m,

iïm^(/i)(^)^ j(y,+a+5c).Wm,

d'où il résulte que

lim^.(/î)(^)= ^^.hdm= (y,,+a+/).^m.

Comme ^•^ ̂  = 0 puisque h est symétrique, il en résulte que a = 0,

et la proposition est démontrée, le raisonnement par semi-continuité
inférieure montrant la convergence pour toutes les fonctions majorées par A.

DÉFINITION. — Pour une marche de type //, on dira que ;c—> ± oo
si X(x)—> ± oo dans R.

(1.9) THÉORÈME. — Les mesures W^ (x, .) convergent vaguement vers
y^.w + a"2 X.m lorsque x —> ± oo, où X est le caractère canonique.

Démonstration. — Soient (^) et (a^) deux suites tendant vers A et telles que
les suites W^(a^ .) et W^(a^ .) convergent vaguement conformément
à la proposition précédente. Il existe donc un caractère % tel que
v = P\ X | -| X | soitintégrableetquelim^ (W^ (^, .)- W^ «, .)) = ̂ .m
au sens vague.

Pour/e C^ et h arbitraire dans G, on a, en utilisant (1.1),

lim^,(^(I-T,)/(^)-^a-T,)/(x^)) = f/a-Tj/dm

-XW.mCO,

TOME 104 — 1976 — N° 1



MARCHES DE HARRIS 11

et la convergence est bornée ce qui permet d'affirmer que

iïm,<î;(.),F7,(J-T,)/(.^)-^(J-T,)/(.^)>==xW.m(/).m(i;).

Maintenant (I—i^fest une charge à support compact et par suite

W,(J-T,)/(.)- k.,(J-T,)/dm = lim^P^T,)/(.),

la convergence étant bornée. On a donc

<^(.), ^.a-^)/(.^)-^a-T,)/(.^)>
=lim^<y(.),I:ÏP^J-T,)/(.^)-SÏ^O^^)/(-^)>

=nm^<p^^|x|(.)--p|x|(.),a-^)/(^n)-a-^)/(-^)>
==lim^<P^^(Z-T,-0|x|(.)-Pa-^-0|x|(.),/(.^)-/(.^)>

et, en utilisant 11.2.7 de [2], cette limite est égale à

-<P(J-T,-O|X|(.),/(.^)-/(.^)>

=-<P/(.),(J-T,-.)|x|(.<l)-y-T5-l)|x|(.<l)>.

La fonction (7-ï^-i) | % | a été décrite en 11.2.7 de [2]. Il en résulte
que si (a^) et (a^) tendent vers A avec le même signe, ce crochet tend vers zéro
lorsque n tend vers l'infini. On a donc % (b) = 0, donc % est nul, et par suite
W^(x, .) a une limite, soit lorsque x—> +00, soit lorsque x-^-oo.

Les fonctions W^f sont donc plates aux deux infinis, et comme ?„ W^
converge vers y^.w et que lim^ ?„!<;+ = lim,, ?„ Iç- =1/2, les deux limites
ne peuvent être que de la forme y^.w+À-.Â'.m lorsque x—>+co, et
j^.m—'k.X.m lorsque x—>—co, où À, est une constante et X le caractère
canonique.

Il nous reste à calculer À,. Soit (a^ une suite tendant vers + oo et (a^)
une suite tendant vers —oo. En raisonnant comme précédemment, on a
%==2KX; quant au dernier crochet, il converge vers 2.m(f).%(b).

On a donc m (v) = ( P \ % [-1 x | ) dm = 2, et par suite

2|X| f (P|^ | - |Z| )dm=2[X|a2=2,

soit | X | = o2.
Il reste à déterminer le signe de ^. Si / est une fonction positive de C^

à support dans { X > 0 }, on peut choisir b de façon que r^/soit à support
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12 A. BRUNEL ET D. REVUZ

dans {X<0}, ce qui entraîne en particulier X(b)> 0; on a alors

f^(/-T,)/ûfm > 0.

D'autre part, d'après la forme de (I—^-l)\x\ lorsque ^-^+00,
la limite de W(I—^_^)f(x) est positive. Il en résulte que X est positif
et vaut donc a"2, ce qui termine la démonstration.

(1.10) COROLLAIRE. — Si fest une fonction continue majorée par un mul-
tiple de h, alors W^f est uniformément continue.

Les résultats qui précèdent ont une traduction évidente sur les noyaux A.

(1.11) THÉORÈME. — Si f est une charge continue et majorée en module
par un multiple de A, alors

1-\im^^Af(x) = ± a-2 Xfdm.

(1.12) Remarque. — Dans tout ce paragraphe, l'hypothèse que la marche
est de type II n'a servi qu'en deux endroits, pour démontrer la propo-
sition (1.3) d'une part, puis dans la démonstration du théorème (1.9).
Il est clair que, pour une marche de type / sur un groupe qui posséderait
la propriété utilisée en (1.3), à savoir que pour tout x de G l'ensemble
des éléments axa~1 reste dans un compact fixe lorsque a décrit G, on pourrait
refaire tous les raisonnements du paragraphe. La démonstration de (1.9)
deviendrait sans objet, et l'on aurait le théorème du renouvellement
lim^_^ Wh(x, .) = y.w au sens vague. Ceci a été utilisé dans [6] pour
les groupes abéliens, et sera utilisé dans un article ultérieur pour démontrer
la conjecture de Kesfen pour certains groupes.

2. Comportement asymptotique des potentiels
^ ^

Dans cette section, nous allions étudier le comportement asymptotique
des potentiels A U pour U ^ 0 ou, de façon équivalente, des fonctions y.
Les fonctions y sont des fonctions positives, et le fait qu'elles soient sous-
harmoniques et non constantes entraîne qu'elles sont non bornées.
Lorsque x tend vers A, y (x) admet donc toujours + oo comme valeur
d'adhérence. Le problème est de savoir si y tend vers +00 et, sinon,
de trouver les autres valeurs d'adhérence possibles; enfin, de trouver
à quelle vitesse y converge vers +00. Pour les marches de type /, on sait
(cf. [4]) que les fonctions y peuvent avoir une limite finie. Nous allons

TOME 104 — 1976 — N° 1



MARCHES DE HARRIS 13

montrer ici que cela est impossible pour les marches de type II et que,
dans ce cas, les fonctions y croissent comme un caractère à l'infini.

(2.1) PROPOSITION. — Si g est une fonction continue, positive^ majorée
par un multiple de h et telle que m (g) = 1, pour tout a fixé dans 6', on a

lim,^(J-T,)Ag(x) = -lim^±,(J-T,)y(x) = ± a-2 X(a\

le signe étant le même dans les trois termes. De plus, la convergence est
uniforme lorsque a décrit un ensemble compact.

Démonstration. — Comme

(J-ï,)Ag(x) == (J-T,)g(x)+(J-T,) ̂ g(x)-(J~T,)y(x),

il résulte de (1.3) que

lim^±o,(J-^)Ag(x) = -Um^±^(J-T^)y(x).

Comme d'autre part on a (I—ty) A g = A(I—Xa) g puisque A est
un noyau de convolution, le résultat découle presque immédiatement
du théorème (1.11).

La dernière phrase de l'énoncé résulte de la continuité uniforme à droite
des fonctions considérées.

(2.2) COROLLAIRE. — Si a est un élément de G tel que a" tende vers A,
on a lim^+^ y (a^/n = o"2 | X(à) [.

Démonstration. — D'après le résultat précédent, y (a")—y (a"~1)
converge vers les limites indiquées; le résultat découle alors du fait que
la convergence au sens ordinaire entraîne celle au sens de Cesaro.

Remarque. — Ces résultats généralisent ceux de SPITZER pour G = Z.
L'étude suivante va reposer sur le fait, démontré dans [2] (propo-

sition III. 1.6), que y—y ' est bornée, qui découle du fait que ( /—(7)y
est borné. Dans le cas des marches de type //, il existe de ce fait une autre
démonstration que nous donnons ici à cause de sa simplicité.

(2.3) LEMME. — II existe une constante M telle que \ y (ax)—y (xa) [ < M
pour tout x et tout a.

Démonstration. — Du théorème III. 1.5 de [2], on déduit que

y(xa)-y(ax) = y(axx~~1 a"1 xa)—y(ax)
^y(ax)+Y(x~'la~lxa)—y(ax) = y'Oc"1 a " 1 xa).

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



14 A. BRUNEL ET D. REVUZ

Or x~1 a~1 xa appartient à Ker % qui est compact, et le résultat s'ensuit
immédiatement.

Le comportement asymptotique des fonctions y dans le cas des marches
de type II est alors fixé par le théorème suivant.

(2.4) THÉORÈME. — Si la marche est de type H, on a

\ïm^j(x)l\X(x)\=^2.

Démonstration. — Lorsque a décrit Ker^ la fonction j(x)—y(xa) est
uniformément bornée. On peut donc se contenter d'étudier le cas où G est
de la forme R ou Z. Mais alors il résulte de la sous-additivité de y' que
y' (x)/\ X(x) | a une limite lorsque \X{x) [ —> oo ou jc—>oo, ce qui est
équivalent. Mais comme y—y' est bornée, il en résulte que y ( x ) / \ X(x) \
a aussi une limite lorsque | X(x) | tend vers l'infini. Le fait que cette limite
soit <j~2 résulte alors de (2.2) qui dit que y (na)l\ X(na) | converge vers a"2.

Nous pouvons maintenant revenir sur le théorème 11.3.8 de [2],
et énoncer la proposition suivante :

(2.5) PROPOSITION. — Le coefficient à qui apparaît dans le théorème I I . 3. S
de [2] doit être compris entre —a~ 2 et cr~2.

Démonstration. — Considérons le noyau

A' = A+c(l ® m)+d((l ® X.m)-(X ® m))

et soit / une fonction spéciale. On a

Aj=f+Wf+cm(f)- \y.fdm+d\X.fdm-(j+dX)m(f\

où tous les termes sont bornés sauf le dernier. On voit alors clairement
que A' f ne peut être bornée supérieurement que si [ r f | . [ ^ [ croît vers
l'infini moins vite que y, donc si -a~2 ^ à ^ <j~2 .

Avant de passer à l'application suivante du théorème (2.4), nous allons
énoncer une proposition qui précise l'étude des fonctions spéciales faites
dans le chapitre III de [2] et qui ne suppose pas que la marche soit
de type IL En fait, cette proposition sera surtout intéressante pour
les marches de type 7. Nous avons besoin d'un résultat préliminaire inté-
ressant en lui-même pour l'étude du comportement asymptotique de y.

(2.6) PROPOSITION. - On a lim^ (ï + Y) (x) = ̂ x-A (ï7 + y') 00 = + oo.
Démonstration. — Comme y—y' est une fonction bornée, il suffit

de montrer le résultat pour y+ly. Soit {a^} une suite tendant vers A
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et telle que, pour tout n, on ait y (û^+y (û^1) ^ ^i < oo. On pose
^n (X) == Y 0^»)» pour x fixé, la suite <!>„ (;c) est bornée, car
y(^,) ^ y (x)+ y (û^)+ constante, d'après III. 1.5 de [2], et on pose
^F (^) = lim ̂  (x). Du fait que P^>n == ^n+mW~~l P h, on déduit faci-
lement que P ^y ^ ^ et donc qu'il existe une constante K^ telle que y == K^

Soit alors ^ un point quelconque de G. Du théorème III. 1.5 de [2],
il résulte que

y ( y ) = ï0^^-1) ̂  <D,,OO + yCâÇ1)^- ^3
pour une constante K^. On a donc

YOO^M+^1+^3=^2+^1+^3;

y est donc une fonction bornée, ce qui est contradictoire.

(2.7) PROPOSITION. — Les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Les fonctions spéciales sont exactement les fonctions bornées inté-

grables par la mesure y .m.
(ii) // existe deux nombres 0 < a ^ P < + o o tels que a ^ y/y < P

en dehors d'un ensemble compact.
Ces deux conditions entraînent, de plus, que y tend vers + oo en A, et
(iii) Les fonctions spéciales et co-spécîales sont identiques.

Démonstration. — Compte tenu du paragraphe II. 1 de [2], la condition (i)
peut s'exprimer :

Si yfdm <oo, alors / est spéciale.

Cette condition entraîne l'existence d'une constante C > 1 telle que si

yfdm < oo, alors Wf ^ C yfdm.

En effet, dans le cas contraire, il existerait une suite { g^ } de fonctions

deè^n^ l(ym)tellesque^|(^| |<+oo,| |^„| |=/^et f y f,dm^2-\

La fonction g = ̂ gn serait encore dans b ê n oêf1 (y m) et pourtant Wg
ne serait pas bornée contredisant la condition (i).

On a alors

m(/î)-1 W(^h)(x)^Cm(hr1 [/iT.-lyrfm^y'^),
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et par suite, en utilisant les résultats du lemme III. 1.4 de [2],

y(x)-y(xûO+y'(û)^Cy'(a).

En faisant x = ûT1, il vient y ( a ~ 1 ) ^ (C—l)y'(û?)+y(^), et comme
y—y' est bornée, il existe une constante K < oo telle que

y'(û)^(C-l)y'(a)+K.

En changeant a en a"1 et en utilisant le fait que y' (a) = y' (a~1), on obtient

Ci y'W+C^ < y'OO < C3y'(a)+C4,

pour des constantes Ci convenables. Il résulte de ceci que y' et donc y
tendent vers l'infini en A puisque y' +9' tend vers l'infini en A.
Comme y—y' est bornée, on a une double inégalité du même type avec y
au lieu de y7, et comme y tend vers l'infini le rapport y/y est bien défini
au moins en dehors d'un ensemble compact et est borné des deux côtés.

Si y/y est borné des deux côtés, alors la condition /. y. dm < oo entraîne

que /(y+y) dm < oo, donc que/est spéciale et cospéciale, donc en parti-

culier spéciale. Ceci montre que (ii) => (i) et (iii).
Ce sera une conséquence du théorème du renouvellement que (iii) est

en fait équivalente à (i) et (ii). Dans le cas des marches de type II, on peut
dès maintenant le montrer. En effet, comme il résulte facilement
du théorème (2.4) que, dans le cas des marches de type //, le rapport y/y
est borné, on a le corollaire suivant.

(2.8) COROLLAIRE. — Pour les marches de type IL il y a identité entre
(i) les fonctions spéciales,
(ii) les fonctions cospéciales^

(iii) les fonctions întégrables par la mesure \X\.m.

Ce résultat généralise un résultat de NEVEU [5] pour le mouvement
brownien linéaire. Il entraîne aussi que, pour les marches de type II, le
théorème de normalité est valable pour toutes les fonctions spéciales,
d'après le chapitre III de [2]. Nous ferons le même travail pour le renou-
vellement dans le paragraphe suivant. Nous allons pour l'instant appliquer
le corollaire précédent à un problème évoqué par SPITZER ([7], p. 392).
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(2.9) PROPOSITION. — Si la marche est de type II , la fonction P \ X \ — \ X \
est spéciale si, et seulement si, il existe un moment (Tordre 3, en Vautres

termes si \X^ d\3i < oo.
J G

Démonstration. — II suffit de raisonner dans le cas où G = R, et d'après
le corollaire précédent, il suffit de démontrer que l'intégrale

J= Izl.dPXJ-l^l^m
J

est finie si, et seulement si, il existe un moment d'ordre 3.
En utilisant les notations et les résultats du théorème 11.2.4 de [2], on a

J = 2 (^+ +X~)(PX+-X+)dm = 2 (X+ + X~)(PX~~ - X")dm,

donc encore
ro ç+ao

J = 2 \ X~ .(PX+ -X+)dm+2\ X + . ( P X ' ~ - X ~)dm
J-oo Jo
ÇO Ç+ao

=2 X ' ' . P X + d m + 2 \ X+ . P X ' " d m .
J-oo Jo

Calculons l'intégrale

K= 2\ X~.PX+dm=-2\ xdx\ oc\x-{-y)\i(dy)
J -00 J —00 J -X

f0 [•+00 ^0 j*+ao
=-2 x^dx\ Vi(dy)-2\ xdx\ y\i(dy).

J-oo J —x J-oo J —x

Dans ces deux intégrales, les fonctions à intégrer sont de signe constant
dans le domaine considéré; on peut donc appliquer le théorème de Fubini,

r°°ce qui donne K = (1/3) y3 \i (dy).
Jo r°°De la même façon, l'autre morceau de J est égal à —(1/3) y3 [i (dy),

Jo
ce qui termine la démonstration.

On peut appliquer ceci au problème de SPITZER et énoncer la proposition
suivante :

(2.10) PROPOSITION. — Si la marche est de type II et s^il existe un moment
d'ordre 3, la fonction y—a~2\X\ est bornée.
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18 A. BRUNEL ET D. REVUZ

Démonstration. - Si \|/ == P \ X\-\ X\ est spéciale, comme \|/ ^/w = G2,

la fonction n = m(h)~1. Ph-a~2 .^f est une charge, et la fonction
(p == y-G"2.! Z( est solution de l'équation de Poisson (P-/) (p = ^.

En remarquant que ( /—ï) (p est borné pour tout T, et en invoquant
la proposition 11.2.1 de [2], on a y-a-2 \X\ = A n+a+b X pour
deux constantes a et &. Si on fait tendre la variable vers ± oo après avoir
divisé par \X\, il résulte des théorèmes (1.11) et (2.4) que

CT-^-CT-^O^ ±&,

donc que b = 0, ce qui termine la démonstration,
Remarque. - Si la marche est de type 77 mais sans moment d'ordre 3,

on voit que la fonction | X\ est solution d'une équation de Poisson dont
le second membre n'est pas spécial mais seulement intégrable. Cela donne
du prix à un résultat de Baldi sur l'unicité des solutions de l'équation
de Poisson à second membre intégrable.

3. Amélioration du théorème du renouvellement

Dans ce paragraphe, nous voulons montrer que la convergence
des noyaux W^ démontrée au paragraphe 1 a en fait lieu sur toutes
les fonctions spéciales. Nous continuons à ne considérer que des marches
de type //.

(3.1) LEMME. - On a lim^^(/-o,)y(û) = q: a-2 X (x).
Démonstration. — D'après (2.1), on sait que si y e Ker X alors

Y (^y ) — Y W) ̂ nd vers zéro uniformément en y lorsque a —> ± oo. Or on peut
écrire pour x quelconque :

y(xa)-y(a) = j(axx~1 fl ~1 xa) - y (ax) + y (ax) - y (a) ;

comme y = x~1 a~1 xa est dans Ker X et que ax —> ± oo avec a, il résulte
de la première remarque que j(xà)-y(a) et y ( a x ) - y ( a ) ont la même
limite, ce qui termine la démonstration.

On en déduit le lemme suivant :

(3.2) LEMME. - lim^±^ m(h)~1 W(^h) = y T a-2.^
Démonstration. - On part de la relation suivante, démontrée dans III 1 4

de [2] :
m(A)-1 W(^h)(x) = y(x)-y(xa) + y'(a).
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En soustrayant de cette relation celle qu'on obtient en y faisant x = e,
on trouve

m(h)~1 W(^h)(x)-j(x)=m(h)~1 W(^h)(e)-y(e)+(I^^)j(a\

II résulte alors du lemme précédent que de toute suite convergeant
vers ± oo on peut extraire une sous-suite { a^} telle que

lim^^m(/î)-1 ^(ï^^^y^a-^+C^,

où C± est une constante.
Supposons que { a^ } tende vers +00, et choisissons, grâce au théorème

d'Egoroff, un compact K sur lequel la convergence précédente soit uniforme.
On a alors

y.l^dm-a"2 Z . lx r fm+C+m(X)=l im<l^ , m(A)~1 W(^h)y

=——lim<T^^, /z>
m (h)

= y.l^dm-G"2 XA^dm,

ce qui prouve que C+ = 0. De la même façon, C_ = 0, ce qui termine
la démonstration.

(3.3) THÉORÈME. — Pour toute fonction spéciale telle que Pf tende

vers zéro à Vinfini, on a lim^±^ Wf(x) == (y ± o~2 X).fdm.

Démonstration. — D'après la proposition (1.2), de toute suite convergeant
vers+00, on peut extraire une suite { a^} telle que Wf(a^ converge
vers une constante p lorsque n tend vers l'infini. On a donc

p = lim^ < ̂  Wj\ m (h)~1. h > = lim, </, m (h)~1 W(^ i h) >.

D'après la proposition III. 1 .7 de [2], la convergence dans le lemme
précédent est majorée par y + y + C pour une constante C; en vertu de (2.7),
on peut donc appliquer le théorème de Lebesgue pour passer à la limite

dans la dernière intégrale, ce qui donne p = (y+a"2 X)fdm. On procède

de la même façon de l'autre côté.
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Comme pour la normalité, ce théorème a des applications classiques
que nous laisserons au lecteur le soin de démontrer. En utilisant les notations
de la proposition III. 1.10 de [2], on a par exemple la proposition suivante :

(3.4) PROPOSITION. — Pour tout ensemble K relativement compact,
les deux limites lim^±^ P^ (x, .) existent, et leur somme est égale à 2 K^

La probabilité À,^ est la mesure d'équilibre de l'ensemble Kdsins la théorie
du potentiel liée au noyau A. On peut aussi énoncer des résultats semblables
pour les opérateurs U^ et les potentiels G^ des marches tuées à l'entrée
dans K. Les démonstrations sont tout à fait directes à partir des formules
reliant ces noyaux aux potentiels, formules que l'on pourra trouver dans
le chapitre 8 de [6].

4. Potentiel des promenades induites

Pour étudier le deuxième des cas auquel cet article est consacré
nous aurons besoin de savoir que, de manière heuristique, le potentiel
de la trace est la trace du potentiel. Ce résultat évident pour les marches
transientes est ici plus compliqué à démontrer.

Dans toute cette section, Go désignera un sous-groupe ouvert non compact
de G. Il est facile de montrer que la chaîne-trace MQ de M sur Go est
une promenade aléatoire de probabilité de transition II = 1^ Uç^ 1^.
Cette promenade est récurrente, et nous nous proposons de montrer que
si A est un opérateur potentiel de M, alors Iç^ A 1^ est un opérateur
potentiel de Mo. Tout ce qui a trait à la chaîne MQ sera noté d'un indice 0.

Rappelons tout d'abord que si h est une fonction non négligeable
telle que U^ > 1 (g) m, même non strictement positive, on peut lui associer
un opérateur W^ qui jouit de toutes les propriétés des opérateurs W
de NEVEU [5]. On pourra consulter la section VI. 5 de [6].

(4.1) LEMME. — Si h^ est une fonction non négligeable telle que
U^ > 1 (x) m et Û^ > 1 ® m, alors W^ P^f-. y^ m (/) si fe C^. On a

y + m(li)-1 W^(h) = Yi+m(^)-1 j.h, dm,-I-
et Y i .Ai^w = (l~w(/Zi))/w(Ai).

Démonstration. — La fonction h est celle de [2], et y est la fonction
correspondante. Supposons que m (/) = 1 ; on a ([6] section VI. 5 ou [5])

WPJ+m(h)-1 W,,(h)= W^PJ+m^r^Çh^m) WPJ.
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II suffit de montrer que le dernier terme à droite converge vers la valeur
requise; or ce terme est égal à m(h^)~1 </, ?„ W(h^) > et tend d'après
le théorème de normalité ([2], III. 1.8) vers le résultat désiré.

En multipliant l'égalité ainsi obtenue par h^ puis en intégrant par rapport
à w, on obtient

^^h,dm==m(h)~\h, ^(/ii)>=(l-m(^))M^i).

Ce lemme montre que l'on peut utiliser, pour faire la théorie de [2],
n'importe quelle fonction spéciale et co-spéciale h telle que U^ > 1 00 m
et Uf, > 1 ® m. Dans la suite, h sera une telle fonction, symétrique et
à support dans Go, par exemple Iç^.A si h est la fonction de [2].
Cette fonction a les mêmes propriétés relativement à la marche induite Mo ;
nous appellerons WQ l'opérateur correspondant. Pour alléger l'écriture,
nous poserons h' = m (h)~1 .h, et nous utiliserons les notations de [2]
telles que W ou y en convenant qu'elles se rapportent à la fonction h
considérée désormais.

(4.2) LEMME. - On a WQ = /^ W1^.

Démonstration. — II résulte de la formule probabiliste (c/. [5] ou [6])
îV(x) = £, (^ (1 - h (X,))... (1 - h (^-1))/(^)),

que si h et/sont à support dans Go et xe Go, on a U,,f(x) = U^f(x\
Comme W est défini comme la somme de la série

L^o((^-l ® ̂ )W^-1 ® m),
le résultat est alors clair.

A l'opérateur WQ, on peut donc associer la fonction Yo = 1™ ^o IÏ"/,
où /e Cf[ (Go) et m (/) = 1. Nous allons montrer que c'est la trace
de la fonction y. Pour cela nous allons avoir besoin de deux lemmes qui
seront encore très utiles dans l'article suivant.

(4.3) LEMME. - Si ge^\ alors Wg est une fonction finie m-p.p. et
1™^ Pn WglP, y = 0 m-p. p.

Démonstration. — De la formule < Wg,fy = ( g , Wf^, où/décrit
l'ensemble des fonctions spéciales, on déduit aisément que Wg est
finie m-p.p.; on supposera ci-dessous que m (g) = 1.

Toujours en utilisant la dualité et les formules 1.1.4 de [2], on montre
alors finalement que ?„ Wg = Wg+^ P, V-^\ P^m-p. p. D'autre
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part, on a ?„ y = y+^ï P^ A', d'où on déduit que ̂  P^h'/P^-^ 1.
Comme d'après le théorème de Chacon-Ornstein, on a

limEï^/Zï^'-IHI,

on a aussi que ̂  Pfcg/Pn Y-^oo L Le résultat découle alors de l'égalité

PnWg_ Wg^\P,h' _EîP,g
R.Y -P.Y PnY PnY

(4.4) LEMME. - Si f est une fonction de ̂ ^ non négligeable et cp une fonction
positive telle que P(p ^ (p+/, ûAw g = (p+/--P(p 6?^ û^y ^^ et

^ g dm ^ /rfw.

Démonstration. — S\ g n'était pas intégrable, on aurait

Hm^, (^ P, g)/(^ PJ-) = + 0) m p ̂ .

Mais de l'égalité P ( p = = ( p + / — ^ i l découle que

^<p=cp+^l~l^/-^l~l^
et en divisant tout par ̂ -1 P^/, on obtient à la limite

0 ̂  1 -lim,,, (© P,g)/(Sï P. /)),

r rd'où il ressort que g doit être intégrable et \ g dm > /An.

(4.5) THÉORÈME. - 5'of^r A et ^(0 fe^ opérateurs potentiels construits
à partir d'une même fonction h; on a A° = 1^ A 7^.

Démonstration. — De la relation Py = y + P h ' , écrite

PJ^y+P7^y=y+P/î ' ,

on déduit, après multiplication par PI^ et addition de P/ç^ y, que

P/Go Y + PÎG. Pîoo Y + (PIo-f Y = P^o Y + P^Go Y + P^S p^ '
= P y + PJoS P^î' = Y + ̂  ̂ ' + P^cSp /î /-

En itérant ce procédé, comme dans [5], on obtient, pour tout n,

S^n(P^o)fcP^oY+(P^)"+lY=Y+E^n(^GCo)fcp^
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Comme h' est à support dans Go, on obtient en passant à la limite

œ ny+j^g=j^y+n/ î ' ,
où g = lim (PI^Y y. On déduit alors du lemme (4.4), appliqué à la marche
induite, que m (I^g) < oo. D'autre part, comme pour n-> oo la conver-
gence de (PIo^Tj vers g est dominée par la fonction PTçg-intégrable
Y+ UGo hf^ on a ^oo S == g ' Nous allons montrer que g = 0.

Posons ^ = W o ( I ^ g ) ' , cette fonction est finie d'après (4.3) et
la formule 1.1.4 de [2] donne

no=o-nj^g+m(J^g).nft '
En rapprochant cette équation de l'équation (1) on arrive à

^(^oY-0-^g)=(^Y-0-J^g)+(l-m(J^g))^A /.

Comme on sait d'autre part que IIy0 = y° + II A', on voit que la fonction
^ = IGO Y-îp-^o ̂ -(1 -m ̂ co S)) Y° est n-invariante.

D'autre part, si ae Go, le lemme (4.2) entraîne que

^o^0^')= W^h1).

Donc pour x et a dans Go, on a d'après le lemme III. 1.4 de [2] que

(2) Y (x) - y (̂ ) + Y' (ûQ = Y° M - Y° (^c^) + Y'0 (a).

Comme y' (a) == V.^jdm, on en déduit que

Y'W-YW+Y'^) = /'W-Y'^^+Y'0^), a, be Go,

c'est-à-dire que ^°=/^Y' -Y '° est un caractère réel de Go. Posons
U = Iç^ Y-Y0; d'après (2), il vient que

C/^)-^)^0^),
'"s»

donc (U-^°)(xa) = (î7-x°)(^), et par suite, il existe une constante C
telle que 7^ y-Y0 = ^o Y'-Y^+C = x°+C.

On a | 7° | ̂  /^ Y+Y°+^ et par suite, II 150° | est une fonction finie,
et par suite II^0 = ^°. En conséquence, pour tout n,

irj^Y-irY^^+c,
et donc lim^ n" 1^ y/n" y° = 1.
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Par ailleurs, comme n(^o(^)+/^) = Wç, (I^g)+m (I^g).lïh\
on a :

XP TT" Hf
O r i 1 . J.JL jr= lim^ ——. = lim ——

ITy0 iTy0

^l-n-^r^^.^^'^^goo^+^^og)^^)
n"Y°

donc, grâce au lemme (4.3), m ( I ^ g ) = 0.
Comme ^y=^y o +x o +C=y o o +^A'+x o +C, la fonction ny est

continue et, d'après (1), la fonction I^g est continue; elle est donc iden-
tiquement nulle. Il est alors évident que Pg = g, donc que g est constante,
et par suite identiquement nulle.

L'équation (1) se réduit donc à II y = 1^ y+11 A'. Comme d'autre part
Tly0 =y°+Tlh' et que (/-T^)y et (/--^)y° sont bornés, il résulte
de la section 11.2 de [2] que I^y = j°+a+%, où a est une constante
et îc un caractère de Go tel que n | 5 c [ - J 9 c | soit intégrable. Comme

^ y . h d m = y°.Aûfo2 et que h est symétrique, il en résulte que a = 0.

De même, on a /^y =y°+^, où % est aussi un caractère tel que
lï | X | — | î | soit intégrable.

L'opérateur A est égal à /+ ̂ -y ® w-1 ® y w, et donc

^o ̂ Go = ̂ o + ̂ o ^Go - ̂ Go ï ® ̂  • ̂ o - ̂ o ̂  ^Go Y • m

= ^Go+^Go ^Go-ï° ® m-/ ® m-Jo, ® y° m-^ ® x m.

D'après le lemme (4.2) et le théorème 11.3.5 de [2] on a donc
IG^I^ = A°-5c ® m-J^ ® x m.

Maintenant, pour une charge quelconque à support dans Go, on a

A°f(x) = E^onV(x) = £.[E^o/(^)] = E^.fW]
-^oPnf(x)=Af(x)

en utilisant la propriété (ii) du théorème 11.3.5 de [2]. Il en résulte que,
pour toute charge à support dans Go, en particulier pour toute fonction

continue à support compact dans Go et d'intégrale nulle, on a ^fdm == 0,

ce qui entraîne que % est identiquement nul. De même, % est nul et
IG^I^^A^

Remarque, — On voit aussi que y° = î^ y.
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5. Marches de type //

(5.1) DÉFINITION. — Nous dirons qu'une marche M est de type /'
si elle est de type 7 et s'il existe un sous-groupe Go distingué, ouvert,
d'indice 2 dans G telle que la marche MQ induite sur Go soit de type //.

Un exemple typique d'une telle situation est fourni par le groupe
de transformations du plan engendré par une translation soit Têt la symétrie
par rapport à l'origine soit jR et par la marche dont la loi est donnée par
\i (T) = a, H (R) = 1-a avec 0 < a < 1.

Dans tout ce paragraphe, nous étudierons des marches de type //,
et nous emploierons les notations et résultats de la section précédente.
On considérera les opérateurs potentiels liés à une fonction h à support
dans Go. On appellera XQ le caractère canonique de la marche Mo,
c'est-à-dire celui par lequel l'image de la mesure de Haar sur Go est

la mesure de Lebesgue, et l'on posera, comme dans [2],

(T^f (n|ZoH^o|)^n= f X^dm.
JGo JGo

On posera aussi Pç^ pour l'opérateur de balayage lié à Go.

(5.2) PROPOSITION. — La fonction X = Pç^ XQ est une solution de l'équation
de Poisson sans second membre telle que (I— r) X ne soit pas borné pour
tout T. De plus, elle vérifie X(xy) = X(y)+s (y) X(x), où e = +1 sur Go
et -1 sur Go.

Enfin X(x-1) = -P^ XQ (x) = -f(x).

Démonstration. — II est évident que PX = X puisque n XQ = XQ.
Si (I-^)X était borné pour tout T, d'après 11.2 de [2], P^XQ serait
constante et donc nulle puisque nulle en e, ce qui contredit l'existence de XQ.

D'autre part, Go étant un sous-groupe, les opérateurs 1^ et Iç^ commutent
avec les translations à droite Ty pour y G Go. On a donc, vu la forme ana-
lytique de P^,

(1) X(x) = ( p ^ ( x y , dz)Xo(zy-1) = fp^o(^ ^)W)(^)-^oOO)

= X (xy) - XQ (y) = X (xy) - X (y).

De même,

X(x-l)= (p^(x-\dz)Xo(z)

^^O^-^+Zn^W)"7^^"^
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et Xo(x~1) =-Ao(x) d'une part; d'autre part,

PIca^o^x-1) = ^(dzfl^zx-^X^zx-1)

=-Ja(rfz)l^(z-lx)^o(z-l^=-PJ^^(x)

car z^xeGo si, et seulement si, z^eGo. En faisant cette opération
pour tous les termes de la série ci-dessus, on obtient le résultat annoncé.

Passons au cas où x e Go et y e GQ. Il existe x ' tel que xy = y x ' et,
d'après ce qui a déjà été montré, on a X(xy) = X(y)+X(x').

Il faut montrer que X ( x ' ) =-X{x). Or les applications x->y~1 xy
sont des automorphismes de Go. L'application X : x -> XQ ( y " 1 xy) est donc
un multiple de XQ et en particulier XQ ( x ' ) = 0 si, et seulement si, XQ (x) = 0.
De plus A" est constante sur les classes modulo Ker XQ. En effet, si h e Ker XQ,
on a X(xh) = XQ (y-1 x y y ~ 1 hy) = Xo(y'1 xy) = X(x\

Donc G apparaît comme un groupe d'automorphisme de Go/KerJTo.
Or Go agit de manière triviale, et son indice dans G est 2. Il en résulte
que, pour y e Go, l'application correspondante sur Go/Ker X est la multi-
plication par -1 sinon X serait un caractère ce qui est impossible vue
la structure de G. Il en résulte que, pour x e Go et y e Go, on a

(2) X(xy)=X(y)-X(x),

ce qui est bien la formule de l'énoncé.
Soient maintenant x et y dans Go, alors xy est dans Go et, d'après

ce qui a été déjà montré, X(y) == X(x~1 xy) = XÇx-^+XÇxy)
soit

(3) X ( x y ) = X ( y ) - X ( x - 1 ) .

Il reste donc à montrer que XÇx~1) = X(x). A cet effet, considérons
la fonction F(x) = X(xz)+ X(xzy)- X(x)-X(xy), où z et y sont arbi-
traires et fixés dans Go. Cette fonction est P-invariante; de plus elle est
constante sur Go et Go. En effet, si x G Go, il résulte de (1) et (2) que

F(x)=-X(x)+X(z)+X(x)+X(zy)-X(x)+X(x)-X(y)
=X(z)+X(zy)^X(y)

qui ne dépend plus de x. Si x e Go, alors comme xz e Go,

F(x) = X(xz)-X(xz)+X(y)-X(x)-X(xy)

TOME 104 — 1976 — N° 1



MARCHES DE HARRIS 27

et, en utilisant (3),
F ( x ) ^ X ( x - l y ) - X ( x y ) .

Mais x " 1 y et xy sont dans Go, sur lequel ^ est un caractère, donc

F(x) = -X(yx-l)^X(xy) =-X(y2).

Il en résulte que F est bornée, et comme elle est P-invariante, elle est
constante; c'est dire que, pour y et z dans Go,

-X(y2)==X(zy)+X(z)-X(y).

Si on fait z == y, i] en résulte immédiatement que X(y2) = — X(y2) ==0.
Si l'on fait z = ̂ -1, il s'ensuit alors que X(y~1) = X(y), et la démons-
tration est terminée.

Remarque. — Dans le cas des groupes discrets, nous donnerons dans
un article ultérieur une autre démonstration de ce résultat. En fait,
on montrera l'existence d'une fonction X ayant la propriété ci-dessus,
et on en déduira la structure du groupe.

Nous aurons aussi besoin du résultat suivant d'un évident intérêt
intrinsèque.

(5.3) PROPOSITION. — On a lin^_^ y (x)/\ X(x) \ = a"2.
Démonstration. — Si x —> A en restant dans Go, le résultat découle

immédiatement de (2.4) et de (4.5). Supposons maintenant que x—>^
dans G'o, et soit a un point arbitraire dans Go. Alors xa tend vers A dans Go
et, comme ( 7— T^) y est borné, on a

lim^(YM-Y(^))/lTO| =0-
Mais, d'après les propriétés de X, on a

| X (x) |/Y (xa) = | X (a) - X (xa) |/y (xa),

et cette dernière quantité tend vers a2 lorsque x—>Â d'après la première
partie.

(5.4) COROLLAIRE. — // y a identité entre
(i) les fonctions spéciales,

(ii) les fonctions cospéciales,
(liï) les fonctions întégrâblés par la mesure \ X\.m.
Démonstration. — C'est la même que pour (2.7). On peut aussi remarquer

que toute fonction spéciale est la somme d'une fonction spéciale pour MQ
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sur Go et de la translatée d'une telle fonction sur Go. Il suffit d'utiliser (4.2)
et le fait que l'ensemble des fonctions spéciales est invariant par translation
dans le groupe.

(5.5) LEMME. - La fonction g = P\X\-\X\ est întégrable, et

m(g)= S(P\X\-\X\)dm=a\
J

Démonstration. — Comme P X = X, on a P \ X \ ^ | X L et g est positive.
En utilisant la méthode de (4.5), on a facilement

U^IG,\X\+lim^PI^)n\X\=\X\+^(PI^)ng.

Mais d'après (5.3), \X\ est majoré par un multiple de y et, par suite,
la démonstration de (4.5) entraîne que lim^ (PIo^T \ X \ = 0. En restrei-
gnant l'égalité ci-dessus à Go, on obtient alors

^[Zo|-|^o|=^.L^o(WGCo)"^
et en intégrant par rapport à m,

^ = ̂ GaW^Têy = <L^oOGomGo» s>
-<PG^g>=m(g).

Avant d'énoncer le théorème du renouvellement posons la définition
suivante :

(5.6) DÉFINITION. — On dira que x —> ± oo dans G si X (x) —> ± oo
dans R.

On remarque que, sur Go, cela coïncide avec la définition déjà utilisée.
D'autre part, dans le groupe visé au début du paragraphe qui peut se repré-

senter comme le groupe des matrices ( ) avec c = ± 1, une suite

de points converge vers +00 (resp. —oo) si les entiers n correspondants
convergent vers +00 resp. -oo).

Nous pouvons maintenant énoncer le théorème suivant :

(5.7) THÉORÈME. — Pour toute charge/telle que P\f\ tende vers zéro

à l'infini, on a lim^^ Af(x) = ± a"2 X.fdm, et, pour toute fonction

spéciale f telle que Pf tende vers zéro à l^infini,

lim^±, Wf(x) = f(y ± a-2 X)fdm.
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Démonstration. - Soit h la fonction déjà utilisée à support dans Go;
on posera encore A' = h/m (A), et on appellera W et W les opérateurs
associés. Soit/une charge dont le module tend vers zéro à l'infini.

Soit (0 une suite tendant vers + oo et telle que lim^^ Wf(a^ = L (/)
existe. D'après (1.2), on a aussi, pour tout x de G,

lim^ ^,/(x^)= L(/),
et donc

lim^, < g, F?y(. ̂ ) > = m (g) L(/),

soit lim^ < ^(ï7^),/> = ^L(f).
Calculons W^^g); compte tenu des valeurs absolues, on a

\(I-^)\X\\(x)=\\X(x)\-\X(xa)\\

=\\X(x)\-\X(x)+s(a)X(a)\\^\X(a)\.

La fonction (I—^)\X\ est donc bornée et

P(I-^)\X\-(I-^)\X\=(I^)g;

comme g est intégrable, en utilisant le même argument que dans
le lemme (4.3), on a donc (7-T^) [ X |== (7+ ̂ ) (^-7) g+C(a) w-p./?.
où C(a) est une constante. Nous avons donc

a2L(/)=lJm^,<(J-0(|^|+g)+^g-C(^),/>

=<|^|,/>+<^g,/>+<g,/>-lim^«|Z|,/>

parce que/est une charge telle que [/) tende vers zéro à l'infini. Or

<d^|,/>=<|X+e(a;l)A-«l)|,/>;

si û f e G o , alors s (a~1) = 1 et X(a~1) = - X(a\ tandis que si aeG^
alors s(û~1) =-1, mais X(a~1) = A'(û), donc, dans tous les cas,

<<|Z|,/>=<|Z~Z(a,)|,/>

=<||Z(^)|-sgn(^(^))X|,/>

= < 1 1 Z(^)|-sgn(X(^))^ [-1 ^(^)|,/>

Î=<OJ">.

Lorsque ^ tend vers +00, la fonction 0 tend vers -X en restant

majorée par \X\ et comme d'après (5.4), | X\.fdm < oo, le théorème
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de Lebesgue permet d'affirmer que lim < T^1 [ X\, f > = — X.fdm^

et par suite que

c^LCO = < \X\+ F^+g,/>+ f^. /̂ n.

Posons maintenant (p = | X\+ Wg+g—a2 j. En raisonnant comme
en (4.3), on a presque partout P(Wg+g) = Wg+a2 Ph' et par suite
m-p.p. P ( p = ( p . On a donc encore P (^+= ^++k m-p,p., et donc
^n^ = ^-^T"! Pjkm-p.p. Maintenant de (5.3) on peut déduire,
puisque les mesures ?„ convergent étroitement vers s^, que

lim^l^l-a^/c^P^O.

Comme (p4' ^ ( J A ' j — o ' 2 Y)++ Wg+g, on en déduit à l'aide du lemme (4.3)
que lim^ ?„ (p^'/o2 ?„ y = 0, ce qui entraîne que lim^ ̂  Py k/?n j == 0,
ce qui n'est possible que si k est négligeable. On en déduit que
P cp4' = (p4' m-p.p., donc que ^+ est constante m-p.p.; comme O4' est
semi-continue inférieurement, elle est inférieure à cette constante partout.
La fonction 0 est donc invariante et bornée supérieurement, donc constante.

En se servant une fois de plus du fait que/est une charge, on arrive donc

à conclure que a2 L(f) = (o^y+JO./Ww.soitLCO = (y+o"2 X)fdm

ce qui donne la première conclusion de l'énoncé pour la marche duale
lorsque/est une charge telle que [/| tende vers zéro à l'infini, et la seconde
pour toutes les fonctions spéciales tendant vers zéro à l'infini.

Il n'est alors pas difficile d'obtenir le théorème en toute généralité.
Ce théorème a des applications classiques comme celles qui sont

indiquées à la fin du paragraphe 3. Le lecteur n'aura pas de mal à les énoncer
et à les démontrer dans le cas où il eu aurait besoin.
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