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SUR UNE EQUATION D’EVOLUTION STOCHASTIQUE

par

MiceeL METIVIER et Giovanni PISTONE (*)

[Rennes]

RESUME. — L’équation ici considérée est une équation d’évolution non linéaire,
associée a un opérateur monotone et i entrée stochastique, du type de celle considérée
par A. BENSOUSSAN et R. TEMAN dans leur article Equations aux dérivées partielles stochas-
tiques non linéaires (Israel J. of Math., t. 11, 1972, p. 95-129).

Dans BENSOUSSAN-TEMAN, les processus solutions étaient obtenus en un sens trés
faible (distributions a valeurs dans un espace vectoriel d’éléments aléatoires a valeurs
Banach). Ici, un résultat d’existence et d’unicité trajectorielle est obtenu, lorsque ’entrée
stochastique est une martingale continue a droite, trés générale.

Par ailleurs, une formule récente sur la variation quadratique de martingales 3 valeurs
Banach permet 1’utilisation assez rapide, & partir d’une formule facile de 1’énergie, d’une
méthode de FAEDO-GALERKIN, pour la premiére fois semble-t-il dans ce contexte stochas-
tique.

Dans [1], A. BENSOUSSAN et R. TEMAN considérent un probléme d’évolu-
tion non linéaire,

ax .. .- ) df
(1) ‘ E(t’ 0))—A(1, X(t> (D))+ E(t: (D),
I X(0, 0) =& (w),

olt 4 (¢, .) est une famille d’opérateurs monotones d’un espace de Banach V
dans son dual V’, et df/dt est une « entrée stochastique » (le « hasard »
étant représenté par @ € Q, avec le cadre probabiliste habituel (Q, &, P)).

Etant donnée l’irrégularité des trajectoires z+ f (¢, ®) des processus
que I’on a I’habitude de considérer (en général a variation bornée sur aucun
intervalle), il convient de remarquer que la dérivée df/dt ne saurait &tre
prise au sens d’une dérivée ordinaire.

On pourrait évidemment envisager de « prendre cette dérivée au sens
des distributions sur chaque trajectoire », et considérer 1’équation (1)

(*) Ce travail a été effectué alors que le second auteur bénéficiait d’une bourse du
Consiglio Nazional della Ricerce.

Note sur Epreuves : il faut mentionner les travaux de E. PARDOUX et M. Vior,
effectués dans leurs Théses depuis 1’écriture du présent travail et qui développent
considérablement les notes [12] et [13] citées en référence.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 5



66 M. METIVIER ET G. PISTONE

comme une équation d’évolution indexée par . Il semble qu’il soit difficile,
en empruntant cette voie, de mettre en évidence la régularité des solutions.
On souhaite un processus X dont les trajectoires ¢ — X, (0) ont de bonnes
propriétés de continuité.

La méthode suivie par A. BENSOUSSAN et R. TEMAM consiste & se ramener
au cadre déterministe d’une autre fagon : tout simplement en considérant
un processus stochastique X, a valeurs dans V comme une application
de (0, T') dans (L% (Q, #, P)), et en interprétant 1’équation (1) comme
une équation d’évolution pour fonctions sur (0, 7') a valeurs dans I’espace
de Banach ¥" = L% (Q, #, P). Les solutions obtenues sont alors des pro-
cessus X pour lesquels I’égalité

Xy = a6 xan+ Loy
dt dt
a lieu en un sens faible : égalité au sens des distributions vectorielles
a valeurs dans ¥".

Cette méthode et ce type de résultats sont évidemment a rapprocher
des théories dans lesquelles les processus, solutions des problémes que
I’on se pose, sont caractérisés par leurs propriétés de moments, plutdt que
par leurs propriétés trajectorielles.

On peut également essayer d’obtenir pour (1) des théorémes d’existence
et d’unicité en un sens plus fort (trajectoriel), analogues a ce qui est fait
pour les équations différentielles stochastiques. C’est 1’objet de ce travail :
on montre I’existence et 1’unicité (& I’indistingabilité prés) d’un processus X
dont les trajectoires, & valeurs dans V’, sont continues & droite, prennent
leurs valeurs presque partout dans V, et vérifient

t
) X 0)= E,(m)+j A(t, X (s, 0))ds+M(t, ®)

0
lorsque M est une martingale a valeurs dans H, et seulement continue
a droite.

Grice a une formule de ITo pour martingales & valeurs dans un Hilbert,

nous pouvons utiliser une méthode de type Foedo-Galerkin, avec majo-
rations a priori.

1. Rappels de définition et notations

1.1. Nous supposons donnée, une fois pour toutes, une base stochastique
Q, (F)rcro,1p P)s ot la famille croissante (#,),c(o,r; de tribus de parties
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EQUATION D’EVOLUTION STOCHASTIQUE 67

de Q est supposée posséder, comme d’habitude, la propriété : tout F
dans &, et de probabilité nulle, est dans &,.

Pour les notions de temps d’arrét, intervalles stochastiques, etc.,
nous renvoyons a [8].

1.2. Une martingale M, a valeurs dans un espace de Banach V, est
une application de (0, T)xQ dans V, telle que, pour tout te (0, T),
M, est fortement mesurable de (Q, #,) dans V, et telle que

0<s<t<T, FeF, = fM(s,m)P(dm)=J M(t, ®) P(do).
F F

M est dite de carré intégrable si Ve (0, T), J” M (1, o) ||§ P (do) < co.

Un processus M est une martingale locale sur (0, T') s’il existe une suite
croissante (t,) de temps d’arrét telle que ( ), (0, 1,) = (0, T') x Qet telle que,
pour tout n, (M, )iero, v SOit une martingale de carré intégrable.

1.3. Intégrale stochastique. — Dans ce qui suit, la martingale M consi-
dérée sera a valeurs dans un espace de Hilbert H, de carré intégrable et
a trajectoires continues a droites (i. e. les applications ¢ +— M (¢, ®) sont
continues a droites comme fonctions de (0, T') dans H).

A une telle martingale nous associons une intégrale stochastique, dont
nous décrivons rapidement la construction (¢f. [4], [11], [7] ou [8],
pour des détails).

Nous désignons par £ la famille des rectangles prévisibles (i. e. des parties
de (0, T)xQdelaforme ) s, t) x F,ou Fe &), et par £ la tribu de parties
(dites « prévisibles ») de (0, 7)xQ engendrées par £. Les processus
(i. e. les fonctions sur (0, T} x Q) mesurables pour & sont dits prévisibles,
et on vérifie trés facilement que tout processus a trajectoires continues
a gauche est prévisible.

Si on considére la fonction d’ensembles sur £, a valeurs dans L2 (Q, #, P),
définie par I,, ()s, t ) x F) = 1,.(M,— M), on montre qu’elle s’étend par
linéarité et continuité en une contraction I,, de L} ((0, T)xQ, 2, A,,)
dans Lf, Q, #, P), ou Ay, est I'extension c-additive & # de la fonction
positive définie par A ()s, 1) x F) = E 1, (|| M, ||*—|| M, ||*). Cette exten-
sion existe en vertu d’un théoréme de C. DoLEaNs (c¢f. [8] pour
les références.) Il en résulte en particulier que /,, apparait comme 1’inté-
grale de sa restriction & 2 (mesure vectorielle & valeurs dans L} (Q, &#, P))
avec les propriétés de monotonie et convergence dominée d’une intégrale.

\

On peut évidemment étendre cette intégrale a des processus 4 valeurs
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68 M. METIVIER ET G. PISTONE

dans L (H; G) (espace des applications linéaires continues de H dans
un Hilbert G), fortement prévisibles.

Par ailleurs, si L3 (Q, &, P) désigne I’espace des applications fortement
mesurables de Q dans G, muni de la convergence en probabilité, on peut
définir une extension Iy de I,, a valeurs dans L (Q, &, P), définie sur
une classe de processus contenant en particulier les processus prévisibles X
dont chaque trajectoire est bornée sur (0, 7).

Enfin, la notion importante du point de vue probabiliste est celle de pro-

cessus intégrale stochastique | X.dM : il existe un processus Y a valeurs

dans G, a trajectoires continues a droite, tel que Y (f, .) = I (10,79-X)
p. s. pour tout re (0, T'), et deux processus Y et Y’, possédant cette pro-
priété, ont presque slirement leurs trajectoires identiques (comme appli-
cations de (0, T') dans G). Les processus Y et Y’ sont dits « indistingables »,

et la classe de processus indistingables précédente notée J X.dM. On note

t
également d’ordinaire Y, = | X.dM. Le processus Y est, en outre,
0

une martingale si X e L_@(H;C) (0, T)xQ, P, \,,) (resp. une martingale
locale si X est seulement & trajectoires bornées sur (0, T')).

1.4. Intervalles stochastiques. Tribu des biens mesurables, etc. — On
renvoie a4 [10] pour les notions sur les temps d’arrét. On notera J la
tribu des ensembles bien mesurables sur (0, 7) xQ (tribu engendrée par
les intervalles stochastiques ) o, T), ol ¢ et T sont deux temps d’arrét
c < 1)

La mesure de Lebesgue sur (0, 7') sera notée /.

1.5. Variation quadratique de la martingale M. — M étant une martin-
gale, P-presque toute trajectoire a une limite & gauche en tout z € (0, T).
Notons M ~ (u, ®) le processus continu a gauche (donc prévisible)
qu’on en déduit.

Si HK) , H désigne le produit tensoriel de Hilbert-Schmidt, & tout
élément 4 de H associons un opérateur linéaire continu u; (resp. uf) de H
dans H ® , Hen posant «f (x) = h ® x (resp. uf (x) = x ® h). Cela a donc

un sens de parler de I’intégrale stochastique | ui - .dM (resp. j Uy - .dM)

que nous noterons, pour simplifier, IM T ®dM (resp.de ® M ').
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EQUATION D’EVOLUTION STOCHASTIQUE 69

On montre par ailleurs que les processus J‘ M~ ® dM et JdM QM"~

prennent en fait leurs valeurs dans le produit tensoriel projectif
HR;HcH®,H (¢ [3].

La variation quadratique de M est le processus [M ], & valeurs dans
H &, H, défini par

(1.5.1) [M]=M®>-M®*(0, .)+JM'®dM+J'dM®M”.

On a la proposition suivante, qui est un cas trés particulier d’une formule
généralisée de ITo (pour le cas continu, cf. [8] et [11]; pour le cas continu
a droite, cf. [3]), et qui jouera un réle fondamental dans la suite.

PROPOSITION 1. — Soit V un processus a valeurs dans un espace
t

de Hilbert H, de la forme V (¢, ®) =J‘ Y (s, ®) ds, ot Y (s, ®) € L% (0, T)
0

pour tout ®, et soit M une martingale & valeurs dans H, de carré intégrable,
continue a droite. Alors on a I’égalité suivante de processus a indistingabilité
preés :

t
|M,+ V,|a=|Mo+ V0|ﬁ+2f (M~™+V | dM)
0

+2jt(M(s, D+ V(s, D) | Y(s ))ds+Tr[M,].

Démonstration. — Cette formule est un cas trés particulier de la « formule
de Ito » telle qu’on la trouve dans [11] (¢f. également [4]), appliquée
a la fonction (x,y) ¢ (x,») = |x+y|; sur HxH, dont les dérivées
partielles D, ¢ (x, y) et D, ¢ (x,y) sont la forme linéaire (x+y | s
et dont la dérivée seconde D? ¢ (x, y) s’identifie a la forme bilinéaire
indépendante de (x,y) : hxg—2Tr(h ® g).

Notons également que, d’aprés la formule (1.5.1) :

(1.5.1.1) ETr[M,]=E{Tr(M®*(t, .))}—E{Tr.M®?(0, .)}
=E|M(, )[a—E[MQO, )|

DEFINITION 1. — On dira qu’une martingale (M,),c;o, 1y @ valeurs dans
un espace de Banach B est localement bornée sur (0, T') s’il existe une suite
croissante (t,) de temps d’arrét telle que | ), (0, t,) = (0, T)xQ, et pour
tout n, la martingale (M, . ),.;0 1, €St bornée sur (0, T)xQ.

ATn
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70 M. METIVIER ET G. PISTONE

Nous considérons un espace de Hilbert H, un espace de Banach V
de dual V', V s’identifiant 4 une partie dense de H, H étant identifié comme
d’ordinaire & son dual, et les injections Vi H+» V' étant continues.

On note (. | .) le produit scalaire, et |.| la norme dans H. La dualité
entre V et V' est notée < ., . ).

ProrosiTiON 2. — Soient M une martingale continue a droite, @ valeurs
dans un espace de Banach réflexif V, localement bornée, et V un processus
a valeurs dans le dual V' de V, avec, pour tout (t, ®) € (0, T) xQ,

V(t, o) =JI Y(s, 0)ds+ V(0, o),
0

ou, pour tout ®,
Y(., ®)e Ly, (0, T).

Alors, presque siirement on a, pour tout t :
<M, ), V1, ) =<M(, .), ¥(0, .)>
t
+j (M(s, ), Y(s, )Dds+N, (Y,
0

ot N, est une martingale locale réelle, telle que si V est a valeurs dans H
et continu :

N,=jt< V(s, .), AM,).
o)

Démonstration. — On peut se ramener au cas M, borné dans V, en consi-
dérant une suite convenable de temps d’arrét.

Lorsque Y est a valeurs dans H, il s’agit 1a encore d’une application
immédiate de la formule de Ito de [4], appliquée a la fonction
x, »)—> 0 (x,y) = {x,y ) sur Vx V' du processus a variation bornée V,
et a la martingale M. Dans le cas général, la possibilit¢ d’approcher Y
par des processus 4 valeurs dans H donne facilement la proposition.

ProposiTION 3. — Soit (1/p)+(1/q) = 1; soit M une martingale vérifiant
les hypothéses de la proposition 2 et telle que E|M(t) | < co.
Soit £€ LL(Q, Fo, P) et YeLE((0,T)xQ, T,IQ P).

On suppose en outre que le processus X, défini par

t

X(t) = a+J Y(u)du+M(1)
0

(}) L’intégrale existe par trajectoire, puisque M est bornée sur chaque trajectoire.
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EQUATION D’EVOLUTION STOCHASTIQUE 71

prend (I ® P)-presque partout ses valeurs dans V, et appartient a
t

LE(0, T)xQ, 7,1l Q® P). Alors presque sirement, tl—)f Y (u) du est
0

continue a valeurs dans H, et on a, pour tout t,
t

(1.6.1) | X)) = |§|2+2J  Y(u), X(u))du
0

+2jt<X(u)’ dMu>+Tr[Ml] (2)’
0

(1.6.2) E|X(1)|? <E|&|2+2Ejt<Y(u), X(u)>du+E| M) |
V]

t

Si, de plus, le processus <J

Y (u) du) est borné dans H, ou bien M borné
0
dans H,

(1.6.3) E|X(1)]? =E|§|2+2Ejt<y'(u), X(uw)ydu+E|M()|>
0

Démonstration. — La premiére partie de la proposition est conséquence
immédiate d’un théoréme sur les espaces W ((0, T'), V) ([6] et [7]). On sait

en effet que si f(z) =f(0)+th' (s) ds avec f(0) e H,
0
fE LPV([O’ T)’ l),f’E qu’((0> T): l),

fest continue de (0, T') dans H et (formule de « Green ») :
|f()]* = |£(0) |2+2J0 f(s), f1(s) ) ds.

Nous appliquons ce résultat par trajectoire 3 f(.,0) = X(.,®)—M (., ).
Alors f est presque slirement continue, et presque sfirement

|X(t)—M(t)|2 = ]§|2+2J0< Y(u), X (u)—M (u)) du,

(®» Noter que cette formule est formellement une formule de Ito, mais ne résulte
t
d’aucune formule classique puisque ¢ 1> J Y (u) du n’est pas p. s. & trajectoires & variation
0
bornée dans H.
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72 M. METIVIER ET G. PISTONE

ce qui donne

| X)) = |§|2+2L< Y(u), X (u)>du+|M@)|*+ L),

0

avec L(t) =2 <Jt Y (u) du+E, M(t)>——2jt Y (W), M (u) ) du.
0
Posons Vi)=\| Y(@m)du+& La proposition 2 donne alors
(1]

t
L()=2 j {V(w),dM, ). Compte tenu de la proposition 1,
(V]

t
—2J (M, dM,)y = —| M, >+ Tr[M,],
0

d’ou la formule (1.6.1).
t
Lorsque ( f Y (u) du) est borné dans H, le processus L est
0 te[0,T]

une martingale de carré intégrable, et on a la formule (1.6.3). Dans le cas
général, on considére les temps d’arrét
- }
H

t
t,,=inf{t; J Y(u)du
(4]

E|X,,.|*= Eig|2+2EL"< Y(u), X (u)ydu+E|M,,., |*

On a alors

Comme 1,, ., Y converge faiblement dans L. ((0, T 1xQ,7,l® P),
I’inégalité (1.6.3) en résulte par passage a la limite. D’ol la proposition.

2. Probléme et énoncé du théoréme d’existence et d’unmicité

La situation est la situation usuelle dans la théorie des équations d’évo-
lution : on considére un espace de Hilbert H et un espace de Banach V
de dual V' avec les injections continues Vi Hi— V',

On notera (. | .) le produit scalaire dans H, .| 1a norme correspondante.
II-|lv et ||-||y- les normes de V et V' respectivement. La dualité entre V et V’
est notée < ., . ». Les espaces V, Het V' sont toujours supposés séparables.

Pour chaque ¢t € (0, T'), on se donne un opérateur 4 (¢, .) de V dans V’,
qui est supposé hémicontinu (i. e. : faiblement continu en restriction
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EQUATION D’EVOLUTION STOCHASTIQUE 73

aux droites affines de V), et possédant en outre les propriétés suivantes
(p étant un réel > 2) :

@) 3IB>0 VYoeV, |[4F )|y <B|v|f ' pour presque tout ¢

(ii) (Hypothése de coercivité : cf. [5], chap. 2). 1l existe A réel, o > 0,
B >0 et une semi-norme [v] sur V tels que [0]P +X|v|? > B]|v ||}
et (A(t,v),v)> <—afv]® pour tout veV et te(0, T).

(iii) (Hypothése de monotonie). Pour tout veV, ueV et te(0, T),
on a

CA(t, v)—A(t, u), v—u) <O0.

(iv) VveV, t— A(t,v) e V' est fortement mesurable.

Les hypothéses (i) et (iii) entrainent (¢f. [5], p. 171) que v 4 (¢, v)
est continue de V fort dans V’ faible, d’ou la mesurabilité de

(t, ®) — A (¢, X (¢, ®)) pour tout processus fortement mesurable X, & valeurs
dans V.

DEFINITION 2. — M étant une martingale a valeurs dans H, continue
a droite, on dira que X est solution de I’équation d’évolution stochastique,
dans Iintervalle (0, T),

(2.1) dX(t) = A(t, X (t))dt+dM,

de condition initiale X (0) = £ e L} (Q, o, P),
si X est un processus stochastique tel que pour P-presque tout ® :

t
Vie(0, T), X, o) = &(0))+J A(s, X (s, 0))ds+M(t, ®).
0
(Sous entendu : la fonction s+ 4 (s, X (s, ®)) est définie, pour presque
tout s sur (0, T'), et intégrable au sens de I’intégrale forte d’une fonction
a valeurs dans V')

THEOREME. — On suppose que (A (t, .))cro,rq Vérifie les hypothéses
d’hémicontinuité et (i) a (iv) ci-dessus. On suppose que M est une martin-
gale & valeurs dans H, de carré intégrable, a trajectoires continues a droite,
localement bornée sur (0, T) (resp. a trajectoires continues sur (0, T)).

Alors, pour toute condition initiale & € L} (Q, F,, P), I’équation (2.1)
admet une solution X de condition initiale X (0) = &, a valeurs dans H
a trajectoires continues a droite dans H avec limites & gauche (resp. a tra-
Jectoires continues). Une telle solution est unique a lindistingabilité prés
et telle en outre que Xe L% ((0, T)xQ, 7,1® P).
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74 M. METIVIER ET G. PISTONE

3. Démonstration du théoréme

3.1. Construction des approximations. — L’unicité est immédiate,
la différence de deux solutions X et Y étant telle que presque siirement,

Vie(0, T), X(t, 0)— Yt 0)= It[A(s, X (s, @)—A(s, Y(s, ))]ds.
0

L’argument usuel, utilisant la monotonie (¢f. [5], p. 162) donne

| X (t, 0)— Y(t, ®)|?

< jt(A(s, X (s, )—A(s, Y(s, ), X(s, ®)— Y(s, ®) >ds < 0.
0

Nous passons a la preuve de 1’existence. Etant donnée la densité de V
dans H, nous pouvons considérer une base orthonormée {e; };.y de H,
incluse dans V. Soit H, le sous-espace de H engendré par { e, ..., ¢, }.

Pour tout v eV’, posons m,(v) =Y/, e, v )e. Posons éga-
lement

{A"(t, ) =moA(t, .),

(2.2) | M1, ) =m, (ML, ).

M?" est une martingale dans H,, continue a droite, et 4" (¢, .) un opérateur
hémicontinu de H, dans H,, possédant la méme propriété de monotonie
que A (t, .), étant donné que YveH,, Vv e V', on a

o, v’y =L(v, "0 ) =(v | n"0V).
Nous allons utiliser le lemme suivant.

LEMME 1. — Soit (A (t, .)),c0,1; Une famille d’opérateurs hémicontinus
de H, de dimension finie, dans H. Soit M un processus @ valeurs dans H,
de puissance p-iéme intégrable (p > 1), continu a droite. On suppose en outre
les opérateurs A (t, .) monotones, tels que, pour tout he H, t+> A (t, h)
soit mesurable, et tels que

|4t W|a<Blult, on B>0 et I<a<p.

Alors ¥ § € LE*(Q, Fo, P) il existe un processus X a valeurs dans H,
a trajectoires continues @ droite (continu, si M est), admettant des limites
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EQUATION D’EVOLUTION STOCHASTIQUE 75
a gauche en tout t € (0, T), unique & Pindistingabilité prés, tel que, pour
P-presque tout o,

m

(2.3) X(t, m)=§(w)+ftA(s, X (s, ®)ds+M(t, ).

0
On a en outre X (t,.) € LY* (Q, #,, P) pour tout t.
Démonstration du lemme 1. — On considére pour chaque o et s, I’opérateur
ul——nZ(s, ®, u) = A(s, u+ M (s, ®)).

Il est immédiat que, pour chaque o, les opérateurs A (s, ®, .) sont mono-
tones et tels en outre que, pour tout R > 0 et o, existe un processus @ (s, ®)
adapté, tel que @, (., ®)e L' (0, T), avec

I/I(s, o, u) |g < @x(s, ®) pour tout u tel que |uly < R.

On peut prendre, en effet, ¢ (s, ®) = B2~ (R*+| M (s, ®) [f), et on a
d’ailleurs

I(Po (s, ®) |p/u — BZ(“_I)/("/“)IM(S, m)lp.

L’unicité, pour tout ®, d’une application ¢+ X (¢, ®), vérifiant (2.3),
pour tout #, est triviale en raison de la monotonie de 4. L’existence résulte
d’un théoréme sur les équations différentielles appliqué a 1’équation diffé-
rentielle (d/dt) Y (1) = A (t, o, Y ().

En considérant, pour tout o, la solution de cette équation différentielle,
de condition initiale & (w), et en posant X (¢, ®) = Y (¢, ©)+ M (¢, ®),
on obtient une solution de (2.3). Notre ignorance d’une référence dans
la littérature pour un tel théoréme, et 1a nécessité de montrer que les solutions
ont les bonnes propriétés de mesurabilité en ®, qui en font un processus
adapté, nous invitent & produire une démonstration. L’énoncé de la propo-
sition A.1, dont découle immédiatement le lemme, et une démonstration
sont donnés en appendice.

Nous supposons que M est borné, quitte & s’y ramener par une suite
de temps d’arrét, et nous appliquons maintenant le lemme 1 aux opérateurs
(4" (t, ));ero, 17 définis plus haut sur les espaces H, de dimension finie,
et nous appelons X" le processus solution de

X"(t, ©) = 1. (0)+ J A (s, X"(s, @) ds+ M (1, ).
0
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Le processus X", somme d’un processus a trajectoires continues et de M”,
a ses trajectoires continues a droite et bornées (continues si M est continue).

Ceci donne un sens a I’intégrale stochastique f X"-dM™.

3.2. Majorations et convergence dans le cas oua M est localement
borné dans V. — La proposition 1 donne

X" = In"ao|2+£2<X"(s), A"(s, X"(5)) > ds
+2J:(X"(f) | dM"(s))+Tr[n" M (1)].
D’aprés la coercivité de 4 (s, .),
xwP2a | peoras
< l(n,,(go)|2+2£(xn(s‘) | dM"(s)+Tr[M"(1)].

D’ou ’on en déduit

(3.2.1) sup,sup, .+ E| X"(t)|? < E|&|*+E|M(T)|*.
et

T
(3.2.2) sup,,Ef || X"(5)||% ds < oo.

0

Soit T, =9,T,=BQ F,.
En raison de la compacité faible des boules de
LZH((O, T)XQa g-io I®P)
et
I5((0, xQ, 7;,I®P), i=1,2

on peut commencer par extraire une sous-suite (X"), .y de processus qui
converge faiblement dans les quatre espaces précédents. Nous supposons
cette extraction faite, et appelons encore (X") la sous-suite obtenue, pour
simplifier les notations, et X le processus limite (a valeurs dans V).
L’hypothése (i) permet en outre d’écrire avec Y = p/(p—1) :

T
(3.2.3) sup,,EJTHA(s, X"(s, ) |[4-ds < Bsup,,Ef || X" (s, )% < 0.
0 0
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On peut donc supposer que A4 (., X" (.)) converge faiblement vers
un processus Y dans L, ((0, T)xQ, 7;,I/® P), i =1, 2.

En vertu de (3.2.1) on peut également supposer la suite (X") extraite
de telle sorte que X converge faiblement vers X, dans L} (Q, # ., P).

Pour tout VY, 7 ,-mesurable, réel, borné, on a alors, en posant
U= X-t-M,

f Y (t, o) U(t, ®)dtdP(w)
[0, T]IxQ
= lim,,f v (t, m)<J A(s, X"(s)))dsdth(w)
[0, TIXQ 0

= Iim,,j A(s, X" (s, w))(JTW(t, ®) dt) ds P(dw)
[0, T]1xQ s

=J Y(s, m)(jT\b(t, ®) dt) ds P(dw)
[0, T]IxQ s

= f V(e co)( j t Y(s, a))ds)dtP(dco).
[0, T]1xQ 0

D’ou, pour P-presque tout o,

t
X, 0)= §+J Y(s, ®)ds+ M (t, ® presque tout t.
4]
LEMME 2. — Si M est une martingale a valeurs dans V, localement bornée
dans V sur (0, T), on a | ® P presque partout Y (t,®) = A (¢, X (¢, ®)).

Démonstration. — L’hypothése sur M et la continuité des trajectoires
t
deJ Y (u) du permettent, en considérant une suite croissante convenable
0

de temps d’arrét, de se ramener au cas ou M est borné, et Y vérifie les hypo-
théses de la proposition 3.
On a alors, pour tout Ue £ (0, T)xQ, # ® ¥, ® P), en utilisant
la proposition 3 :
T

ZEJ {Y(w)—A(u, Uw)), X (w)—Uu)>du
0

T

=2EJT< Y(u), X(u))du—ZEf { Y(u), U(u)>du

0 0

—2E‘[T<A(u, U)), X(u)—U(u))du
0
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T
=E| XT|2—E|§|2—-E|MT|2—21imk_,wf CA(u, X)), U(u))du
0

T
—21imk_,°oEJ (A, U)), X (u)—U(u)d>du
(1]
< liminf E| X% |*~lim, E | m, & |*—lim, E| M% |?

—21imka‘T<A(u, X*(u)), U (u) ) du

0o

T
—-2limkf (CAu, Uu)), X¥(u)—Uu)ddu
0

T

< liminfﬂEJ CA(u, X*(w)—Au, Uw), X*(u)—U (u))du
0

< 0 (monotonie de A).

Donc I’argument de Minty suivant s’applique (¢f. [1] par exemple,
ou [5]).

Choisissons alors U = X—p V, ou V est quelconque dans

L5((0, T)xQ, 7,1® P),
et p>0:

T
E{J {Y(s, )—A(s, X(s, )—p V(s, .), V(s, .)>ds} <0.
0
En faisant tendre p vers zéro, on obtient alors, grace a I’hémicontinuité,

E{jT< Y(s, .)—A(s, X (s, .)), V(s, .))}SO,
0

d’ou le lemme.

Nous avons donc finalement prouvé, lorsque M est & valeurs dans V
et localement bornée, I’existence d’un Xe L% ((0, T) xQ, 7, I ® P) tel que
pour P-presque tout o :

t
X, o) = ﬁo(co)+J. A(s, X (s, 0))ds+M (&, ®) I-p. p. sur (0, T),
0
P’application s+ A4 (s, X (s, ®)) étant fortement de puissance g-iéme

intégrable a valeurs dans V’. On voit donc immédiatement que, si on pose
pour P-presque tout o,

X, )= E_,O(co)-i-ftA(s, X (s, ®)ds+M(t, ®),
0
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le processus X est une solution du probléme possédant toutes les propriétés

du théoréme, notamment la continuité & droite des trajectoires en vertu
de la proposition 3 (continuité si M est continue).

Remarque. — Sous les hypothéses du lemme 2, on a démontré
(avec U =0) :

EJ: (A(s, X (), é((s) ds ) < liminf} EJ: (A(s, X*(s)), X*(s))ds.
Or de la monotonie résulte
EJ'OT<A(S, X(s)—A(s, X*(s)), X(s)— X*(s)>ds <O.
D’ol, en raison des convergences faibles de X* et 4 (s, X* (s)),
EJ:(A(S, X (), X, Dds = limsupkEL)T(A(s, X (s)), X*(s) ) ds.
D’ou, sous les hypothéses du lemme 2, la formule
3.2.4) EJ: (A(s, X(5)), X(s))ds =lim, EJ:< A(s, X*(s)), X (s) > ds.
3.3. Démonstration du théoréme sans hypothése complémentaire sur M. —
On se raméne en utilisant des temps d’arrét au cas d’une martingale M

bornée dans H.
La martingale M" = =, (M) est évidemment bornée dans V. Considérons

t
alors la solution unique X" (¢) = &+j A (s, X" (s)) ds+M" (¢).
0
Appliquons ’inégalité de I’énergie (1.6.2). On obtient :
t
E| X"’ < E|§|2+2Ef CAGs, X"(5), X"(s)>ds+E|M" (1) .
0

D’oli, comme en 3.2, des majorations :

(3.3.1) sup,sup,<r E| X"(t)|* < E|§|*+E|M(T)|?
et

T
(3.3.2) sup,,EJ | X"(s)|[5 ds < oo.

0
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En outre,

(3.3.3) E

X"()-x"@)

< 2EJ:<A(S, X"(s))—A(s, X" (s)), X"(s)— X™(s)Dds
+E|M"(t)-M"(t)|%.
De la monotonie de 4, on déduit donc

(3.3.4) E|X"(1)-X"()|* <E|M"(t)-M"()|?

et

(3.3.9) o<—2EJ'<A(s, X"(9) = A(s, X(9), X()= X"(5) ) ds

< EIM'}O—M'}'IZ.

On raisonne alors comme en 3.2 pour extraire une sous-suite (X™), .y
convergeant faiblement vers un X dans L% ((0, T)xQ, 7 ;, [ ® P), telle
que (4 (., X™ (.))), converge faiblement vers un Y dans

I5.((0, T)xQ, T;, |® P).
On a en outre, en vertu de (3.3.4) :
(3.3.6) limksup,STE|X""(t)—X(t)|2=0.
On raisonne alors comme dans [1] (p. 126) pour déduire de (3.3.5) que
T T
lim,_, ., EJ CA(s, X™(s)), X™(s)>ds = EJ Y(s), X(s))ds,
(4] 0
d’ou I’on déduit, pour tout Ue L% (0, T) xQ, B ® F 1,1 ® P), que
T
EJ‘ {Y(s, )—A(s, U(s, L)), X(s, .)=U(s, .)>ds<0
0
et, en raisonnant comme a la fin de la démonstration du lemme 2, on obtient
Y(t, 0) = A(t, X (1, ®)) (I ® P)-presque partout.

Montrons enfin que X admet un représentant continu a valeurs dans H.
D’aprés la proposition 3,

| X" ()—X"(t)|*
= 2J CA(s, X"(s)—A(s, X™(5)); X"(s)— X" (s) ) ds
0
F2N""(1)+ | M"—M" |2,
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t

ou N™™(t) = J ((My—M3)",d(M7T—M?7)> est une martingale.
0

La monotonie de 4 donne

Sup;<r I X”(t)“Xm(t)lz < sup,sT[ZN:""'+|M"‘—M" ]tz]
le processus (2 Ny"™+| M™ —M" |?),.;0.,7 étant, en outre, sous-martingale
positive telle que E(2 N} +| M7—M7|*) = E| M5 — M7 >
L’inégalité de Doob, appliquée a cette sous-martingale, la convergence
vers zéro de E|M%— M7 |, et un argument standard, utilisant Borel-
Cantelli, montrent que I’on peut extraire une sous-suite (X"<) convergeant

p.s. uniformément par trajectoire dans H. Ceci montre 1’existence
d’un représentant continu de X.

APPENDICE

ProrosiTiON A.1. — Soit A(t,®,.) une famille d’opérateurs de H
dans H (de dimension finie) possédant les propriétés suivantes :

1° Pour tout he H, (A (2, ., h)),c(o,17 €St un processus bien mesurable.
2° Les opérateurs A (t, o, .) sont hémicontinus.
3° Les opérateurs A (t, ®, .) sont monotones.

4° Pour tout R > 0 existe un processus réel bien mesurable ¢y tel que

|hla<R = |A(s o, h)|a< 0r(s, ®)

et
ox(., ®)e L' (0, T) pour tout w.

Alors, pour tout & € L§; (Q, F, P), existe un processus adapté X, a tra-

Jectoires continues, unique a lindistingabilité pres, tel que, pour P-presque
tout o, la fonction t+— X (t, ®) vérifie sur (0, T) :

Xt 0)= &(w)+ft£(s, o, X (s, w))ds;

E(Jllq)o(s, .)]”ds) < o0,
0

on a X, e L} (Q, F,, P) pour tout t.

si, en outre,
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Démonstration (*). — L’unicité résulte immédiatement de ’hypothése 3°.

Comme & est & ,-mesurable, il est clair que, quitte & considérer les pro-
cessus x, correspondant aux conditions initiales, &, == 1[|¢|H<n1'§’ on
peut se ramener au cas sup,.q | § |y < 0. Nous posons a = sup, . | &

Supposons maintenant que T soit un temps d’arrét a valeurs dans (0, 7'),
que &, soit un vecteur aléatoire a valeurs dans H, & -mesurable, et que

SUPyeq I () IH < R/2.
Posons

t

T (0) = inf{t; t> t(m),f

Og(s, ®)ds > R/Z}AT.
T (®)

t
En vertu de la continuité de ¢t — @ (5, ®) ds, T est un temps d’arrét.

1(0)
Soit 8 > 0. Posons ¢, (8) = inf { T (0)+nd, t’ (®) }, et définissons, pour
te(t, (), t,., (8)), par récurrence sur n,

o(1, o, 8) = v(t,(3), ®, 6)+jt A(s, o, v(1,(3), ®, 8))ds.

tn (8)

La définition de 7’ permet de vérifier facilement que le processus v (., ., d)
est parfaitement défini sur l’intervalle stochastique (7, 1"). En outre,
les inégalités

‘ l[‘r,‘t'](t! OJ)U(t, o, 8) ll-l < R
et
| At o, v(1,(3), ©, §)|a < & (1, ®)

montrent que les ensembles

{liee10Co 5 ®}eso et {0, D }aso

175(1, 0)) = Zn 1[t,, (®)yths1t (8)[(t’ O))A(ta w, U(t"(S), 0, 8))

sont faiblement compacts dans L} ((0, T)xQ, 7,/ ® P).

1l existe donc une suite (8,) décroissant vers zéro, telle que les processus
Apeeqv (s v B))nen (55,.) convergent respectivement vers X et Y,
respectivement pour la topologie faible de L} ((0, T)xQ, J,!/® P).

(3) Inspirée par une démonstration communiquée par M. CrRoOUZzEIX dans le cas déter-
ministe.
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Le méme argument de monotonie que celui utilisé dans la démonstration
du lemme 2 montre que

Y(t, 0) = A(t, 0, X(t, ®)) (I® P)-p.p.,
et en outre pour P-presque tout ®, on a

t

Xt w)= &,(m)+J g(s, ®, X(s, ®)ds I-p.p. sur (7, 1).

1 (®)

~ .

En posant, X (¢, ®) = &_(®) +J A (s, ©, X (s, ®)) ds, on obtient immé-
. 7 (®)

diatement un processus X 2 trajectoires continues a droite tel que,

pour P-presque tout ®, on ait

)}(t, ®) = &,(m)+Jr /I(s, o, )}(s, ®)ds sur (t(0), T (®)).

17 ()
Notons enfin, qu’en raison de la monotonie,
(A 0, X(5, 0)) | X(5, 0) <A 0, 0) | X (5, 0))

et par suite,

(A.1 | X (1, 0)[u < |E.(@) |a +j ( )<Po(s, ) ds.

Supposons d’abord que

T
(A.2) sup,,,J‘ 0o (s, ®)ds <+ o0,
0

et choisissons
T

(A.3) R= 2<a+supmj 0o (s, c))ds);
(4]

définissons, par récurrence sur 7,

To=0,
t

t,,+1(e))=inf{t;t>t,,((o), or (s, m)ds>1}}AT,

T (©) 2 )

1 est clair d’abord que (), (s, Ts41) = (0, 7). Ensuite, on peut définir
le processus stochastique X sur (1,, T, ), par récurrence sur , en posant
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X (0, ®) = £ (), et en considérant, pour chaque n, le processus continu
sur (T,, T,4q) tel que, Ve (1,, Tyi1)s

)}(t, 0) = )}(’c,, (o), 0))+ft Z(s, o, )Z'(s, ))ds.

T (0)

I:On a en effet, pour tout w, d’aprés (A.1) et (A.3),
~ Tn () R
(1]

Ceci achéve la construction du processus solution sur tout I’intervalle (0, T')
lorsque (A.2) est satisfaite. Si (A.2) n’est pas satisfaite, on s’y rameéne
en utilisant la propriété 4°, en considérant la famille o,, de temps d’arrét

t
o, (0) = inf{t;J Qo (s, ®)ds > m}AT,

0
et en considérant les équations associ€ées aux opérateurs
A, (t, ©, u) = I]O,UM](t5 0).A(t, o, u),

dont les solutions coincident avec celles de 1’équation donnée sur (o, = T').
Comme | ), (6, = T) = Q d’aprés le 4°, la réduction au cas ol (A.2)
est satisfaite est donc immédiate.
Comme en outre, d’aprés (A.1),

t
ftpo(s,w)dSSK = |X(t 0)| <& @)+,
0

E(JT|¢0(s, .)|”a’s> <o

E|X(t, )|P <o pour tout t.

la propriété

implique

D’ou la derniére conclusion de la proposition.
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