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POLARISATIONS DANS LES ALGEBRES DE LIE, II

par

JacQues DIXMIER

[Université Pierre-et-Marie-Curie (Univ. Paris-VI)]

RESUME. — Soient g une algébre de Lie complexe, et d la dimension maximale des
orbites du groupe adjoint opérant dans g*. Soit fe g*. Si ’orbite de fest de dimension d,
on sait que fadmet une polarisation résoluble. Si maintenant 1’orbite de f est de dimen-
sion d’ < d, et si f est polarisable, on prouve qu’il existe une polarisation en f dont la
partie semi-simple peut étre « majorée » en fonction de d’ — d.

Introduction

Dans cet article, £ désigne un corps algébriquement clos de caracté-
ristique 0. Les espaces vectoriels considérés sont supposés de dimension
finie sur k.

(A) Soit g une algebre de Lie. Si fe g*, on note B, la forme bilinéaire
alternée (x, y) —f([x, y]) sur gxg. Si a est une partie de g, on note a’
I’orthogonal de a pour B;. En particulier, le noyau g’ de B, est une sous-
algébre de Lie de g. On appelle polarisation de g en f une sous-algébre
de Lie de g qui est un sous-espace vectoriel totalement isotrope maximal
pour B. On dit que f est polarisable s’il existe une polarisation de g en f.

Soit m, = inf, . . dim g’. (Si g est semi-simple, my est le rang de g.)
On dit que f est une forme réguliére sur g si dimg’ = mg. Les formes
réguliéres sur g constituent une partie de g* ouverte pour la topologie
de Zariski. Si fe g*, on appellera irrégularité de f, et ’on notera irr (f),
le nombre pair dim g’ —m,.

On appellera partie semi-simple d’une algébre de Lie ) le quotient b, de b
par son radical. On notera vy (h) le nombre d’éléments du systéme de racines
de b,, c’est-a-dire dim §; —rang b;; c’est un entier pair qui, pour nous,
mesurera la « grandeur » de ;.

(B) Sife g* est réguliére, on sait que f'admet une polarisation résoluble.
Quand irr (f) augmente, les parties semi-simples des polarisations en f
ont tendance a augmenter. Par exemple, si g est semi-simple, ¥ (p) = irr (f)
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146 J. DIXMIER

pour toute polarisation p de g en f [¢f. 1.2 (iii)]. Bien entendu, si g est
résoluble, v (p) = 0 pour toute polarisation. Nous établirons le résultat
suivant :

THEOREME. — Soient g une algébre de Lie, f un élément polarisable de g*.
Il existe une polarisation p de g en f possédant la propriété suivante t
écrivons la partie semi-simple de p sous la forme ¢; x ¢, X ... XD, ot ¢; est
produit d’algébres simples de type C;, et ot aucun facteur simple de d n’es:
de type C. Alors

i—1 .
v(c1)+2i>zTY(ci)+v(b) <irr (f).
(Rappelons que C, = 4;, C, = B,.)
Ce théoréme est en un sens le meilleur possible [¢f. 3.7].

COROLLAIRE. — Soit f un élément polarisable de g* tel que irr (f) = 2
(resp. 4). Il existe une polarisation de g en f dont la partie semi-simple
est nulle ou de type A, (resp. nulle ou de I’'un des types A, A, x A, C,).

(C) Soit feg*. Le résultat de (B) concerne la partie semi-simple
d’une polarisation bien choisie de g en f. Il serait souhaitable d’avoir
des renseignements concernant la partie semi-simple de foute polarisation
de g en f. Ici nos résultats sont trés partiels. Lorsque le radical de g est
une algébre de Heisenberg, nous prouverons en 2. 8, pour toute polarisation
de g en f, I'inégalité affaiblie > 5, (i—1/i) v (¢;)+y (d) < irr (f) (avec
les notations de (B)). Le role spécial de 4, est dans la nature des choses.
En effet, pour tout entier n > 1, il existe une algébre de Lie g dont le radical
est une algébre de Heisenberg, une forme f réguli¢re sur g, et une pola-
risation de g en f dont la partie semi-simple est de type 4; x 4; x ... x A4,
avec n facteurs (cela résulte de 3.5). D’autre part, il existe des algébres
de Lie pour lesquelles méme 1’inégalité affaiblie peut étre mise en défaut
(cf. 4.3).

(D) Malgré le résultat cité en (C), les exemples laissent supposer que.
pour presque toute f réguliére, toute polarisation en f est résoluble.
Nous établirons ce point lorsque le radical de g est une algébre
de Heisenberg (2.7).

NOTATIONS. — On emploiera les notations introduites ci-dessus,
et les suivantes. Soit g une algébre de Lie. Si x € g, on note g* le commutant
dans g. Soit V un g-module. On dit que V est symplectique (resp.
orthogonal) si ’on s’est donné sur ¥ une forme bilinéaire alternée
(resp. symétrique) non dégénérée g-invariante; terminologie analogue
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POLARISATIONS, II 147

pour les représentations. Quand on dit que ¥ admet une orbite ouverte,
on se référe 4 ’action dans ¥ d’un groupe algébrique irréductible d’algébre
de Lie g (supposant par exemple g semi-simple).

1. Lemmes sur les algébres de Lie semi-simples

1.1. LEMME. — Soient g une algébre de Lie semi-simple, f € g*, x I'image
de f dans g par I’isomorphisme de Killing, q une sous-algébre de g, n le radical
nilpotent de q. On suppose q > q’.

(i) q est une sous-algébre parabolique de g;

(i) [x, o] = .

(Lorsque q est une polarisation en f, ce lemme a été prouvé dans [7]
pour k = C, et généralisé pour k quelconque par P. TAUVEL (non publié).
La démonstration ci-dessous suit pas a pas celle de TAUVEL.)

Onaxeg:=¢g' cq’ cq.

Soient K la forme de Killing de g, et s I’orthogonal de q dans g pour K.
On a K([X, qf]a q = K(x, [qf3 QJ) =f([qf9 q]) = 0, donc

1) [x,9'] cs.

L’application y — [x, y], ot y parcourt q’/, a pour noyau g* = g/, donc
dim [x, '] = dim ¢/ —dim ¢/ = dim g—dim q = dims. La relation (1)
entraine alors

)] [x,9"]=s.

On a K([[x, qf]’ ql,9) = K([x, qf]’ [a; 9] = K([x, qf]’ q) = 0, donc
[[x,4’], q] = s = [x, q’], de sorte que s =[x, ¢’] est un idéal de q.

Soient p la représentation adjointe de g dans g, 7" ’ensemble des endo-
morphismes ¢ de I’espace vectoriel g tels que [z, p (q)] = p (5). Soit z € ¢”.
Pour tout ue 7, on a

Tr(up([x, z])) = Tr([u, p(x)] p(2))eTr(p(s) p(a)) = K (s, q) = 0.

Par ailleurs, p ([x, z]) € p (s) = T. D’aprés [2] (p. 68, lemme 3), [x, z] est
nilpotent dans g.

Comme [x, q’] est un idéal de g, donc une sous-algébre de g, il existe
une sous-algébre de Cartan § de g et une base du systéme de racines R (g, b)
telles que, si I’on note y la sous-algébre de g correspondant aux racines
positives, cn ait [x, ¢/] = y. Alors

0=K@®» h®n)>K([x, 9], bon) =0, h@v),
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148 J. DIXMIER

donc b + y = (¢7)Y = q. On a prouvé (i). On sait qu’alors s = n, donc (ii)
résulte de (2).

1.2. LEMME. — Soient g, f, x, 9, n comme dans 1.1. Soit de plus m
le radical de q.

@ ¢ > m;
(ii) dim (q/n) = dim (a/q”)+dim g*;
(iii) v () = dim (a/q”)+irr (f).
Soit K la forme de Killing de g. On a
0 = K(x, n) car q est parabolique et x eq,
= K (x, [q, m]),
= f([a, m]),
d’out (i). D’aprés 1.1 (ii), on a dimn = dim q/ —dim g%, d’ou (ii).
Soit r le rang de g. L’algeébre g/n est réductive de rang r, donc
v (q) = dim (a/m)—r,
= dim (q/q”)+dim g/ —r d’aprés (ii),
= dim (a/q”)+irr (f).

1.3. LEMME. — Soient m = 3, n > 1 des entiers. Soit V = k™ ® k*".
Le groupe SO (m) x Sp (2 n), opérant de maniére évidente dans V, n’a pas
d’orbite ouverte.

Supposons 2 n < m. Le stabilisateur d’un point générique de V se calcule
grice 4 [6] (théoréme 5). Il est produit d’un sous-groupe SO (m") de SO (m)
et d’un sous-groupe de Cartan de Sp (2 »); il est donc réductif, d’ol le lemme
dans ce cas.

Supposons 2 n > m. Si m est impair, le stabilisateur d’un point générique
de Vest donné par [6] (table 4); il n’est pas produit semi-direct d’un groupe
semi-simple et d’un radical unipotent, d’ou le lemme dans ce cas
([8], théoréme 2). Si m est pair, le stabilisateur d’un point générique de V
a pour composante neutre le produit d’un sous-groupe Sp (2 n’) de Sp (2 n)
et d’un sous-groupe de Cartan de SO (m) ([6], théoréme 6, et [5] table 2,
cas de C, et de m R (¢,)); il est donc réductif, d’ou le lemme dans ce cas.

1.4. LEMME. — Soient g une algébre de Lie semi-simple, p une représen-
tation simple injective symplectique de g dans un espace V de dimension 2 n,
admettant une orbite ouverte. Alors, a isomorphisme preés, g = sp (2n,k)
et p est la représentation identique de g.
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Soit g =g;%x...xg, la décomposition de g en facteurs simples.
Alors p=p; ® ... ® p,, ol p; est une représentation simple injective
de g;. Les p; sont symplectiques ou orthogonales, un nombre impair
d’entre elles étant symplectiques. On peut donc supposer que p, est sym-
plectique, et p, ®...® p, orthogonale. Si r > 1, le lemme 1.3 prouve
que p n’a pas d’orbite ouverte, d’ou contradiction.

Ainsi, g est simple. D’aprés [1], 'indice de p est < 1, et dim p < dim g
(ce point résulte aussi des premiéres lignes de la démonstration de 3.5).
On trouve dans [5], pour toute algébre de Lie simple g, la liste des repré-
sentations simples de dimension < dim g, avec, pour chaque cas, le stabili-
sateur d’un point générique. Les seuls cas ou ce stabilisateur n’est pas
réductif sont les suivants :

g = sl (q, k) et p est la représentation identique de g; cette représentation
n’est symplectique que si ¢ = 2, et I’on trouve un des cas du lemme;

g =sl(2q+1,k)etp = A% p, ou p, est la représentation identique de g;
cette représentation n’est jamais symplectique;

g=39sp(2¢q, k) et p est la représentationidenti que de g; on trouve
un des cas du lemme;

g = s0 (10, k) et p est I'une des représentations semi-spinorielles de g;
cette représentation n’est pas symplectique.

1.5. LEMME. — Soient gy, ..., g, des algébres de Lie simples, p une repré-
sentation injective symplectique de ¢ = g; % ... Xxg, dans un espace V,
admettant une orbite ouverte.

(i) Il existe une décomposition V=V, @...® V, de V en sous-g-modules
deux a deux orthogonaux, avec la propriété suivante :@ pour tout i,
g; s’identifie @ I’algébre de Lie symplectique de V; opérant identiquement
dans V;, et opére trivialement dans V,, pour i’ # i;

(ii) O n’est pas poids de V.

Soit V' = @, ; W, une décomposition de ¥ en sous-g-modules simples.
S’il existe j, j '€ J tels que j # j' et que les g-modules W; et W’ soient
duaux, il existe sur W; @ W;. une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
g-invariante, donc une fonction polynomiale homogéne non nulle du second
degré g-invariante, ce qui contredit l’existence d’une orbite ouverte.
Donc W; et W;. sont non duaux pour j # j'. D’aprés [3] (lemme 4),
V est somme de sous-modules simples deux & deux non isomorphes,
deux a deux orthogonaux, symplectiques. Pour tout jeJ, il existe
ie{1,...,r} tel que g; s’identifie & I’algébre de Lie symplectique de W;

opérant identiquement dans W;, et que g; opére trivialement dans W;
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pour i’ # i (lemme 1.4). Comme les sous-modules simples de ¥ sont
deux a deux non isomorphes et que p est injective, on définit ainsi
une bijection de J sur {1, ... r }, d’out (i). L’assertion (ii) résulte aussitot
de (i) (et peut d’ailleurs s’établir directement).

1.6. LEMME. — Pour i = 1,2, ..., r, soit ¢; une algébre de Lie produit
d’algébres simples de type C;. Soit d une algébre de Lie semi-simple dont
aucun facteur simple n’est de type C. Soient g = ¢;X¢;X ... X ¢ XD,
et p une représentation symplectique de g admettant une orbite ouverte.
On a

3) dimp<7(c1)+%7(c2)+%Y(cs)+--~+;v(c,)-

Si p est injective, cette inégalité devient une égalité.

Il suffit d’envisager le cas ou p est injective. Grace a 1.5, on se raméne
au cas ou g est I’algébre de Lie symplectique d’un espace V' de dimension 2 n,
g opérant identiquement dans V. Le deuxiéme membre de (3) est alors
1/n.2n* =2n.

2. Cas ot le radical est une algébre de Heisenberg

2.1. Dans cette partie, le role principal sera tenu par les algébres de Lie g
possédant la propriété suivante :

(RH) g est produit semi-direct d’une algébre réductive et d’une algébre
de Heisenberg n, le centre ¢ de n étant tel que [g, ¢] = 0.

Par exemple, si le radical de g est une algebre de Heisenberg n,
g est produit semi-direct d’une algébre de Lie semi-simple s et de mn,
et s opére trivialement dans le centre de n puisque celui-ci est de dimension 1.
Donc g vérifie (RH).

2.2. LEMME. — Soient W, X des espaces vectoriels munis de formes
bilinéaires alternées By, By. Soient G = W @ X, B; la somme directe
de By, et By. Soient P un sous-espace vectoriel totalement isotrope maximal
de G, Q et R les projections de P sur W et X (pour la décomposition
G=WeX),Q0=PnWcQ,R=PnXcR

(i) Q et Q' sont I’orthogonal I'un de I’autre pour By

(ii) R et R’ sont I’orthogonal I'un de I’autre pour By,

(iii) la correspondance entre W et X associée a P admet Q pour ensemble
de définition, R pour ensemble des valeurs, et définit par passage au quotient
une bijection linéaire de Q/Q’ sur R/R'.
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Soient Ny, Ny, N les noyaux de By, By, B;. Ona N, @ Ny = N; < P,
donc

(4) Ny < Q' <= Q, Ny <R =R
Soit Q; I’orthogonal de Q pour By. On a
0, ={xe W; Bs(x, P)=0}= WnP= Q"

Compte tenu de (4), I’orthogonal de Q' pour By, est donc Q. On a prouvé (i),
et (i) s’en déduit par symétrie. L’assertion (iii) (qui n’a rien a voir avec
les formes alternées) est évidente.

2.3. LeMME. — Soient g une algébre de Lie, n un idéal de g qui est
une algébre de Heisenberg, ¢ le centre de n, feg* = (Kerf)nmn,
w={yeg;[y,x] cx}, et g =f|w. On suppose que f| ¢ # 0.

(i) La restriction de B, a x est non dégénérée;

(i) w est Iorthogonal de x pour B;, et c'est une sous-algébre de g
contenant ¢;

(iii) g = w @ %,

(i) ' = w;

(v) irr (g) = irr (f).

Les assertions (i) & (iv) sont trés faciles, et signalées dans [3] (lemme 1).

Soit g; un élément régulier de w* non nul sur ¢. Soit f; € g* le prolon-
gement de g; qui s’annule sur ¥. On a

irr (g) = dim w? — dim w?* = dim ¢ —dim g* < irr (f).

Soient f, un élément régulier de g* non nul sur ¢, ¥ = (Ker f,) nn,
w={xeg[xx]cx}, et g=f|w. Il existe nen tel que
(expadn)(x) =%, d’cu (expadn)(w) =w’. Il existe donc g,ew*
tel que dim w® = dim w’¢. Alors

irr (f) = dim g’ —dim ¢”* = dimw? —dim w'?" = dim w? — dim W’ < irr (g).

2.4. LEMME. — Soient g, n, ¢, f, ¥, w, g comme en 2.3. Soient p une pola-
risation de g en f, q et t les projections de p sur w et x (pour la décomposition
g=w®@%x),qd =pnwcq,t =pnxcr. Onsuppose c central dans g.

(i) q et q' sont lorthogonal I'un de I'autre dans w pour B,, et sont
des sous-algébres de w contenant ¢,

(ii) v et t' sont lorthogonal I'un de I’autre dans x pour Bf|xxx, et
[r,r]=0;
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(iii) on a [q,t] = 1,[q,t'] = v, de sorte que t/t' peut étre considéré
comme un g-module grdce a la représentation adjointe; la forme alternée
non dégénérée sur t/r’ déduite de B, est qg-invariante;

(iv) soit u : q — t/t’ la surjection de noyau q' associée a p (cf. 2.2 (iii)),
alors u est un cocycle de q a valeurs dans t/t';

(V) le radical de p contient t', et sa projection sur w est le radical de q;
les parties semi-simples de p et g sont isomorphes.

Appliquons le lemme 2.2 avec W = w, X =%, G = g, P = p, B; = B,.
On voit que q, q" sont I’orthogonal 1’'un de I’autre pour B,, et que r, t’
sont I’orthogonal I’un de I’autre pour B, ] ixx.Onaccg;,=w, = q cq.

Il est clair que q' = p N w est une sous-algébre de w. D’autre part,
q/c est la projection de p/c sur w/¢ pour la décomposition g/¢ = (w/¢) ® (w/c),
et n/c est un idéal de g/¢, donc q est une sous-algébre de w.

On a [r,v]Jce et f([r,t'])=B,(r,t)=0, donc [r,t'] =0
Les assertions (i) et (ii) sont démontrées.

Considérons ¥ comme un w-module pour la représentation adjointe.
On a, pour xew, yex et zex :

[x.y, 2]+ [y, x.2] = [[x, y], z]+Ly, [x, 211 =[x [y> z1] €[, ¢] = 0;
donc B, (x.y, z2)+ B, (y, x.z) = 0. Autrement dit, B, | ¥ X % est w-invariante.

Onalq,t'] = [p+r,v'] =[p, '] = [p,p] = p,et[q,t'] = [w,x] =z,
donc [q,t'] = p nx = ¢'. Comme B; | x X % est g-invariante, on en déduit
que [q, r] = r. L’assertion (iii) est démontrée.

Soient x,yep. Ecrivons x=x'+x", y=y'+y" avec x',) eq,
x",y"er. On a

[x/, yl]+[-x,, y”]’l'[x”, yl] — [x’ y]_[xu, y”]ep'l'c - p’
[x/’ y']eq,
[x/’ _V”]-I—[X”, y;]e[q, 1:] cr,

donc u ([x, y']) est la classe modulo ' de [x', y"]—[»', x"], c’est-a-dire
x . u(")—y .u(x"). Cela prouve (iv). L’assertion (v) est immédiate.

2.5. LEMME. — Soient w une algébre de Heisenberg, ¢ son centre,
g un produit semi-direct d’une algébre de Lie réductive et den, tel que [ g, ¢] =0.
Soient f, %, w, p, q, t, q', t', u comme en 2.3 et 2.4. Soient | le radical de p,
m le radical de q.
@Onamecqg,l=m+t cq+r;
(ii) il existe & € t/r’ tel que u(x) = x.§ pour tout x € q;
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(iil) si q” est un idéal de q contenu dans §', on a q”.(x/t’) = 0; en particulier,
m.(v/t") = 0, de sorte que t/t’ peut étre considéré comme un (q/m)-module
symplectique; ce module admet une orbite ouverte;

@iv) on a y(p) = dim (x/v')+irr (f).

L’algébre w est produit de ¢ et d’une algébre réductive, donc est elle-méme
réductive. Soit g =f| w. Onaq>oq etq =q® (2.4 (i), donc m = q’
(1.2 (i)). Si xel, soit x = y+z avec yeq, zer; on a yem (2.4 (v)),
donc yeq', u(y) =0, zer', xem+zr'. Cela prouve que [ = m+rvr'.
Si x'em, soit x’ = y'+z' avec y'e€l, Zer; on a

Ze(l+m)nzxc(m+t)nzx=1r'c|,

donc x’'el. Cela prouve que m+zt’ < .
Le cocycle u s’annule sur m d’aprés (i); c’est donc un cobord, ce qui
prouve (ii). Soit q” un idéal de q contenu dans ¢q’. Si yeq” et xeq, on a

you@)=x.u@—u(x, yj) cx.u@)+u@”) cx.u(@q)+u(@)=0;

comme u est surjectif, on en déduit que q”.(r/r") = 0. Le fait que u est
surjectif entraine aussi, avec les notations de (ii), que q.& = r/r’, de sorte
que le (q/m)-module r/t" admet une orbite ouverte. Enfin, on a

Y@ =v@  (2.4()
= dim (q/q%) +irr (g) (1.2 (iii))
= dim(q/a")+irr (f)  (2.3(v))
= dim (x/r") +irr (f) (2.2(iii)).

2.6. LEMME. — On reprend les hypothéses de 2.5. Soient w, I’algébre
semi-simple [w, w], g, = f|w;, x P’élément de w, correspondant & g,
par lisomorphisme de Killing. Si x est régulier semi-simple dans w,,
p est résoluble.

Si x est régulier semi-simple, w9' est une sous-algébre de Cartan ) de w,.
On a h = wf c w''® c ¢/, donc u s’annule sur §. Avec les notations
de 2.5 (ii), & est donc de poids 0. D’aprés 1.5 (i), ona § = 0, donc u = 0,
donc q = ¢q’. Alors q N w, est une polarisation de w, en g,. Comme x est
régulier, q N w, est résoluble, donc q est résoluble, donc p est résoluble.

2.7. PROPOSITION. — Soit g une algébre de Lie vérifiant la condition (RH).
1l existe une partie ouverte non vide U de g* telle que, pour toute fe U,
toute polarisation de g en f soit résoluble.

Soient 1 et ¢ comme dans (RH), 3 I’algébre semi-simple [g/n, g/n],
U’ l’ensemble des feg* telles que f | ¢ # 0. Si fe U’, soient w comme
en 2.3, g, la forme linéaire sur 3 correspondant & f | [w, w] par Pisomor-
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phisme [w, w] — [g/n, g/n], et x, 'image de g, dans 3 par I’isomorphisme
de Killing. L’application f+ x, de U’ dans 3 est réguliére. L’ensemble U
des fe U’ tels que x; soit régulier semi-simple dans 3 et donc une partie
ouverte de g*, évidlemment non vide. Pour f € U, toute polarisation
de g en fest résoluble d’aprés 2.6.

2.8. PROPOSITION. — Soit g une algébre de Lie vérifiant la condition (RH).
Soient f € g*, p une polarisation de g en f. Ecrivons la partie semi-simple de p
sous la forme ¢ x¢; % ...%x¢. XD, ot ¢; est produit d’algébres simples
de type C; et ot aucun facteur simple de d n’est de type C. Alors

i—1 .
Yis2 TY(Ci)'f"Y(D) <irr(f).
Introduisons les notations de 2.5. D’aprés 2.4 (v), 2.5 (iii) et 1.6, on a

dim (v/r) < y(ep)+ %'y(cz)+ et 1;7(c,.).
Alors, d’aprés 2.5 (iv) :
VT + o HTE+Y®) ST+ V)t Vi (h),
d’ou la proposition.

2.9. LEMME. — On reprend les notations de 2.5. Soitt; ®t, ®... ® t,
une décomposition en facteurs simples d’une sous-algébre de Levi de q.
Soit 5, ® 5, @...®D s, une décomposition en facteurs simples d’une sous-
algébre de Levi de p, telle que la projection sur q parallélement a = définisse
un isomorphisme de s, sur ti,...,s, sur 1, (8, ...,8, existent).
Soit | un supplémentaire de t' dans v stable pour t; ®...® t, (j existe).
Aprés  renumérotation de ty, ...,t,, il existe une décomposition
i=11 ®...®1, (b £ a) en sous-(t; ®...D t,)-modules simples, telle que
t; opére trivialement dans i; pour i #i', et que t; opére injectivement

dans i; avec orbite ouverte pour i = 1, ...,b (1.5 (i)).

D Onault) =iy .., ulty) =i, uly.) =...=u(t,) =0 (on iden-
tifie | a x/t');

(i) on a s; cti+i,+r, ..., 8 = i+t Sy Sl T, L,
s, = t,+1v';

(iii) pour i #i’, on a

[5i, 5:/] = [ti, ti’] = [ii: Iz] = [tia ii'] =0

[ti: si’] < tl [il ’ 5i'] cr "
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L’assertion (i) résulte de 2.5 (ii); elle entraine (ii). Soit i # i’
Evidemment, [s;,s;] = [t;,1;] =0. Les sous-espaces i, ...,j, sont
deux & deux orthogonaux pour la forme alternée (q/m)-invariante sur i
(identifié a r/t’), donc [j;, ;] = 0. On a t;.i;, = 0, donc [t;, j;-] = 0.
Comme [t;,t;.] =[t;,i;;] =0, on a [t;,s;] = t’ d’aprés (ii). On voit
de méme que [j;,s; ] = v

2.10. LEMME. — On reprend les notations de 2.9. Soit ce {1,2, ..., b }.
Pour i =1, ...,c, soient v, une sous-algébre de t; et ¥, un sous-espace
vectoriel totalement isotrope de i; tels que v;.%; = ¥,. Soit

P=0,@D.. 00,0} D.. DI DS54+ 1D.. Ds, DL

(i) py est une sous-algébre de g,
(i) }, ®@...0t, @1 est un idéal résoluble de p,;
(iii) si vy, ..., v, Sont résolubles, le radical de p, est

1,0... 00, 0,LP...0L.OI;

(iv) si vy, ..., v, sont totalement isotropes pour B;, p, est totalement
isotrope pour Bj;

W) si dimv;+dim¥; = dimt, pour i =1, ..., ¢, on a dim p, = dim p.

1°0n a [v;,0] <o, [E,5]=8,.1)=0[si,5] s,
B;(s;,8) = B, (0, p) =0, [LI] <], B,(I,[) =« B;(p, p) = 0.

208ii#i,onal[v;,v;.] <[t,t.]=0,donc B;(v;,v;) = 0.

3°0n a [v;,5]=v.% ¥, B(v;, %) = B;(w,x) =0, et, pour
i#i,[v;, %] <t.j, =0, donc B, (v;, f;) = 0.

4o Pouri=1,...,ceti’'=c+1, ...,a,0on a
[v:,s7]cti,sv]cy' <1, et By(v;,s,) < Be(t;, t,+%) =0.
50 0On a
[v;, 1] = [@, m+2'] c m+r" =[(2.5()),
et
B;(v;, 1) = B,(q, q'+1") =0.

6° Sii # i, ¥, et T, sont orthogonaux, donc [¥;,§,] = 0= B, (};, %;).
ToPouri=1,...,ceti'’=c+1,...,a,0na

[fi, 5i'] < [fi’ ti’+ii' +t’] = ti"fi = 0 dOIlC Bf (fi’ 5i') = 0.
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80 On a
[, Qc[r,m+r]=[m,r]cr’' <, et B, 1) =B(r, q+r')=0.

90 Sii#i,ona/[s;,s; ] =0,donc B,(s;,s;) =0.
10°0n a [s;, 1] = [p, 1] =, et B;(5;,1) = B, (p, p) = 0.

Cela prouve les assertions (i) & (iv). L’assertion (v) est évidente.

2.11. LEMME. — Orn reprend les notations de 2.9. On suppose la numé-
rotation des t; telle que t, . .., 1t soient de type A, = Cy, et quet, 4, ..., 1,
ne soient pas de type Ay. Pour i =1, ...,c, il existe une sous-algébre
résoluble v; de t;, totalement isotrope pour B, , de dimension 2; il existe
ensuite une droite ¥; de i; telle que v;.%; = ¥,. Définissons alors p, comme
en 2.10,

(i) p, est une polarisation de g en f.

(ii) Définissons Gy, Qg T4, ¥y relativement d p, comme q, q', t, v’ ont été
définis relativement a p. Alors les facteurs simples de type A, de la partie
semi-simple de q, opérent trivialement dans t.[ty.

L’assertion (i) résulte aussitdt de 2.10. (Le role spécial de 4, apparait
dans 1’égalité dim v;+dim f; = dim t,).

D’aprés 2.10 (iii), $..1 @ ... D s, est une sous-algébre de Levi de p,,
donct,,; @...@ t,estunesous-algebre de Levide q,.. Pouri =c+1,...,b
t;n’est pas detype A;. Pouri = b+1, ...,a,0onat; = ¢/, donct;+m < ¢,
donc l’idéal t;+m de q opére trivialement dans r/r’ (2.5 (iii)). Or
r,=pynx>lnx=1, donc r, c r, et t; opére trivialement dans

T/t

2.12. LeMME. — Soit g une algébre de Lie vérifiant la condition (RH).
Alors le théoréme de I'introduction est vrai.

On reprend les notations de 2.10. En choisissant bien p, on peut
supposer, d’aprés 2.11, que ¢; opére trivialement dans r/t’. Alors, dans
la démonstration de 2.8, la premiére inégalité est remplacée par

dim (r/r) < %y(c2)+ e ly(C,),
r

et la démonstration s’achéve comme celle de 2.8.
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3. Cas général

3.1. LEMME. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal de g, g’ = g/a,
fun élément de g* tel que f(a) = 0, f' I’élément de §'* déduit de f par passage
au quotient. On a irr (f') < irr (f).

On a g, o a et g//a = g/, d’ou trés facilement le lemme.

3.2. LeMME. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal commutatif de g,
feg* o la sous-algébre o, f' = f|g'. Soient o' le noyau de f|a (qui est
un idéal de g), §" = g'/a’, f" Iélément de §"* déduit de ' par passage
au quotient. On a irr (f") £ irr (f).

Si a’ = a, le lemme résulte de 3.1. Supposons a’ # a. Soit U ’ensemble
des formes linéaires sur g” dont le noyau ne contient pas a/a’. Il existe
un élément f; de U qui est une forme réguliére sur g”. Soit f] la forme
correspondante sur g, et f; € g* un prolongement de f;. On a f; (a) # 0
et fi (a’) = 0, donc il existe A e k— {0} tel que f; |a = Af|a. Par suite
o/t =a’ =g. Comme ¢ est lorthogonal de a pour B, on a

dim g+dim g’ = dim ¢’ +dim g'/".
De méme,
dim g+dim ¢’* = dim ¢’ 4+ dim g/
Donc
irr (f”) = dim g”/" —dim g"/1
= dim ¢"/" —dim g/
= dim ¢’ —dim ¢”* < irr (f).

3.3. LEMME. — Soient g une algébre de Lie, a un idéal commutatif de g,
S un élément polarisable de g*. Il existe une polarisation de g en f contenant a.

Si b est une sous-algébre de g subordonnée a f, B’ = (h N a’)+a est
une sous-algébre de g subordonnée a f. Posons dim (a/h na) = gq.
On a dim(h/h na’) £ ¢, d’ou dim}’ = dimb. Cela entraine aussitot
le lemme.

3.4. Démonstration du théoréme de lintroduction. — Le théoréme est
évident si g = 0. On raisonne par récurrence sur dim g.

1° Supposons qu’il existe un idéal commutatif a # 0 de g tel que f(a) = 0.
Soient g’ = g/a, n le morphisme canonique de g sur g’, /' la forme linéaire
sur g’ telle que f = f’ o . Toute polarisation en f contient a. Puisque f est
polarisable, /' est polarisable. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe
une polarisation p’ de g’ en f’ telle que, avec des notations évidentes

. i—1 o
v(c;)+zi>2’77(c:-)+y(n'> <irr(f).
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Alors p = n~! (p’) est une polarisation de g en £ dont la partie semi-simple
est isomorphe a celle de p’. Il suffit maintenant d’appliquer le lemme 3.1.
(H{) Nous supposerons donc désormais que f ne s’annule sur aucun idéal
commutatif de g distinct de O.

2° Supposons qu’il existe un idéal commutatif a de g tel que ([g, a]) # 0.
Introduisons g, f',a’,g", f” comme en 3.2. Puisque fest polarisable, il existe
une polarisation de g en f qui contient a (3.3); cette polarisation est
contenue dans a’ = g’, donc est une polarisation de g’ en f’. Donc f” est
polarisable. On a ¢ # g. D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe
une polarisation p” de g” en f” telle que, avec des notations évidentes,

” i—1 " ” : ”
Y(C1)+Zi>z~i—7(ci)+7(b ) < irr (f7).

Soit p’ I'image réciproque de p” dans g’. Alors p’ est une polarisation de g’
en f' dont la partiec semi-simple est isomorphe a celle de p”. Comme
dim g+dim g = dim g’'+dim g'/', p’ est une polarisation de g en f.
1l suffit maintenant d’appliquer le lemme 3.2.

(H,) Nous supposerons donc désormais que, pour tout idéal commutatif a
de g, on a f([g,a]) = 0.

3o Comme dans [3] (p. 325), les hypothéses (H;) et (H,) entrainent
qu’on est dans ’un des trois cas suivants :

(a) g est semi-simple;

(a') ¢ est produit d’une algébre semi-simple et d’une algébre
de dimension 1;

(b) le plus grand idéal nilpotent n de g est une algébre de Heisenberg,
le centre ¢ de n est central dans g, et f(c) # 0.

Le cas (a') se raméne au cas (@), qui résulte de 1.2. Plagons-nous
désormais dans le cas (b).

40 Adoptons les notations de 2.3. D’aprés [3] (lemme 3), il existe
une décomposition en somme directe w = s @t @D ¢, telle que s soit
une sous-algébre de Levide get que [s,t] = 0,[t,t] = c. Alorst = t; @ t,,
ou t, est une algébre de Lie commutative et ou t;+¢ est une algébre
de Heisenberg (éventuellement réduite a ¢) permutable a t,. Si t; = 0,
g vérifie la condition (RH) et le théoréme résulte de 2.12. Supposons
désormais t; # 0. Soita=s®t, ®n.Onag=a @ty [t;,s+1t,] =0,
et f([t;, n]) = f([w, x]) = 0, donc a et t, sont orthogonaux pour B,.
D’autre part, B, |t; xt; est non dégénérée. Donc g’ < a.
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On a [g,g] =[s+t+n, s+t+n] = [s+t, s+t]+n < s+n. Soit g,
la somme de a et d’un sous-espace vectoriel t; de codimension 1 dans t,.
Puisque g; > s+n > [g,48], g, est un idéal de g. Soit f; = f| 81
Alors n est un idéal de g;, et l’orthogonal de n dans g, est

w, = {xeg,|[x, ] cx}=wng, =5+t +1,+c

L’algébre w (resp. w,) est produit des algebres s et t+¢ (resp. 1) +1,+¢).
Soit gy = f; |w, = f|w;. Comme f(c) # 0, on a irr (f|t+c) =0 et
irr (f|t;+1,+¢) = 0, donc, d’aprés 2.3,

©) irr (f) = irr (g) = irr (g | ) = irr (g, | ) = irr (gy) = irr (fy).

Il existe un élément ¢ de t, — { 0 } tel que g, soit 'orthogonal de ¢ dans g.
Soit G le groupe adjoint algébrique de g. Considérons ’enveloppe algébrique
de k (ad ¢ ) dans gl (g); c’est I’algébre de Lie d’un sous-groupe algébrique
irréductible commutatif G; de G. Comme [#,s] =[7,¢] =0 et que
[, £] c x, G, laisse fixe f|s+n, donc f|[g,g], donc B, donc laisse
stable I’ensemble P des polarisations de g en f. Or P est une sous-variété
algébrique compléte d’une grassmannienne de g. Par hypothése, P # O.
Il existe donc une polarisation p’ de g en f telle que [¢, p'] = p".

Puisque g/ = a = g;, la dimension des sous-espaces vectoriels tota-
lement isotropes maximaux est la méme pour B; et B, ([4], 1.12.2).
Si p’ = g4, p’ est une polarisation de g; en f;. Sinon, on a t¢ p’;
comme [, p'] < p’, kt+p’ est une sous-algébre de g; comme kt+(p’ N g;)
est totalement isotrope de méme dimension que p’, kz+(p' N g,) est
une polarisation de g, en fi. Dans les deux cas, on voit que f; est polarisable.
D’aprés I’hypothése de récurrence, il existe une polarisation p de g; en f;
telle que, avec des notations évidentes

() + s ’:—1 () +7() < itr (f).

Or p est une polarisation de g en f. Compte tenu de (5), cela achéve
la démonstration.

3.5. LEMME. — Soit V un espace vectoriel muni d’une forme bili-
néaire alternée non dégénérée B. Soit w =V @ k, muni du crochet
[E+N, E+A'] = B(E, &) pour £, 8 €V, MNek (c’est une algébre
de Heisenberg). Soit s une algébre de Lie qui opére dans V en laissant B
invariante. Faisons opérer trivialement s dans k, de sorte que s opére par
dérivations dans w. Soit g le produit semi-direct correspondant de s par n.
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Soit § e V. Soit g la forme linéaire sur s telle que g (x) = (1/2) B (€, x.£)
pour xes. Soit f la forme linéaire sur g telle que f ]5 =g f l V=0,
et f(\) =\ pour hek.

() On a g([x,y]) =—B(x&,y&) pour x,yes;
(i) on a g’ = s*+k;
(iii) supposons s.& = V. Alors

¢/ ={xes,x.§E=0} et %(dimg+dimgf)=1+dims;

(iv) pour )€k, soit s, = (exp ad AE) (s). On a
A=+1 = s, est subordonnée a f;,
(v) supposons s.§ = V. Alors
A=21 < s,+k est une polarisation de g en f.

Pour x, yes, on a

2g([x, y]) = B(&, xy&)—B(&, yx&)
=—B(x§, y&)+B(y§, x&)
=—2B(x§, y§),

d’ott (i). L’assertion (ii) résulte de 2.3 (iv). Supposons s.§ = V.
On a ¥ = {xes; x.& =0} d’aprés (i), donc, compte tenu de (ii),
dim g+dim g’ = dims+dim V+14dims—dim V+1
=2(1+dims)
d’ou (iii). Pour x€s, on a
(expad M) (x) = x—Ax.E+ %B()»E_., —Ax.8)
=x—Ax.E—A%g(x),
d’ou, pour x,ye€s,
(6) f((expadA&) [x, y]) = —(1=A?) B(x&, y&).

Cela prouve (iv). Supposons s.§ = V. Alors s.+k est une polarisation
en f d’aprés (iii) et (iv). Si s, +k est une polarisationen f, ona A = + 1
d’aprés (6).

3.6. LEMME. — On conserve les notations de 3.5, avec les hypothéses
supplémentaires suivantes : V =V, ®...@ V, ou les V; sont deux a deux
orthogonaux et de dimension = 4; s = sy X ... X8, $; opére trivialement
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dans V. pour i # i’', et s’identifie a@ I’algébre de Lie symplectique de V,
si &; désigne la projection de & sur V;, on a &; # 0 pour tout i.

(i) f admet exactement deux polarzsattons, sommes de k et de sous-algébres
de Levi de g.

(ii) Posons dim V; = 2n;. On a

p

lfl'(f) Zl\l\r i)‘

i

D’aprés 3.5, f admet au moins deux polarisations, sommes de k et
de sous-algeébres de Levi de g. Soit p une polarisation en f, et utilisons
les notations de 2.4. On a x=V, ¢c=k, w=s5®D¢, q=q" Dk,
ol g~ est une sous-algébre parabolique de s, donc de la forme q; X ... xgq,,
ol q; est une sous-algébre parabolique de s;. Soit g; = f Is,-. Comme
q contient son orthogonal pour B, ] WXW, on a

o af'osl={xes;x.5 =0}
Or, les seules sous-algébres de s; contenant {xe 5;; x.&§; =0} sont s;,

s?i et 5; = {xesi; x‘éiekéi}; on a

dims;/sf' =1 < %dimV,- = %dim s;/s%! puisque dimV; > 4;

comme q; > q¥, on voit que q; =s,, d’oll q = w, dim q/q" = dim V,
dimy/t' =dimV, r = V et ' = 0. Cela prouve que p est somme de ¢
et d’une sous-algébre de Levi de g, donc de la forme ¢ @ (exp ad &') (s),
ol & e V. Comme en outre p > s* = {xes; x.§} =0,ona

x.E=0 = x.£=0 pour Xxe€s,

donc &' est proportionnel a &. Alors p est de la forme s, +k& pour un A € k.
D’aprés 3.5 (v), p est 'une des 2 polarisations signalées plus haut.
Cela prouve (i). D’autre part,

irr (f) = dims?+ 1 —(rangs+1)
=Y <i< dimsf—rangs;

=) <icrdims;—dimV;— —dlmV
= Zl\t\r(zn‘ +n')—3 n;

_ZI\I\I'

<Sisr Y(sl)’

i i
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3.7. PROPOSITION. — Soient ¢4, ..., ¢, , D des algébres de Lie semi-simples,
ou ¢; est produit de facteurs simples de type C;, et oit aucun facteur simple
de d n’est de type C. 1l existe une algébre de Lie g et une forme linéaire
polarisable f sur g telles que :

10y (e)+Yis2 (—1/i) v (¢)+v @) = irr (f);

20 pour toute polarisation p de g en f, la partie semi-simple de p est iso-
morphe @ ¢; X ... X ¢, XD.

Soient ) une algébre de Lie, f' € h*, g = h x ¢, x D, fla forme linéaire sur g
qui prolonge /' et s’annule sur ¢; xd. On a irr (f) = irr ( f)+7y (¢)+7 (D).
D’autre part, g/ o ¢; xb, donc toute polarisation en f est de la forme
p X ¢; XD, ol p est une polarisation de ) en f’. On est donc ramené au cas
ol ¢; = b = 0, et il suffit alors d’appliquer 3.6.

4. Quelques contre-exemples

4.1. La construction de 3.5 et 3.6 fournit aussi un contre-exemple
pour une conjecture assez naturelle. Soient g une algébre de Lie, n un idéal
nilpotent de g, et feg*. D’aprés un résultat de DurLo ([4], 10.3.1),
si fadmet une polarisation résoluble p, f admet une polarisation résoluble p’
telle que p' N n soit polarisation de n en f | n. D’aprés 3.6, on ne peut,
dans cet énoncé, supprimer ’hypothése que p est résoluble, méme si
I’on n’exige pas que p’ soit résoluble. (Par contre, quand n est commu-
tatif, ¢f. 3.3).

4.2. Reprenons ’algébre g de 3.6. L’étude des polarisations aux différents
points de g* est intéressante. Nous allons en signaler un cas particulier.
Prenons r = 1, n; = 2. Soient §) une sous-algébre de Cartan de s,
(o, B) une base de R (s, b), de telle sorte que

R(s,h)={+a, +B, £ (@+B), £ 2a+Pp)}.

Soit e la forme linéaire sur g telle que : 1° e | V =0; 2° e(A) = A pour
Aek;30e | s = e’ correspond par I’isomorphisme de Killing a un élément x,
de Hh—{0} tel que B(xo) = 0. Soit p une polarisation de g en e.
On a s° = h+sP+s7PF, donc dimg® = 5 et dimp = (1/2) (5+15) = 10.
D’aprés 2.4 (ii), 1 < dim (p nn) < 3. Soit p’ la projection de p sur s
correspondant & la décomposition g = s@n. Ona dim p’ = 10—dim (p N ).
Or une sous-algébre de s est de dimension 10 ou < 7. On voit que
dim(pnn)=3 et que p'=qgnNs est une sous-algébre parabolique
distincte de s contenant s® et s™P. Or, dans la représentation identique
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de s, une sous-algébre parabolique contenant sP et s P ne laisse stable
aucun sous-espace totalement isotrope de dimension 2. Donc e n’est pas
polarisable. On obtient ainsi, en faisant varier o (x,), une infinité d’éléments
de g*, deux a deux non conjugués par le groupe adjoint, qui sont non
polarisables. Si I’on prend B (x,) # 0 et a (x,) = 0, on montre que f est
polarisable. Si I’on prend x, = 0, on montre que f est non polarisable.
La structure de ’ensemble des éléments non polarisables de g* est donc
assez compliquée.

4.3. Montrons que la proposition 2.8 ne se généralise pas aux algébres
de Lie quelconques. Soit g le produit semi-direct de s = sl (n, k) par 1’idéal
commutatif k", défini par la représentation identique de s (n = 3).
Soit feg* tel que f|s =0 et f|k" #0. Si xek"—{0}, il existe yes
tel que [y, x] = y.x¢Kerf; donc s est totalement isotrope maximal
pour B, , et par suite est une polarisation de g en f. Pour cette polarisation,
la quantité Y ;5 , (i—1/i) vy (¢;)+7v (b) de la proposition 2.8 est v () = n*—n.
D’autre part, dimg’ = 2dims—dim g = dim s—dim k" = n*—n—1.
Comme dim g = n*—1+4n est impair, I’indice m, de g est = 1 (en fait,
on peut montrer par récurrence sur n que m, = 1). Donc

irr(f) <n®*—n—-2<y(s).

4.4. Reprenons l’algébre g de 3.5, avec dim V=2 et s = sl (V).
1l existe des bases (e, A, f), (4, v), (w) de s, V, k telles que

[e,f1=h, [h, €] =2e, [h, f]=—2f,[e,u] =0,
e, v]=u, [h, u] =u, [h, v] =—v,
[f,u]l=v[f, v] =0, [u, v] =w, [g, w] = 0.

Soit ¢ la forme linéaire e*+ w* sur g. On a g/ = Cf+C w (on prend
k = C). En appliquant 3.5 (ou directement), on trouve que, si s’ désigne
la sous-algébre de Levi

Cle—i/2u—w)+C(h+i/2v)+CJ,
alors p = '+ C w est une polarisation en ¢@. Par ailleurs,
p,=Ch+Cf+Cv+Cw

est une polarisation résoluble en ¢. Posons p = ind~ (¢ [ P, 9),
p1 = ind” (q),pl, g), représentations qui opérent dans U(g) ®y, C,
U(8) ®y,, C. Soit

z =4defw+h* w+2ev* =2 fu®+2huv—3 hwe U (g).
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On vérifie facilement que z est central dans U (g), et que
pE)1®D=0, p;@HUIRD)=—(1/HA®1).

Comme 1 ® 1 est générateur pour p et p;, on en déduit que p (z) = 0,
py (z2) =—1/4, d’ou Ker p # Ker p;. Ainsi,, dans le théoréme de Duflo
sur I’indépendance vis-a-vis de la polarisation ([4], 10.3.3 (ii)), ’hypothése
qu’on utilise des polarisations résolubles est essentielle.
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