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QUASI-ANALYTICITÉ ET APPROXIMATION
SUR LA FRONTIÈRE D'UN OUVERT QUELCONQUE,

DANS LA THÉORIE AXIOMATIQUE
DES FONCTIONS HARMONIQUES

PAR

GILLES TISSIER
[Nancy] .

RÉSUMÉ. — On se place dans le cadre axiomatique de M. BRELOT avec, en plus, des
conditions de proportionnalité des potentiels à support ponctuel et de quasi-analyticité.

Soit w un ouvert de l'espace de base Çî et v un ouvert contenu dans Q, — w et coupant
chaque composante connexe de Çî — w. On note

Pv== [py\ y ^ = v } ;

[feC(9w)', (dj?eP(Q))(Vôe)0, 1Ç)(^^0 a rinfini)}jE;=^/eC(ôw);(dj?eP(Q))(Vôe)0, 1() -'-^O a l'infini
i V P ) }

muni d'une topologie de limite inductive.
Le résultat essentiel est le suivant : Si les potentiels à support compact tendent vers

zéro à l'infini, alors la densité de Pu dans E équivaut au non-effilement de P (w) sur 8w.

SUMMARY. — Thé basic space Çî is equipped with a sheaf of harmonie functions which
verify thé axiomatic of M. BRELOT, with classical conditions of proportionality and of
quasi-analyticity. Given an open set w m n, and v an open set contained in 0. — w
and intersecting every connected component of Q, — w, we put

P,,={py; yç=v]\

£={/eC(^);(3p6P(û))(V5G)0, 1()

^ -L^L -> 0 at thé Alexandrof point ^ ,

E is equipped with an inductive limit topology.
Thé main resuit is thé following: if, for an y e 0, py -»• 0 at thé alexandrof point, then

thé space Py is dense in E if, and oniy if, P (w) is not thin on ôw.
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166 G. TISSIER

Introduction

Dans la première partie, on étend à des ouverts à frontière non compacte,
certains résultats de densité dans l'espace Hp établis par A. DE LA PRADELLE
et J. DENY pour des ouverts à frontière compacte ([10] et [8]) et par
M. BRELOT [2].

Dans la deuxième partie, on construit un espace topologique adapté E^
qui, dans certain cas particulier, est un sous-espace de Hp, mais dont la
topologie est strictement plus fine que celle induite par Hp. On obtient
alors des théorèmes d'approximation strictement plus fins que les précédents
et aussi un théorème de type Runge.

Notations et hypothèses de hase

L'espace de base Q est supposé localement compact, non compact,
connexe, localement connexe, a désigne le point à l'infini.

œ est un ouvert de Q, et on note ^© (resp. œ = œ+^œ) la frontière
(resp. l'adhérence) de œ dans Q; ôoî est supposée non compacte.

C (X) est l'espace des fonctions continues sur X.
Co (X) = { f e C (X) ; / (x) -^ 0 quand x -. a, x e X }.
CK (X) est le sous-espace des fonctions de Co (X) qui ont leur support

dans le compact K.
K(X) est l'espace des fonctions de Co (X) à support compact, muni de la

topologie limite inductive de celles des C^ (X).
On se donne sur Q un faisceau de fonctions harmoniques vérifiant

l'axiomatique de M. BRELOT ([3], [4], [5]); on suppose que Q est à base
dénombrable d'ouverts (ce qui, avec les hypothèses précédentes, et d'après
MOKODOBZKY ([5], p. 22), implique l'axiome (37) de M. BRELOT) formée
de domaines complètement déterminants, qu'il existe un potentiel strictement
positif sur fî (1) et que, pour tout y e Q, les potentiels dans Q de support { y }
sont proportionnels. Ces hypothèses ont permis à M™6 HERVÉ [9] de définir
les fonctions harmoniques adjointes à celles du faisceau donné, py est un
potentiel normalisé de support { y } ([10], p. 388).

Un astérisque caractérisera l'extension aux fonctions harmoniques
adjointes d'une notation définie auparavant pour les fonctions harmoniques.
On supposera enfin que, pour tout xe^î, les potentiels*, p^ ' . y — ^ p y Ç x ) ,
sont proportionnels, et que les fonctions harmoniques* sont de type
analytique ([10], [1]).

(1) Q est alors dénombrable à l'infini (cf. CORNEA [7]).
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On note P le cône adapté des potentiels continus sur Q, et P^ le sous-
espace des potentiels de P qui ont un support compact. Pour tout p e P,
on définit :

Hp(X) = {feC(X); 1/j ^ ^p sur X pour un À ^ 0 }, muni de la
norme ll/ILx = sup,,x 1 (f/P) (x) (,

Hp(X) = \JpçpHp(X), muni de la topologie limite inductive de celles
des Hp , p e P.

Pour p e P, on note o (p)^ = {/e C (X); |/|/^ -^ 0 quand x -> a, muni
de la norme ||/||̂  = sup,,x| (f/p) (x) | }. Soit v une partie de Q;
on notera P, = ̂ ^ X,^; n < + oo et y, e v }.

1. Approximation dans l'espace Hp

1.1. On dira que le couple (v, œ) est admissible si v est un ouvert contenu
dans fî-œ et coupant chaque composante connexe de Q.-XQ.

THÉORÈME 1.1.1. - Soit (v, œ) un couple admissible. Alors Py L est
partout dense dans Hp (ôo) si, et seulement si, ( (w) n 'est effilé en aucun
point de S(ù.

Démonstration. - On commence par étendre le théorème 10.1 de
M111® HERVÉ [9] aux mesures de Radon continues positives sur l'espace
adapté Hp (^œ). On procède ensuite comme dans [10].

Considérons maintenant l'espace P^ des potentiels sur Q continus et à
support compact. Il est immédiat, d'après le principe du minimum, que

(VPI. Pi ePc), (3 ̂ -i, ^2 > 0 et K compact c: Q),
^i Pi ^ Pi ^ ^2 Pi sur fi.—K.

Dans ces conditions, il existe un potentiel p e P qui domine à l'infini
chaque élément de P,, c'est-à-dire tel que (V/?eP^) (p/p)(x)-.0
quand x -^ a, je e 0.

On a alors Py |̂  c o (j;)^ qui est un espace adapté au sens de
CHOQUET [12], et on démontre, comme ci-dessus, que le théorème 1.1.1 est
encore valable si on y remplace Hp (3œ) par o (p)^ avec p e P^.

2. Étude d'un espace topologique particulier

Nous nous proposons maintenant d'étudier un espace topologique adapté
qui, dans certain cas particulier, est un sous-espace de Hp (âœ), mais dont
la topologie est strictement plus fine que celle induite par Hp (<9œ).
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168 G. TISSIER

/w
2.1. L'espace E^(8(ù). — Soit ^(ôœ) une partie filtrante croissante de

fonctions continues > 0 définies sur 3co.
Pour toute fonction pe^(8oî), on définit Ep (5œ) = Hôe]o,i[ ° (^ôœ-

On munit £'p (3œ) de la famille de normes

/-^ô(/)=sup^^ ^
On note E^g(8(ù) = pUe-g^)^ muni de la topologie limite inductive de
celles des Ep quand p décrit ^ê (ôœ).

PROPOSITION 2.1.1. - La famille E^ des Ep , lorsque p décrit ^ (3©) est
une famille filtrante, croissante d'espaces de Riesz, chacun de ceux-ci étant
muni d'une topologie d'espace de Fréchet.

Démonstration :
1° Soit/et g dans E^; puisque ̂  est filtrante croissante, on peut supposer

que/et g sont dans le même Ep; il est alors immédiat que sup (/, g) et inf
(/, g) sont dans Ep.

2° La topologie de chaque Ep est métrisable, car la famille des normes Tig,
lorsque ô décrit Q n )0, 1 (, définit la même topologie.

3° Ep est complet : Soit/, une suite de Cauchy d'éléments de Ep. Pour
tout ô e )0, 1(, /„ s'écrit fn=PS h^^ avec /^g e Co (5œ). On vérifie alors
que /z^g est une suite de Cauchy dans Co (^œ).

PROPOSITION 2.1.2 :

(a) L'espace des fonctions continues à support compact sur ôco est partout
dense dans E p , et par conséquent dans E^ et l'injection canonique
K (ôœ) —> Ep est un morphisme d'espaces topologiques qui est non strict
lorsque 8(ù n'est pas compacte.

(b) E^ est un espace vectoriel adapté.

Démonstration :

(û. 1) Soit i^Q un voisinage de 0 dans Ep. Il existe alors 5 e )0, 1 ( et s > 0
tels que la boule ^5 (0; s) = {/e Ep; Tig (/) < s } soit incluse dans Î^Q.

SoïtfeEp; on a alors f = p^ h^ avec AgeCo^œ). K(8(ù) étant dense
dans CQ (ôœ), on peut trouver ^5 e K(8(ù) telle que || h^—Çg^^/p6) || < s.
On a alors f-g^ e B^ (0; s) c ^o.

(a. 2) K(8(û)—>Ep est continue.
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(a.Ï) L'injection canonique Ep n K (ô(ù) •—> K (5œ) n'est pas continue
lorsque ôœ n'est pas compacte, comme le montre le contre-exemple suivant.

Soit Xn une suite de points de ôw telle que x^ —> a. A l'aide du théorème
d'Urisohn, on peut associer à chaque x^ un voisinage compact K^ ne
contenant aucun autre point de la suite, et une fonction fn e C^ (^co)
tels que

f^x^m^pÇx^1-},

et P ^ - P ^ n ) sur !€„.Vxe^, /^)^0

II vient alors :
1° fn tend vers zéro dans Ep n jK'(ôœ) : On a en effet :

/nM
^ôC/n)=SUp^(o ^n0

AX)

V8e)0, 1(, quand n->oo.

2° y,, ne tend pas vers zéro dans K (3œ) : II suffit de trouver une mesure
de Radon [t telle que ^ (/„) ne tende pas vers zéro.

La mesure p, = ̂  ̂ xjfn (^n) répond à la question, car \JL (/„) = 1, V^.
(é) Ce point est une conséquence immédiate du résultat suivant.

LEMME 2.1.1. — Pour toute fonction continue positive p : ôœ —> R,
l'espace Ep (3©) est un espace vectoriel adapté.

Démonstration. — II suffit d'exhiber, pour toute fonction fe E p , une
fonction continue u ayant les propriétés suivantes :

(a) | u/f [ (x) —> +00, quand x —> a, x e ôœ.
(b) | u/p^ | (x) -. 0, V ô e ) 0 , 1(, quand x^a, xeôœ.
La fonction u =/.sup ([ log |/||, | log(^) |) répond à la question.
Soit en effet fe Ep (^©) et (x^) une suite de points de Ô(Q telle que x^ —> a.

On va montrer qu'on peut en extraire une sous-suite x^ telle que

-a, u
y«) ^+00

et

(x^) ->0, (§G)O, 1() quand ^-^ oo,

ce qui prouvera notre assertion. On peut se limiter à/ ̂  0.
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1° Supposons que (f/p) (^) tend vers zéro : deux cas sont alors à envisager.
(a) La suite p (^) n'est pas bornée : on peut alors extraire de (^) une

sous-suite (x^ telle que p (x^ -> + oo quand k -> oo. Comme

^|logH

on obtient (u/f) (xj-^ +00.
Par ailleurs, pour tout P e )0, ô (, il existe Âp e CQ' (3œ) telle que

F^J^pP^supCllog/j, |log^|)(xJ->0.

(P) La suite? (x^) est bornée : il vient alors/(^) -> 0 et (u/f) (^) -> + oo.
On a d'autre part (M/p8) (;(:„) -> 0, car

f l l o e f i / f V"^
^Ll(^)=/-^^j /'|log/](^)->0 si 0 < ^ < l - ô

- 1 ogpl(^)=fepPP"5|Iogp|(x„)-^0 si p>5, car/îpeCo(ôœ).

2° Supposons maintenant que (f/p) (x^) ne tend pas vers zéro : il existe
alors y > 0, et une sous-suite (x^) tels que (f/p) (x^) > y pour tout k.
On en déduit alors que p (x^ -> 0, puis que f(x^) -> 0 et donc aussi
que (M//) 0-^)—)- oo. Enfin, en procédant comme dans le (P) précédent,
on vérifie que (u/p6) (x^) —> 0.

2.2. Densité de l'espace P^ dans E^ et dans CQ (8^). - Nous supposons
dorénavant que la constante 1 est surharmonique.

Il résulte de cette dernière hypothèse que, pour tout ô e )0, 1 ( et pour
tout;? e P, la fonction^0 est un potentiel appartenant à P.

On supposera également, dans la suite, que P^ |̂  c ^\<9œ), que ^ (ô©
est constituée par les traces sur 3œ d'une famille ^ d'éléments de P, et que,
pour tout p e P^, p (x) —> 0, quand x -> a, x e Bo.

Il suffit, pour que ce dernier point soit vérifié, quô l'on des éléments de P^
ait cette propriété (cf. la fin du n° 1.1).

PROPOSITION 2.2.1. - Si ^ c P ^ , l'espace E^(8o)) est isomorphe
à Ep (ô(ù), où p est un élément quelconque de P^.

Cela résulte du fait que les potentiels à support compact ont même
comportement à l'infini (cf. la fin du n° 1.1), et qu'alors les espaces Ep
ont des topologies équivalentes pour p e ̂ .
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THÉORÈME 2.2.1. - Si ^ c: P^, l'espace E^ (8(ù) s'injecte continûment
dans Hp (ôcù), et sa topologie est strictement plus fine que celle induite
par Hp (3œ) (resp. CQ (3œ)).

Démonstration :

1° E^ <= H p , car(V8e)0, 1() (V^ eP) ̂ eP.
2° L'injection canonique E^—>Hp est continue. Cela résulte de la

continuité des injections de la chaîne

E^^Ep-^oÇp^-.H^-.Hp.

3° La topologie de E^g (3cù) est strictement plus fine que celle induite
par Hp (<9©) (resp. CQ (3œ)). Il suffit, pour le prouver, d'exhiber une
suite fn e E^ tendant vers zéro dans H^/-p , p e ̂  (donc tendant aussi vers
zéro dans CQ (3œ)) et ne tendant pas vers zéro dans E^.

La suite /„ = n" p.\\og np\~\ p e ̂ , 0 < a < 1/2, répond à la question.
Il vient en effet :
(°0 fn e E^g n Hp : Cela résulte du fait que

în (x) = rf p1 ~ô [log np] ~ (x) -> 0 quand x -^ a,
P

xeQ, Va, Vn, Voe)0, 1(.

(P) fn —> 0 dans ^p et dans Co (3û)) si a < 1/2 : On a

f— =\n^~p[lognpY J = \n-^ np[:iognp]- \ ̂  n^^^w
où Yo est la constante

Yo = max^gR+ ( | ^ / x [logx]~ \ ) = max^o, i[(\/^ | logx | ).

On en déduit que/,, —> 0 dans H ^ / p , donc dans Hp, et aussi dans Co (^œ)
puisque/? est borné, pour tout a < 1/2.

(ï) fn ne ̂ d pas vers zéro dans E^ si a < 1/2 : Cela résulte de l'inégalité

^x^^- h ==||na-(l/2)P(l/2)-ôynp[lognp]-||
P P

( \ ( l /2)-ô
^n-<^)y^ ^\ =n°•+8-lyo,
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172 G. TISSIER

où UQ e )0, 1 ( est donné par JQ = ^/UQ . | log UQ [, et où

Yo = ïo-minseio, icO^1 '̂5;» Yo^o»

d'où l'on déduit que [[./n//?5 | | ^ o o s i a + ô — l > 0 , condition qui est en
particulier réalisée si 0 < a < 1/2, pour tout ô tel que 1—a < ô < 1 ||.

THÉORÈME 2.2.2.

(a) Le théorème 1.1 „ 1 est encore vrai si on y remplace Hp (<5œ) par
E^ (ôco) (resp. CQ (3œ)).

(b) Soit [ (œ) = IJiei Ui, Ui connexe, ie 1 <=. N; soit (â^gi une suite
de points a^ e U^' on pose W = [jiei { a i } -

Si ( (œ) n^est effilé en aucun point de 3œ, V espacer (0,— W) = ^/harmo-
niques dans Q — W } a une trace sur <9û) qui est partout dense dans Ep , p e P^.,
et dans CQ (^œ).

On remarquera que l'énoncé ne nécessite pas que ^ c: P^..

Démonstration :

(a) II résulte de la proposition 2.1.2 (V) et du théorème de G. CROQUET
que toute forme linéaire continue u, ^ 0 sur E^g est représentable par une
mesure de Radon portée par <9œ. On procède alors comme pour le
théorème 1.1.1.

(V) Pour tout ouvert X <= Q et p e P, notons e^f (X) le sous-espace des
fonctions de Hp (X), harmoniques dans X.

Soit Vi un voisinage ouvert de a^ non effilé en ses points-frontière (2),
Vi c îî—œ. D'après le théorème 1.1.1, la somme directe des J'f(0—^),
i e /, est dense dans Ep (^œ); il suffit donc de montrer que, pour chaque i e /,
Jf (Q— { a^ }) est dense dansât (Q—î^). Dans la suite de la démonstration,
on omettra donc l'indice f.

Soit œ^ un système fondamental de voisinages ouverts de a, non effilés
en leurs points-frontière (2), fortement décroissant, avec ©o = ^ et solt

fe^ (Q-œ). Pour tout n > 0, Jf (îî-œ^+i) est dense dans ^f (îî-œ^)
d'après [10] (théorème 6) et le principe du minimum; il existe donc une
suite/„ e^f (Q-œ«) telle que/o =/, et vérifiant :

\fn+i-fn\ <s^,s«>0, sur Q-ov

(2) De tels ouverts existent; d'après G. MOKOBODZKI et D. SIBONY (cf. [10], p. 392).
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En choisissant la suite £„ telle que ^s^ ^ e, on construit ainsi une suite
de fonctions/„ qui converge uniformément sur tout compact de Q— { a }
vers une fonction g e^f (Q— { a }) vérifiant :

|^-/o| ^O^n)?^ ^P sur Q-CÙO-

Remarque :

1° Si [ (œ) ^'^ effilé en aucun point de <9©, l'espace ^ (Q— ̂ ), û^/ro
Jû/î5' fe théorème 2.2.2, ^ <A?^^ ûfa^ fc Banach o (P)^, défini enfin
du n° 1.1. (Même démonstration que pour le (b) précédent.)

2° Moyennant des adaptations immédiates des notations, tous les théorèmes
de densité, établis dans cet article pour les espaces Hp (^œ), E^g (^œ) .. . ,
s'étendent, grâce au principe du minimum, aux espaces ^ (œ) n Hp (œ),
^ (œ) n £^ (œ), . . .

3° D'après [l], les résultats obtenus dans cet article s'appliquent aux
espaces de solutions d'opérateurs différentiels elliptiques du second ordre
étudiés par M"^ Hervé [9].
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