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y . xr -1\
Sur la fonction (; ~—> ; par M. Lacuense.

(Séance du 5 décembre 1879.)

1. Soit, en désignant par » unc constante arbitraire,
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je me propose d’abord de développer z en fractions continues,
et, a cet effet, je poserai

z_?; -+ (P%‘ﬁ) (’)7
¢n et f, désignant deux polynémes entiers en x du degré n, que
J'écrirai aussi ¢,(x), fu(x) et o.(x, ®), fu(x, ®) lorsque je
voudrai mettre en évidence la variable & et la constante w.
Comme z tend vers I'unité quand x croit indéfiniment, on voit
que les coefficients de x” sont égaux dans les deux polynémes;

z se changeant d’ailleurs en % quand on change le signe de x, on
en conclut la relation

pn( ) = (—1)2fu(—x);
on a aussi évidemment

?/1(‘7'? "’) :./;l(""y —_ w).

2. Je rappellerai d’abord les résultats obtenus dans la Note que
j’ai présentée récemment a la Société Sur la réduction en fractions
continues d’une fonction qui satisfait & une équation linéaire du
premier ordre a coefficients rationnels.

Soit proposé de réduire en fractions continues une fonction z
satisfaisant & I’équation différentielle

Wi =Vz+TU,

9’ n
f n

ou U, V et W désignent des polyndmes entiers en x, et soit

la réduite de rang n.
Représentons par ©, un polynéme entier du degré de

Y5 ()

et par A, une constante dont la valeur ne dépend que du nombre

(*) Ici, comme dans tout ce qui suit, je désigne généralement par (_x_l‘) une série
ordonnée suivant les puissances décroissantes de 2 ¢t commengant par un terme de

. 1
I'ordre de —»
zP
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entier z el est acluellement indéterminée; on a
fu2 U +fn 9.V — (S“'nfa —f,Z ?n) W=A,0,,

ct 'on voit que f, satisfait & une équation linéaire du second ordre
de la forme

Wy"+Woy' +W,y —=o,
ou

Wo= VbW —W o w,=En,

n n

K, désignant un polyndéme entier en x.
Une seconde solution de cette équation est donnée par la for-

mule
v
—fw d.t(

En posant de plus, pour abréger,

Y1=e€ ?n"“.fnz)'

An.-H
A,

== P”,

on a les relations suivantes :

W.fl; - 'Q'nfn - 6nf;z+h

(A Q4+ Q,+V »
) Snrr— "‘,l—@"::_—_ﬁz"f‘ Ppy fu—m=o.
n+

La premiére de ces relations détermine le degré et la forme de Q,,;

n
on déterminera complétement ce polyndme en exprimant que,
pour une valeur convenable de P,, 'expression

n’l
- dx
u:—efw

satisfait a I'équation différentielle

()
Wu” +Wou' + (W‘—— P"—”v%"—’)u =o0.

3. La fonction z = (x +

N o . .
) satisfait & I'équation différentielle

(2*—1)z' + 20z:=0;



dans le cas actuel, nous avons donc
W=z*—1, V===—20 et U=o,

d’ott il résulte d’abord que ©, est une counstante que nous ferons
égale & —1.

L’équation différentielle qui a pour solutions f, et g, (: : :)“

(1) (22— 1)y"+2(x—ow)y'—n(n+1)y =o.

[
3 . . . dx
Nous déterminerons P, et Q, par la condition que u= ef”“‘
satisfasse & I'équation
P, ]
©=o.
Xt —1

(z2—1)u" + 2(x — m)u’——[n(n—i— 1)+ —
Q, étant du premier degré en x, u est de la forme (xr—1)*(x +1)?;
en substituant cette expression dans I’équation précédente, on
trouve les équations de condition qui suivent :

(e +B)(a+B+1)=nr(n+1), a—P=w
el
P,= n(u-}—l)—-(a—}—ﬁ)—m’.

On peut y satisfaire de deux fagons différentes.
En premier lieu, on peut poser

a+fB=n, dou P,=n®—ow?
et

On en déduit

2—1 4w n—uw
Q, =

=nr + w;
2 €T —1 x+l)

mais il est facile de voir que cette solution ne convient pas a la
question. En effet, en posant fy=1 et faisant n = 0, on aurait,
en vertu de la premiére des formules (A),

fi=—o,

ce qui esl impossible, puisque f, est nécessairement du premier
degré en x.
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Posons donc

a+f=—(n+1), dot P,=(n+1)—0?
et
o —n—1I o+ 17 —+1
°©U = — ﬁ:-——.
2 2

On en déduit
Q,=w—(n+ r).r,

et les formules (A) deviennent

(2) (@ —1)fu=lo— (2+1)2]f,+ frr,

(3) fori— (2n+1)zfy,+ (02— o?) f, = 0.

En changeant ® en —w, on obtient encore les formules suivantes :
(2) (&2 —1)g,=—[o+ (7 +1)2]p.+ o>

(3) fne1— (202 + 1)z, + (12— w?)gp,_,=o.

On a d’ailleurs
(4) (‘7"’— l)(?’ll./;l—.ﬁ;?n) + 2“’?11./;1':1\1;‘

Au moyen de ces formules, on trouve ces valeurs des premiers
polyndmes :
fo=1, fi=x—0w, f1=322—30r+w’—1,
fi=1522 — 150z + (6w —g)z —w(w?—4).
Du reste, I’équation (1) s’intégrant au moyen des séries hypergéo-
- q 5 y €s hyperg
métriques, on obtient aisément I’expression suivante :
fi=(—1)"(o+1)(0+2)...(0+n)

< [1—2 n+1 (l+.7t)+ n(r—+1) Ell+l)(n+9.) (Lﬂ)2+

F w41\ 2 1.2 (o—+1)(0—+2) 2

+(—1)» (r4+1)(n+4+2)...2n (l—&-—.l')"]..

(o+1){0+2)...(04+r)\ 2

()

Des formules (4) et (5) on déduit, en y faisant x =1 et en re-
marquant que @,(®) = f,(— ),
(6) A,,_=').m(l—w9)(l—4(02)...(1—/12&)’),

cc qui concorde bien avec la valeur trouvée pour P,,.
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4. Sil’on désigne, cn général, par S, la somme des p'*™* puis-
sances des racines de I'équation f,= o0, on a

$5;=8;=8;=...=81=w (’);

cette propriété est caractéristique du polyndme f,.
Je ferai encore les remarques suivantes. Posons, en ordonnant
Jfn par rapport aux puissances croissantes de o,

fo=Po+ 0P+ 0Py 4. ..+ «"P,.
De I'équation

r=41\*_ Py—oP 4+ o?Py+. .. 4 1

£—1) " Pyt P+ wiPy+... xn+t
on déduit, en développant les deux membres suivant les puis-
sances croissantes de ® et égalant les coefficients de la premiére

puissance,
) 41\ _ 2P 1
og T —1 - -FO— + 1.211-'——1,

d’our il résulte que -1-)—' est la ni*me réduite de la fonction
0
)4 lo xr—+1
2 g xr —1

En désignant, en effet, suivant 'usage ordinaire, par X, le poly-
noéme de Legendre et par II(z) le produit 1.2...7, 0on a

Po=1i(n)X,.

Désignons, dans f,, par H(x, w) 'ensemble des termes homo-
génes et du degré n par rapport aux deux quantités x et »; on
verra aussi facilement que H(r,w) est le dénominateur de la

ni¢me réduite de €.
I1.

, . . . . xr —+ 1\
5. La réduction en fractions continues de la tonction (—:T)
T

(*) Foir, a ce sujet, ma Note Sur un probléme d’Algébre (Bulletin, t. V, p. 30).
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est liée intimement avec le développement de la fonction (x—+ z)*
suivant les puissances croissantes de (z2—1).
Soit, en effet,

(2=

(7) .r-l-z)“—-zv + zU,) 2T )

Pour obtenir ce développement d’aprés la méthode donnée par
Jacobi (), nous poserons

(z4z)o=box*+ bya*tz+...+ bz +...

et
I . A1 Ag
(zz___‘)n+l_'zln+z+ Heeee

Z2n+t

Si, dans le produit de ces deux séries, nous prenons ’ensemble
B B . . , I
des termes —z—' -t -z—: qui sont du premier et du second degré en -,

nous voyons aisément que B, est de I'ordre de x*~27~* e1 B, de
I'ordre de z*=22. Or V,+ zU, est la partie entiére de

(Z’—-!)(&-*-Ef);

2 2

on a donc
Un: Bh

et, par suite, U, est de I'ordre de xv—2n=1,
6. Ce point essentiel étant étahli en dérivant successivement

par rapport & x et par rapport a z l'identité (6), j'obtiens les re-
lations

o 2: (~ —1)"
w(x+ 3o~ 1= Y (V,+ 2U)) 2”"‘1[[( )
j: (2—1)” (22 — 1)
2
- 2"'“11 +2 Vaz+Upz )2"1'1\11—1)

32_1 (Z‘l_"n—-l
:2(2”—}—!) ”2n+1 " +z U +v’l o Il(ll——l)

(') Emwickelung nach den Potenzen eines gansen Polynoms (Journal de Borchardt,

.33, p. 103).




d’ou les identités
V,= (2” -+ I)Un"' Upy et U,=V,,,.

On a de méme
. , . { —\n
m(,r+z)"‘::m2(vn+ zU,) 2(_511—;()'—) z(vn+ 2Uy) (z+ ) - 2n+1 Il'() n)

_*2 n -+ l 2,£+2 “(n)':‘l)

+2[U,,+ 2V, (V4 2 U] 2(:;:“'(—)[)

wV,=2aU,_ + U, 4V,
oU,=V,+zU,.
On en déduit aisément les relations suivantes :
V,,:U'n_“
(22— 1)U+ 22(n +1—0)U,—w(22+1—0)U,=o0,
Upri+ (22 +1—0)U,+ 22U, = o,
(22— 1)Uppy+ [(27 +1) 22+ 20 — fn —1]U,

—(2n—ow)(2n—w—1)U,_;=o0,

U,s1+ (2 +1)U0,— U, _,=o.

7. Un calcul direct donne
U= (& + 1) — (2 —1)°,
Uy =(z + l)""‘i(;) —1—x)— (z—1) N 1—0—z),
et la derniére des formules précédentes permet de calculer faci-

lement de proche en proche les diverses valeurs de U,,.
On voit que U, est de la forme

F,,(.l‘ -+ l)“_" — <l>”(.z' — l)"’_”,

ou F, et ®, désignent des polyndmes entiers en x du degré n,
et, d’aprés la remarque que j’ai faite ci-dessus, on a

£
Fu(‘i‘ + l)m_" - q’n('t — l)m_”: (lv‘lu—f! > ’
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d’ou
41\ 1
(22 e ()
. [ . 41\ .
ce qui montre que FL‘ est la 7**"® réduite de (—— --—) « Par suite,
N —

F, et ®, ne différent que par un nombre constant de f,(w — ) et
de 9,(w — n); si d’ailleurs on désigne, pour un instant, par M, le
coefficient de x” dans F,, on déduit des formules précédentes

M,y=—(2rn+1)M,
et
M,=(—1)"1.3.5 — (27 —1),

d’ou I'on voit que

F,=(—1)"fy(0 —n), &,=(—1)"p,(0—nr)
et
U,= (— [)"[(.1: -+ ()"'—nj;l(m —_ II) —_ ([ — ,)w—n?u(w _ ”)].

Transformons les relations (B) en posant
U,=(—1)*(z+1)""f, (0 —n),

puis changeons ensuite w en @ + 7.

On trouvera tout d’abord, comme nous y sommes arrivé par
une voie différente, que f, satisfait a I'équation du second ordre (1),
puis les relations suivantes :

fom(o—1)=[(rn+1)x +nr+1—0]f1(e) + 2(x+1)f ),
(£ —=1) fors(o—1) + (22 + 1)L+ 20 — 22 — 1] fw)

+ (27 —w)(2rn — o —1)(z+1) fry(o +1),
d’ou, en éliminant f,(w) au moyen de la formule (2),
(8) (.r—l)f',,_,_‘(w—l)z(w—n—l)ﬁ,(w)-l—xf,L_H(w).

8. De la formule (7) on déduit

2zU,(22—1)"

(x 2l —(x—2z)= > T(A)
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d’odi, cn intégrant entre les limites 1 et z,
(#4204 (r — )+ = (41 )o+
+ (z—1)"+ 4 (0 + 1)2
Posons z =1 + y/t; il viendra

(r+ VT 4 (e — VT D)™

= [+ 1) (e

e (041) B b s e 1) ol — ) = (2 — 1) gy — e

2ll+l H(Il -+ 1

U, (22 — 1)1+t
2"+l (n + l-) ’

Cette équation se décompose évidemment en deux autres, dont
I'une est

(2 4+ 14 8)™ = (1)

(9) +(m+l)22”+‘—l) (2 4 1)"=2f (0 — n)en+1,

U(r+1)

. ! B
Changeons, dans cette formule, ¢ en —etxen 7—;; il viendra

(1 Ve e = (a4 y=)™

AT S ELG (-H/L)*f(v__)

on+l 11(n+1) : -
x

d’ot, en vertu de la formule de Taylor,

dn+1 ——l)”((;l—l-l) (|+\/.;)'n

—\ort B
dr+t (l + ‘/I)  gu+l (e + l) n+1 S ( \/.t' ® ">’

x?

et, en changeant » en w + n,

n-+1

o) fn(ﬁ):( (—')"2"*"-"—’—__» d.nﬂ(l‘*‘\/-;)m““;

w —+ N +|)(I+\/.1:)“ duh+t

en particulier, pour les polynémes de Legendre, on a la formule

n-+1

—1\n n+i“_2—- [n+l .
x,..(é>=( P iy,

Vor W(r —+1) '+
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IIL.

9. En désignant, pour un instant, par Y, la série hypergéo-
métrique
; nn+l<.r+-1> n{n—1) (n41)(n~+2)

1 o—41 2 1.2 (w+1)(0-+2)
on a
1 n—{—w)
fn:(—l)n (ﬂ(m) Y,.;

en se servanl de ’expression remarquable donnée par Jacobi pour
les polyndmes qui proviennent de la série hypergéométrique ('),
on en déduit

x w gn
(“) Jo= ;l,i (;:——1_-——:) Z—ﬁ(‘x.{_,)wwt(.t__')n-.,,.

10. La fonction

satisfaisant a I'équation différentielle
(22—1)y"+2(x—w)y —n(n+1)y=o,
on en déduit aisément que la fonction
(z+1)ofy — (2 —1)9,
satisfait a l’équation
(22— 1)u" —2(0 —1)ze +[w(o —1)—n{n+1)Ju=0.
En la différentiant p fois de suite, on obtient la relation suivante :

(22— 1) uP+) — 2 (0 — p — 1)z ulP+V)

+{(o—p—1)(s—p)—rlzt+1)u=o.

Comme elle ne différe de I'équation précédente que par le chan-
gement de ® en (w—p), on en conclut que la p'*m¢ dérivée de

(*) Jacom, Untersuchungen iiber die Differentialgleichung der hypergeometrischen
Reihe (Journal de Borcharde, t. 56, p. 149).
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(x +1)° f, ne différe que par un facteur constant de la fonction
(x+1)"=7 f, (0 —p). Ce facteur se détermine facilement, et I'on
obtient I'identité suivante :

H(r»—i—ll)
U(w—+n—p)

(12) i(""""l)mfn('l'v“’): (.1:+l)“"1’f,,(1', m-——-[)).

dxzP

En ‘particulier, si 'on fait w = p, il vient

dp

dx?t

(13) (x +0)Pfy(z, p)=1{n + p)X,.

Si, dans cette formule, on fait p = n, comme

(2n)
2% 1 (n)

Julxyn) =

(.z‘ —_ l)”,

on retrouve la formule connue, due & O. Rodrigues,

1 dr

"= (e @ T

11. La formule (13) montre que, p étant un nombre entier
positif, (x +1)? f,(x, p) peut s’obtenir en intégrant plusieurs
fois de suite le polynéme X,,.

Considérons, d’une fagon plus générale, ’expression

::j::r(.r——z)"‘“ X, (2)ds,

ou » désigne un nombre quelconque positif.
En intégrant par parties, on a

1= @[X"(—l)+¥%::) (z+1)
X":l(_—l) 2 )
(m—i—l)(w—i— )(’r—|—l)+ J’

et, en partant de I'expression

X, = (— .)n[. N Chnl) (’_"‘_')

i L 2

L aln—=1) (r+)(2+2) (—r)_]

1.2 1.2 2
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on trouve aisément
Xol—1)= (=) Xp(—1)=—2(n4+n) 2L,

L (LR L= S

X’(—- l) =
on en déduit

(o e b ()

(] 1 0—+1 2

rey frtnlnta) ey ]

1.2 (eo+1)(o+2)\ 2
ou la quantité entre crochets est, a un facteur numérique prés, le
polynéme f,, d’ou 'identité suivante :
e — l)

(14) Sz, 0) = M(.x—;—l)‘“[l(.r—z)"“xn(z)dz.

Cette formule suppose essentiellement que w est positif; comme
I'on a

falz, — ) = (— 1) fo(— 2z, »),
on a également, » étant toujours supposé positif,

(o + n)

(14) Sulz, — ) = m:“—ﬁ (x— 1)""f (z —z)1X,(z)dz.
1
On en déduit, en remarquant que f,,(xr, — ) = ¢,(x, ),

+1

[falx+1)2— qz,,(.z-—l)‘“]:f (x —2)*—' X, (2)da.

—1

H(m——l)
M(ew—+n)

Si donc on pose
(x—z)—'=2A,X,(z),

on a, en vertu d'une formule connue,

+1
A, — 2n2—|— 1 f (2 — 2)*—1 X,,(z)dz,
—1

2n 41
200 +1)...(0+2n

A,=

] [.ﬁz(” 1) =gz —1)] (V).

(*) Sur ce développement, voir le Mémoire de M. Bauer Pon den Coefficienten der
Reihen von Kugelfunctionen einer Variabeln (Journal de Borchardt, t. 56, p. 101).
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12. Si, dans la formule (12), on fait w = o, ct si 'on remarquc
que
Jo{zy0)=10(n)X,
il vient

{4
X,

fuliw, —p)=1(n—p) (= +1)p 3

dans cette identité, p désigne zéro ou un nombre entier positif
inférieur & (n+1). Nous pouvons en déduire aisément une ex-

Sn

pression nouvelle de la fonction
w(m -+ l). . .(m+ Il)

effet

; posons, en

So( 2, ©) :é_‘l+_§.‘_._++ Ai.+...+_A"
w(m+l)...(w+n) ® w1 w41 w4+ n

D’une formule élémentaire bien connue il résulte que l'on a

A= (— l\imn—)ﬁ“r’ —_ 1)

ou, en vertu de I'identité précédente,

(— 1) o dl

b=y b+ X
et de la
! Jol®,0)
( 5) Sa)(m—i-l). (m—l—-n)
l .
* X, (x+1) X| (x+1) X, (r+1)® X
_ — — -+ _— = .
\ » 1 w41 . 1.2 o-+2 1.2.3 o+ 3

Si, dans cette formule, on change x en —x et w en — w, et si
Von remarque que f(—x, —w)=(—1)"f(x, »}, on obtiendra
encore la formule suivante :

fn(r "’)

w(w—1)...(0—n)

(.5)'; o [____ X et X emip X

w—1 1.2 e—2 1. 2.3 o—3

Y

13. On sait que les racines de I'équation X, =0 sont toutes
réelles et comprises entre — 1 et - 1; désignons respectivement,
ViIi. 4
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pour un instant, par & et 3 la plus petite et la plus grande de ces
racines. Si x désigne une quantité quelconque comprise entre —1
et a, on voit que (x 1) est posilif, et il suit du théoréme de
Fourier que la suite des quantités

r n
X X X oo

ne présente aucune permanence de signe; I'équation (15) montre

que dans ce cas I'équation f(x, )= o0 peutl se mettre sous la
forme

A B C L
g + o e =o0,
[ w —+ 1 4 2 »—+n
A, B, C, ..., L désignant des coefficients ayant tous le méme

signe.

Par un raisonnement bien connu, on en conclut que toutes
les racines de ’équation f(x, »)=o0 (ou ® est regardé comme
inconnue ) sont réelles et séparées par les nombres

o, +1, +2, ..., +(rn—1)et +n.

On déduirait de méme de la formule (15)’ que, si la valeur de x
est comprise entre 8 et + 1, I’équation f,(x, w) =0 a n racines
réelles séparées par les nombres

0, —1, —2, ..., —(n—1)et —n.

IV.

14. La fonction f, satisfaisant & I’équation

(1) (—1)y"+2(x— o)y’ —n(rn-+1)y=o,

. af, . .. .
; ue —— satisfait & I’équation
on voit q R q

df,
(2 —1)u" + 2(.r—m)u'—n(n+l)u:z?‘l;-

En désignant par y une solution quelconque de I'équation (1), on



déduit de 1a

(=) (ru"—wy") + 2(x—w)(yu' — uy') = 2%{%’)',

et, en mullipliant les deux membres par <'r + l> s
xr —1

d T T\® 32 1 ’ x—+1 mdf;t
E(EE) @ mnvv— ) = (22 Yy,

. . ' d,
puis, en mtégrant et en remplaqant u par Tf",
. ®

" , " 2
2f<.r—l—l d’——f;'yd.r: T4 (€ —1) )Adfn df,, dr\ .
x—1 dr xr—1 drxdn do dr

Dans cette relation, faisons d’abord

Y =ru

il viendra

2 [(E55) 5 T e = (25]) (00 (A e — Lo ).

Faisons, en second lieu,

r—1\°
Y=\z+1) ™
nous aurons

d d? f, d
?‘./‘?n."_fgd"': (‘t!— ')(‘?n——fn - {—fl ﬂ) - 2“’?/1’1.1‘”'

dr dx dw dw dr

. {?
Remplacons, dans le second membre de cette égalité, ;I—(Ci par

dp,
sa valeur tirée de I'équation (2) el; n ~ par sa valeur tirée de I'équa-

tion (2)’; il viendra, toutes réducuons faites,

df, dfu df,
(16) 2/‘?nd Ld"'—?nfn"‘?n ([’:—‘ ?"_Hd_(:'

d’ou encore, en changeant  en — ,

(1
(‘G)I ?‘ffn o ‘l‘”— ‘Pnfn fu ?"-H fn+l (1)
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On déduit de 1a Pidentité suivante, ot K désigne unc quantité
indépendante de x :

af, af, d d
P (;(:l — Pn+1 'd:l ‘+'f;;+l ';1%:5 —fa q:;:l =K.




