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UNE EXTENSION D’UN RESULTAT DE W. RUDIN

par

AYDIN AYTUNA et ANNE-MARIE CHOLLET

[Seattle et Orsay]

REsUME. — Soit D un domaine borné strictement pseudo-convexe de C™.

Pour toute mesure m sur D (resp. sur D) telle que la mesure superficielle sur oD
[resp. la mesure volume sur D] soit absolument continue par rapport a m, on montre
que s (m) + C (9 D) [resp. #° (m) + C (D)] est une sous-algébre fermée de L® (m).
On note #°® (m) ’adhérence faible-étoile, dans L® (m) des fonctions holomorphes sur D,
continues dans D.

On se propose d’étendre aux domaines strictement pseudo-convexes
de C" un résultat de D. SARASON [7] pour le disque, et de W. RupIN [6]
pour la boule.

THEOREME. — Soient D = {z = (z;, ..., z)€C"; Yr_,|z|> <1},
0D sa frontiére, et ¢ la mesure superficielle sur 0D. Alors #* (c)+ C (6D)
est une sous-algébre fermée de L* (o).

H® (o) désigne ici I’algébre des fonctions f* sur dD limites radiales
de fonctions f holomorphes et bornées dans D.

On obtient des résultats analogues, lorsque D est un domaine borné

strictement pseudo-convexe de C", pour des mesures m sur 0D (resp. sur D)

telles que la mesure superficielle sur 9D (resp. la mesure volume sur D)
soit absolument continue par rapport a m.

Ce résultat n’est plus vrai lorsque D est le polydisque de C", n > 1,
et 0D sa frontiére distinguée. W. RUDIN a en effet montré que
H* (6)+C (0D) n’est pas alors une sous-algébre de L% (o).

La démonstration se fait en deux parties. On établit, en utilisant un
théoréme de T. W. GAMELIN et J. GARNETT, que # ® (m) + C (supp m)
est fermé dans L® (m), puis, en utilisant un lemme de B. COLE et M. RANGE,
que #* (m) + C (supp m) est une algebre.

Ces résultats ont été établis indépendamment par les auteurs ([1], [2]).
Prouvés ici dans C", ils s’étendent & des domaines strictement pseudo-
convexes dans une variété de Stein.
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1. Soient A une algebre uniforme sur un espace topologique compact X,
et v une mesure positive sur X. On note C(X) P’algébre des fonctions
continues sur X, et #* (v) ’adhérence de 4 dans L™ (v) pour la topologie
faible-étoile, c’est-a-dire la topologie o [L™ (v), L* (v)]. Pour toute fonction
continue u sur X, on note d (u, A) [resp. d(u, #® (v))] la distance de u
a l’algébre A4 [resp. a lalgébre #° (v)].

PROPOSITION 1. — Si, pour toute fonction u continue sur X, on a
d(u, A) =du, #(v)),

alors #° (v)+C (X)) est fermé dans L* (v).
Preuve. — On a

C(X)> L*(v) > L*W)[# (v,

ou i est ’injection canonique, et m 1’application quotient.

L’image réciproque par n dans L® (v) de n (i [C(X)]) s’identifie &
H® (V)+C (X). Elle est fermée dans L (v) si T (i [C(X)]) est fermé
dans L*® (v)/#® (v). Mais, par hypothése, les espaces C(X)/A4 et
n (i [C(X)]) sont isométriquement isomorphes. Puisque C(X)/4 est
complet, © (i [C(X)]) D’est aussi, ce qui établit la proposition.

2. Soit ./ le spectre de #® (v); pour tout point de X, on note .#, la
fibre de .# au-dessus de p, c’est-a-dire, ’ensemble des homomorphismes ¢
de 4 qui vérifient ¢ (f) = f(p) pour tout élément f de A.

On dira que I’algébre A4 a la propriété (L) si, pour tout point p du support
de v, pour toute fonction u de C (X)), et toute fonction f de #* (v) véri-
fiant | f| < u presque partout par rapport & v, on a

|@(f)| <u(p), pour tout ® de .4,.

Soit T une mesure sur X, on dit que T est absolument continue par rap-
port a A si, et seulement si, T est absolument continue par rapport a une
mesure sur X orthogonale a A.

THEOREME 2. — Soient A une algébre uniforme sur un espace topologique
compact X, et v une mesure positive dont le support est X. Si A a la pro-
priété (L) et si, pour toute mesure t sur X absolument continue par rapport
a A*, Papplication restriction de L® (v+ l’t I) a L® (v) est une isométrie
de #® (v+ | t|) sur #= (v), alors, pour toute fonction u continue sur X,
on a

d(u, A) = du, £ V)).
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3. Un domaine D de C", n > 1, a frontiére C* strictement pseudo-

convexe est un ouvert de C" tel que 1’adhérence D de D soit compacte
et qu’il existe une fonction p, a valeurs réelles, de classe C* dans un voisi-

nage U de D vérifiant les propriétés suivantes :
I°D={z;p@) <0},
2° grad p # 0 sur 0D,

3° p est strictement plurisousharmonique dans un voisinage de 0D.

On désigne par s (D) ’algébre des fonctions holomorphes et bornées
dans D, et par 4 (D) ’algébre des fonctions holomorphes dans D, continues

dans D.
Pour toute mesure v sur D, on note S ® (v) I’adhérence faible-étoile

dans L* (v) des fonctions de 4 (D). Si v est la mesure volume sur D, on
sait [3] que #* (D) = #>° (v).

4, PROPOSITION 3. — Si D est un domaine strictement pseudo-convexe
dans C", et si v est la mesure volume sur D, alors #* (m)+ C (D) est un

sous-espace fermé de L*® (m) pour toute mesure m sur D telle que v soit
absolument continue par rapport a m.

Preuve. — Le théoréme 2 s’applique avec 4 = A (D) et v = v.
L’algébre s#® (v) a en effet la propriété (L). Elle est clairement vérifiée
en tout point p de D car ., se réduit & ’homomorphisme évaluation
au point p. Elle I’est également en tout point p de 0D. On sait, en effet,
[8], que tout point p de la frontiére d’'un domaine D strictement pseudo-
convexe est pic pour 4 (D), c’est-a-dire qu’en chaque point p de oD, il
existe une fonction de A (D) égale 4 1 au point p et de module strictement
inférieur a4 1 partout ailleurs. De plus, pour toute mesure t absolument
continue par rapport & A, on conduit d’aprés un résultat de B. CoLE
et R. M. RANGE [3] que Iapplication restriction de L (v+ |t |) & L® (v)
est une isométriec de # = (v+ |1: |) sur #° (v). On a donc

d(u, #% (v)) = d(u, A(D))

pour toute fonction u de C(B).
Pour toute fonction f de L% (m), soit f la classe d’équivalence de f

dans L® (v). On a || f||% < ||7]|% , si on désigne par || || la norme
dans L% (w).
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On déduit de 13, pour toute fonction u de C(B),
d(u, & (m)) = d(u, A(D)),
et la proposition 1 implique le résultat.

PROPOSITION 4. -- Si D est un domaine strictement pseudo-convexe dans C"
et si o est la mesure superficielle sur 0D, alors #* (m)+ C (D) est un sous-
espace fermé de L® (m) pour toute mesure m sur 0D telle que & soit abso-
lument continue par rapport a m.

Preuve. — En utilisant les résultats correspondants de [3], on reprend
la démonstration de la proposition 3.

5. — Dans la suite, il sera fait usage d’un lemme établi dans [3].

LeEMME 5. — 1l existe un opérateur linéaire S de I’espace des (0,1)-formes

bornées??-fermées sur D dans C (_D) qui applique les formes a coefficients C*
sur les fonctions de classe C® dans D de sorte que

1) si u = S (w), alors ou = @ dans D;

(2) si {,) _onverge vers O pour la topologie faible-étoile induite
par L® (v), alors S(®,) converge uniformément vers O dans C(ﬁ).

On désigne par C* (5) I’algébre des fonctions de classe C*® dans D
dont toutes les dérivées appartiennent a C (Z)).

PROPOSITION 6. — Soit D un domaine strictement pseudo-convexe dans C",
et m une mesure sur D telle que v soit absolument continue par rapport
a m. Si f appartient a #* (m), et ¢ a C® (5), alors fo appartient a
#* (m)+C (D).

Preuve. — Soit X I’ensemble des fonctions f de # * (m) telles que, pour

toute fonction ¢ de C* (D), @ f appartienne a #* (m)+ C (D). On va
prouver qu’il est fermé pour la topologie faible-étoile de s (m).

D’aprés une version du théoréme de Krejn-Smuljan [4], il suffit de
montrer que si une suite (f,) de X converge de maniére ponctuelle bornée
presque partout (p. p.) m vers une fonction f de #* (m), alors f appar-

tient a X. Soit (f,) une telle suite. On a donc, si ¢ appartient & C® (D),
¢f, = h,+v,(p.p.m) avec h, dans H* (m) et vy, dans C(B).

Soit maintenant o, = S ( j: 5(;)) ou f: désigne la classe d’équivalence
de f, dans L*® (v), et S I’opérateur linéaire du lemme 5. Alors ¢ f, = g,+a,
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(p. p. v), avec g, dans #* (v), et de 13, o, — 7, est égale p. p. v & une fonc-
tion G, de 4 (D) :

fn(P—an =fn(p—'Y'x+(’Yn_ n) = hn— Gn(p p. m),

donc f, ¢ —a, appartient a #* (m).

Puisque ( f,) converge de maniére ponctuelle bornée p. p. m, (f,,) converge
vers}”pour la topologie faible-étoile de s (v) et donc, d’aprés le lemme 5,
(o) converge uniformément vers o dans C (Z)), avec o = § (f d¢). Donc
f, @—a, converge vers f@—o pour la topologie faible-étoile de L* (m).
Puisque 5 (m) est fermé pour cette topologie, f ¢ — o appartient & #® (m),
donc f appartient & . De 13, X est fermé pour la topologie faible-étoile
de L*® (m) et, puisqu’il contient 4 (D), il coincide avec H#* (m).

THEOREME 7. — Si D est un domaine strictement pseudo-convexe dans C",

alors #* (m)+ C (D) est une sous-algébre fermée de L* (m) pour toute
mesure m sur D telle que v soit absolument continue par rapport a m.

Preuve. — 1l suffit de montrer que fo appartient & #* (m)+C (1_))
pour tout £ dans # * (m) et tout o dans C (D). On approche o uniformément

dans D par des fonctions ¢, de C* (D). Alors f ¢, tend vers f o dans L* (m),
et on utilise les propositions 4 et 6 pour conclure.

PROPOSITION 8. — Soit D un domaine strictement pseudo-convexe dans C",
et m une mesure sur 0D telle que o soit absolument continue par rapport
a m. Si f appartient a H#* (m), et ¢ a C* (D), alors f¢ appartient a
H* (m)+C (0D).

THEOREME 9. — Soit D un domaine strictement pseudo-convexe dans C",
alors #* (m)+ C (0D) est une sous-algébre fermée de L® (m) pour toute
mesure m sur 0D telle que o soit absolument continue par rapport @ m.

Les preuves de la proposition 8 et du théoréme 9 reprennent celles de
la proposition 6 et du théoréme 7.

Note. — T. W. GAMELIN a signalé aux auteurs des résultats de B. COLE,
non publiés, étendant, sous certaines hypothéses, & 4** + C (X), le résultat
de W. RUDIN; ici 4** désigne le bidual de A4, une algeébre uniforme sur X.
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