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ESPACES FONCTIONNELS
ET THEOREMES DE I NAMIOKA

PAR

JEAN-PIERRE TROALLIC (*)

[Univ. Rouen]

REsuME. — Dans le présent travail, nous établissons de nouvelles propriétés topolo-
giques des espaces fonctionnels., Ces propriétés permettent de retrouver de maniére
simple divers théorémes de I. NamiokA, R. ELLis et W. A. VEECH.

ABsTRACT. — In the present work, we establish new topological properties of functional
spaces. These properties allow us to achieve—in a simple way—several theorems of
I. Namioka, R. ErrLis and W. A. VEECH.

1. Introduction

Soit (X, S) un systéme dynamique minimal. Supposons que X soit un
sous-espace faiblement compact d’un espace de Banach E et que, pour la
norme de E, S soit un semi-groupe uniformément équicontinu et distal. Dans
ces conditions, X est compact pour la topologie de la norme. 1l est relativement
simple de déduire de ce théoréme de W. A. VEECH ([19], théoréme 2.7)
le cas particulier suivant du théoréme de R. ELLIS [5] : soit (X, S) un systéme
dynamique compact. Si S est un groupe simplement compact d’homéomor-
phismes de X sur X, S est équicontinu.

Cette remarque est a I’origine du présent travail. Nous établissons par
réduction au cas métrisable ou séparable de nouvelles propriétés topo-
logiques des espaces fonctionnels (§ 3). Ces propriétés permettent de
retrouver simplement divers résultats obtenus antérieurement par
I. Namioka [16], R. ELuis [5] et W. A. VeecH [19] (§ 4 et 5).

En particulier, le théoréme 5 est une amélioration du résultat de
W. A. VEECH; on peut en déduire la généralisation du théoréme de R. ELLIS
récemment établie par I. Namioka [16].

Une partie des résultats présentés dans ce travail a déja fait 1’objet
d’une note [18].

(*) Texte présenté par A. BRUNEL, regu le 1°F juillet 1978.
Jean-Pierre TroALLIC, Département de Mathématiques, Faculté des Sciences et
Techniques de Rouen, 76130 Mont-Saint-Aignan.
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128 J.-P. TROALLIC

2. Notations

Les notations utilisées sont celles de [1]-[4] :

(a) soient Y et Z des espaces topologiques. On note € (Y, Z ) ’ensemble
des applications continues de Y dans Z, et %, (Y, Z) cet ensemble muni
de la topologie de la convergence simple. Supposons que Z soit un espace
uniforme. On note €, (Y, Z) (resp. €. (Y, Z)) ’ensemble % (Y, Z) muni
de la structure de la convergence uniforme (resp. de la structure uniforme
de la convergence compacte).

Soit &/ un ensemble de parties de Y. On note ¥, (Y, Z) I’ensemble
% (Y, Z) muni de la structure uniforme de la convergence uniforme dans
les ensembles de ¢ :

(b) soient Y et Z des espaces topologiques, 4 une partie de % (Y, Z).
On note A° ’adhérence de 4 dans %, (Y, Z);

(c) soient E un ensemble, V et W des parties de EX E, et x un élément
de E. On pose :

Vo= {(x3 ¥); O x)e V}-
VoW ={(x,y);3z€E:(x,2)e W, (z,y)eV}.
Vix]={y;yeE (x, eV}

3. Espaces fonctionnels

Il est bien connu qu’une partie d’un espace localement convexe métrisable
est séparable si, et seulement si, elle est faiblement séparable. Par contre,
nous n’avons pas rencontré 1’énoncé suivant :

THEOREME 1. — Soient Y un espace topologique, Z un espace métrique,
et A une partie simplement séparable de € (Y, Z). Pour tout ensemble
dénombrable A~ de parties compactes de Y, A est un sous-espace séparable
de €, (Y, Z).

Démonstration. — (d) On suppose que Y est compact, et que A" = { Y}
(par conséquent €4 (Y, Z) = 4,(Y, Z).

Soit D une partie dénombrable de 4, simplement dense dans A.
Soient

Y={(fOVseas ¥} e Z=U;eaf @)
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ESPACES FONCTIONNELS 129

Pour tout g € 4, soit g : Y 7Z I’application qui & (f(»))s. 4 associe g (»),
et soit 4 = {g; ge A}. Les points suivants sont simples & vérifier :

— le sous-espace compact Y de Z4 est homéomorphe & son image
dans Z” par I’application qui & (f(»));., associe (f () sep» donc est
métrisable;

— Z est un sous-espace métrique séparable de Z;

— les sous-espaces A de €, (Y, Z) et A de %, (ﬁ Z ) sont homémorphes.

L’espace %"(f', Z ) ayant une base dénombrable d’ouverts [3], A est
uniformément séparable, et 4 ’est donc aussi.

(b) Cas général. — Soit ry : (Y, Z)— ¥ ( K, Z) l’application qui
a fassocie la restriction fI gdefa K(KeX ). Latopologie (resp. la structure
uniforme) de la A -convergence sur € (Y, Z ) est la moins fine des topologies
(resp. des structures uniformes) sur % (Y, Z) rendant les applications
rg 1€ (Y,Z)— %,(K, Z) continues (resp. uniformément continues)
(Kex) [3].

Les applications rg : (Y, Z) — 4, (K, Z) étant continues, ry (4) est
un sous-espace séparable de %, (K, Z) (Ke " ). Compte tenu du premier
point, rg (4) est un sous-espace & base dénombrable de ¥, (K, Z) (KeX').
L’ensemble 4 étant dénombrable, on en déduit que A4 est un sous-espace
séparable de %, (Y, Z) [1].

COROLLAIRE. — Soient Y un espace localement compact c-compact, et Z
un espace métrique. Les sous-espaces séparables de €(Y, Z) et les sous-
espaces séparables de €, (Y, Z) coincident.

Démonstration. — Toute partie séparable de %, (Y, Z) est une partie
séparable de %, (Y, Z). Inversement, soit £ un ensemble dénombrable de
compacts de Y tel que tout compact de Y soit contenu dans un ensemble
de A [1].Onaé,.(Y, Z) = 64 (Y, Z), donc d’apres le théoréme 1, toute
partie séparable de %, (Y, Z) est une partie séparable de €. (Y, Z).
Remarque. — On pourra comparer la démonstration du théoréme 1 avec

celle du théoréme 4 de [10].
Le théoréme suivant est de I. KAPLANSKY [4].

THEOREME 2. — Soient Y un espace topologique, et Z un espace métrique.
On suppose qu’il existe un recouvrement dénombrable de Y par des parties
compactes de Y. Soit H une partie de € (Y, Z). Tout élément de € (Y, Z)
simplement adhérent a H est simplement adhérent a une partie dénombrable de
de H.
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130 J.-P. TROALLIC

Démonstration. — On note d la métrique de Z. Soit fe H®. Montrons
que f est simplement adhérent a une partie dénombrable D de H. Soient m
et n des entiers positifs. Pour tout 4 e H, on pose

Q,,={(y1, T A O B <L i1, m}

(Q)ren est un recouvrement ouvert de Y™, L’espace produit Y™, étant
réunion dénombrable de compacts, on peut extraire de ce recouvrement un
recouvrement dénombrable (Q4),cp,, , (avec D, , = H). Soit

D = Um,an,n;

D est une partie dénombrable de H, et fe D",

Pour établir le lemme 3, nous utilisons le théoréme de Baire et un argument
voisin de celui qu’utilise H. B. MAYNARD dans [13] pour démontrer le
lemme suivant : soit A une partie d’un espdace de Banach E; si les sous-
ensembles dénombrables de A sont dentables, A est dentable.

LEMME 3. — Soient Y un espdce compact, et Z un espace métrique.
Soit A un espace topologique satisfaisant les deux conditions suivantes :

1° Tout sous-espace fermé non vide de A est de seconde catégorie dans
lui-méme.

2° Tout point de A adhérent a une partie de A est adhérent a un sous-
ensemble dénombrable de cette partie.

Soit ¢ : A— ¥,(Y,Z) une application continue. Pour toute partie non
vide B de A et tout entourage V de €,(Y,Z), il existe be B tel que

b¢ B—o~ ' (Vo ®)).
Démonstration. — (a) Supposons B dénombrable. — Soit W un entourage

symétrique de %, (Y, Z), simplement fermé et tel que Wo W < V. ¢ (B)
est simplement séparable donc uniformément séparable (théoréme 1).

Soit D une partie dénombrable de B telle que ¢ (D) soit uniformément
dense dans ¢ (B). On a

¢(B) = UsenW [0 @],
donc

B Usen®™ (7 [0(@)).
Soit @ un ouvert non vide de B, et dy € D tels que © < ot (Wlo )]
(B est de seconde catégorie dans lui-méme). Soit bew n B; alors

b¢ B—o~' (Ve ®)D.
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ESPACES FONCTIONNELS 131

(b) Cas général. — Supposons la propriété non satisfaite. Pour tout
b€ B, soit D, = B—@~! (V[ (b)]), dénombrable, tel que b € D,. Construi-
sons par récurrence une suite (D,), de parties de B de la fagon suivante :
On pose D, = {b}, ol b est un élément de B; supposons définis
Dy, ..., D,, on pose

D= UbeD,.Db-

D = |, D, est dénombrable, et
deD—¢ ' (V[¢(d)]) pour tout deD,

ce qui contredit le premier point.
Le théoréme 4 est une variante du théoréme 2.2 de [16] que nous établis-
sons 3 1’aide du lemme 3.

THEOREME 4. — Soient X un espace localement compact ou métrique
complet, Y un espace topologique, et Z un espace uniforme. Soit
0 : X—> b (Y, Z) une application continue. Pour tout entourage V de
%,.(Y, Z), il existe un ouvert U de X, dense dans X, tel que pour
tout x € U, 0~ (V[ (x)]) soit un voisinage de x dans X.

Démonstration. — (a) Supposons que Y est un espace compdct et que Z
est un espace métrique. — Soit W un entourage symétrique de %, (Y, Z)
tel que WoW < V, et soit U= |J,ex int "' (W[p(@)]). U est un
ouvert de X et, pour tout xe U, ¢ ! (V'[9 (x)]) est un voisinage de x
dans X. Soit ® un ouvert non vide de X; montrons que ® N U # @.

— Si X est métrique complet : Soitbewtel que b¢ 0o—@~ 1 (W [0 (b)])
(lemme 3). Alors bewninte ! (W[e (b)]), donc @ n U # 0.

— Si X est localement compact : ® peut &tre supposé relativement
compact dans X. ¢ (®) est un compact de %, (Y, Z). Compte tenu du
théoréme 2 et du lemme 3, on peut choisir b € ® tel que

eB) ¢ o @—-Wle®B)]".

On en déduit que b¢o—¢ * (W[o (B)]), et donc que @ n U # 0.

(b) Cas général. Soit A un ensemble de quasimétrique sur Z défi-
nissant la structure uniforme de Z [2]. On note :

— Z, ’espace métrique quotient associé¢ & (Z, m), et &, : Z— Z, la
surjection canonique (m e #) [2];

— rg, m lapplication de % (Y, Z) dans ¥ (K, Zm), définie par

rK,m(f)=7'5m°f|K et Pk, m =Tg,m°®P
(meH, K compact de Y).
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Soit ¥ un entourage de %, (Y, Z). Soient m; € #, K; un compact de Y, V;
© un entourage de 4, (K;, Z,) (i=1, ..., p) tel que
Ne=i(rxr) ') <V, avec r; =Tk, m:
Posons ¢; = @k,, ,,; pour i =1, ..., p, soit U; un ouvert de X, dense
dans X, tel que pour tout x € U;, ¢; ! (V; [¢; (x)]) soit un voisinage de x
dans X (on applique le premier point a 1’application continue
9;: X—%(K;, Z,)).

L’ouvert U = ﬂ';’=1 U; de X est dense dans X et, pour tout xe U,

o~ (V[@ (x)]) est un voisinage de x dans X.

DfrmNITION 1. — On appelle systéme dynamigque un couple (X, S)
constitué par un espace topologique X et un semi-groupe .S d’applications
continues de X dans X.

— Si X est compact (resp. localement compact, métrique complet),
le systéme dynamique (X, S) est dit compact (resp. localement compact,
métrique complet).

— S’il n’existe pas dans X de partie fermée non vide stable par S autre
que X, le systéme dynamique (X, S) est dit minimal.

Le théoréme 5 généralise le théoréme 2.7 de [19].

THEOREME 5. — Soient (X, S) un systéme dynamique minimal localement
compact ou métrique complet, Y un espace topologique, Z un espace uniforme,
et ¢:X— %,(Y,Z) une application continue. Soient A" un ensemble de
parties compactes de Y, et V" la structure uniforme sur X la moins fine
rendant I'application ¢ : X — € (Y, Z) uniformément continue.

Si S est un semi-groupe d’homéomorphismes de X sur X, et si S~1 est
¥ -uniformément équicontinu, ¢ :X — G, (Y, Z) est une application
continue.

Démonstration. — Soient V un entourage de C, (Y, Z) et ae X. Mon-
trons que @ ! (V[ (a)]) est un voisinage de a dans X.

Soit W un entourage de Cy (Y, Z) tel que, pour tout s € S,

7 xsTH@ex@) T W) = (ox9) (V)
(# -uniforme équicontinuité de S~!' = {s7';5eS5}). D’aprés le théo-
réme 4, on peut trouver un ouvert non vide U de X tel que, pour tout
xe U, ¢ 1 (W[e (x)]) soit un voisinage de x dans X. Soit 7€ S tel que
t (a) € U (minimalité du systéme dynamique (X, S)).

t™ 1 {o ' (W[ (t(a)]) } estun voisinage de @ dans X contenu dans
¢ ' (V[¢ (a)]). Par conséquent, ¢~ (V'[9 (a)]) est un voisinage de a
dans X.
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ESPACES FONCTIONNELS 133

4. Le théoréme de I. Namioka sur les applications séparément continues

NOTATIONS ET DEFINITION 2. — Soient X, Y, Z trois espaces topolo-
giques, et f une application de X x Y dans Z. Pour tout x € X (resp. y€ Y),
on note f, (resp. f¥ P’application de Y dans Z (resp. de X dans Z),
définie par £, () = f(x, ¥) (resp. 7 (x) = f(x, y)). Si, pour tout xe X
et tout ye Y, les f; et les f¥ sont des applications continues, on dit que
[ est séparément continue.

Le lemme suivant est élémentaire [3] :

LEMME 6. — Soient X un espace topologique, Y un espace localement
compact, Z un espace uniforme, et f une application de X x Y dans Z. On
suppose que, pour tout x € X, f, est une dpplication continue. Pour tout
a€ X, les conditions suivantes sont équivalentes :

(a) Uapplication ¢ : X — €,(Y, Z), définie par ¢ (x) = f,, est continue
au point a;

(b) pour tout y € Y, f est continue au point (a, y).

Le théoréme 4 (§ 3) permet de retrouver le théoréme suivant de
I. Namioka :

THEOREME 7 (théoréme de I. Namioka [16]). — Soient X un espace
localement compact ou métrique complet, Y un espace localement compact
o-compact, Z un espace métrique, et f : Xx Y — Z une application séparé-
ment continue. 1l existe alors un Gy A de X, dense dans X, tel que f soit
continue en tout point de Ax Y.

Démonstration. — Soit ¢ : x — 4, (Y, Z) I'application continue définie
par ¢ (x) = f,. L’espace uniforme %, (¥, Z) posséde une base dénombrable
d’entourages (¥,), « y [3]- Pour tout n e N, soit U, un ouvert de X, dense
dans X, tel que, pour tout xe U,, ¢~* (¥, [@ (x)]) soit un voisinage de x
dans X (théoréme 4). Soit 4 = (), x U, 4 est un G; de X, dense dans
X (car X est un espace de Baire) et, pour tout xe 4, ’application
0 : X— %,.(Y, Z) est continue en x. Il en résulte que f est continue en tout
point de 4 x Y (lemme 6).

Remarque. — En fait V’ensemble des x € X tels que f soit continue au
point (x, y) pour tout y e Y est un G; de X, dense dans X.

5. Théorémes de I. Namioka, R. Ellis, W. A. Veech

Dans cette section nous retrouvons simplement, & I’aide du théoréme 5
(¢ 3), divers résultats de I. NaAMIokA, R. ELLIS, W. A. VEECH.
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134 J.-P. TROALLIC

Etablissons tout d’abord le théoréme de R. ELLIS rappelé dans
I’introduction.

THEOREME 8 (théoréme de R. ELuis [5]). — Soit (Y, G) un systéme
dynamique compact. Si G est un groupe simplement compact d’homéo-
morphismes de Y sur Y, G est équicontinu.

Démonstration. — Soit (X, S) le systéme dynamique minimal compact
obtenu en faisant opérer G dans lui-méme par translation a droite (X étant
muni de la topologie de la convergence simple dans Y). Soient
¢ :X— % (Y, Y) l'application d’inclusion, et ¥~ la structure uniforme
sur X la moins fine rendant ’application ¢ : X — %, (¥, Y) uniformément
continue. L’application ¢ : X — %,(Y, Y) est continue et on vérifie
aisément que S est un groupe d’homéomorphismes de X sur X ¥ -unifor-
mément équicontinu. Il résulte donc du théoréme 5 que ¢ : X — %, (Y, Y)
est une application continue, donc que G est uniformément compact.
On en déduit que G est équicontinu (théoréme d’Ascoli).

DfrINITION 3 [7]. — Soit (X, S) un systéme dynamique compact. On
appelle semi-groupe d’Eilis du systéme dynamique (X, S), noté E (X, §),
I’adhérence de S dans 1’espace topologique produit X* (E (X, S) est un
semi-groupe pour la composition des applications).

L’énoncé suivant, que nous retrouvons également a 1’aide du théoréme 5,
généralise le théoréme 8 (pour un systéme dynamique minimal).

THEOREME 9. — Soit (X, S) un systéme dynamique minimal compact.
On suppose que S est un groupe d’homéomorphismes de X sur X et que
E(X, S) =« ¢ (X, X). Dans ces conditions, S est équicontinu.

Démonstration. — Le semi-groupe d’Ellis E (X, S) est un sous-espace
compact de ’espace produit XX,

Soit @ :x—%,(E(X,S), X) [lapplication continue définie par
0 (x) (t) = 1 (x), et soit ¥” la structure uniforme sur X la moins fine rendant
I’application ¢ : X — %, (E (X, S), X) uniformément continue. On vérifie
aisément que le groupe d’homéomorphismes S de X sur X est ¥ -uniformé-
ment équicontinu. Il résulte donc du théoréme 5 que ¢ : X — %, (E (X, S), X)
est une application continue. On en déduit que E (X, S) (donc S) est
équicontinu [3].

DEFINITION 4. — Soient G un groupe, et Y un ensemble. On dit que G
opére dans Y si I’on s’est donné une application de Gx Y dans Y, qui
a (g, y) associée gy, telle que :

(a) (gh) y = g (hy) pour g, h dans G et y dans Y;

(b) ey = y pour y dans Y (e étant 1’élément neutre de G).
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ESPACES FONCTIONNELS 135

Supposons que G et Y soient des espaces topologiques. On dit que G
opére séparément continiiment (resp. continiiment) dans Y si 1’application
de Gx Y dans Y qui a (g, y) associe gy est séparément continue (resp.
continue).

Le théoréme 10 généralise le théoréme de R. ELLis [5]. (R. ELLIS suppose
que G est un groupe muni d’une topologie localement compacte rendant
les translations & gauche et a droite continues.)

THEOREME 10 (théoréme de I. NamiokA [16]). — Soient G un espace
localement compact ou métrique complet, et Y un espace localement compact.
On suppose que G est un groupe, que les translations a droite sont continues,
et que G opére séparément continiiment dans Y. Dans ces conditions, G opére
continiiment dans Y.

Démonstration. — Soit Y, le compactifié d’Alekandrov de Y, o étant
le point & Pinfini [1].

Soit (X, S) le systétme dynamique minimal localement compact ou
métrique complet obtenu en faisant opérer G dans lui-méme par translations
a droite. Soit ¢ : X —> ¥ (Y, Y,) 'application définie par ¢ (x) (¥) = xy
pour y dans Y et ¢ (x) () = . Notons ¥~ la structure uniforme sur X
la moins fine rendant l’application ¢ : X — %, (Y,, Y,) uniformément
continue. L’application ¢ : X — %,(Y,, Y,) est continue, et on vérifie
aisément que S est un groupe d’homéomorphismes de X sur X ¥ -uniformé-
ment équicontinu. Il résulte donc du théoréme 5 que ¢ : X —> %, (Y,, Y,,)
est une application continue donc, compte tenu du lemme 6, que G opére
continiiment dans Y.

COROLLAIRE (théoréme de R. ELLIS [5]). — Soit G un groupe muni d’une
topologie localement compacte rendant les translations a gauche et a droite
continues. Alors G est un groupe topologique.

Démonstration. — G opére séparément continfiment dans lui-méme
par translations & gauche donc, d’aprés le théoréme 10, continiiment.
La continuité de ’inversion est ensuite relativement simple a établir [6].

DEFINITION 5. — Soient (X, ) un systéme dynamique compact, et ¥~
une structure uniforme sur X. On dit que (X, S) est ¥ -distal si, pour
tout couple (a4, b) de Xx X tel que a # b, il existe Ve ¥ tel que pour
tout se S, (s (), s(d) ¢ V.

Si ¥ est la structure uniforme naturelle du compact X, et si S est
¥ -distal, on dit que le systéme dynamique (X, S') est distal (rappelons
qu’un systéeme dynamique compact (X, S') est distal si, et seulement si,
E (X, S) est un groupe de bijections de X sur X ([7], [15]).
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Le théoréme 11 est établi dans [19] pour un espace de Banach en utilisant
notamment le difficile théoréme d’existence d’une probabilité réguliére
invariante pour un systéme dynamique compact distal ([7], [8], [15]).
Nous retrouvons ce résultat pour un espace localement convexe par voie
purement topologique.

THEOREME 11 (W. A. VEECH [19]). — Soient (X, S) un systéme dynamique
minimal compact, et (E, &) un espace localement convexe séparé. On suppose
que X est un sous-espace faible de E. Alors :

1° si (X, S) est F-distal, (X, S) est faiblement distal;

2° 5i (X, S) est & -uniformément équicontinu et F -distal, X est F-compact.

(On note & la structure uniforme naturelle de (E, &) ainsi que sa trace
sur une partie de E.)

Démonstration. — Munissons le dual topologique E’ de E de la topologie
faible o (E’, E). Soit ¢ : X — % (E’,R) linjection canonique définie
par ¢ (x) (y) = v (x); I’application ¢ : (X, faible) — %, (E’, R) est continue.
Soit A" un recouvrement de E’ par des compacts de E’ tel que & soit la
strcture uniforme sur X la moins fine rendant 1’application
0 : X — %5 (E', R) uniformément continue [4].

1° Soit (a4, b)) e Xx X tel que a # b. Soit W un entourage symétrique
de (X, &) tel que, pour tout s€ S, (s (@), s (b)) ¢ Wo W. D’aprés le théo-
réme 4, on peut trouver un point x € X, tel que W [x] soit un voisinage
faible de x dans X. Soit ® un ouvert faible non vide de X tel que
o < W[x]. Le systtme dynamique (X, S) étant faiblement minimal,
on a X={J;es5 (@) Soit V=_J)sess ' (@xs"1(0); V est un
entourage faible de X et, pour tout se S, (s (@), s (b)) ¢ V. Par conséquent,
le systéme dynamique (X, S) est faiblement distal.

2° D’aprés le premier point, le systéme dynamique faible (X, S) est
minimal distal. Par conséquent, S est un semi-groupe d’homéomorphismes
faibles de X sur X; on vérifie aisément que les systémes dynamiques faibles
(X,S) et (X,S™Y) ont méme semi-groupe d’Ellis. On déduit que
(X, S™1) est faiblement minimal. II résulte alors du théoréme 5 que

¢: (X, faible) > %, (E,R)
est une application continue et par conséquent que X est F-compact.

Remarque. — Le premier point du théoréme 11 permet de réduire la
démonstration du théoréme de point fixe de RyYLL-NARDZEWsKI [17],
[14], [12], [9] & celle que donne F. HAHN dans un cas particulier [11].

De méme, la généralisation de ce théoréme donnée par I. NAMIOKA
dans [19] se réduit au cas traité dans [15].
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