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REDUCTION DE PRODUITS SEMI-DIRECTS
ET CONJECTURE DE GEL’FAND ET KIRILLOV

PAR

NGHIEM-XUAN Hai (*)
[Université Paris-Sud, Orsay]

RESUME. — On obtient une décomposition des algébres enveloppantes d’algébres de Lie
dont le radical est abélien et ayant quelques propriétés supplémentaires assez simples. Ceci
étant le cas des produits semi-directs des algébres de Lie de Type A,, B, C,, D, par les
espaces vectoriels dans lesquels elles opérent naturellement, on obtient les centres, des
résultats du type de Gel’fand-Kirillov (on donne une base), ainsi que des renseignements
sur des représentations induites

ABSTRACT. — One gives the decomposition of the envelopping algebras of Lie algebras
whose radical is abelian and fulfilling some simple supplementary properties. This
framework fits to the semi-direct products of the Lie algebras A,, B,, C,, D, by their
naturally acted-upon vector-spece, and its gives the centers, some results of Gel’fand
Kirillov type (with basis), and also some information on the induced representations.

1. Algébres de Lie des déplacements

Dans ce travail est analysée la structure de 1’algébre enveloppante et du
corps enveloppant d’algébres de Lie ayant un idéal abélien.

L’outil algébrique sur lequel repose cette étude a déja montré son utilité
lors de 1’étude des algébres de Lie résolubles ([9] et [10]), et nous repro-
duisons, dans la partie 1, les propriétés principales de ces structures qui
généralisent les algébres de Lie ([5], [9], [10], [11] et [12]). On peut
trouver un exposé plus complet dans les références [9] et [10].

Dans la partie 2, nous étudions le cas des algebres de Lie g produit semi-
direct d’une sous-algébre s et d’un idéal abélien q, avec quelques conditions
supplémentaires assez peu restreignantes (et qui sont satisfaites pour les
algébres de Lie (des groupes) des déplacements).

Dans la partie 3, nous vérifions les hypothéses de la partie 2 pour les
algébres de Lie des déplacements, c’est-a-dire les produits semi-directs des
algébres sl (n+1, k), sp (n+1)/2, k) et so (n+1, k) par un espace k"** dans

(*) Texte regu le 13 janvier 1978.
NoHIEM-XUAN Hai, Mathématiques, Batiment 425, Campus universitaire, 91405 Orsay.
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lequel elles opérent naturellement. La conjecture de Gel’fand-Kirillov peut
alors étre vérifiée pour les deux premiéres, et pour la derniére, on se raméne
a une algébre de type so (n, k). '

En particulier, la conjecture est vérifiée pour le groupe de Poincaré
so (4, C)x "~ C* [8]. Par ailleurs, on obtient explicitement les centres des
algebres et des corps enveloppants pour ces algébres de déplacements.

Comme dans [9] et [10], nous faisons la liaison avec la théorie des
représentations induites (en particulier par des formes linéaires sur q), et
des résultats nouveaux sont obtenus.

L’algébre de Lie g sur un corps k étant donnée, nous notons # (g) son
algébre enveloppante, " (g) son corps enveloppant, Z (g) le centre de
U« (g), et % (g) le centre de A" (g).

1.1. Algébres de Lie umilatéres

DEFINITION. — Soient k un corps commutatif, et I une k-algébre commuta-
tive d unité.

On appelle algébre de Lie unilatére sur (k, I') (ou sur I') un ensemble Y
muni des structures suivantes :

1° b est un I'-module de type fini sur I';

2° b est une algébre de Lie sur k;

3° Pensemble Dery I' des dérivations de T" nulles sur k étant une algébre
de Lie sur k et un module sur T, il est donné une application 0 de V) dans
Dery I' qui vérifie, pour tous A, peI" et Y, Z €y, les relations suivantes :

D OAY+pZ)=2r0(Y)+pd(2),

(i) o([Y, Zz) =0(Y)o(2)-a(2)o(Y),

(i) MY, pZ] =Ap[Y, Z]+1 @ (Y).®) Z-(0(2).Mp Y.

Dans les formules précédentes, le produit par les scalaires est noté a
gauche. On dit dans ce cas que §) est une algébre de Lie & gauche. De méme,
lorsque le produit par les scalaires est noté a droite, on dira qu’on a une
algébre de Lie & droite.

On note (b, d) I’algébre de Lie unilatére qu’on vient de définir, mais par
commodité, on dira et notera § au lieu de (9, 0). ‘

1.2. Algébres de Lie bilatéres

Soient (B, d) une algébre de Lie a droite sur (k, I'), et T, un élément nul
de b tel que [, Tp] = 0 et 0 (Tp) = 0. Alors § posséde aussi une structure
de I'module & gauche avec le produit

AY =Y.A=T,(3(¥).N), Arel et Yeb.
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REDUCTION DE PRODUITS SEMI-DIRECTS 243

Muni de son crochet et de ’homomorphisme 9, §) devient alors une algébre
de Lie a gauche comme on peut le voir par des calculs faciles.

Ce qui nous améne a la définition suivante :
DEFINITION. — On appelle algébre de Lie bilatére sur (k, T') un I'-bimodule
b ou I’on se donne :

(i) un crochet pour lequel Y est une algébre de Lie sur k;

(ii) un I'-homomorphisme 0 de Yy dans Der, I tel que Yy soit a la fois une
algébre de Lie a gauche et une algébre de Lie a droite sur (k,T) (avec le
crochet donné en (i));

(iii) un élément non nul T, de V) tel que :
[, To] = O, 0(Ty) =0,
YA-AY =T,0(Y).A pour tous he' et Yeb.

On notera cette algébre de Lie bilatére (Y, 0, T,), mais par abus de langage,
on omettra souvent de noter 0 et T.

1.3. Algébres enveloppantes

1.3.1. DEFINITION. — On dit que L est une algébre décentrée sur T lorsque
L a une structure d’anneau sur I" et une structure de T'-bimodule sur la méme
loi additive qui vérifient les formules d’associativité mixtes

(Y. N.Z=Y.(M.2Z),

AY).Z=A(Y.2),

(Y.Z).A=Y.(Z.)\),
pour tous LeI' et Y, Ze L.

Un homomorphisme d’algébre décentrée sur I' est un homomorphisme
pour les deux structures précédentes, et une unité de L est une unité pour sa
structure d’anneau.

Soient (b, 9, T,) une algébre de Lie bilatére sur (k, I'), et L une algébre
décentrée sur I" ayant une unité notée 1,. On appelle c-application de §
dans L une application 7 qui est I'-linéaire a droite et telle que

n (To) = 1.,
n((Y,Z) =[r(Y),n(Z2)] (Y,Ze}),
T (Y)A=An(Y)=0@(Y)N).1y (= 1..(0(Y).\) car 1, commute & I).
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244 NGHIEM-XUAN HAI

On vérifie que 7 est automatiquement I'-linéaire & gauche. De méme
que pour les algeébres de Lie, on a le probléme universel :

Trouver une algébre décentrée U sur I" ayant une unité 1, et une c-appli-
cation © de b dans U telles que, pour toute c-application 7, de f) dans une
algeébre décentrée L sur I' ayant une unité 1, vérifiant &, (7)) = (1, il
existe un unique homomorphisme t de U dans L tel que t(1y) = 1 et
Ty =ToT.

La solution de ce probléme est justement 1’algébre enveloppante réduite
de la définition qui suit.

Soit J I’algébre tensorielle du I'-bimodule §, i. e. :

T =TT ,05,®...,

ouT,=Tet 7,=HQRrhX®r ... ®rh (n facteurs); 7 est naturelle-
ment un I'-bimodule et une algébre filtrée.

1.3.2. DEFINITION. — Soit (), 0, T,,) une algébre de Lie bilatére sur
(k, I'). Soit S I’idéal bilatére de I’algébre tensorielle T (du T'-bimodule )
engendré par (To—1) (}) et les éléments de la forme

Y®Z-ZQY-[Y, Z]

pour Y, Z quelconques dans 1.

On appelle algébre enveloppante réduite de Yy la T-algébre décentrée T |5,
et on la notera & (). Elle est munie de la filtration quotient de celle de T
que ’on notera & (h) = ) 2., &, (0), &, (b) étant I’ensemble des éléments de
& () de filtration < n.

1.3.3. DERINITION. — Soit (§), 0) une algébre de Lie unilatére sur (k, I).
On appelle algébre enveloppante de Yy algébre enveloppante réduite de
OG@kT, 0,T,), ot h) ® kT, est algébre de Lie bilatére obtenue par
adjonction d’un élément T, central tel que 0 (Ty) = 0. On la note % (h) (%).

Si (b, 0) (resp. (B, 0, T,)) est une algebre de Lie unilatére (resp. bilatére)
qui admet (T, ..., T,) (vesp. (Tg, Ty, ..., T,)) comme famille génératrice
sur I, alors I’ensemble des éléments de % () (resp. de & (b)) de la forme
Ty ... Tge, ou (04, ..., 0) € N® est une famille génératrice & droite (ou
a gauche) de % (§) (resp. & (b)) sur I'. On a encore la généralisation suivante
du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt.

(*) lest’élément unité de I' = T g =« J.
(%) Pour une algebre de Lie ordinaire (i. e. avec @ = 0), on retrouve les notions classiques,
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REDUCTION DE PRODUITS SEMI-DIRECTS 245

1.3.4. THEOREME DE POINCARE-BIRKHOFF-WITT. — Soit (b, d) (resp.
O, 0, T,)) une algeébre de Lie unilatére (resp. bilatére) sur (k, I') admettant
une base (Ty, ..., T,) (resp. (Ty, Ty, ..., T,)) sur T.

Soit S () I’algébre symétrique de Yy (resp. le quotient de I’algébre symé-
trique de Yy considéré comme T'-module & droite par 'idéal engendré par
To—1). On note Gr (h) I’algébre graduée associée a ’algébre filtrée U (h)
(resp. € (H)).

1l existe un isomorphisme canonique d’algébre de Gr (§) sur S (h).

Il suffit de transposer la démonstration classique en utilisant 1’algébre £
des applications k-linéaires de I" [x3, ..., x,] dans lui-méme; £ est alors
une algébre décentrée sur T.

Lorsque les hypothéses de 1.3.4 sont vérifiées, une I'-base a droite
(ou a gauche) de % () (resp. & (h)) est donnée par

{Ty ... T a=(ay, ...,0,)EN"}.

Comme le gradué associé est une algébre de polynémes, on en déduit les
propriétés classiques d’intégrité des algeébres enveloppantes (réduites)
lorsque I est intégre, d’€tre noethérien a droite ou a gauche si I" est noethé-
rien. En particulier, si I" est noethérien et intégre, % () (resp. & (h)) est
un anneau de Ore & gauche et a droite, et admet un corps des fractions.
Ceci est donc le cas si I' est un corps.

1.3.5. DEFINITION (P). — On suppose T intégre. Soit A le corps des frac-
tions de I'. Soient (), 0, T,) une algébre de Lie bilatére sur (k, I') admettant
une base (T, Ty, ..., T,) et (ha, 0, Ty) ’algébre de Lie bilatére obtenue
par extension des scalaires de I' a A.

On appelle corps enveloppant (réduit) de Yy le corps des fractions de & (b),
et on le notera & (). Il est canoniquement isomorphe au corps des fractions
de & (h,).

Dans le cas d’une algébre de Lie unilatére V), on définira son corps envelop-
pant X (h) = F (h @ k Ty).

1.3.6. APPLICATION. — Soit g = $x " q une algébre de Lie produit semi-
direct d’une sous-algébre s et d’un idéal abélien q sur un corps de base k.
Soient T' = % (q) et K = A (q).

Alors s I est une algébre de Lie a droite sur I', s K est une algebre de Lie
a droite sur K (avec le crochet de " (g)). Grace au théoréme de Poincaré-

(®) Ces définitions redonnent les notions classiques lorsque 1’algébre de Lie unilatére
est une algebre de Lie, c’est-a-dire lorsque 9 = 0.
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Birkhoff-Witt, on voit sans peine que % (g) s’identifie & une sous-algébre
de % (sT') ou de % (s K) et que les corps de fractions sont les mémes

A (@) =A (sT) = (s K).

2. Réduction de produits semi-directs

2.1. Données

Soit g = s X~ q une algébre de Lie sur un corps k, produit semi-direct
d’une sous-algebre s de dimension p et d’un idéal abélien q de dimension o.

On note K le corps enveloppant de q (que ’on identifie 3 k (g4, ..., 45)
si(qy, - .., q,) est une base de q). Pour toute sous-algébre n de g, on note
ft = n K la sous-algébre 4 droite sur K engendrée par n.

Quelle que soit la base (X, ..., X,) de s, le rang de la matrice

(1) Vi[:([Xn qj])i=1,...,p;j=l,...,c

est le méme, et on le note r (*).
On suppose donnés :
(@) une base (q;, - .., q;) de q et des éléments W, ..., W,_, de K;
(b) une sous-algébre p de s de dimension r munie d’une base (Py, ..., P,);

(c) une base (Y, ..., Y,_,) d’un supplémentaire de p dans 5;
tels que les propriétés qui suivent soient vraies :

@) Wy, ..., Wy_, sont invariants sous l’action de s (c’est-a-dire
[55 Wi] =0)et K= k(@ . 0590 = kWi, ..., Woers @15 -+ s q.);

®) r=rang ([P, @;Diz1,.crs jm1,er
(¢) pour tout i=1,...,p—r,ona[¥Y;,p] = p.

2.2. Définitions immédiates
(i) soient py, ..., p, les uniques éléments de p tels que

[pi» q;] =8, pour i,j=1,...,7;

(®) Lorsque k = C ou R, r est égal 4 la dimension maximale des « orbites de s » dans
le dual q* de q.

(®) Par définition, §,, ; est le symbole de Kronecker qui vaut 1 si i = j, et 0 sinon. On
obtient les p; en diagonalisant la matrice ([Py, ¢;])i=1, ..., =1, ...,r €t D1€PE[q1, . . ., ] A™2,
‘ol A est le déterminant de cette matrice et est un polyndme en gy, ..., gu.
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REDUCTION DE PRODUITS SEMI-DIRECTS 247

(i) le commutant K’ de K dans s est de dimension p—r d’aprés la défi-
nition de r. Compte tenu de (b), on peut définir la projection 0 de s sur K’
parallélement a p; cette projection est K-linéaire & droite, a pour noyau p,
et est une bijection de tout supplémentaire de p sur K’ (°);

(iii) d’aprés (@), Wy, ..., Wo_rs 445 - - -, q, sont algébriquement indé-
pendants sur k. D’aprés (b'), k; = k (W3, ..., W,_,)est égal au commutant
de p dans K; c’est aussi le corps des invariants (sous I’action de s) de K;

(iv) soit f une forme linéaire sur q. On note s le stabilisateur de f dans s,
c’est-a-dire s/ = { Xes, [X, q] = Kerf}.

On note K, I’ensemble des éléments de K qui sont réguliers en f, c’est-a-
dire ceux qui admettent une expression PQ~! avec des polynémes

P,Qcklqy, ..., 4] tels que @Q(<f 1D ..., (f; 45 ) # 0. On note
E; I’évaluation en f de K, définie par

E/(PO™)=P({fs 410 -+ {Ls8eD)QK L a1 D5 -+ s < f:4s D)7 (),

et on généralise cette notion de maniére évidente aux matrices, aux déter-
minants, etc., construits sur K.

Chaque élément de % (5) admet une expression unique sous la forme
d’un polynéme ordonné en Xj, ..., X, a coefficients a droite et appartenant
a4 K. Un tel élément sera dit régulier en f lorsque tous ces coefficients sont
dans K (®), et I’ensemble des éléments réguliers d’un sous-ensemble A4
de % (3) est noté 4 ;. Comme précédemment, on définit ’évaluation Ej
sur % (5); comme ’application k-linéaire de % (5), dans % (s) obtenue en
évaluant en ftous les coefficients dans ces polynémes ordonnés a coefficients
a droite (et appartenant a Kj).

2.3. PROPOSITION. — Avec les données de 2.1 et les définitions de 2.2, on a:
@) [pi»pi] = 0 pour tous iy j=1, ..., r;

(i) [0(Y), P] =0 pour tout i =1, ..., p—r;

(iii) [0 (Y, 0 (Y] =0 ([ Y;, Y;]) pour tous i, j=1, ...,p—r;

(6) Si X est un un élément de s, on a
0X)=X—-3_, plX,qles +pklgs, ..., ql A7,

c’est-a-dire qu’il faut localiser par le dénominateur commun qui apparait dans le calcul
des p;. Par linéarité de 0, on voit que le dénominateur réduit de 0 (Y;) divise le produit
de A par le dénominateur propre de Y;.

(?) On note < f, q; » la valeur de fe q* au point g; e q. Clairement, E, est un caractére
de K,, et il nous arrivera de noter < f, PQ~' > = E, (PQ~1).

(®) Enraisonnant a partir des mondémes de degré le plus élevé, on voit que cette notion
de régularité ne dépend pas de la base (X, ..., X,) de s que I’on a choisie.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



248 NGHIEM-XUAN HAI

(iv) le commutant by de p dans K' (= commutant K dans ) est une algébre
de Lie sur ky qui admet (8(Y,), ..., 90 (Y,_,)) comme base, et pour tous
Lhj=1,...,p—r, ona

CICARCIO AT EDY A SLI¢ AN
[Y,, Y;] = 2425 ¢f ;Y mod p,
les constantes de structure cf ; sont des éléments de k;

(V) les inclusions suivantes sont canoniques et sont des homomorphismes
d’algébres

U sUGR W ZP))=2OQw, K[p1s - ] () 5 A (9),

Z(@ s Z(O),

-%,(P) = K(Pls sy pr) = kl(pla ceos Deides - os qr)(ll)a

A (g) = Fract(X" () ®y, X (»)),

€@ =¢®);

(iv) lorsque la conjecture de Gel’fand-Kirilloy [3] est vraie pourV, elle est
vraie pour g (?).

(i) On vérifie que [ p;, p;] est un élément de § qui commute & ¢, . . ., 4,,
et ceci entraine sa nullité.

(i) Comme 0 (Y;) commute & K par construction, on a

[[6(¥, 7], K] = [[0(¥), K], »]+[0(¥), [, K]] = {0}.
D’autre part, [0(Y;),p] = [Y;+P,p] = p, et on obtient encore
[6(Y), p]l = PNK' = {0}

(iii) Rappelons que 0 (X) est I’unique élément de X +p qui commute a K.

On a

[6(Y), 6(Y)] = [Yi+», Y;+p] = [X;, Y;]+,
donc [0 (Y7), 6 (Y;)] est 'unique élément de [ Y;, ¥;]+P qui commute 2 K,
a savoir 0 ([Y;, Y;]) lui-méme.

(®) b est une algébre de Lie sur k,; et # (h) une k,-algébre.
(19 K[pi, ..., D) est une algébre de polyndmes non commutatifs avec les dérivations

opi(gy) = &4, ;.
(Y Ky (P1y - v» Pr 415 - . .» Gr) €5t le corps des fractions de 1’algébre de Weyl
A (ky) =Ky [p1y oo Pr5 15 .05 gl ([11 et [2]).

(*2) En fait, k, n’est pas nécessairement algébriquement clos, et on doit comprendre
cette phrase mutatis-mutandi.
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REDUCTION DE PRODUITS SEMI-DIRECTS 249

(iv) Comme (Y5, ..., ¥,_,) est la base d’un supplémentaire dans s de p,
©(Yy, ..., 0(Y,_,)estune base de K, et cette base est formée d’éléments
qui commutent 2 p. Cet ensemble est encore une base sur k; du commutant
de p dans K’. En effet, soit

Y=2210(%% ou AeK,

un élément quelconque de K’ qui commute 3 p. Pour tout j =1, ..., r,
on a

0=1[p;, Y]=22210(%) [p;, M,
d’ou

[p;»A]=0 pourtout i=1,...,p—r ettout j=1,...,r
Donc A; commute 3 p, 2 § = p+K’ et & 5. On en déduit que A; e k,.

C.Q.E.D.
Silona[Y,Y]=)%7ck; Y, mod p, nécessairement

[0(¥), 0(¥)] =0([Y:, Y;]) =22 i, ;0(Fo),
et les éléments cf j» que I’on supposait initialement dans K, sont en fait
dans k.

(v) D’aprés 1.3.6, A" (g) s’identifie canoniquement au coups envelop-
pant de 5. Développant sur la base (0 (Yy), ..., 0 (¥,-,), Py, ..., p,) de &,
on a lidentification :

ULE =GO UF) = 2R K[ps, ..., Pr]
=d”(b)®lnkl(ql’ ey ‘Ir)[Pp sy Pr]
=%(b)®kk(q19 e qr)[pl’ s pr]

(Car % (b) est déja une algebre sur k; = k (W, ..., W,_,).)

De plus, % (g) s’identifie canoniquement a une sous-algébre de % (5), et
tout élément de & (g) s’identifie & un élément de % (5) qui commute aux
Pi» q; et 2 ), donc & un élément de Z (h).

Les identifications suivantes s’obtiennent par passage au corps des
fractions.

(iv) Le centre de " (g) est identifié au centre de

f(b)®k(q19 LR ] qr; P1s ++o» pr)

c’est-a-dire au centre € () de o (h). Si on peut écrire " (h) comme un
corps de Weyl sur son centre % (), clairement " (g) s’écrit comme un
corps de Weyl sur % (h) = % (g).
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2.4. PROPOSITION (suite de 2.3). — On reprend les données et les définitions
de 2.1 et 2.2. Soient A le dénominateur commun de p, ..., p, (voir les
notes (5) et (6) de 2.2) et fe q* telle que { f, A > # 0. On note K; = (K'), 3:

(i) Papplication 0 (resp. E o 0) transforme toute base d’un supplémentaire
de p dans s en une base de K (resp. de sf), etona

s=s"®p,
s = E; (K.
Dans la suite, soient T, ..., T,., € K; tels que (E;(Ty), ..., E; (T,-,)
est une base de s'. On note & I’unique homomorphisme de k-algébre de U (s7)
dans U (K) définie par les conditions & (E; (T;)) = T;pouri =1, ...,p—r;
(i) (T, ..., T,-,) est une base sur K, de Kg;
(i) % (K;) et U (K'); sont des K,-algébres qui sont isomorphes cano-
niquement;
(iv) E, | U (K;) est un homomorphisme de k-algébre filtrée de U (Kj)
sur U (s') et admet © comme section (donc E; (¥ (K)) = Z ().

(v) Supposons de plus que (Ty, ..., T,-,) soit une base sur k; de b (**).

Alors Yy, (qui est une ky-algébre de Lie) admet (T4, ..., T,_,) comme
ky-base. U (h;) et % (h), sont des Kk, -algébres qui sont canoniquement
isomorphes.

E; est un homomorphisme surjectif de k-algébre filtrée de U (b) sur U ()
qui admet © comme section (donc E; (Z () = Z (7).

(i) Soit une base (X, ..., X,) de s dont les derniers éléments sont
Py, .... P,

Rappelons que les éléments p;, ..., p, € p s’obtiennent en inversant la
matrice ([P;, ¢;1)i=1, ..., r; j=1, ..., r» €t, si 'on écrit :
Pi=2h=1P;A AT, ot Ay et Aek[qy, - go)s
alors Y j=1 [P, @] A, = 8, A, et il vient en évaluant
Z;= 1S [Pjs ‘h])(fa )"j,i> = 8k,i<f’ A3,
ce qui montre la régularité de la matrice

(KA [Pjs @) D)i=1, orsk=1, oo

(*3) Lorsque l’on notera Ay, on sous-entend que A s’identifie canoniquement a un
sous-ensemble de % (5) de sorte que Ay =A% (S);.

(**) On pourra prendre T; = 0 (Y;) pour i =1, ...,p — r lorsque 0(Y;) € K, et
leurs images par E, forment une base de s,
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La matrice #, étant définie en 2.1 (1) & partir de (X3, ..., X)), E; (A#)
contient alors un mineur de rang r et de déterminant non nul. Comme
rang E; (/) < rang #/ = r, on a nécessairement rang (E;(#)) = r, et
la codimension de s’ est donc égale & r.

Comme { f, A # 0, les p; appartiennent & s ainsi que les
)] e(Xi)=Xi_Z;=1pj[Xh Qj]'
Par évaluation, E; (p;) € p, donc

E (0(X)) =Xi—23‘=1 s [Xi’ ‘11] YE;(pj)e X;+».

En conséquence,
(Ef(e(Xl))s L] Ef(e(Xp—r))9 Pl: ceey Pr)

est une base de s.

Il nous reste & montrer que E, (K;) < s/, et que (8 (X;), ..., 0 (X,-,))
est une base de K}.

Soient peK, et X = Y5, X;,,eK}. On a
[5, Kf]CKf et 0=[X, }l]=2'i’=1[Xi,u])\.3,
d’ou

0=Z'i)=1<f’ [Xi’ ”])(f’ xi>
=<{f, Z?=1 [(f, MOX, !»l] >=<{, [Ef(X), H] >

d’ou linclusion cherchée.
Soit X' e K{. On a une expression

X=Z?=1Xi;\‘i’ Oil )"ier’
D’aprés (2), on a

X-Y0I10(X)MepnK = {0}’
ce qui termine la démonstration.

(ii) Choisissons la base (X, ..., X,) de s dont les p—r premiers éléments
sont X; = E, (T}), et les r derniers éléments sont X,_,.; = P;.
On a alors

€)) Ti-"—'Z'}=1Xj7~j,i, )"j,iEKf
et

<f,)\,-,¢>=8,-’j, i,j-:l, ceey p_rn
En conséquence, f vaut 1 sur le déterminant de la matrice

(}"i,j)i=1, e PP, j=1,0,p=r>
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et cette matrice est inversible dans K; notons ;, ; les coefficients de son
inverse. Compte tenu de (3), on a

) Z'i);;Tip'i,k= =1 25=1XN il xRy = X+ Ry,
ol R.ep.

Comme le premier membre de (4) commute a K, nécessairement
X, +R, = 0 (Xp), et 0 (X)) est une combinaison K -linéaire de T, ..., T,—,;
(6 (X1), ..., 6(X,-,) étant une base de K, (T}, ..., T,,) ’est donc aussi.

(i) Ainsi, (Ty, ..., T,-,) est une base de K sur K. Le théoréme de
Poincaré-Birkhoff-Witt permet d’écrire tout X € % (K;) sous la forme

(5) X= Z| o] <n Tiu tee T:-p-;r )"a (15)’

ol 7 est le degré de X et tous les A, € K.

Par la suite, le calcul suivant sera répété plusieurs fois.

On reporte (3) dans (5), on développe en conservant I’ordre des facteurs,
puis on regroupe tous les coefficients A; ; a droite. Comme tous les T;
commutent & K, on retrouve alors exactement le méme élément de A (g)
(ou de % (5)) : il suffit de commencer & reporter (3) dans (5) en commengant
par le premier T; le plus a gauche; on développe ce terme, et comme tous
les facteurs qui se trouve a sa droite commute & K, on peut regrouper tous
les coefficients a droite de ces facteurs. En itérant ce calcul, on obtient le
résultat annoncé.

Ainsi, on peut exprimer X comme une combinaison K -linéaire a droite
d’éléments de % (s), d’ob X e % (5); N % (K') = U (K');.

Inversement, soit X un élément de % (K’); de degré n. On peut écrire
encore une formule (5) avec des A, € K. Montrons par récurrence sur le
degré n que I’on a nécessairement A, € K, pour tout o. Refaisons la méme
manipulation qu’auparavant, ce qui nous donne une somme de mondmes
en X, ..., X, a coefficients fonctions linéaires des A, et de degré < n. On
réordonne ces mondmes, et on les regroupe, et on obtient les termes de
plus haut degré (= n) avec exactement les coefficients du polyndme com-
mutatif.

(6) P(xl’ ceey xp) = Z|ul =n (Z§=1xj)\‘j, 1)ezl cee (pr=1xp}“ ,p—r)arxa'
Donc, les coefficients p, de

@) P(xq, ...,xp)=2|,;|=,,x‘{‘...x,‘,"’|,tl3
appartiennent a Kj.

(**) Quand nous écrivons le symbole %4 <n- . ., NOUS sous-entendons, une sommation
sur le multi-indice & = (@3, ..., @, ) eN°T avec |a| =04 + ... + G < 1.
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Posant

® ti=z';‘-:-'ixjkj,b i=1,...,p-r,

il vient

) xX; = )3 g Wi, j car Y9I} M, My, 5= O, ;.

On fait x,_,,; = ... = x, = 0 dans (6) et (7), on reporte (8) dans

(6) et (9) dans (7). On obtient alors le méme polynéme en ty,...,%,_,,
donc les coefficients A, de (6) sont des combinaisons K -linaires des
coefficients p, de (7) (les p,, ; sont les coefficients de la matrice inverse de
(M, Dk=1, ..., p—r; i=1, ..., p—r €t appartiennent & K;). Ainsi, les A, pour
|| = n sont dans K, et X—Y, =, T5* ... Tf2; A, est encore un élément
de % (K/). Son degré étant < n, on peut alors conclure.

(iv) Pour tout mondéme en Ty, ..., T,_,, on peut refaire la manipulation
de (iii), et évaluer ses coefficients (2 droite) par f. Ces coefficients étant des
produits des A;, ;, leur évaluation est égale au produit des valeurs corres-
pondantes de f. On peut alors ramener tous les facteurs {(f, A; ;> a la
place initiale du facteur A;, ; dans le monéme en T}, ..., T,_, : on obtient
immédiatement

Ei(Ty ... T, W) =E;(Tp) ... E;(T;){ f, M.

Comme, de plus, les T; commutent & K, I’évaluation E, est clairement
un homomorphisme d’algébre qui est surjective. Ecrivant tout élément X
de % (K;) sous la forme (5), on voit que E, respecte le degré et qu’il admet
m comme section.

(v) Comme § admet (T4, ..., T,-,) comme base sur k;, on peut écrire
pour tout Xeb; :
X = Zg;; TN
=200 YA XA M, od Mek,.
Donc p; = Y921\, A appartient a K, ainsi que
Zﬁ;; Py, s By = 3 Zﬂ;'i Pr, j Mg, ik =Dy

Ainsi, (Ty, ..., T,-,) est une k, -base de ;.
Le reste de notre assertion se démontre exactement comme en (iii) et (iv),
a quelques changements de K en k; prés.
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2.5. Extension algébrique

Avec les données de 2.1 et 2.2, on suppose de plus k = C pour simplifier.
Soient k, = k; (®) une extension algébrique de k; de degré n. On note

I,(x) = Xx"+a,_;x" " '+...+a,,

le polyndme irréductible unitaire de ® sur k; (i. e. a,€k,). Pour tout
k;-module M, on note M [0] le module M ®,, k, obtenu par extension
des scalaires de k; a k,; on a ainsi les ensembles K [@], 5 [0], % (5) [0],
etc.

Soient f € q*, et E, le caractére correspondant de K. Soit M un k,-module
tel que M, soit défini. On pose alors

Mlo],=M;Q ks [0] = M [w]

et les éléments de M [@], sont dits réguliers en f.
Par exemple, I, (x) est régulier en f lorsque a; € k;, pour tout i, et un
élément X de % (5) [@] est régulier en f's’il est de la forme

X=Y,X...X%), ou MeK,[o]

pour une base (Xj, ..., X;) de s (ceci est indépendant de la base).
Supposons I, (x) régulier en f. Pour toute racine v de !’équation
E; (I, (x)) = 0, il existe un unique prolongement E; de E; en un caractére
de K, [0] tel que E} (0) = V.
Comme auparavant, 1’évaluation E; se prolonge a tout K, (w)-module
a droite munie d’une base canonique, et on note ce prolongement par le
méme symbole Ej.

PROPOSITION. — Dans les hypothéses de 2.1 et 2.2 avec k = C, on suppose
qu’il existe une extension algébrique k, = k; (w) de k; telle que

I)®k1k2 =ho @ ks,

oit b, est une algébre de Lie sur k de dimension p— r contenue dans h @y, k,.
L’ensemble Q des formes linéaires fe q*, telles que

<A #0;
(i) ho < by [0];
(i) E} (ho) = ¢’ pour un prolongement E; de E; dont la restriction &
K, [0] est un caractére de K;[w],
contient un ouvert de Zariski non vide de q*.
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Pour toute feQ, s’ est isomorphe a I'algébre de Lie b,, et E; est une
application surjective de Z (9;) sur & (s7).

Si de plus [s,s] =s, E; est encore une application surjective de
Z () 0 Z (g) sur Z (). On a de plus

ZOh)<cZBH) = Z(9k, donc Z(h)=%Z(g) si ky=k

Les conditions (i) et (ii), qui s’expriment par la non nullité d’un certain
nombre de polyndmes, déterminent un ouvert non vide de g*.
On a

E;(bo) < E;(h;[w]) = E; (b)) = s

et la condition (iii) implique
E; (bo) = E,;(hp) = s'.

Soit (Ty, ..., T,-,) une base de . L’ensemble des fe€ q*, pour lesquelles
Ty, ..., T,_, sont réguliers et (E; (Ty), ..., E; (T,-,)) est une base de s”,
est encore un ouvert non vide de q*. Pour une telle f; (T}, ..., T,-,) est
une base sur k, ; de b, par 2.4 (v).

Supposons de plus (i) et (ii) vérifiés par f. D’apres (ii), si (Uy, ..., U,_,)
est une base de o, on a

Up=2521TN,: ob Ay kg [e],

et par construction, il existe un polynéme D (x) a coefficients dans k; ,, et
non multiple du polynéme I, (x) tel que

D (o) = det(\y, =1, ...,p-ri j=1, ...,p—r

(car ce déterminant est non nul dans k; [@]).

La condition « E;(D (x)) ne s’annule pas en au moins un zéro de
E; (I, (x)) » permet alors d’obtenir un ouvert non vide de q* (en effet,
pour f en position générale, E; (D (x)) est un polyndme non nul de degré
< n = degré de I, (x); imposons de plus & I, (x) d’étre régulier en f, alors
I (x) est encore régulier en f, et la résultante R de I, (x) et I, (x) est un
élément de k;,; si (f, R) # 0, E; (I, (x)) a alors exactement » racines
distinctes, et E, (D (x)) ne peut pas s’annuler en » points compte tenu de
son degré. Ceci détermine un ouvert non vide de q* vérifiant nos conditions).

Soit f € Q. Soient (7, ..., T,-,) une base de b, surk,;, et (U, ..., U,_,)
une base de b,. On a les formules

(10) Up=2521Th,  ou Ay ek [o].

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



256 NGHIEM-XUAN HAI

Remarquons d’abord que E; est encore un homomorphisme d’algébre
de Lie de b, sur s’; & cause des dimensions, c’est en fait un isomorphisme.
Posons Z; = E, (U).

Soit @ un élément de Z (s’); on peut écrire :

a=3,2%...Z%7a, ou a,ek.

L'élément A=) ,U% ... Ug, a, est encore central dans #(f,) et
commute a b, < b k,.

Compte tenu de (10), on peut écrire A =Y 1-d 4,0, ot A;e¥ Bp,
et on vérifie immédiatement que 4 est central (i. e. commute 4 T, ..., T,_,)
si, et seulement si, chacun des 4; commute & Ty, ..., T,_,. Siv = E; (o),
il suffit de prendre B = )72 4;V'e% (b,) pour obtenir E (B) = a, d’ou
la surjectivité.

Supposons maintenant [s, s] = s. Soit 4 un élément de Z (h,). Nous
allons déterminer un élément B'e & (hy) n ¥ (g) = Z (g) tel que
E; (B") = E;(A4), ce qui permettra de conclure.

Soit (X;, ..., X,) une base de s, d’olt la formule

A=Y,X}...X%a, avec a,eK,.
Soit D le dénominateur commun des a,; on peut alors écrire
a,=b,D" ou b,ek[qy, ..., q,], Dek[qy, ..., 4q]
et est premier & ’ensemble des b, (on a nécessairement { f; D ) ;é:O).
Posons B=), X} ...Xb,e¥(g). Soit Xes. On a
0=[X, 4] = (X, B]p—B[X, D])D 2.
En posant
[X, B] =Y.X%...X%c,, ol c,ek[qy, ..., q,);
il vient
0=Y,X}...X%(c,D-b,[X, D)),
et grice a I’indépendance algébrique de X7, ..., X, sur K,
¢;D—b,[X, D] =0 pour tout .
Comme D est premier & I’ensemble des b, , nécessairement D divise [X, D]
et comme [X, D] a le méme degré au plus que D en q, ..., q,, il existe
une constante c €k telle que [X, D] = ¢ D. Ainsi, k D est une représen-
tation de dimension 1 de s, et comme [s, 5] = 5, on a nécessairement
c=0.
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Donc D est un invariant de k [¢, ..., ¢,] et appartient 3 Z (g). Il nous
suffit alors de prendre B’ = < f, D ) ~*AD pour conclure. On a par ailleurs
A = BD™' € Z (g) k;. Comme ce calcul vaut également pour tout 4 € Z (§),
on a aussi Z (h) = Z (g) k,.

3. Application aux groupes de déplacement

Dans la suite, 7 est un entier > 0. On munit k"*! = q de sa base cano-
nique (4o, 41> - - -> 4s), €t on travaille avec I’ensemble d’indices égal a
{0,1, ..., n}. Le groupe gl (n+1, k) agit dans k"** par son action natu-
relle, et on note E; ; I'unité matricielle canonique, i. e. la matrice telle que
E; ;4 = 8; 1 qi; avec cette action, on définit le produit semi-direct
gl(n+1, k)x~ k"*! dans lequel on considére encore abusivement que les
éléments E; ; et g, forment une base. On a alors les relations de commuta-
tion canoniques

[Ei,j: a] = ;14>
[Ei,j’ Ek,l] = aj,kEi,z—Si.zEk,j-

On note g™ I’ensemble des polyndmes en g, ..., g, homogénes de degré m.
On appliquera les résultats de la partie 2 aux algebres de Lie des sous-
groupes classiques de déplacement, c’est-a-dire & des sous-algébres de Lie
de gl(n+1, k) x " k"*1,

Comme on a pu se rendre compte, la technique utilisée dans la partie 2 a
permis d’abréger énormément les calculs, et en particulier, il ne nous a pas
été nécessaire d’expliciter tous les éléments de % (g) que nous utilisons.
Toutefois, comme ce sont des éléments qui forment des « bases canoniques »
de sous-algébres, nous les avons explicités dans 1’appendice, car ils sont
utiles pour tout usage explicite ultérieur.

3.1. : g =sl(n+1, k) x~ k"1,

On prend s =sl(n+1,k), a = k", K=k (qo, ---> gy)-

La sous-algébre p a pour base (Ey, o—E,, ,, Eo, 1, ---» Eo, n)-

Les éléments suivants de gl (n+1, k) K :

Y, =E;; pour i,j=1,...,n—1,
Y, ,=Ei .q0"' pour i=1,...,n—1,
Yn,n=En,n

Y, i =E, 40 pour i=1,...,n—1,

Z,=3n0E; 4.~ E, n4i pour i=1,...,n—1,
Zn=Z:=0En,aanO—En,nqnq0a
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forment une base d’un supplémentaire de p dans gl (n+1, k) K et
stabilisent p. Par ailleurs, on vérifie rapidement que :

1° (Y3, pi=1, ...,n; j=1, ..., n €St une base canonique d’une algebre gl (», k)
formée d’unités matricielles, c’est-a-dire vérifie les relations de commutation
canoniques;

2°[Z;,Z;] =0, pour tous i, j =1, ..., n;
1Y, ;,Z]=298; v+ Z;, pourtous i, j,k=1,...,n

Ainsi, on peut considérer gl (#, k) lui-méme a la place de sl (n, k) et
appliquer la proposition 2.3. En ce qui nous concerne, il suffit de remarquer
qu’en prenant des éléments de trace nulle obtenus par combinaison
k-linéaire des Y; ;, on retrouve les éléments de sl (n+1, k) K = 3, avec
les relations de commutation correspondantes. On peut donc appliquer la
proposition 2.3 4 g, d’ou I’algébre de Lie §) isomorphe 2 sl (n, k) x "~ k™.
Dans notre cas, on a r = n+1, et les seuls invariants de K sont les éléments
de k.

Par itération de ce calcul, on voit que £ (g) s’identifie au corps envelop-
pant d’une algébre de Weyl de dimension (#% +3 n)/2 sur le centre de " (g)
qui est engendré sur k par un élément transcendant sur k (cet
élément s’obtient pour n = 0 puisque g est alors égal a k et est de
dimension 1).

Un résultat semblable est déja obtenu dans [3] pour [’algébre
gl (n+1, k) x k""", Pour cette derniére, les calculs sont plus faciles car
il suffit de prendre pour p la sous-algébre de base (Ey, ¢, Eo, 15 - - -» Eo, )
et les éléments

Y, ;=E,; pour i,j=1,...,n,
Zi=Z:=0Ei,uqa pour i=1,...,n,

qui stabilisent p et forment une base d’un supplémentaire de p dans
gl (n+1, k) K. On a alors les relations de commutation d’une base naturelle
de gl (n, k)x~ k", et on peut ainsi éviter les calculs laissés au soin du
lecteur de la référence [3].

3.1.1. PROPOSITION (voir I’appendice A.1). — g = sl (n+1, k) x "~ k"*?,
n = 1.

Dans les conventions de 2.1 et 2.3, on pose s = sl (n+1, k), q = k"1,
r=c=n+l, p=n*42n, g1 = qo.
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Il existe des éléments py, ..., p,r1 €54 4572,

0(Y,,:—Y,,.), 0¥, Yesa(k+kqo ' +kqo?)

pour i,j=1,...,n,i#j

0(Z)esq’(k+kqo') pour i=1,...,n,
tels que :

1° [pi, p;] = [4:- 4,1 =0 et [Py, q;]1 =8, j pour i,j=1,...,n+1;
2° les autres éléments (écrits avec 0) commutent aux p;, q; et forment une
base canonique d’une sous-algébre Yy isomorphe a sl (n, k) x ~ k”;

¥AH(@)=HO) Quk(P1s oo Pus1s G5 -+ o5 Gus1)s

4 Z O = Z (g) = k (w), oit I’élément w s’obtient par récurrence en se
ramenant au cas n = 1 et sl(1, k) = {0 }.

En particulier, la conjecture de Gel’fand et Kirillov est vraie pour g.

3.2 : g=so(m+1,k)x k"1,

On prend la forme bilinéaire symétrique égale a

-@(ZLo Xiqi» 27=o)’j ‘1,-) = Z?=o XiVn—i-

Dans tout ce paragraphe, si i est un entier, on note i’ = n—i. L’algébre
de Lie s est la sous-algébre de gl (n+1, k) qui laisse invariante la forme 4.
On pose

X, ;j=E, ;—E;  =—X;

J’'s i
et une base de s = so (n+1, k) est donnée par I’ensemble des X; ; tels
que 0<i<n 0<j<i.
Rappelons les relations de commutations « canoniques » :
[Xi Xk,l] = Sj,kXi,l'_Si,IXk,j—Si’,kXj’,l+81, i’Xk,i’
[X:, 55 @] = 8;,:9:— 8,1 -
On prend q = k**!, K =2 (q) = k(qo, - -, qu)-
Le corps k, des invariants est engendré sur k par W = Y"_, q; q;, et
on a

s J2

K= k(VV, dos «++» qn-—l)'

La sous-algébre p de s a pour base (Xo, o, Xo, 15 -+ -5 Xo, n—1)-
Les éléments suivants de s,

Xi,j pour j=1)2"-O,n_l,i=1,...,j—-l,
Y, =Yn-0Xi,uda pour i=1,...,n—1,
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forment une base d’un supplémentaire dans § de p et stabilisent p. Les
relations de commutations des X; ; (pour i, j # 0, n) sont celles d’une base
d’une algébre so (n—1, k).
On a par ailleurs
[Xi.j’ Y;c] = 8',kYi_8i',kY}'a
[Y:, Y] =X, ;. W,
et les coeflicients sont bien dans k;.

Ces relations sont celles d’une base d’une algébre so (n, k;). Lorsque n
est impair, il est possible de trouver des éléments de base dont les coefficients
de structure sont dans k :

Pour tout réel x, on note [x] la partie entiére de x, et on note
x; = [x]+[2 x/n]. on pose, pouri, j=1,2,...,n,

Xi,i(—w)'_l = Yil.jl’
Yi("‘W)i_(nJrl)/2 = Ly, (n+1)/2-
On a alors les relations de commutations canoniques
(Y Yl = 8.0 Y0080, Y, j =8 ik Yjr 14850 1 Vi i,

olu, pour tout entier i, on note i" = n+1—i.
L’application de la proposition 2.3, aprés une réindexation évidente,
donnera la proposition suivante.

3.2.1. PROPOSITION (voir ’Appendice A.2). — g = so(n+1, k) x“k**!,
ou n est un entier impair. Dans les conventions de 2.1 et 2.3, on prend
s=som+,K), a=K*Y r=mn p=n@tDf2 o =n+tl, g = g,
et Wy =W-= Z'i'=o q; Gn— -

1l existe des éléments

Do» P1s --+» Pa-1€540
B(Yi’j)esqq‘;lWl—j—[Zi/n]+[2j/n]
pour i,j=1,...,n et i, j#n+1)/2,

- IW i—[2i/m]—(n+1)/2

e(Yi,(n+l)/2)65q2q0 pour i=1,2,...,n,

tels que :
1° [Pian] = [q;, qj] =0; [pis ‘Ij] = 8i,j pour i,j=0,1,...,n—1.
2° les O (Y;, ;) commutent aux p;, q;, vérifient :

e(Yi,j)='_9(Yn+1—-j,n+1—i) pour i9j=1’ ..y Ny
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et pour i=1,...,n j=1,...,n—i, les 0(Y; ;) forment une « base
canonique » d’une sous-algébre de Lie Yy sur k isomorphe a so (n, k).
@ =HO) @k(Po, - s Pu-1590> -- > du-1) @ K (W).
¥ Z@<cZbc<Z@kW).
Lorsque 7 est pair, pour faire disparaitre W des constantes de structures,

nous sommes obligés de faire une extension quadratique de k(W) et

d’introduire une racine carrée o de W et éventuellement \/ 2:
On pose, pour i,j=1,2, ...,neti,j# n/2,n/2+1 comme précédem-
ment -
’ Xi,i=Yu i

et pour les valeurs exceptionnelles
1

NG

=Y w2 ="Yuy2s1,nr1-is si* i#n/2,

(Xi, n2— Y0~ 1)

1 _
'72(Xi,n/2+Yim = Yiowz+1 =Yoo, nr1-4
“

-1 _
Xy @ " =Yy w2 = " Yy241, 0241

Les relations de commutations des Y; ; sont alors celles d’une base
canonique de so (n, k) (déployé). On peut encore appliquer la proposition 2.3
a quelques changements évidents prés :

3.2.2. PROPOSITION (voir I’Appendice A.2). — g = so (n+1, k) x~ k"*%,
n entier pair <0, car k # 2.
Dans les conventions de 2.1, 2.3 et 2.5, on prend

s=so(n+1,k), q=k"", r=n,
p=n(n+1)/2, c=n+l, 9o = 4dn+1’
Wy =W =31 04iqur o=W"
Il existe des éléments
Pos P1s « -5 Pa-1€540 '
0(Y;, )esaqo
pour i,j=1,...,n et i,j#n/2, (n/2)+1;
0 (Y2, n/2) =_9(Yn/2+1,n/2+1)65q2m_1q(;l,
0%, 072) = =0 (Vs 11,2 DES(@+0* 0 g5 ' /2,
tels que :

1° [pi’Pj] = [‘Iia qj] =0 et [Pi’ ‘Ij] = 8i,j pour i,j=0,...,n—1.
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2°les 0(Y; ;) =—0(Y,41-j, n+1-i) commutent aux p;, q; et, pour
i=1,...,nj=12,..., n—i, forment une « base canonique » de b, qui
est isomorphe a so (n, k).
3 A (@R rk(y/2, ®)
= A (B0) ®K(Dos - - -» Pa-13 os - - -» d=y) ®k(/2, ).

4° Un résultat similaire @ 3° vaut aussi lorsque I’on ne fait pas I’extension

par @ et \[2
3.3 : g =sp(m k)x"~ k>
On suppose n+1 = 2 m dans les notations de la partie 3. Pour tout
entier ie {0, ...,n}, on pose g; = (—1)1/™ et i’ = n—i. On considére
la forme bilinéaire antisymétrique
-%(Z'i'=0 Xiqi» Z?=o yid;) = Z?=08ixi Yiee
L’algébre de Lie s = sp (m, k) est le stabilisateur de %. On pose
Xi,j = Ei,j_giSjEj',i' = _Sianj',i"

Une base de s est formée par les X; ;telsque 0 < i< net0<j<i.
Les relations de commutations sont :

[Xi,j’, Qk] =0;,kqi—€:€; 01 g
[Xi,.ist,z] =08,k Xi,1— 8,1 Xy, j—€:&; (O 1 Xy, 1= 80,1 Xi40)-

Le corps des invariants de K = A" (q) est réduit a k.

La sous-algebre p de s a pour base (Xo,0, Xo,15 -.-> Xo,4), €t lorsque
’on diagonalise, on introduira gg 2.
Les éléments suivants de 5 :
X, i=1,...,n=1, j=1,...,7,
Zi=Z:=0Xi,qua l=15 ey n—la
Z,= Z?=o Z;cl=o & Xy, 1 di Qi

stabilisent p et forment une base d’un supplémentaire dans § de P. Les
relations de commutations des X; ; sont celles d’une « base canonique »
de sp (n—1)/2, k), les Z; commutent entre eux, et

[Xi,j’ Zk] = Sj,,,z,-—eisjf)i:,kzj:.

Ainsi, Z, commute aux X; ; et aux Z;, et (Zy, ..., Z,-) v {X; ;}

posséde les relations de commutations « canoniques » d’une base

TOME 107 — 1979 — N° 3



REDUCTION DE PRODUITS SEMI-DIRECTS 263

de sp (n—1)/2, k) x ~ k"~ L. Par application de 2.3, on a donc la proposition
suivante :

3.3.1. PROPOSITION (voir I’Appendice A.3). — g = sp((n+1)/2,k) x “k**1,
ou n est impair > 1.

Dans les conventionsde 2.1 et 2.3, 0n prend s = sp (n+1)/2, k, g = k"*1,
r=oc=n+l, p=n+1)(n+2)/2, go = ys1-
Il existe des éléments

Pos> P15 - --» pnesqqaz’
e(Xi,j)Es(qq(-)-l-!_qzq(—)_z)’ i=15 '-"n—l, j=1, ---’n_la
e(zi)esqzq(.;l’ i=ls ) n—la

8(Z,) = Yi-o Z;=0Xi..isiqn—iqj =W,
tels que
1° [pi>pj] = [qi, q,] =0et [pi9pj] = 5i,,-p0ur ij= 0,1,...,n
2° Les éléments écrits avec 0 vérifient

0(X;, ;) =—¢80(Xy-;, -0 o g =(—1) B+

et si on tient compte de ces redondances, ces éléments forment une base d’une
algébre de Lie sur k isomorphe a sp (n—1)/2, k) x~ k* dont le centre est
engendré par 0(Z,) = W,;

A (@) =H H) Quk(pos -5 Pn5 Qo> -+ -5 B

2O =2@=k[W,, ..., Wuiiy2l 0it Wi, oooy Wiyqy, Sont
algébriquement indépendants sur k;

M) =@ =k(Wy, ..., W(,,+1)/2);
6° A (g) est isomorphe au corps des fractions d’une algébre de Weyl
An 1) (n+3)14 SUT son centre (et vérifie la conjecture de Gel fand-Kirillov).

3.4. Le cas du groupe de Poincaré : g = so (4, C)x"~ C*

Dans le cas du groupe de Poincaré complexe, qui reléve de la propo-
sition 3.2.1, on connait une base de §) dans laquelle n’intervient pas la
localisation par ¢,, mais seulement une division par @ = W /2 (on a repris
les notations de 3.2.1 et 3.2.2). Elle est couramment utilisée par les physi-
ciens et est formée des opérateurs de spin de Wigner ([7], [13]). Il se trouve
que I’on peut aussi prendre une sous-algébre §) dont les éléments appartiennent
a % (g) W™1. Cette sous-algébre étant isomorphe 4 so (3, C) pour laquelle
la conjecture de Gel’fand-Kirillov est vraie, il en est de méme de g.
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Nous donnons les calculs dans la forme la plus proche de celle utilisée
par les physiciens, c’est-a-dire avec la forme quadratique

@(Zitoxi‘b'Z?:o,Vij) = Zis=0xiyi’

ol (4o, 41> 92> 43) est la base canonique de C*.
Les matrices antisymétriques

X, ;=E, ;~E; ;=-X;

Js Jsi
engendrent s = so (4,C), et forment une base pour i = 0,1, 2; i <j < 3.
On a le premier invariant W = Y2 ¢, ¢;, ce qui nous oblige & choisir par
exemple q,+iqs, 41, 4, pour avoir

K =C(q0, 91> 92, 43) = CW, qo+iq3, 91, 42)-

On sait que so (4,C) =~ sl (2,C) xsl (2,C). On prend pour p 1’'une de ces
sous-algebres de base, par exemple,

(XO, 1_X2,3’ X0,2~X3, 13‘X0,3_X1,2)'

Le commutant K’ de K dans § = s K est engendré par les opérateurs de
spin de Wigner

1
w, = EZv,p,ssuvpa va ds p=0,1,2,3,

ol €,,,, est la signature de la permutation (0, 1, 2, 3) — (p, v, p, ©). K’ est
une algébre de Lie sur K de type sl (2), et contient la sous-algébre §) de type

sl (2, k) ayant pour base les éléments :

X = (woqy —wy qo+w,q3—w34)W ™,

Y = (woqy—w;yqo+ws g1 —w; g3)W 1,

Z = (woq3— w3 go+w; 42— 1w, )W .
On vérifie facilement que X commute a X, ,—X,; et & Xp,—X;5 4,
donc & X, 3— X , aussi, ce dernier étant proportionnel au commutateur
des deux premiers. Par permutations circulaires des indices 1, 2, 3, on a tous
les autres commutateurs. Comme X, Y, Z commutent déja a K, ils commutent
aussi aux quantités conjuguées qui appartiennent a p.

D’aprés 3.3 (iv), h est une algebre de Lie sur k; = k (W), donc
[X, Y] =aX+B Y+y Z avec a, B, v € k (W). Par homogénéité, on aura
o B, yeq* W™ 2n K[W] W~2? =k, ce qui montre que (X, Y, Z) est la
base d’une algebre de Lie sur k.

En fait, on a [X, Y] = —Z, c’est-a-dire les relations de commutation
d’une base canonique de sl (2, k) ([7], [8]).
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3.5. Applications aux représentations induites des algébres de déplacements

Pour les groupes de déplacement correspondants aux algébres que nous
venons d’étudier, nous obtenons un résultat concernant la non-équivalence
infinitésimale des représentations induites :

Notons G = Sx~Q le groupe de déplacement correspondant a sx g,
ol Q est son sous-groupe invariant commutatif. Pour chaque forme linéaire
feq*, soient e/ le caractére correspondant de Q, et S7 le stabilisateur de f
dans S. Soient p une représentation irréductible de SY et IT' = ¢/ xp la
représentation correspondante de S x ~Q. Soit IT la représentation induite
a G par IT' [5]. Sur les vecteurs C*® de la représentation IT [14], les éléments
invariants W; (¢f. 2.1) agissent par multiplication par { E;, W; . Comme
E, applique surjectivement & (g) n & (h,) = Z (g) sur Z (s7), (pour fen
position générale) pour tout élément a € & (s7), il existe un élément 4 € & (g)
tel que E;.4 = a.

Supposons donnés f; et f, en position générale. Si f; et f, ne sont pas sur
la méme orbite, (( E;,, Wy ), ..., { Ef, W,_, ) n’est pas le méme pour
i =1 oui= 2. Les représentations induites ne sont donc pas infinitésima-
lement équivalentes. Si f; et f, sont sur la méme orbite, on peut alors (par
conjugaison) supposer f; = f,. Les représentations induites différent alors
par les représentations p, et p, de S’. Si p; n’est pas infinitésimalement
équivalente & p, (nous entendons par la que, pour un certain ae Z (s/),
la valeur propre correspondante a p; (a) n’est pas égale a celle de p, (@),
IT; (4) opére par multiplication par le méme scalaire que p; (@) et II; n’est
pas infinitésimalement équivalente a IT,. Ceci répond a une question posée
par A. GUICHARDET [4].

IV. APPENDICE

A.l : g=sl(n+1,k)x k"1,
Base de k"' : (qo, ..., qn)-
Quantités conjuguées : Pour i =0, ..., n,

pi= Eo,i‘l(;1 _So,i(En.an—EO,nqn) ‘152-
Base de 1y : les indices i, j varient dans { 1, ..., n },

0(Y;, ) = (Ei, ;90— Eo, ;) g5 "™ """,
0(Z;) = {Eo,n929i—En,n 40 q"+Z:=0(Ei.a‘10“Eo,uq,~)qa} g5 o,
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En ce qui concerne les éléments diagonaux 6 (Y, ;), il faut considérer
ceux de trace nulle, par exemple 6 (Y; )—0(Y, ,), pour obtenir des
éléments de la base de b.

A2 :g=s0o(m+1,k)x k",

Si i est un entier, on note i’ = n—Ii.

Elément invariant : W =Y"_,4,4;.

Base dek™*! :(qq, 4y, . . ., q,). On choisit g, . . ., g,_, pour compléter W.

Quantités conjuguées : p; = (Eo, ;—Ey, ) g pour i =0, ...,n—1.

Base de by : (i=1,2,...,n—1;j=1,2,...,i'—1),

0(X; ;)= {(Ei,j"'Ej’,i')qo_(EO,i_Ej’,n) qi+(Eo, i —E;, ) qj’}q(;19
0(Y) =20 {(Ei,u—E,, 1) 40— (Eo,o Exr, ) 4i+(Eo, i — Ey, ) o' } 4a 4.
A.3 : g =sp(m, k)x" k™,

On pose n+1 = 2m. Pour tout xe R, [x] est la partie entiére de x,
g, = (=D et x’ = p—x. On a alors g, &, =—1.

Base de K"t : (qo, q15 - - -5 Gn)-

Quantités conjuguées : (i =0,1, ..., n),

pi = {EO,iqo_ei(Ei',an—EO,nqi’)}q(;z'
Basede by : (i=1,...,n=1;j=1,...,i),
0(X;,5) = {Ei, 190~ E,, 4
+&;(E; 4q;+Ej 24i—2Eq,,4:4;90 ")
—&&;(Ej,; QO_EO,i’qj')}q{)_I,
0(Z) = 2j=0{E: jd0—Eo, ;9i+8 Ejr ni— €18, Ep., v}4;40
0(Z,)=Z,=Yr-0 2y=0Xi j€:4r-q;  (élément central).
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