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Bull. Soc. math. France,
108, 1980. P. 3-15.

DIFFÉRENTIABILITÉ FINE
ET DIFFÉRENTIABILITÉ SUR DES COMPACTS

PAR

MICHÈLE MASTRANGELO (*)

RÉSUMÉ. — Dans cet article, nous considérons la théorie du potentiel newtonien sur R'. Soient
A un ouvert un de R**, et / une fonction définie sur A à valeurs dans R. Nous disons que /
estûnement différentiable en un point x appartenant à A, de différentielle V f{x)ç^(^*, R) si,
pour tout réel e > 0, il existe un temps d'arrêt F,, P'-presque sûrement strictement positif tel que,
pour tout temps d'arrêt S< T,. on ait

F \f.X(S)-f{x}^f(x)[X(S}-x}\ 1
L IUn5)-x|| JW)^\\

<e,

où le processus X est le brownien standard dans R4.
Nous démontrons que, si / est finement différentiable sur un ouvert fin A, alors, pour tout réel

s > 0, il existe un compact X. <= A, tel que la mesure de Lebesgue de A\X. soit majorée par e et
sur lequel / est différentiable, les deux différentielles ainsi obtenues étant égales.

ABSTRACT. - In this paper, we consider thé thcory of thé newtonian potential on R< Let A
be a finely opcn set of R', and / a real valued function on A. We say that / is finely diffcrcntiable
atpointxofA, ofdifferentialV/OOe-S^R'', R)if.forallreal£>0.thereexistsastoppingtime
7\, P'- almost everywhere strictiy positive such that. for ail stopping tirne S^ 7\, onc bas

F \f-X{S)-f(x)-Vf(x)[X(S)-x]\ 1
L \\x(s)-x\\ rE« -——-————————-—————- <e,..-.

where X is thé brownian process on R^.
We demonstrate that, if/is finely différentiable on a finely open set A, there exists, for ail real

£>0. a compact set X(C:A, such that thé Lebesgue measure ofA\K. is majorised by e and on
which / is différentiable, thé two differentials thus obtained being equal.

(*) Texte reçu le 7 novembre 1978, révisé le 7 mai 1979.
Michèle MASTRANGELO . Équipe d*analyse. Tour 46, université Pierre-et-Marie-Curie. 4, place

Jussieu, 75230 Paris Cedex 05.
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4 M. MASTRANGELO

DÉFINITION. — Dans ce travail, nous disons qu'une fonction /, presque-
borélienne [4], définie sur un ouvert un A de R^ et à valeurs dans R, est
ûnement différentiable en un point x de A, de différentielle V / (x) e .̂  ( B^, R)
si, pour tout réel £>0. il existe un temps d'arrêt T^ P^-presque sûrement
strictement positif, tel que, pour tout temps d'arrêt S^Tg, on ait

^r \f°X(S)-f(x)^f(x)[X(S)^x]\ 1
L \\X(S)-x\\ ]

<e.

REMARQUE 1. — Si A est ouvert et si f est différentiable enxeA, alors elle y
est finement différentiable.

Démonstration. — Pour tout £>0, il existe un voisinage compact de x.
V(x, e), tel que, pour tout ye V(x, e),

\f(y)-f(x)-Vf(x)[y^x]\—————..———..————L<g.
Ib-^ll

Notant Te le temps d'entrée dans le complémentaire de V(x, e), nous voyons
que / est finement différentiable en x.

PROPOSITION 2. - Si / est finement différentiable sur un ouvert fin A. elle y
est finement continue et, par conséquent, elle est mesurable pour la mesure de
Lebesgue.

Démonstration. - Soit x un point de A. alors, pour tout réel e>0, il existe
un temps d'arrêt Tg. P^presque sûrement strictement positif tel que. pour
tout temps d'arrêt S^T^ on ait

F \f.X(S)^f(x)^f(x)[X(S)^x]\ 1E L——p^pxi——J^-
Supposons / non finement continue en x; il existerait alors un réel a > 0 et

un borélien B. finement adhérent à x, tels que, pour tout y e B , on ait

|/(>0-/0c)|>a.

Comme B est finement adhérent à x. P^-presque sûrement,

7^=0=inf { Tjç; K compactes} .

Soient e un réel strictement inférieur à a/4, et S un temps d'arrêt inférieur à
Te et au temps d'entrée dans le complémentaire de la boule de rayon

p=inf(l.a/2||V/(x)||) si ||V/(x)|[>0.
P=l si V/(x)=0.
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DIFFÉRENTIABILITÉ FINE 5

II existe alors un compact K <= B tel que

P^T^S}^-1.

Nous notons R le temps d'arrêt, R= S A 7^ <T^, et nous voyons que

^[\f"X(R)-f(x)-Vf(x)[X(R)-x]\ 1

L li^W-^ll J
^[l/.^W-.^-V/OcHXW-x])]

>EÏ[|/.^(JÎ)-/(X)-V/(X)[XW-X]|.1(^B)],

- siV/(x)^0,

^[la- ||V/(x)||.sup ess||XW-x|||.l{^^]

^^-ll^llîiîvfooT ̂
-et si V/(x)=0,

4-
On obtient une impossibilité. La fonction / est ûnement continue en x.

D'après un résultat de FUGLÈDE [2], une fonction finement continue est de
première classe de Baire; elle est. par conséquent, mesurable pour la mesure
de Lebesgue.

THÉORÈME 3. — Soit / une fonction définie sur un ouvert fin A, finement
différentiable en un point xeA« Pour tout réel a>0, il existe un voisinage fin
de x, V(x, a), tel que, pour tout y appartenant à V(x, a), on ait

\f(y)-f(x)-Vf{x)[y^x]\<ai\\y-x\\.

Remarque relative au théorème 3. — Nous pourrions, a priori, penser
qu'une formulation, un peu plus restrictive de la diffêrentiabilité fine. puisse
permettre d'obtenir une diffêrentiabilité suivant la définition de Whitney qui
s'exprimerait ici de la manière suivante : pour tout réel c>0, il existe un
voisinage fin de x, V(x, a), tel que, pour tout {y, z) appartenant à
V(x, a)xF(x, a), on ait

|/(3Q-/(^)-V/(x)b^z]|<a||^z||.

La notion qui semblerait alors adéquate serait la suivante : /serait dite
finement différentiable si, pour tout réel e>0, il existe un temps d'arrêt Tç,

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



6 M. MASTRANGELO

P ̂ strictement positif tel que tout couple (S, S) de temps d'arrêts vérifiant, Px

presque sûrement. 0<S<S<Te satisfasse à

^r \f-X(S)-foXW^f(x)[X(S)-X(î)]\ ~\ ^
E L————————\\X(S)^X(Î)\\————————F''

Cependant le raisonnement du théorème 3 ne permettrait pas alors
d'obtenir une différentiabilité suivant WHITNEY; en effet, posant

^y. ̂ \fW-f^y-^\.

le fait que lim sup une <S>(y, z), pour y - ^ x , z - ^ x , y ^ z , soit non nulle,
n'implique nullement l'existence de deux boréliens N ( x ) et P(x), tous deux
ûnement adhérents à x, et tels que

V^eN(;c), VzeP(x), onait<D(^.z)^a.

Démonstration. — Si l'énoncé de ce théorème était faux. il existerait un réel
a>0 tel que

B^{yeA;\f(y)^f(x)^f(x)[y-x]\^\\y-x\\]

soit finement adhérent à je.
Nous aurions alors, P^-presque sûrement,

7^==0=inf{ Tjç; K compact cB}.

Nous considérons un temps d'arrêt S< T^. Il existe un compact KcB tel
que

P^SA r^=r^})>2-1.
Nous notons R^S A T^ <T^, et nous voyons que

,J \f^X(R)^f(x)^f(x)[X(R)^x]\ 1^——iiwpTn——J
^r l/°^W-/W-v/W[^W~^l i 1 >./.
>E [———————————P^RFÏII———————————-W)eB}j ^01/2.

Nous obtenons une contradiction avec le fait que R est majoré par T^\ d'où
nous déduisons le théorème 3.

PROPOSITION 4. — Soir / une fonction définie sur un ouvert fin A, et finement
différentiable en un point x de A, alors la différentielle V/(x) est unique,

TOME 108 - 1980 - N° 1



DIFFÉRENTIABILITÉ FINE 7

Démonstration, — Soit V / (x) et Df (x) deux différentielles fines de / en x.
Pour tout réel a > 0, d'après le théorème 3, on peut déterminer des voisinages
fins V(x, a) et ÏV(x, a) tels que

' »,e .̂«), \fW-f^W-^ <.

V,. »'(,..). 1^)-^^-'1| <„.

On peut en déduire que, pour tout y appartenant à V(x, a) n W(x, a), on a

\[Df(x)^f(x)][y^x]\
-<2a.

P-^

Or V(x, a) n ^(x, a) est un voisinage fin de x, par conséquent l'ensemble
des(^-~x)/||y—x||,où y décrit V(x, a)n W(x, a), est dense (pour la norme
de R'1) dans la sphère unité; on peut conclure que, pour tout réel a>0, la
norme de l'opérateur [Df(x)—Vf(x}] est majorée par 2 a, et
Df(x)^f(x).

Lors de travaux antérieurs [3], j'ai utilisé la notion de différentiabilité
stochastique qui se définit de la manière suivante : Soit / une fonction définie
sur un ouvert fin AcR**; nous disons que / est stochastiquement
différentiable en un point xeA, de différentielle V/(x) appartenant à
.^(R^ R) si, pour tout réel e>0, il existe un temps d'arrêt T., P^presque
sûrement strictement positif, pour lequel tout temps d'arrêt S^7\ vérifie

EX[|/oX(S)-/(x)-V/(x)[X(5)-x]|2]<8EX(S).

Comme corollaire du théorème 3, nous pouvons démontrer que la
différentiabilité fine implique la différentiabilité stochastique et que les deux
différentielles sont égales.

PROPOSITION 5. — Soit / une fonction définie sur un ouvert fin A, finement
différentiable en un point x e A, alors / est stochastiquement différentiable en x
et les deux différentielles fine et stochastique sont égales,

Démonstration. — D'après le théorème 3, nous savons que, pour tout réel
£>0, il existe un voisinage fin compact de x, V(x, e). tel que, pour tout
ye V(x, e), nous ayons

\f{y)-f(x)-Vf(x}[y-x]\<e\\y~x\\.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



8 M. MASTRANGELO

Si S est un temps d'arrêt majoré par Te = Tçy^ ^ , alors, pour presque toute
trajectoire, nous avons

\foX(S)-f(x)^Vf(x)[X(S)-x]\<s\\X(S)-x\\.

En élevant au carré, et en intégrant par rapport à P*, nous voyons que

£x[\foX(S)^f(x)-Vf(x)[X(S)-x]\2]<e2EX(S).

Par suite, / est stochastiquement différentiable en x, et la différentielle
stochastique est égale à la différentielle fine.

Nous allons maintenant établir un raffinement du théorème 3, et montrer
que, si / est finement différentiable en x e A, il existe un ensemble M y , effilé en
x, tel que (f(y)—f(x)—Vf(x)[y—x])/\\y—x || converge vers zéro lorsque y
tend vers x, au sens de la norme, sur A\M^.

THÉORÈME 6. — Soit f une fonction définie sur un ouvert fin A et finement
différentiable en un point x de A. Il existe un ensemble M y , effilé en x, tel que
V / ( x ) soit la différentielle de x, au sens de la norme, sur A\My, c'est-à-dire :
Pour tout e>0, il existe un réel p(e)>0 tel que, pour tout
y€[A^B(x,p(€))]\M^(\f(y)-f(x)^f(x)[y-x]\)/\\y-x\\ soit ma-
joré par e.

Démonstration. — Sur A, nous considérons la fonction

( \f(y)-'î(y)-vf(x)[y-x^\=(yi-+———————————^——————,——————————— 1

\ Ih-^ll /
^(y^l^^1^,^ ^] Si y ^ X ,

y ^» \

0(x)=0.

Cette fonction est finement continue (en y ) et converge vers zéro, lorsque y
tend finement vers x.

Utilisant l'assertion (b) du théorème T. 72 de [4], nous pouvons déduire
qu'il existe un ensemble M^ effilé en x tel que 0 converge vers zéro, lorsque y
tend vers x, au sens de la norme, dans A\M^.

THÉORÈME 7. — Soit f une fonction définie et finement différentiable sur un
ouvert fin A. Alors son gradient fin, V/, est mesurable pour la mesure de
Lebesgue sur A.

Démonstration. — Utilisant le théorème 6, nous allons établir que les
dérivées partielles 8f/8e=-V f.e {e vecteur unitaire de R^ sont mesurables.

Nous notons A (e) un ouvert (pour la norme), non effilé en 0 et tel que
I ^ - ^ I / I M I tende vers 1, quand y converge vers zéro, y appartenant à A(^).

TOME 108 - 1980 - N° 1



DIFFÉRENTIABILITÉ FINE 9

Un tel ouvert existe toujours. Dans R2 ou IR3, on peut, par exemple,
prendre

A(.)JyeR-JH|<letli^^<ll.

Nous notons Î2 l'ensemble des trajectoires browniennes, et nous
introduisons les fonctions (p, définies sur A xSî x Rî par

/[Xjr)+x]~/(x)
X^(t).e

(p(x, œ. r)= si
XJt)+JC6[A(é?)-hx]nA,

0 si X^(t)+xff[A(e)+x]nA.

L'application ((ù^Xy,(t)) est P°-mesurable. par suite ((x. (û)^X^(t)^-x)
est (dx x P°)-mesurable.

Or / est de première classe de Baire, car elle est finement continue, par suite

((x,œ)^/[X,(t)+Jc]-/(x))
est (dx x P°)-mesurable.

De même. ((ù\-^X^(t).e) est P°-mesurable, et l{Ar.(o+xe[A(e)+x]n^} Gst
(rixxP°)-mesurable. On peut donc conclure que, ( étant fixé,
((x, œ)»-^(p(x. œ, t)) est (dx x P°)-mesurable.

Or, pour P°-presque chaque trajectoire, le temps d'entrée de X<a+x dans
Mx est strictement positif. Il existe donc un réel p(©)>0 tel que, pour tout
t>0 et t<p((o), Xy,(t)+x appartienne à A\My.

Nous voyons alors que, lorsque t tend vers zéro,
*ay

^^.(X^x^eHx]^^^ 0=^(X)=V/(X).^

et
lim^O,(^(r)-^^lA(e)+.v]<P(^' ^' 0=0'

Comme, P°-presque sûrement, le temps d'entrée de X^ + x dans A (e) 4- x est
nul, et comme A(^)-hx est ouvert, il existe une suite (rj de rationnels
strictement positifs, („ tendant vers zéro, tels que, pour tout n, (Xy,(tn)-^-x)
appartienne à [A(^)+x]n[A\MJ.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



10 M. MASTRANGELO

Nous pouvons en déduire que. P°-presque sûrement,

ôf
—(.x)=lim sup (p(x, œ. t)-hlim infq>(x, 0, t).
^

(t^(U€Qî).
L'une des deux limites étant égale à ôf/8e{x) et l'autre étant nulle, suivant le
signe de 8f/ôe(x).

Les deux fonctions

lim sup (p(x. œ, t) (t-^0, teQ*.)
et

l iminf (p(x .œ, t ) ( r -^O. teQî) ,

sont, toutes deux, (dx x P°)-mesurables; la fonction ôf/ôe() est donc égale.
P°-presque sûrement à une fonction (dx xP°)-mesurable, qui est alors,
nécessairement, P°-presque sûrement constante sur les [ x ) xt2.

La fonction

,-(.V)=P° [lim SUp,-»o.(eQî <P(;ÎC' œ' 0 4•lim "^(-O.teQ; (P(:ÎC* œ» 01»

est donc mesurable pour la mesure de Lebesgue sur A.

Construction explicite ^ensembles effilés M (x). — Soient x un point de A et
n un entier; nous notons

An={yEA,\\y-x\\'l\f(y)-f(x)-Vf(x)[y-x]\>n-l}.

Soit p un réel strictement positif fixé. nous notons e^ le potentiel d'équilibre de
C, enveloppe inférieure régularisée de l'ensemble des fonctions p-excessives
qui majorent 1 sur C.

L'ensemble An est effilé en x, par suite, d'après le lemme XV, T. 69 de [4] :

lim^o^.nBïx.DÎ^Ï^O-

Nous désignons par r, le réel

r„=inf[l .sup{r>0;^,^.^(x)<2-n-2}].
Nous notons

MlW=UneN[An^B(x,rJ].

Nous écrivons À, la mesure de Lebesgue sur R**.

TOME 108 - 1980 - N° l



DIFFÉRENTIABILITÉ FINE 11

PROPOSITION 8. — L'ensemble

^={r>0. Vr'^r. K[M,(x)nB(x, r')]<2-^[B(^ r')]}

est now vide.
Désignant par p la borne supérieure de St, Fensemble

M (x) == M i (x) n B (x, p) est ûtors un ouvert fin effilé en x, vérifiant l'énoncé du
théorème 6 et tel que, pour tout a>0.

MM(x)nB(x, a)]^-1^^ a)].

Démonstration. — D'après la sous-additivité des réduites,

^neN^^(x,r.)]^)^LeN2-B-2<l.

Ceci implique, d'après la remarque XV 65, (b) de [4], que
UneN [An o B(x, rj] est effilé en x.

Par ailleurs, la définition de M i (x) implique que le rapport

\\y-^l\f(y)-f(x)-vf(x)[y-x]\
converge vers zéro avec || y-x\\, lorsque y reste dans A\M^ (x). Comme
MI (x) est effilé en x, x est point de densité de A\Mi (x); par conséquent,

(MBOc^r^MMiOOnB^r)],

converge vers zéro avec r, et l'ensemble âî est bien non vide. L'assertion de la
proposition 8 se déduit alors de manière immédiate.

PROPOSITION 9. — Soit f une fonction définie et finement différentiable sur un
ouvert fin A. Pour tout réel e>0, il existe un compact £=L(e)c A, tel que la
mesure de Lebesgue de A\L soit majorée par e, sur lequel f et V fSoient
continues et tel que, Va>0, 3îi==T|(a)>0, Vxe£, V^€B(x. -n)\M(x) :

lh-^11"1 \f(y)-f(x)-Vf(x)[y-x]\ <a.

Démonstration. — Pour tout entier w^l et tout xeA, il existe un réel
T|(x,m)>0telque. pour tout yeB[x, r\{x, m)]\(M(x)u{x}), on ait

||^-^^l|/W-/W-V/(x)^-x]|<m-l.

Comme /et V/sont mesurables sur A, utilisant la caractérisation de Lusin,
nous pouvons, pour tout e>0, déterminer un compact Jc=A, tel que la
mesure de A\J, soit majorée par e/2 et sur lequel / et V/soient continues.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



12 M. MASTRANGELO

Pour tout entier w> 1 et tout réel T| >0, nous notons

Q(yn, TI)= [ x e J . V^eB(x, r})\(M(x)u { x } ) .

||^-^||- l|/(^-/W~V/(x)^-x]|<m- l}.
Nous voyons que

J\Q(m^)={x€J.3y€B(x.j})\(M(x)[j{x}).
\\y-x\\'l\f(y)^f(x)^f(x)[y-x]\^m-l}.

Dans J x J x J ^ J 3 , nous considérons l'ensemble

A= [ x e J , y e B ( x . j})\(M(x)u {x}),

^{|h-J|"l|/00-/(•)-V/(•)b^J|^"l}}.

D'après la construction de M{x), donnée à la proposition 8, et la
mesurabilité de/et V/, A est borélien dans l'ensemble produit J x J x J = J 3 .
Nous notons P l'hyperplan {x==z}. Nous voyons que J\Q(m, T{) est la
projection sur la première coordonnée de A n P. Par suite J\Q(m, r\) est
mesurable, et Q(m, r\) est aussi mesurable pour la mesure de Lebesgue.

Comme [j^>o 6(w, T|)=^, on peut, pour tout me M, déterminer un réel
T| (w)>0, tel que la mesure de Lebesgue de J\Q(m, r\ (m)) soit majorée par
e.l"^2. Notant ensuite (^UrneN^^ rl(m))' ^ mesure de A\Q est
majorée par e. L'ensemble Q contient un compact £=L(e) tel que la mesure
de Lebesgue de A\L soit encore majorée par e et sur lequel l'énoncé de la
proposition 9 est vrai.

THÉORÈME 10. — Soit / une fonction définie et finement différentiable sur un
ouvert fin A c: R^. Pour tout réel e > 0, il existe un compact K == K (e), contenu
dans A, tel que la mesure de Lebesgue de A\K soit majorée par E et tel que la
restriction de f à K soit differentiable.

Démonstration. — Nous reprenons les notations des propositions 8 et 9.
L'ensemble des points de L qui ne sont pas des points de densité pour L est
négligeable pour la mesure de Lebesgue. Nous désignons par K=X(e) un
compact, contenu dans l'ensemble des points de densité de L et tel que la
mesure de Lebesgue de A\K soit majorée par e.

Pour établir la différentiabilité de la restriction de /à K, il suffit de montrer
que la restriction f/L est differentiable en tout point de K.

TOME 108 - 1980 - N° 1



DIFFÉRENTIABILITÉ FINE 13

Si//L n'était pas différentiable en un point x 6 K, il existerait un réel a>0
et une suite (^n)neN ' contenue dans M(x) et convergeant vers x, telle que,
pour tout ne f^ ,

\f(yn)-f(x)-Vf(x)[y^x]\>ai\\y^x\\.

Notant T| = T| (a/10) le réel déûni à la proposition 9, nous voyons que, pour
toutzeB(^,r|)\M(^),

|/(^)-/(^)-V/(^)[z-^]|<a||z-^||/10.

Utilisant la continuité de V /sur L, nous pouvons supposer, en nous limitant
éventuellement à une suite coûnale des (y^), que, pour tout ne M. la norme
||V/(^n)-V/(^)|| est majorée par a/10.

Pour tout entier ne M, il apparaît alors que, pour tout z appartenant à
B[y^ inf(T|,2"'1 ll^n—^ll)]^^}7»»)» on a la minoration suivante :

|/(z)-/(x)-V/(x)[z-x]|
=|/(^)-/(^-V/(x)[^-x]+/(z)

-/(^)-V/(^)[z-yJ+[V/(^)-V/(x)][z-^]|

^a||^-x||-a||z-^||/10-ai|z-yj|/10

>a|||z-x||~a||z-x||/10-a||z-x||/10^1||z-x||.

Nous voyons que l'ensemble

C-[jn^B[y^mî(r\,2'l\\y^x\\)]\M{y^

est contenu dans l'ensemble

E^{y€L,\f(y)^f(x)^f(x)[y^x]\>^\\y-x\\.

Comme / est finement différentiable en x, £ est la trace sur L d'un ensemble
effilé en x. Le point x est donc un point de densité 0 de E n L.

Nous allons montrer que C est la trace sur L d'un ensemble F de densité
supérieure non nulle en x. Nous notons

r=UneN {^eA, ||^-^||<infh. 2-1 ||^-x||], y i M { y ^ ) } .
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14 M. MASTRANGELO

Soit r un réel >0, alors il existe un n tel que 3/2||>^—;îc||<inf(r, T|) et

^rnB^JII^-xIl)}

^[B(y„2-l\\y,-x\\)\M(y,)]nB(x^\\y,-x\\\\

^2-l\[B[y„2-l\\y»-x\\}^2-<l-l\\y,-x\\dA,

où A désigne la mesure de Lebesgue d'une boule de rayon 1 :

^rnB^Ill^-xll^i^.a-^^^.lll^-^ll)}.

Nous voyons alors que

X[rnB(x,r)] ,.,.,„
1UDSUP-0 X[BOc.r)] ^ 3 >0-

Or x est point de densité de L, d'après la déûnition de K, ce qui signifie que
^nBQc.r)]

•k[B(x. r)] l /

II en résulte que

\[Cr\B(x. r)] . . , ., .
hmsup-0 \[B(x.r)] >2 •3 >0-

Or £ vérine, d'après le critère de Wiener,

\[EnB(x.r)}
llm-0 K[B(x.r)} =0-

On obtient donc une contradiction avec l'inclusion CcjE, et le théorème est
démontré.

THÉORÈME 11. — Soit f une fonction définie et finement différentiable sur un
ouvert fin A <= R**. Pour tout e > 0, il existe un compact C <= A, tel que la mesure
de Lebesgue de A\C soit majorée par e et une fonction geV1 (R*1) tels que
f I C ^ g / C .

Démonstration. — Soit C compact, contenu dans X==X(e), sur lequel les
fonctions / et V/soient continues, et tel que la mesure de Lebesgue de A\C
soit majorée par e.
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DIFFÉRENTIABILITÉ FINE 15

Nous considérons la fonction 0(x, y), déûnie sur C xC par

^,,,.1/W-^-_V^>1>-'1|, „ ,̂,

0(x.x)=0, VxeC.

Comme //C est différentiable et comme / et V /sont continues. 0 est continue
sur CxC; il existe donc une constante M e R + telle que, pour tout
(x, y ) e C x C ,

\f(y}-f(x)-Vf(x)[y^x]\<M\\y^x\\.

Utilisant un résultat de H. WHITNEY (exposé au théorème VI, 4.7 de^ ]), dans
lequel nous supposons que y=k== l et7==0. nous savons qu'une fonction
continûment différentiable sur un compact se prolonge en une fonction
continûment différentiable sur Râ.

II existe donc une fonction g , continûment différentiable sur IR4 qui
prolonge//C, d'où l'énoncé du théorème.
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