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IDEAUX BILATERES DES ALGEBRES ENVELOPPANTES

PAR

C. MOEGLIN (¥

ABSTRACT. — Let g be a finite dimensional complex Lie algebra and let U (g) denote the
enveloping algebraofg. We prove that any non zero twosided ideal of U (g) contains a non zero
semi-invariant element. Moreover, suppose that the radical of g is nilpotent, note Z(g) the
center of U(g) and consider the map M from Prim U(g) into Specm Z(g) given by the
intersection. Then, outside a closed set of Specm Z (g), the fibers of M has finite cardinality
(generally one), and contain an ideal induced of Duflo.

RESUME. — Soient g une algébre de Lie complexe de dimension finie, et U(g) ’algébre
enveloppante de g. On montre que tout idéal bilatére non nul de U (g) contient un semi-invariant
non nul. En outre, supposons que le radical de g est nilpotent; on note Z (g) le centre de U (g)eton
considére 1’application M de Prim U (g) dans Specm Z (g), définie par I'intersection avec Z (g);
alors, dans un ouvert de Specm Z (g), les fibres de M ont un cardinal fini (génériquement un), et
contiennent un idéal induit de Duflo.

Introduction

Soit k un corps algébriquement clos, de caractéristique O, non
dénombrable. Soient g une algébre de Lie de dimension finie sur k, U (g) son
algébre enveloppante, Z (g) le centre de U(g) et E(g) ’ensemble des semi-
invariants de U (g) (e E(g) si e est vecteur propre pour la représentation
adjointe de g dans U (g)). On démontre dans ce mémoire que tout idéal
bilatére non nul de U (g) a une intersection non nulle avec E(g). (L algébre
localisée U (g)g (o) fournit donc un exemple intéressant d’algébre simple
neethérienne.) L’analogue de ce résultat pour I’algébre symétrique de g avait
€té démontré en [5]. Si on suppose de plus que le radical de g est nilpotent, on
a aussi les résultats suivants : .

— ilexiste un élément z€ Z (g)— { 0}, tel qu’un idéal maximal m de Z () ne
contenant pas z n’est inclus que dans un nombre fini d’idéaux primitifs de
U (g); de plus la racine de I'idéal m U (g) est un idéal primitif induif de Duflo;

(*) Texte recu le 26 février 1979, révisé le 26 juillet 1979.
Colette MOEGLIN, Laboratoire de mathématiques fondamentales, Aile 45-46, 3¢ étage, 4,
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144 C. MOEGLIN

— il existe une suite (z;),.y d’éléments de Z(g)—{0} telle qu'un idéal
primitif a de U (g) ne contenant aucun z; vérifie : a est maximal; a est engendré
par anZ(g); a est un idéal induit de Duflo et en particulier a est
complétement premier;

— lapplication de Spec U (g), dans Spec Z (g), qui a jassocie j= j N Z (g),
est surjective; sa fibre en jposséde un unique élément minimal qui est un idéal
complétement premier; de plus si j ne contient aucun des z;, 'algébre
(U(9):/i)z¢q),/; €St simple, jU(g), étant I'unique élément de la fibre en j.

Je remercie J. Dixmier pour sa patiente lecture du manuscrit et les conseils
qu’il m’a apportés et M. Duflo pour une suggestion trés utile. Pour la
rédaction définitive j’ai regu I'aide trés efficace de N. Berline. Les résultats
principaux de ce mémoire ont été annoncés dans [9].

Voici avec quelques détails techniques, I'organisation du mémoire; les
notations principales suivent de prés celles de [4] et sont reportées aprés
I’introduction, dans notations. .

Le chapitre I définit un idéal ¢ et un morphisme @ dans la situation suivante;
g est une algébre de Lie, n un idéal abélien de g, v un idéal g-invariant de
Um)=S(m) et A une cloture algébrique de Fract S(g)/S(g)v.

Soient p I’application naturelle de g dans A et Hzx I'unique prolongement
A-linéairede pa g ®,,K [5]; alors p; admet une polarisation résoluble, ce
qui permet de définir I'idéal I, @ (17) (¢f. notations), et ¢ est caractérisé par
la propriété : ¢ est un idéal de U(g) )i A vérifiant t R, A=1, g 7 (7).

L’algébre U(g) XA/t est donc intégre et le centre de son corps de
fractions est A; alors @ est ’lhomomorphisme de I" dans A, tel que pour tout
zel on ait z® 1—1® @ (z)=0 dans Fract U(g) X A/t.

Le caractére générique de I @, z (15) se transmet a tet @, au sens suivant; il

existe une sous-S(g)/S (g) v-algébre de type fini E de A telle que pour tout
meSpecm E : le composé g — S(g)/S(g)v —» E —» E/m=k définit une forme
linéaire A, admettant une polarisation résoluble

L=t Rs AN (U9 R E) Q= E/m;

I’inclusion est une égalité sauf pour une partie maigre de Specm E; soit zeI"
tel que { A,., ¢ (2) ) soit défini, alors z— @ (z) eI (A,.)/ U (g) v. Ceci montre que
¢ est un homomorphisme de Duflo généralisé; on en aura d’ailleurs, quand
ve Specm U (n), une formule explicite résultant de [8].
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IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 145

L’intérét de ¢ et @ est leur comportement naturel quand on change v en un
idéal contenant v et, dans le cas ot v= ﬂ,eg v w avec we Specm U (n), quand
on passe au stabilisateur i) de w dans g. Ce dernier cas est étudié au chapitre 11
ou ’on montre que les objets génériques associés a (g, v) d’une part et (h, w)
d’autre part se correspondent par induction comme en [7]. Pour cela on
introduit des homomorphismes de I' dans I (h) et de A dans A (h) compatibles
avec I'induction des idéaux et la restriction a I des éléments de g* annulant w.

Le chapitre III est consacré a 1a démonstration des résultats annoncés au
début, qui se déduisent entre autre du lemme suivant : si g est algébrique et si
Z(g)=E(g), t est un idéal maximal de U (g) X, A; le principe général des
démonstrations est d’utiliser les compatibilités établies pour faire une
récurrence (cf. I11.5).

Notations

(1) Toutes les algébres de Lie considérées sont définies sur une k-algébre
unitaire intégre; soit ¥ une algébre de Lie sur I’algébre K; alors on suppose
toujours que I est un K-module libre de rang fini; on note U () (resp. S (f))
I’algébre enveloppante (resp. symétrique) de {, f le K-module formé des
applications K-linéaires de  dans K. Si K est un corps algébriquement clos, A
un élément de I* admettant une polarisation résoluble, @ I’orbite de A pour la
représentation coadjointe, on note I,(A) ou I,(®) I'idéal induit de Duflo
canoniquement associé 4 A ou & @. L’ensemble des idéaux primitifs de U (f)
muni de la topologie de Jacobson est noté Prim U (). Si g1, i, est 'unique
automorphisme de U (f) prolongeant I'injection X — X —1/2tr_, X de t dans
U (F). L’algébre symétrique S (*) complété en I'idéal d’augmentation est notée
S(*); c’est un anneau topologique dont le dual est S (¥) (cf. [8]). Soient n un
idéal abélien de g et b un idéal de S (n); on note V' (b) I'ensemble des éléments de
¢* annulant I'idéal S (g) b de S (g) et V'’ (b) le sous-ensemble de V' (b) formé des
éléments dont la dimension de I’orbite pour la représentation coadjointe est
maximale (dans ’ensemble des dimensions des orbites des points de V' (b)); on
note aussi indice b la dimension du stabilisateur dans g d’un point de V'’ (b).

Soit n un idéal abélien de g et v un idéal g-invariant de S (n)=U (n).
On pose I'=(Fract U(g)/U (9)v)";

A=(Fract S(g)/S (g)v)°;
A une cloture algébrique de A;
A=FractS(g)/S(g)v,
“A une cléture algébrique de A.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



146 C. MOEGLIN

(2) En plus des notations introduites ci-dessus, on utilisera les notations et
conventions suivantes. Toutes les algébres considérées sont associatives et
unitaires. Soit T une algébre commutative; on note 1; 1’élément unité de Z,
Spec X (resp. Specm X) I'ensemble des idéaux premiers (resp. maximaux)de X.
On munit Spec I et Specm I des topologies de Zariski. Si T est intégre, on
note Fract Z le corps des fractions de X. Soient Z un Z-module, = une algébre
commutative et y un homomorphisme de X dans Z; alors Z (), , E est le =-
module obtenu par extension des scalaires de £ a E; quand il n’y a pas
d’ambiguité sur x, on le note Z (X); Z. Si un groupe # opére dans X, on note
Z”7' I'ensemble des invariants de  pour ’action de #. Soient a une algébre de
Lie et b un idéal de a; alors le groupe adjoint algébrique &/ de a opére
naturellement dans S (b) et b*. Les éléments de S (a) sont des fonctions définies
sur a*; soit aeSpecS(a); alors FractS(a)/a est I’ensemble des fonctions
rationnelles sur la variété des zéros de a (dans a*); pour tout s Fract S (a) et
Aea*, (s, L) est la valeur de s en A quand elle est définie. Soient X une S (a)-
algébre de type fini commutative, aecSpecmX et beSpecS(a) tels que
b=an S(a); on note A, ou A, I’élément de a* défini par la composition des
applications ‘

a—=S(@—-=>X—>X/a=k.
Soient Q une k-algebre et p une application linéaire de a dans Q; on note p,
I'unique prolongement de p, Q-linéaire, de a (X), Q dans Q.

Index des notations

INTRODUCTION. NOTATIONS :

Z'@,E@@ (8@, IP I.1
S, U®, S ind”(#(p). 1) 1.2
1 s
1), 1,(0) g¢ ey -
:' ) 1.4
q 1.4
r —_ X 1.4
4, 4 P P9 LS
AA i(q) 1.6
indice b, V(b), V' (b) I'(g), AlQ) 1.6
1 °@ 1.6
Aer My t(g)t 1.7
Ha | @ .7
®x.x (9 1.8
fragTey Ll At 1.8
B}), B(Y) .1 7 1.8
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IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 147

w,q,9 I o 11.6
AB)A D)V 2 e 11.6
> m2 r 11.9
> - .2 ¢, .10
v, t(h) .2 v, .11
W, w (7 A I1.2  Systéme régulier

n 1.2 (g, m, v, I, ug, so) m.1
n 1.4 C1,C2,...,Cé .1
n 1.4

Chapitre 1

. Idéal générique

Soient k un corps algébriquement clos, de caractéristique 0, non
dénombrable, g une k-algébre de Lie, n est un idéal abélien de g et v un idéal
g-invariant de S(n). Le morphisme générique est défini en 1.6 et I'idéal
générique en 1.7; lalgébre = (¢f. 1.4) n’a qu'un rdle d’intermédiaire

technique.

I.1. Soit p I’application naturelle de g dans S(g)/S (g) v; quelle que soit la
S(g)/S{(g) v-algébre intégre I, on note PR (u;) I'’ensemble des sous-algébres
résolubles p de g (X), Z, telles que :

(a) les Z-modules p et (g (X), Z)/p sont libres;

(b) la sous-algébre p (X); Fract T est une polarisation résoluble de g, x
dans g (X), Fract X.

Pour tout Ae(g X)x Z)*, on note B(A) ou B(Z) (quand A= p:) la forme
bilinéaire de g (X), T définie par

BA)(X, Y)=A(X,Y]) ob X,Yeg®\I.
La sous-algébre de g (X), = qui est le noyau de B(3) est notée (g X, I)*.

1.2. Soient £ comme en 1.1, q une sous-algébre de g(X), I, # une
représentation de q dans un -module M, r le noyau de # dans U (qg). Soit
peSpecZ, tel que :

(a) les T/p-modules p X (Z/p) et (a X Z/p)/(» Rz Z/p) sont libres;

(%) 1e Z/p-module M (X); Z/p est libre.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



148 C. MOEGLIN

Alors M (X); Z/p est un sous-U (p (X); Z/p)-module pour la représentation
R X); Fract Z/p tensorisée par le caractére

) 1/2tracead, @ FractZ/p)/tp @ Fract L/ ph>
de plus™
U(8 @i Z/P) ®up@yrm (M x Z/p)=ind™ (M, p 13 @i Z/p)
est un sous-U (g Q)i Z/p)-module de
U(g @xFractZ/p) Q) ®g Fraazm (M @ Fract £/p);

pour simplifier DI’écriture, on note ind” (#(p), p1g) la représentation
correspondante de g(X),X/p et ind (r(p),ptg) son noyau dans
U(g @, X /p); dans le cas ou X =k, ces notations coincident avec celles de ([4],
5.2.2et5.2.6).

I.3. LeMME. — (i) soit T une S(g)/S(g)v-algébre intégre; quel que soit
re(g @ Z)* tel que (A —pz)(M)=0,0na

dimg,.5 (g Q)i Fract $)'FI > indice v;
(i) pour la forme linéaire p, , on a
dim, (g X, A)** =indicev;
(iii) la restriction de I, a V' (v) est partout définie et continue; on a

U@ o= ey I, M.

(i) Soit Z’lasous-algébre de X engendrée par 1; et g (X)x 1;. Alors I’ est une
sous S(g)/S (g) v-algébre, intégre, de type fini; soit A’ la. restriction de A a
g @, X’;on a :rang B(A")=rang B()\). Soit m'eSpecmX’;ona X’'/m’'=k et
A, € V(v); pour presque tout m’ e Specm X', on a rang B()A,,) =rang B (A')([5],
1.4); on en déduit (i) car rang B(A")=dim g—dim (g X, Fract X)*.

(ii) On reprend la démonstration de (i) avec £=S(g)/S(g)v et A=p;.
Comme I’ensemble des éléments me Specm X tels que A, € V'’ (v) est un ouvert
dense de Specm X, il existe m tel que

 dim Q—indicev=rangB().,,)=rangB(ux)=rangB(pA ).

(iii) Soit n un idéal maximal de S(n) contenant v; alors d’aprés ([4],
1.12.14) tout élément A de V'’ (n) admet une polarisation résoluble p; on a

I(A)=Kerind"(A, p1g), -

TOME 108 — 1980 — N°2 ’ : b



IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 149

d’aprés ([4], 10.3.3); et comme V' (v)<|J nespecmsmye ¥ (n), 'application I
est définie dans V'’ (v); la continuité se démontre comme en ([4], 10.3.5) en
- remplagant d par 1/2(dim g+indicev). On peut supposer, de plus, que p
contient n, d’aprés [4], 10.3.1; ce qui montre immédiatement que I()\)
contient U (g)v. D’aprés [4], 10.3.8, U(g)n= ﬂ“,,.‘,,,l()‘.) et donc

U(g)v> nnesmmsm)/u U(gn> ﬂ;.e v lA)2U(g)v;
d’ou (iii).

1.4. LemMe. — (i) 11 existe un élément x de S(g)/S(g)v—{ 0}, une sous-

S(g)/S (g) v-algébre = de A contenant x~! et deux E-modules libres petq,
veérifiant :

(a) le (S(g)/S(g)v),-module = est de type fini;

(b) le corps Fract E est une extension galoisienne de degré fini de A et E est
stable par Paction du groupe de Galois de FractE sur A; ®

(c) onagXE=p@q et p contient n (X), E;
(d) pour toute E-algébre intégre ', on a

dimg,, 5 (6 s Fract £)F™*¥ =indice v,
P ®: T €PR (k).

(i) Soit ' un sous-E-module de A tel qu’il existe ye S(g)/S (g)v—{O},v
vérifiant y~'€E', et E’ est un E -module de type fini. Soit E" la fermeture
intégrale de S (g)/S (g) vdans Fract E'. Alors si les conditions de (i) sont vérifiées

pour x, E, p et q, elles le sont aussi pour xy, E", p ®EE”, q ®5 =",

(i) D’aprés le lemme 1.3 (ii) et ([4], 1.12.14 et 10.3.1), u; admet une
polarisation résoluble contenant n. Soit Q <A une extension galoisienne de
degré fini de A, telle que PR (g ) # @ et X la fermeture intégrale de S(g)/S (g) v
dans Q. Choisissons p, e PR (i) avec p, on et q; un supplémentaire de p,
dans g ®,‘ Q; alors il existe x, € X —{ 0} tel que p, et q, soient de la forme
PRy, Qet Ry, Q o p’ et g sont des sous-Z, -modules libres
supplérhentaires dans‘g ®k Z,,;soit x’ le produit des transformés de x, par le
groupe de Galois de Q sur A; alors x'=xjx;"! avec xj et
x3€S5(g)/S(g)v—{0} et Z, cZ,. Utilisons le raisonnement de ([5], 1.4) :
soient (e,, ..., e,) une base de g, M la matrice de B(Z,,) relativement a la
base (e, ®1, ..., e,®1) de (X)X, , 8 un mineur non nul extrait de M.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



150 ) C. MOEGLIN
Posons x=x;8 et E=X,. Soit X' une E-algébre intégre; on a rang
B(X')=dim g —indice v, d’'une part et d’autre part, on a
g @ FractZ' =p’ Q) FractZ'@q’ X); FractZ'.
Donc
' dimgy (8 ®)x Fract Z')'F**% =indice ,
et

P ®,; FractZ'€ PR (Hraas)-

Alors x, 2, p=p ()9z ZEet q=q ®,: = répondent aux conditions du
lemme (i).

(i) Comme Z" est la fermeture intégrale de (S (g)/S (g) v),, dans Fract Z', et
comme (S(g)/(g) v), est une k-algébre de type fini, (ii) est clair.

I.5. Soient x, E, p, q satisfaisant aux conditions du lemme 1.4 et
p=ind” (pz, p1g). Pour tout idéal premier g de E, posons :

p(q)=ind” (s, » ®:E/qtg) (¢f1.2),

ainsi avec nos conventions, p=ind (uz,p}g X)E) (en notations
classiques).

LeMME. — (i) soient q, et q, deux idéaux premiers de E tels que q, = q, et
a:Z/q, = E/q, 'homomorphisme canonique. Alors I’homomorphisme

a: U(g ®k E/q) ®uw®-a/¢.) Elg1»U(g ®k E/q,) ®U(a®—£/q,) E/q3,

déduit de a entrelace les représentations p(q,) et p(qz) (Id @ o) de
U@ ®rE/q,)-Ona:

Kerp(q:) Rz, /92 < Kerp(q,);

(i) il existe une partie multiplicative dénombrable & de E—{ 01}, telle que

pour tout idéal premier de E ne rencontrant pas &, on a (en notant 7 l’image
de & dans E/q) :

Ker p ®): (E/9)7 =Ker p(9) Q= (E/9)7;
(iii) pour tout meSpEcm E,ona

Kerp(m)=1(An);

TOME 108 — 1980 — N°2



IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 151

(iv) pour tout qeSpecE, on a

Ker P(Q)ﬁ U(g)= nm:q;meSpeunE I(A.,,,),
(V)ona _
KerpnU(g)=U(g)v;
(vi) lidéal Ker p (q) est complétemerit premier;
(i) Soit (ey, ..., e,) une base de g. Pour i=1 ou 2, les éléments

8‘;:....,\'. =(evli .o e:' ®E 15/11) ®U(9®25/Q') 15/11 ’

ou (v,, ..., v,)eN’, forment une base du Z/q;-module
U ®“E/qi) ®U(n®55/q.) E/q;.

Cela prouve que a est surjective.
Soit XeU(g) X 1z;0n a

Pa2)(X Q= 1z,) (e ")

é(X et...ev ®E lslq.) ®U(v®53/,m IE/q. ®E/q. IE/q,
=E(P(q 1)(X ®E 15/‘“ )Evl' ...v,).

Par linéarité, on en déduit que pour tout Ye U(g) ®,‘ Z/q,,0na
P(a2)(Y Qz/q, 12/, 08T " =0(p(q:)(YeY "))
de plus, d’aprés la surjectivité de a :
Kerp(q;) Qz/q, E/92 =Kerp(qy).

(ii) (Suivant une suggestion de R. Rentschler). Pour tout geSpecZ, on
- considére p(g) comme une application de U (g) X),E/q dans End;,, S(q)
([3], 2.2).Soit @~ (resp. @)I’algébre des opérateurs différentiels d’ordre infini
(resp. d’ordre fini) & coefficient polynomiaux sur q comme en [3], 13 (cf.
1.4, (i)). Soit IeN, on note 2,= P (X); E le sous E-module ensemble des
opérateurs différentiels d’ordre <I.

Soit le N; on note S, I’ensemble des éléments de S(q) de degré <let r,
I’'homorphisme de E-module de 2~ dans 2,, défini par : soit De D", alors
r;(D) est I'unique élément de 2,, tel que D —r,(D) restreint 4 S; soit nul. Avec
1.4,([3], 2.2) montre I'inclusion p (U (g ®,‘E)/Ker p)= D ;onposep,=r,p
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152 ‘ C. MOEGLIN

et on considére p, comme homomorphisme de Z=-modules de
U(g @ E)/Ker p dans 2,=Hom; (S;, S(q)); on note Y, le noyau de Pi-

Soit se N; on note U* I'’ensemble des éléments de U (g ®, Z) de filtration
<s. On pose Yi=Y,;n(U*+Ker p/Ker p). Montrons que I'on a

(%) Nien (Yi @)z Fract £)=0,

soit ue (v YiX): Fract E; il est clair que (p Q)= Fract Z) (u) (S' Q)=
Fract Z)=0 pour tout [e N; d’ou (p ®E Fract E) (u)=0. L’assertion résulte
alors de I'égalité Ker (p (X); Fract Z)=(Ker p) (X)= Fract E entre sous-Fract
Z-espaces vectoriels de U (g ®,‘ Fract E) (cf. 1.4 et la définition de pen 1.5).
On remarque que si I<!’, on a Yi > Y}; en outre, comme Y} (X): FractE
est un quotient de U* (X); FractZ, on a dimg,,.,z Yi<oo. Avec (%), cela
montre qu’il existe /€N tel que Y} X): Fract £=0. De plus U* est un =-
modaule libre; donc Y3, qui en est un quotient, est un E-module de type fini.
D’ou :
" (%%) soit seN; il existe IeN et x;eE{0} tels que Y; Q) E,, =0.

Soit se N, on choisit e N, x| e E vérifiant la propriété (xx) et de N tel que

déf
p1 U*cHom (S,, S,;) = H. Comme q est un E-module libre (cf. 1.4), H est

un E-module libre. On pose H'=H/p,U*; comme H' est un E-module de
type fini, on choisit x ;€ Z— { 0} tel que H. soit un Z, .-module libre. Alors on
pose x,=x,x,’et

L] EE;"
0— ((U*+Kerp)/Kerp) Q= E, ——H, = H; =0
est une suite exacte de =, -modules libres.
Soit geSpec E tel que x,34; on note x, 'image de x, dans Z,_. Aprés

tensorisation

© 0 (Us+Ker p)/Ker p) X (E/9);,
@z (E/9)x,

H, Q= (E/9)~ H; ®:(E/9 -0

est une suite exacte de (£/q);,,-modules libres et non nuls.

On en déduit, a fortiori, la suite exacte suivante :

0— (U* @i E+Ker p/Ker p) X (E/9);,

r®=zE/o)x,

O Endeyg, SO) R (2/a);.
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D’apreés (i), il existe une surjection ag de
(U* ®«E+Ker p)/Ker p) Q= (E/9);,

sur _ (U* ®,£(E/q);.+Ker p(9)z,)/Kerp(q); rendant commutatif le
diagramme

PRz E/9)z,
0—(U* @ E+Ker p/Ker p) Qs (E/9);, — Endgy; S (E/g);,

(U* @ E/q+Ker p(g)/Ker p(q));, p(9) X/, (E/9);,

En faisant varier s et en notant & la partie multiplicative engendrée par
(x);en>» On en déduit, pour tout geSpecE ne rencontrant pas &, le
diagramme commutatif suivant :

0—(U R4 E)/Ker p) D E/g)y ~222%% End,.,,— S(0) R: (E/a)y

U®iE/9)/Kerp(@) R, E/D7  p(9Rx/, E/)7

On a donc

Ker p X): (E/9)7 =Ker p(q) X/, (E/9)z .

(ili) Soit me Specm E; alors, comme E est une k-algébre de type fini, on a
Z/m=k; de plus A,eV°@®) et p ®5 Z/mePR (A,) (1.4, (),
d’ou Ker p (m)=1(A,,).

(iv) L’inclusionKer p(@)nU(8) = (mo oI (A,,) résulte de (iii) grace a (i) (car
clairement Ker p (q)nU (g) = Ker p () ®E,q Z/m). Soient ue U (g) et u’,
u"eU (g QuE/q) ®u(p®=5/q) (E/q), tels que p(q) (W) u’'=u’'#0; il existe
meSpecm E/q tel que u”’ ®____,q Z/m#0; d’aprés (i), ué¢ I (A,,), d’ou Iégalité

Ker p(q)ﬁ U (g) = nneSpecmE/q 1 (ln)

(v) D’aprés (iv), on a
Kef pﬁ U (g)= nmeSpeunE I (lm)
Alors (v) résulte de la continuité de I et du lemme I. 3, (iii) qui impliquent
que
nmESpecmE I\y)= nxe V'@©) IM=U(g)v.
(vi) L’égalité
Kerp(q)=U (8 @i E/gq)nKerind™ (Hpnaz/es P Q)= FractZ/q1 g)
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résulte de la suite exacte

0 (U R:E/D Ruog:E/9)E/9
-U(s ®k Fract£/q) ®U(w ®=FractZ/q) Fract=/q.

Alors (vi) est une conséquence de ([3], 1.4).

1.6. Pour tout geSpecmZ, on identifie p=S (g)/S (g)vng & un
idéal de S (g). On note ¥ (g) le sous-groupe de ¥ laissant p stable, i(g) I'inter-
section de Ker p(q) avec U (g), I' (q) le ceeur de i(g) (c’est-a-dire le centre de

Fract U (g)/i (g)) et A(q)=(Fract S(g)/p)*®. Soit A (g) une clbture algébrique
de Z/q (donc aussi de S(g)/P).

LeMME. — Soit g e Spec Z; pour tout z eI (q) soit ¢ (q) z I'image canonique
de z dans

Fract (U (¢ ®uE/g)/Ker p (@) < Fract (U (a @i & @/Lg50 M)

Ona @ () zeT (q) et ¢ (q) est un homomorphisme deT (g) dans A (q). Soit
AeV'(E/q) on a (en particulier si q=0: soit Le V' (v))

2= 9@z, A>el(N)/i(g)

ou ze(U (g)/i (q))? (en particulier si g=0,2—< @ (q) z, A>el (A)/U (g)v).
Soient zeT (q)—{0} et A (g) une cloture algébrique de Fract £/q. On a

Ker p (9) ®x/, A (@=Ker ind™ (45, » =A@ 19).

Donc U (g X A (7))/Ker p(g) Rz, A () st une A (g)- algébre primitive ([4),
. 10.3.3) contenant U (g X, E/q)/Ker p (g).

D’aprés ([4], 4.1.6) on a ¢(q) (z)e?\-(q). Montrons d’abord que
¢ (9) (2)€S (9)/p puis que ¢ (q) () A (q).

Soit ue U (g)/i (g) tel que uze U (g)/i (9)—{0}; on choisit dans U (g) des
antécédents u et 47 A u et uz. Par définition on a

(%) iz Q) 1z/e—4 @@ (q) zeKerp(g).
Soit yeGal (A (q)/S (g)/p) et supposons que @ (q)z#y. ¢(q)z; alors il

existe une Z/g-algebre de type fini, notée Z’, telle que @ (g)z, v.¢@ (g)z et
?(9)z—7 @ (g)z soient des éléments inversibles de E’.
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Soit meSpecm E’, on a, d’aprés 1.5, (ii) et (iii),

Ker p(9) Q:E' Q= E'/mcI(My);

on en déduit, avec (x), que I’'on a
E-; ((P (‘I) 4 ®.=_ IE’IM)GI (xm)

et
0= (0 (@) 2R ey m) €1y ).
Or
o @ zQ=1z/ym=7-9(q) zX= 1z/m
7».... = )*mnsm)/p =Aym-
D’ou ; _
(1) u(p(q) z—v.9 (9) 2) Q= E'/m)el (\n).

On remarque que, puisque =’ cA (g) est une S(g)/p-algébre de type fini,
I’application me Specm £’ - m(S(g)/p) € Specm S (g)/p estd’image dense.
(1) entraine que uel (A,,) et donc que
;E MNmeSpecm =’ IAw)= i(Q),
d’aprés 1.5, (iv) et la continuité de I; d’od une contradiction. Donc
¢ (9) zeFract S (a)/p. :

Supposons qu'il existe ye¥ (g) tel que yo (9) (2)#¢ (q) (2). Soit
yeS (g)/P—{0} tel que @(q)z, Yo (9)z et ¢ (g) z—v¢ (g)z soient des
éléments inversibles de (S(g)/p),. D’aprés les propriétés de Z(I. 4, (i)) il existe
un ouvert non vide ¥ de Specm (S (g)/p), tel que si meV, il existe n,
n’ e Specm (2/q), vérifiant :n(S(g)/p),=metn’n(S(g)/p), =7 m;alorson
pose Z'=(Z/q), et on a, grace a 1.5, (ii), (iii) et a(x) :

uz—1u (¢ () z Qe E'/m)el (An)

et

° wz—u(0(@)z @ E'/n)el ().
T

. @z E'/n'=16(9)2 Qe E'/n

(4

IAm)=y. T(Apm)=1(Aym)-
Cela entraine que :

u(@(@z—19(9)2) R E'/m)el (L),
uel(Ly),
176 Npev I(xm)='(q)9

d’otl une contradiction. Donc @ (q)ze A(g).
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Soient z,z' eI (q)—{ 0} et ue U (g)/i (g), tels que uz, uz' et uzz’ soient des

¢éléments de U (g)/i (q)— { 0 }; on choisit des représentants u,uz,uz’' de u, u~z,
uz’ dans U(g); alors on a (¢f. (%)) :

(uz+uz') ®i 1z, —u @i 0 () (2 +2")eKer p(g);
1z @i 12/, — 4 R 0 (9) ) e Ker p(9);
i @iz~ D10 @) eKerp(g).

D’ou
u @@ (@ (z+2) -0 (9) ()— (@) (z")eKer p (g);

c’est-a-dire :

. u@xleKerp @nU (g=i(g)
S1

¢ () (z+2")—0 (9) (2)—9 (9) (z')#0.
comme u¢ i(q), on a
(g (z+2)=0 (@) z+0 (9) 2"

On vérifie de méme la multiplicativité de ¢ (g), ce qui termine la
démonstration de ¢ (q) est un homomorphisme d’algébres de I"(q) dans A(q).

Soit ze(U (g)/i (q))? par définition de ¢ (), on a
(%) 2@z~ 1 Q9 (g)(2)eKerp(g)/i(g).

Soient Le V' (E/q) et me Specm Z/q tel que {(mnS (g)/p), A ) =0. D’aprés
1.5, (i), (iii) et (x%x), on. a z—@ (q) (2) ®3,q E/mel (A,). Or
¢ (2) @5,,, E/m={¢ (q) (z), L), par définition de m et I(A,)=I(D).
D’ou ce qui termine 1.6 z—<{ @ (q) (2), A > eI (A)/i(q).

1.7. Ons’inspire de [2], 3. 5. Pour tout g € Spec E, on définit I'idéal ¢ (q) de
U (@) @« A(q) par la suite exacte )
0 t(q) = U(g) ®rAlg) = (Fract U (9)/i(9)) Rr, o1 A(9)-

On écrit ¢t, @ au lieu de t (0), ¢ (0); on pose, comme en 1.6, p=gqn S (g)/S
(g)v et on identifie p 4 un idéal de S(g) contenant S (g)v.

ProposiTioN. — (i) Ker p (q) Q/, Fract Z/q=t () ®)s,, Fract=/q;

(i) soit zeT (q); I'image canonique de z dans Fract (U (g) )« A (q)/t (g)) est
o(q)z.

(i) Notons U=U (g)/i (q)—{0}, P (resp. P’) ’ensemble des idéaux
premiers de U(g) X), Fract E/q d’intersection i(q) avec U(g) (resp. de
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(Fract U(g)/i(g)) ) (F ract Z/ g)). Dans U (g)/i(q) X), Fract £/g on identifie
U Qi laaz/, @ U. L'idéal i(g) étant complétement premier, d’aprés ([4],
3.6.12, (iv)) :

" (U(9)/i(g) Qi Fract Z/q), =(Fract U (g)/i (g)) Q) Fract E/q.

On s’inspire de [2], 3.5. -

(a) L’application w qui d tout je P associe I'idéal (j/i(q) @, Fract Z/q), de
(Fract U (a)/i (g)) ®k Fract £/q, définit une bijection de P sur P’'.

Soit je P; alors (j/i(q) ®k FractZ/q)n U =@ et donc d’aprés [4],3.6.17,
% (j)e P'.Soitj’'e P'et»’(j’)I'idéal de U (g) ®,‘ Fract 2/q défini par la suite
exacte :

0-%'(j)—=U(g) @,‘ FractE/q — (Fract U(g)/i(q) ®k Fract=/q)/j’.

Il est clair que »’ (j’)€ P et que » et »’ sont inverses ’'une de I’autre.

(b) Tout idéal de Fract U (g)/i (q) est engendré par son intersection avec
I'(q) @ FractZ/q.

Cela résulte des deux assertions suivantes :
(Fract U (g)/i (¢))X), FractZ/q

=(Fract U (9)/i (9)) Qry (T (@) @« Fract E/q);
Fract U (g)/i (g) est un corps de centre I (g).

On note o Iapplication naturelle de U (g) X), Fract £/q dans
(Fract U (g)/i (q) ®, Fract £/q; d’aprés la définition de t(q) il existe un
idéal m tel que t(q) (X)) Fract 2/g=a "' m; comme I'idéal Ker p (q) Q)z/,
Fract £/q appartient & P, on le note j, conformément a (a) et j’, son image
par x, vérifie j=a~!j’. 1l suffit donc de montrer que m=j'. Soit zeT' (q);
Iélément z Ry 1paaz/, — 1 Qi ®(q)z appartient a j’ d’aprés 1.6 et & m
d’aprés la définition de t(q); comme les éléments z Q) 1ppez/, — 1 Qi@ (9) 2
engendrent un idéal maximal de I () X), Fract Z/q, I’égalité de met j' résulte
alors de (b).

(ii) est une conséquence de 1.6 et de (i).

1.8. On garde les notations de 1.7. De maniére analogue a 1.5, nous
allons montrer comment, pour presque tout idéal premier q de E, t(g)
s’obtient a partir de t. Ceci entrainera alors une relation entre ¢, @ (g) et les
applications de passage au quotient t de U (g)/U (g)v sur U(g)/i(g) et t’ de
S (g)/S (g)v localisé en p sur FractS (g)/p.
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LEMME. — Onnote A’ (9)=(S (g)/S (g)v),nAett’' (gd=tnU (g) ®, A'(qg).
Il existe une partie multiplicative dénombrable I de S ()/S (g) v—{ 0}, telle
que pour tout qe€ Spec E ne rencontrant pas J , on ait :

1°t=t' () Qg A et Ker p Q= E,=1"(q) Qg Eos
2° t(@=1t" (9 Quig A@);
3° Pour tout ze(U(g)/U(g)v) tel que @ (2)€A’(g), on a

?@)t(@)=1"0(2).

Soient F un ensemble fini de générateurs de I'idéal ¢ dans la A-algébre
noethérienne U (g) X); A. Il existe x€ S (g)/S (g) v—{ 0}, tel que, pour tout -
ueF, on ait ue U (g) X (S (9)/S (8)v),. D’aprés 1.7, (i), appliqué 4 ¢=0, F
est aussi un ensemble de générateurs, dans U (g) ®,‘ Fract £ de I'idéal
Kerp (X): FractE. D’autre part, comme Z est une k-algébre de type fini,
U(g) X E est une algébre noethérienne; soit G un ensemble fini de
générateurs de I'idéal Ker p. Il existe donc ye Z2—{ 0}, tel que tout élément de
G appartienne 2 I'idéal de U (g) X), E, engendré par F. Ceci montre que si
g e Spec E ne contient pas xy, les égalités 1 du lemme sont vérifiées. Soit &
une partie multiplicative dénombrable de =— { 0} vérifiant les conditions de
1.5 et contenant xy. Alors si geSpecE ne coupe pas &, d’aprés 1.5,
puis 1.7, (i) :

Kerp X E,X)z, Fract E/q

=Ker p (9) R/, Fract 2/g=1 (q) Qs Fract E/q.
En utilisant 1, on obtient :

t' () Qg Eq X, (Fract E/g)=1 (9) Q) Fract E/g;
L g]
t' (@) Qurg A (@) Ru Fract E/g=1 (q) Qu(y Fract E/q.

En prenant lintersection des deux membres de cette égalité avec
U (9) @« A(g), on obtient 2.

Soit ze(U(g)/U (g)v)?, tel que ¢ (z)eA’ (q), alors :
zRu1-1XR0@)eU(@) @i (@Nt@)/U@vRxA'(9)
| =t'(9)/U(g)v R A’ (9)-
D’ou en utilisant 2 :
zRul1-1 Rt 9(2)et’' (@) Rug A @/U (90X A (@)
=1 (q)/U (g)v ®xA(9);
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En appliquant 1, on obtient :
(%) 1) Ru1-1 Qi ¢ (et (9)/i (9) Qi A (@)
11 est clair que T (z)e U (g)/i (¢)° et donc, par définition de t(g), on a
(k%) 1@ @il -1 R0 (@ T (et (@)/i () R A (@)
La comparaison de (%) et (%) démontre 3.. .-
On note J la partie multiplicative dénombrable de S (g)/S (g) v—{0}

engendrée par les éléments de la forme [ [, cGurmaz/s Y-S OU s€; alors T
vérifie les conditions du lemme. :

1.9. LeMME. — Sin=v=0, larestrictionde ¢ a U (g)® est 'homomorphisme
de Duflo de U(g)® sur S (g)®. Si de plus les semi-invariants de U(g) sont
invariants, idéal t' de U(g)X), FractS(g)® engendré par les éléments
zQu1-1X). ¢ (2) ot ze U (g)® est l'idéal t.

IciI'=(Fract U (g)® et A=(Fract S(g)*. D’aprés 1.5, (i) et (m), comme z X);
1-1X)u ¢ (z)eKerp,onaz—{ ¢ (z),An Y€l (A,), pour tout me Spec E. On
applique alors [4], 10.4.2 pour en conclure que @ est 'homomorphisme de
Duflo. Soit se S(g)*; par définition de ¢t et ¢’

¢ ) R 1-1Rusetnt’;
U(g) X FractS(gf=U(g)+t'.

Donc t est engendré par t’ et t A U (g). Comme t U (g)=0d’aprés 1.5, (v),le
lemme est démontré.

1.10. LeMME. — On suppose que veSpecm S (n). On note B, la
symétrisation de S (g) sur U (g) et j 'élément de S (g*)" de terme constant 1 dont
le carré est égal au déterminant de (sh1/2 ad,,)/(1/2ad,,).

La multiplication par j~' définit par dualité un endomorphisme de S (g)
noté 8. Soient ue(U (g)/U (g)v)® et u’ un élément de U (g) d’image u dans
U(g)/U (g)v; alors ¢ (u) est I'image de 8B4 * (u’).

Ce lemme est une petite généralisation du théoréme 2 de [8] et je remercie
M. Duflo qui a considérablement simplifié ma démonstration initiale’

Notons v'=vng, f=g/v’, w=0v/S (M)v’, Bi la symétrisation de f; on
considére j comme un élément de S(f*)~ et on note encore d
I’endomorphisme de S (f) dual de la multiplication par j~*. Montrons qu’on
peut remplacer dans I'énoncé du lemme g par f et v par w, en définissant @ de
(U®/U R w) =(U (g)/U (g) w)® dans (S (f)/S () w)' =(S(9)/S (8) w)* gracea ces
égalités (on remarque que cette définition coincide avec celle du morphisme
générique lié au couple (f, w) (¢f. 1.6).
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Comme v’ est un idéal de g, on a B, S (g) v'=U (g) v’; d’autre part les
éléments de v’ agissant par translation dans S(g*)", laissent invariant j; d’ot
85 (g)v'=S (g)v'. Donc I'isomorphisme linéaire 3B, ! de U(g) sur S(g)

- définit, aprés passage au quotient par U(g)v’ et S(g)v’, un isomorphisme
linéaire de U (f) sur S(f) qui coincide avec 8B ;'; d’ou I’assertion.

Remarquons maintenant que si w=0, d’aprés 1.9, le lemme est le
théoréme 2 de [8]. On suppose donc que 1/v’ est de dimension 1etonnote z
I’élément du centre de f tel que z—1ew.

(@) L’application naturelle de S () dans (S (f)/S (f) w)' est surjective :
on considére S (f), comme I’algébre des fonctions réguliéres sur ’ouvert
affine de f* ou z ne s’annule pas. Soit se S (f)/S () w; on définit s’ €S (f), par
s’ (\)=s (A/A (2)). 1l est clair que, quand se(S(f)/S Hw), s'eS (O, et
qu’il existe ne N, tel que z"s’ e S(f)'; comme z—1ew, I'image de z"s’ dans
S ())/S (Hw est s, ce qui démontre (a).

(b) Le diagramme suivant est commutatif; ses lignes horizontales sont des
isomorphismes

U (f)' _L S (f)f

(U H/uw) =(SH/SHw)

Cela résulte de la comparaison du théoréme 2 de[8]etdel.6avecf,wet g=0.

De (a) et (b) on déduit que ’application naturelle de U (f)' sur (U (f)/U () w)f
est surjective et grace a (b) le lemme devient une conséquence de 1’égalité

U@ w=p8SMHw

que nous allons établir : comme z est dans le centre de f et comme w est
engendré par z—1,ona U (f)w =B, S (f) w. Comme la translation, que définit z
dans S(f*)", laisse j invariant, on a aussi 8 S(lw=S (fw.

D’ou I’assertion.

Chapitre II

Passage au stabilisateur

I1.1. Dans ce chapitre, on suppose que g est I’algébre de Lie d’un groupe
algébrique 4. On conserve les notationsn,v,A, T, A, E,p, 8,0, V(D, V'(D, T
du chapitre I (¢f. index). On suppose de plus qu'il existe ne Specm S (n), tel
que (),eq Y.n=0.
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LEMME. — Il existe we Specm S (n) et qe Spec Z, tels que :
q ne rencontre pas I ;
g S(g)/S(@v=S(g)w/S(g)v;

- - (Vyewy w=0.

Comme k est non dénombrable, il existe we Specm S (n) vérifiant : w > v;
S@ w/S(@vNnT =0; (,eq Y- w=0. Soit xe S (g)/S (g) v— {0}, tel que E
soit une extension entiére de (S(g)/S (g) v),; alors on impose & w la condition
supplémentaire de ne pas contenir x et on choisit g€ Spec Z, tel que

an(S(g)/S(g)v)x=(S(8)w/S(8)v)s;

comme gn(S(g)/S(g)v) et S(g)w/S(g) v sont deux idéaux premiers de
S(g)/S (g)v, égaux apreés localisation par x, ils sont égaux. Les idéaux g et w
répondent donc aux conditions du lemme.

On fixe g et w jusqu’a la fin de ce chapitre.
I1.2. On pose h=stab, w; alors b est I'algébre de Lie du sous-groupe

algébrique #' de ¥ stabilisant I'idéal w; on note & la composante connexe
de 5#’. On pose.

I'(b)=(Fract U (b)/U (b) w)*,
A (b)=(Fract S (b)/S (b) )",
A (h)=Fract S (h)/S (h) w
et A(b) une cloture algébrique de A (h). Soit v I'application naturelle de

b®k;\_(b) dans X(b); en appliquant le lemme 1.4 a v; on en déduit que v

admet une polarisation résoluble; on note I(v) I'idéal de U (b) ®,, A ®)
associé canoniquement 4 v, et, pour tout ze I' (), ¥ (z) I'image canonique de z

dans Fract (U(b)@kx(b)/l (v)). Le lemme 1.6 montre que Y est un
homomorphisme de I'(h) dans A(h); on définit alors I'idéal t(h) de
U (b)@,‘A(b) (de maniére analogue a t ¢f. 1.7) par la suite exacte

0— t(h) = U(H) @i Ah) — (Fract U (H)/U (h) ) P,y A B)-

Les sous-variétés de h* analogues aux sous-variétés V'(?) et V' (?) de g* sont
notées W (?) et W' (?); soit res ’application de restriction de g* sur h*; on pose
n=1/2trad,; on a

nUbhw=UbHw e nUbHv=Ud)v;

on notera encore 7 les automorphismes de U(h)/U(h)w et U(h)/U(h)v
obtenus aprés passage aux quotients.
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I1.3. LeMMe. — (i) on a (U(g)/U(g)w)"=U(bh)/U(h)w. L’'application
naturelle de U (g)/U(g)v sur U(g)/U (g)w restreinte a (U(g)/U(g)v)? est
injective; elle induit un homomorphisme d’algébre n° de (U (g)/U (g)v)? dans
- (UGN UGHwS;

(i) on a (S(g)/S(g)w)"=S(h)/S(H)w. Considérons la restriction res :
V(w)— W(w). Son comorphisme induit un isomorphisme n'° de (Fract
S(b)/S(®H)w)™" sur (Fract S(g)/S(g)w)* .

Comme I'image de n dans h/h ~ w est centrale, on a

(%) U®)/U®)w < (U(g)/U(gw)
et

S®)/SH)w < (S(g)/S(g)w)".

(i) On considére U (g)/U (g) w comme un U (g)-module a gauche V; alors
U (5)/U (h) w est, par restriction, un U (n)-module multiple du U (n)-module
absolument simple U (w)/w([4], 5. 1. 13); de plus h est le stabilisateur dans g de
U (n)/w; on applique alors ([4], 5. 3. 5); en adoptant les notations de ce lemme,
soit teV,—V,_, (ou V_,=0); si P>0, il existe zeU(n), tel que
zteV,_,—{0}; or zt=tz dans U (g)/U (g)/w; donc tze V,_, — {0} et z¢ w;
d’ou te V,_, ce qui contredit P > 0. Ainsi

UM)/UB)w=V, > V" =(U(g)/U(g)w)"
et Iégalité résulte de ().

Notons ur u I’application naturelle de U (g)/U (g) v sur U (g)/ U (g) w; soit
ue(U(g)/U(g)v)*;comme ),y ¥.U(g)w=U(g)v,0naus0siu#0;daprés
ce quon vient de montrer, ue(U(h)/U(h)w)*. Soient u,,
u,e(U(8)/U(g)v)%;alors it, 1, =u, u, : eneffet il existe u}, u; e U (H)/U (h)v
etuy,uyeU(gw/U(g)vtelsque:

uy=uj+uy et u,=uj+uj;
alors '

”n ”n

upuy=uyuz+uy+uy)uz +uyuy

ot (W} +ul)uy +uluyeU@w/Ug)pv,

car w/v est un idéal h-invariant de U (n)/v. Ceci termine la démonstration
de (i).

(ii) Soit Ae ¥V (w); alors n.Ael' et B(A) induit une dualité non dégénérée,
entre g/b et un quotient de n; d’od n.A=5h", on en déduit que

(S(@)/S(g w)" = S (h)/S (h) w
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et I’égalité résulte de (x). Il est clair que
(Fract S(g)/S(g) w)* < (Fract S(g)/S (g) w)" =Fract (S (g)/S (g) w)",
car n est nilpqtent.

Donc :
(Fract S (g)/S (g) w)* < (Fract S (§)/S (h) w)*.

D’autre part le comorphisme de res induit I'inclusion
(Fract S (5)/S (h) w)*" < (Fract S (9)/5 (g) W)™,
d’ou I’égalité, qui termine la démonstration de (ii).

I1.4. LEMME. — (i) le composé de I'application n° (lemme I1. 3, (i) avec n ~* se
prolonge en un homomorphisme de Fract (U (g)/U (g) v)?) dans

Fract (U (b)/U (b) w)*).
On le note n;

(ii) les o#’'-orbites de V (w) sont en bijection naturelle avec les 4-orbites de
V (v) contenues dans % .V (w); cette bijection définit un isomorphisme n'* de
(Fract S (h)/S () w)*" sur (Fract S ((g)/S (g) v)? =A. Alors (n' on’®) ™! est un
isomorphisme de A sur (Fract S (a)/S (g) w)* . On le note w’'.

(i) Soient zeFract (U (g)/U (g)v)* — {0} etuy,u,e(U(g)/U(g)v)’ - {0},
telsque z=u, u,~*;on pose n° (z)=n° (u,) n° (u,) ~!; vérifions que n° (z) est
indépendant du choix de u, et u, : soient u}, u3€(U (8)/U (g) v)*={0} tels
que z=uj uy !; alors u; us=uj u,; d’aprés II.3, (i), on a

70 (uy up)=nC(uy) 70 (u2) ©° (u}) n° (u2),
d’ou : '
70 (uy) =0 (uy) " =n° (uz) ©° (u3)
dans Fract U (h)/U (b) w. L’assertion (i) résulte alors de ce que n est un
automorphisme ' —invariant de U (§)/U (h) w; (les éléments de ¢’
.induisent des automorphismes de g/b).

(ii) Le sous-ensemble 4.V (w) est un oui'ert non vide de V (v) car N4
v.w=v. Le lemme (ii) résulte alors de II.3, (ii).

I1.5. LeMME. — On a
indf t®, 56X AB)Te)= f@a,w A(b).

Les restrictions de pgg/sq., €t de v & b sont égales.
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On note Q une cloture algébrique de Fract S(g)/S(g) w contenant A(b);
comme b (X), Qest la sous-algébre de g (X), Q orthogonale de n(X), Q pour la
forme bilinéaire B(Q), on a, d’aprés ([4], 10.2.1) :

Ker p (@) @/ 2=ind™ (I () @iy . D@1 Q1T 9.

D’aprés le lemme 1.7, (i) appliqué d’une part a g et g et d’autre part a b et
q=0, on en déduit

£(9) Qg @=ind” (t(H) Qe & H X Q1 9).

c’est-a-dire :
(1) Ry A (0) Ry @ =(ind” (2 (5), bRk A ()T 9) Rary
D’ou aprés intersection avec U (g) ®,, A :

(%) ind” (¢ (6), hQx A () T 8)=1 (@) R A (B)-

Les conditions du lemme 1.8 sont satisfaites par g grace aux choix faits en
I1.1. On adopte les notations de ce lemme; ici A’ (g)=A ()™ . Le composé de

A’'(q) = A = A(q) est 'application 1’ restreinte & A’(g). Ceci montre que

t'(q) ®A'(q) A(g) ®A(q) A(h)=t'(q) ®A’(q) A®A.n’ A(b).
En utilisant 1.8.2 et 1, on en déduit que

t(q) ®A(q) A=t ®A,x' A(b).

Le lemme résulte alors de (x).

I1.6. On note ® I’algébre (U (g)/ U (g) v)?, ¥ I’algébre (U (h)/U (h) w)* et ©
une cloture algébrique de A (h). Grace & n’, on identifie A & un sous-corps de
A (D). Lorsque A est une extension algébrique de degré fini de ¢ (Fract @), ®
est alors une cloture algébrique de Fract ® car le groupe )¢’/ est fini (c’est
le cas si v=0 et si les semi-invariants sont invariants).

II1.7. LemMme. — (i) la restriction de n'o@ a ® est égale a Yon;
(ii) soit Ae V(w) et \' la restriction de A & b; alors :
(@) eV’ (w)<>\' € W (w). En outre dim »#.A'+2 dimbh! =dim %.};
(b) on suppose que L€ V' (w). Soit ze®, alors :
ind” (I, ), bt @)=1, (1)
et
n(2)={n'@(2), ' >el,(A")/U(hw.
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(i) Soit ze®; d’aprés 1.7, (ii) (ou on fait g=0), on a, aprés application
den':
z2 @ lan—1@Run' ¢(2)etRpr AD)/U Q)X Al).
D’aprés le lemme II.5,ona

tQs Aly)=ind” (z(h), hX A(H) T 9);
par suite

z R lag — 1 Q' 02U @@ AD) n 2 (H)/U(9) v Ah).

En passant au quotient par U (g) w ®k A(h), on obtient, en notant
I’application de passage au quotient '

2@ Loy — 1 Qi ' @ (2) € (U ()X A (b)) 1 2 (H)/(U (9) w &) A(H)).
D’aprés le lemme I1.4, (i), on obtient donc :
(@) Qi Loy — L Qi 7' @ (2) € t (H)/(U () w@x A (b)),
on s’est servi du fait que U (g)®,, A (h)/U (g) w®k A (b) est un
U B)®: A (/U (b) w®) A (By-module

libre 4 droite admettant une base contenant I'unité.
Comme d’aprés 1.7, appliqué en remplagant g par b, on a aussi

n (Z)®x IA(b)_1®k ym (2) € t (h)/U (h) w®k A (b),
on en déduit
' ¢ (z)=Vm (2).

(ii) Soit Ae V (w); comme §) est ’orthogonal de n pour B(A), on a
nA=h cg* et dimg.(A|n)=dim g/b.
On pose A'=L|} et on obtient donc que v
dim g.(A|n)+dim b* +dim h.A’ < dim g.A.

Il est clair que dim g. A < dim g/h+dimb.A. Comme}.A > n.A=h",0ona
h.A=h.(\'+b*). D’ou :

dim g.A < dim g/h+dim b.A’ +dim b*.
Avec ce qui précéde on en déduit I’égalité dimg.A=2 dim g/h+dim h. 2\,

c’est-a-dire (a).
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(b) est une conséquence de (a) et de (i) en tenant compte de 1.7 od on
remplace g par b.

I1.8. LEMME. — On suppose que A est une extension algébrique de degré fini
- de @ (Fract @). Le corps A (h) est une extension algébrique de degré fini du corps
V (Fract P) et du corps (n’' @) (Fract ®).

Considérons la suite d’homomorphismes

L3 v
Fract ® = Fract ¥ s T (h) = A ().

Le composé est ' ¢ d’aprés le lemme I1.7, (i). D’apreés I1.4, (ii), n’ est un
isomorphisme de A sur A (h)* .

Le lemme résulte alors de ce que '/ est fini.

I1.9. LEMME. — On note t' le noyau de I'application :
U ()@ © - (Fract U (H)/U (5) w)Rp.e ©;
ou Fract U (h)/U (b) w est uneW-algébre grace a . Soit b un idéal premier de
U (g Qi ©) tel que
bnU n@Q; ©)=vQ) ©.
(i) Il existe ceSpec U (hX); ©), tel que
b=ind” (c, bR ©tg) et cnU MR O)=w); ©.

(ii) Lasuite:0—t' = U (H X ©) = U (BH)/U (5) w Ry x © est exacte, ou
U (b)/U (b) w est une ®-algébre grace a n.

(i) On suppose que b o t; soit ¢ vérifiant (i). Alors, on a
nt'cU@w@i0+t@, O)NU BB =nec.

(i) Onposeg'=g(X); ®,h"'=hX), O, n' =n(X), ©. Soit i un idéal de U (n)
tel que :

— VpeSpecU(g)telquepnU ) 2 vXi ®onapnlU (n)> 3

— Dovetd#v. ‘

Il en existe d’aprés [6], lemme 8, car

(Fract U (n')/v@, ©) ¥=(Fract S (n')/v®,‘ 0)¥=0 (1.1)
On a

b=(ng, ) N (r\,s,z i)
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ou .
ie Prim U (g') pour iel, ul,,
| inUm)=0v®,© i iel,,
et
inUMM)od si iel,.
Posons

bi=0y, i et by=n, i
alors b=b, nb, et comme b est un idéal premier, on a b=>b, ou b=b,; or
b=b, entrainerait que b > U (n’) , ce qui est impossible; donc b=b,.
D’aprés [7], théoréme A, pour tout iel,, il existe c;e Prim U (') tel que

anUm)=w®,® et ind (c;h'1g)=i

Doncb=ind" (N, 1, Ci» b’ 1 @) d’aprés [7], lemme 3.3. D’apreés [7}lemme 3.2,
il existe un idéal premier ¢ de U (b’) tel que

DN, ci2w®,® et b=ind (¢, b tg)

comme w ®, © est un idéal maximal de U (n’), on a en outre cnU (n')
=w ®k @-

(ii) Comme © est un ®-module plat, I’application canonique de

U®)/U @G w, @
dans (Fract U (h)/U (h) w)X), © est une injection; d’ou (ii).
(iii) D’aprés la définition de I'induction tordue, on a
tQs © = (U (8) w@i ©)+b <= (U ()X O c.
Comme U (g)(X); © est un U (b)@,, ©-module libre a droite admettant une
base contenant I'unité, on en déduit
(U (@) w@i ©)+(tR)s ©O) N (U ()X ©) = nec.

On note ~ les applications de passage au quotient de U (g)X); © sur
U (9)/U (8) vX): © et de U (h)(X), © sur U (h)/U () wX); ©.

Soit uet’; d’aprés (i), u appartient a I'idéal de U (h)/U (h) w®,‘ (]
engendré par les éléments x (z) ), 1 — 1 X)x =’ ¢ (2) ot ze . Alors d’aprés la
définition de n{I1.4, (1)), il existe u’ € U (g) w/ U (g) v, tel que u — u’ appartienne
a I'idéal de U (g)/U (g) v(X): © engendré par les éléments

z®,‘ l"l®& n’ @ (2);
et donc u—u'e (t/U (g) vX) A X), O.
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I1.10. LemME (hypothéses de II.8, notations de I1.9). — Soit ce Hom
(A (), ©); on définit un idéal t, de U (h)(X), © par to=1 (h) X0 © :

(i) soit o un prolongement de & en un automorphisme de ®; G se prolonge
- naturellement en un automorphisme, encore noté &, de U (b) ® « ©.Alors,ona

ls= c (t(®) ®r(|,) ©);

(i) si o est un yr(®)-homomorphisme, on a t’ < tg;

(iii) il existe un ensemble fini de \yn (®)-homomorphismes, noté E, tel que
t'= (\oer teo- Alors 'idéal c contient au moins un des idéaux t, ou o € E;

(iv) si t <ind” (t,, b@,,@T @), alors o est un @(I')-homomorphisme et
t=ind” (t,, X © 1 9).

On note F=Fract U (h)/U (b) w et £ I’application naturelle de U (b) ®,. (C]
dans F(X), ©. On définit I'idéal P, de I' (h)(X)x © par la suite exacte

0P, —»T([HX:O—-oyI(h)O.
Si ¢ est l'inclusion de A(h) dans ©, P, sera noté P. La suite exacté
0=t (h) = U (BH) X+ A () = FQrg,y A D)
reste exacte aprés tensorisation sur A (h) par © grice ad ¢ :

0t (5) Xap.c © = UBO)R% © = F R0y ©-

Or un résultat classique sur les algébres centrales simples montre que tout
idéal de F ®k O est engendré par son intersection avec I' (b)®,‘ ©.Onen
déduit que

te=E"!P,.

(i) Nest clair que: P,=GPett 'c P=ct~' P.Comme t,=£ ! P et
t (h)=E~! P, on en déduit (i).
(i) On note p’ I'idéal de ' (b)@k © défini par la suite exacte

0-p >TH X @ =T )Xoy ©-
Le raisonnement fait au début de la démonstration, montre aussi que
t'=E ~! p’. D’autre part si ¢ est un yn ®-homomorphisme, P, > p’ d’ou (ii).
(iii) On garde les notations de la démonstration de (ii).

D’aprés les lemmes I1.7 et I1.8, A(b) est une extension de degré fini de
Yn(®), et on note E I’ensemble fini des yn ®-homomorphismes de A (b)
dans ©. Il est clair que : p’' < (oo P
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D’autre part, soit 6’ un 1 ®-homomorphisme de I (h)-dans © (r @ est inclus
dans I"(h) grice 4 ). On choisit un automorphisme ' de © tel que sa
" restriction a YT (b) soit o’y ~!; alors, pour o€E, 6'c est un yn®-
homomorphisme de I (h) dans @, et il existe donc 6" € E tel que 6’ c=0"".
Ceci montre que

c’ (ﬂer Py)= noe£ P,,

et donc que (), P, est engendré par son intersection avec I' () (X), Fract
n® qui est clairement incluse dans p’. D’ou :

mer P,cp'.
On a donc I’égalité et (en utilisant la démonstration de (ii)) :
=87 p'=(Noee &£ ' Pa={\oe lo-
La fin de (iii) résulte de ce que c est un idéal premier contenant t'.
(iv) On note t°=ind” (t,, HX): @ 1g). Soit z=ur~! un élément de
I'—{0}, ou u et r appartiennent & U(g)/U (g) v—{0}.
Si t = t°, on choisit un automorphisme ¢ de ® prolongeant ¢ et on a :

(1) t° o :
) “®h le_’®k¢(2)5t®,s® < t%
3) U@ 1o =X 0 (2) € 5 (tX), ©) d’aprés (2)

(on a prolongé ¢ en un autombrphisme de U (g)@, ©). Comme 6 commute
avec I'induction

(4) 6 (t®), ©)=ind” (o (t () Ram ©), HX O 19)=1°

(d’apreés 11.5 puis (i)).
Si @ (z2)— o0 (2)#0, on a ret® d’apres (2) et (3)+(4); or

t°n U (9)/U () v=5 (tX), ©) N U (9)/U (g) v=0,

d’aprés (4) et 1.7, (i). Donc o € Gal (©/¢ (I'); (iv) résulte alors de (4), car, par
définition de ¢, on a

@ O=(t AU (©R% ¢ M) Ry ©.

I1.11. LEMME. — Soient g, n, v comme dans 11.1. Supposons qu’il existe
uo € (U (g)/U (g) v) et so € (S (9)/S (9) ), tels que

V') 2 V), ={reV{©)|<s0,2>#0}
uog—<s9, A ) €1, (A)/U (g) v pour tout A € V (v),,.
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Alors pour tout idéal semi-premier g-invariant w de S (n) contenant v et tel
que S (g) w/S (g) v contienne s, on a

uoeU(g) w/U (g)v.

Pour tout idéal maximal n de S (n) contenant v, on note [y (n) le stabilisateur
dans g de n. Soient d la dimension maximale d’une sous-algébre b (n), Gr (d) la
grassmannienne formée des sous-espaces vectoriels de dimension d de g
contenant n et V la variété Specm S (n)/v. Soit :

F'={(n,b) « ¥xGr@d)|h = h(n)}.

Alors F' est un fermé de ¥V x Gr (d) dont la projection sur V est égale 4 V.
Pour tout n € V, posons

v(M)=)yes Y7
Soient F"’ le sous-ensemble de F’ défini pér
F'={(n,b)|(n,bheF,U(@v®m/U(@Q v uo,

S(g) v(n)/S (g) v 3 50, h=b(n)}.
Soit F I’adhérence de F”’ dans F’; alors la projection de F sur V est encore V.
Pour tout (n, b) € F, notons "’ (b, n) I’application naturelle de (S (a)/S (g) v)®
sur S (g)/S (g) n et = (b, n) I'application naturelle de U (g)/U (g) v sur
U (g)/U (g) n. L’application ¢ (b, n) est I’'analogue de @ pour b (n). On

note W (n) (resp. W (n)°) ’ensemble des restrictions a b (n) des éléments de
V (v (n)) (resp. de ¥ (v (n)) non nuls en s,) et n (b, n)=mn,,.

Supposons que (b, n) € F’: d’aprés 11.7, (ii), on a
Wn° < Wm,n®n ' I,R)>1,(A)nU®b
pour tout Aeg* tel que l’=l|b. Ces inclusions et 11.4 entrainent que
nA (b’ n) Up € U (b)/U (b) h— {0}’
n” (b, n) s € S (h)/S (h) n— {0},
n,m™ ' x © n)ue—(n" (B, n)so, M De Iy, \)/U (B)n
d’apres I1.7. Le lemme 1. 10, (iii), appliqué a b, n, n (h, n) ™! n (b, n) u,,
-n"" (b, n) s, au lieu de g, v, uy, ¢ (¥,), indique que

e mn®,n " (b nuy=n"(b,n s,
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pour tout (h, n)e F”’. Les deux membres de cette égalit¢é dépendent
rationnellement de (b, n); elle est donc vérifiée pour tout (), n)e F. Comme
@ (b, n) est injectif d’aprés 1.6, on a

(B, mue=0 < =" (h,n)se=0.
Comme sy€S (g) w/S (g) v= ﬂ,,w S (g) n/S (g) v, on a aussi
U € (Vusw U (8) n/U (9) v=U (g) w/U (g) v.

Chapitre III

Résultats principaux

III. 1. Soient g, n, v comme dans I'introduction et IT une sous-k-algébre de
type fini de (U(g)/U (g)v)?. On dit que (g, n, v, I, uy, so) est un systéme
régulier si les conditions suivantes sont vérifiées :

C1 g est l'algébre de Lie d’un groupe algébrique, noté ¥;

C2 ugell-{0};

C3 s0e(S(g)/S(g) v)* —{0};

Ca V' @)=V (o), ={heV )/<so, AD#0};

C5 uog—{so,A> €l (\)/U (g) v, pour tout A € V (v), ;

C6 pour tout m Specm I, il n’existe qu’un nombre fini de ¥-orbites O
incluses dans V¥ (v)s, telles que I, (0)/U (g)vom.

II1.2. LeMME. — Soit (g, n, v, I1, ug, 5o) un systéme régulier :

(i) soit mun idéal abélien de g contenant n et w un idéal premier %-invariant
de S (m) contenant v tel que U (g) w/ U (g) v ne contienne pas u; soit 1 (resp. t’)
Papplication canonique de U (g)/U (g)v (resp. S(a)/S(g)v) sur U(g)/U (g)w
(resp. S(g)/S(g)w). Le systéme (g, m, w, T(IT), T (o), T’ (So)) est régulier;

(ii) on suppose qu’il existe we Specm S () tel que wovet (), Y. W=0; On
note b l'algébre Stab, w, n, n’ les applications définies en 11.4. Le systéme
®, n, w, n(I1), "ug, n's,) est régulier.

(i) Les conditions (1), (2), sont claires. Supposons que 1’ (s¢)=0; le lemme
I1.11 ol ’on remplace n par m s’applique a (g, S (m) v, uy, o) et w; il montre
que U(g)w/U(g)v contient u,, ce qui donne une contradiction d’ou la
condition C3. En outre, cela indique

O VW), VO, V' (),
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d’ou :
() V(W)= V' (w);
c’est-a-dire la condition C4.

Comme pour tout A€ V'’ (w), one I, (\)> U (g) w, 1a condition CS5 résulte de
(x) et de CS vérifiée par (g, n, v, I1, uy, so) par passage au quotient. Soient
m’ e Specm t(I1) et © une ¥-orbite de ¥ (w),,,, telle que I, (0)/U(g)wom’.

Alors I, (0)/U (g)v>1 ™! (m') et C6 résulte de C6 vérifiée par (g, n, v, I1,
Ug, So)- '

(ii) La condition Cl1 est claire, C2, C3 résultent de I1.4 et (4), (5) de I1.7.
Notons ', #, V(w), W(w) comme en II1.2.

Soient meSpecmn (IT) et O, une ¥ -orbite de W (w),, telle que
Iy(©,)/U(H)w contienne m. Notons @ la %-orbite de V(v), telle que
I’ensemble des restrictions des éléments de O N~ V' (w) & b soit égal a4 #°'.0,.
D’aprés 11.7, I,(0)/U(g)von~'(m) et la condition C6 est donc une
conséquence de C6 vérifiée par (g, n, v, IT, uy, 5o) et de ce que '/ est fini.

III.3. LEMME. — Soit (g, n, v, I1, uy, So) un systéme régulier :
(i) on a d°tr Fract [I=d°trA;
(ii) soit w un idéal g-invariant de S(n). Si wRv,ona (U (g)w/U(g) v)’ #0;
(iii) soient m un idéal abélien de g contenant n et me Specm I1. Il n’existe
qu’un nombre fini d’idéaux premiers w, $-invariants de S (m) tels qu’il existe une
%-orbite O incluse dans V (v), vérifiant :
1,)/U(gvom,
LO)NUm=w.
(i) Comme d°tr Fract IT est la dimension de la variété algébrique affine

Specm ITet d ° tr A celle du 4-quotient d’un ouvert, convenable, de V(v),,, (i)
résulte de C6.

(ii) Comme U (g)/U (g)v est une k-algébre de type fini intégre, il suffit de
démontrer (ii) en supposant que we Spec S (n). Distinguons alors les 2 cas
suivants : )

1¥ cas : V(w)n V(v)so=0; c’est-a-dire soeS(g)w/S(g)v.

En tenant compte des conditions C4 et C5, le lemme II.11 s’applique et
montre que U (g)w/U(g)vau,.

2° cas : V(w)n V(v), #; c’est-d-dire V' (w)=V"(v) " V(w).

Notons I I'application de V' (v), dans Specm II définie par

I(M)=W,(W)/U(@v)nIL:
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Draprés[4],6.4. 1, (ii) cette application est réguliére; d’aprés les conditions C6
et C5, elle est équidimensionnelle : toute fibre est composée d’un nombre fini
~ de %-orbites de méme dimension. En outre d’aprés I. 3, (iii) appliqué a net w,
ona

(%) ﬂle Vi), I s MN=U(gw.

(on identifie U(g)w a un idéal de U (g)/U (g)v). Grace e‘lb(*), on voit que

I'image de 7| V(w),, est dense dans SpecmIT/I1~ U(g)w, et avec ce qui
précéde, d°tr (Fract S(g)/S (g) w)? =d° tr Fract IT/I1 n U (g) w.
Comme w2 v et comme les g-orbit.es dans V (v) et V' (w) ont génériquement
la méme dimension, on a
d°tr A>d°tr(Fract S (a)/S (g) w)’.
Ainsi (ii) résulte de (i).
(iii) est une conséquence immédiate de C6.

III.4. LemMme ([4], 10.1, 10.2). — Soient (g, n, v, I1, uy, so) un systéme
régulier tel que n v et I, t des sous k-espaces vectoriels supplémentaires de g
tels que :

th<t tom  [Ltlct  [g n]=0;
t@®n est une algébre de Heisenberg.

Alors dim n=1. On identifie t* a t* cg*.

(1) L’inclusion de t* dans g* induit un isomorphisme d’algébres, noté r’, de
(Fract S(g)/S(g)v)* sur (Fract S (f)/S (Hv)'.

(2) Il existe un isomorphisme d’algébres, noté r, de U (g)/U (g)v sur
(U®/U @B w)Qi A, out A est une algébre de Weyl, tel que :

@) & n, v, rII, r(ue), r'(so)) est un systéme régulier;

(i) sire V' (v)n t, larestriction de A a t admet une polarisation résoluble
et

r(I,W/U (@) )=, (\)/U () v) Qi 4;

(iii) r induit un isomorphisme encore noté r de (Fract U(g)/U (g)v)® sur
(Fract U (f)/U (})v)', rendant commutatif le diagramme

(Fract U(g)/U (g)v)* ——2___,(Fract S(g)/S(g)v)®

(Fract U (})/U () v)—_%t___, (Fract S (1)/S (}) v)

(ou @, est défini de maniére analogue d @, relativement a t).
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(1) On note E le groupe algébrique adjoint de t@n et K celui de f. Soit
Ae V(v);alorsk[n#Oetdonc t.}.| t=1t*;d’ousire V(v)n t*,onat.A=L1l
en résulte que si @ est une ¥-orbite contenue dans ¥V (v)etsi®'=0 t',on a :

(@) @=E.0’;

(b) pourAe@’,I’espace tangenta @ en A est g.A=1.\ +1*;I’espace tangent
a0 en \estdoncl.A.

Par suite @', qui est K-invariant, est formé de K-orbites ouvertes dans 0';
donc 0'=K ..

Réciproquement soit @' une K-orbite contenue dans ¥ (v) N t*. AlorsE.0’
est une %-orbite et 0'=E.0' n t*; d’ou (1).

Remarquons que par construction r’ (S (g)/S (g)v)® =(S (£)/S (D) o).

(2) On garde les notations de la démonstration de (1) et suivant Duflo, on
définit I'isomorphisme r comme en [4], 10.1.5. Comme A est centrale, on a
r(U(g)/U(g)v)f <=(U®)/U@v). Si Ae®’, t est 'orthogonal de t@n pour
B(A); donc T est algébrique. Soit X" le sous-groupe connexe de ¢ d’algébre de
Lie f; on note avec lindice I les sous-variétés de ¥*. Alors (b) montre que
V{ ()2 V;(),,- On en déduit que (t, n, v, r(I1), r(uo), r'(so)) vérifie
Cl1, ..., C4. (On a utilisé la remarque suivant la démonstration de (1).)

Soit Ae V' () t*. D’aprés ce qui précéde et 1.3, (iii), T admet une
polarisation résoluble. On choisit une polarisation p de A telle que p N f soit
une polarisation de A | f; on note R la représentation ind” (A | Lpnithet
aussi la représentation de U (f)/U () v qui s’en déduit; soit Q la représentation
naturellede Aet P=(R® Q) or. Alors Pest équivalente a ind” (A, p 1 g)(apres
quotient par U(g)v) ([4], 10.2.1 et 10.3.8 fin de la démonstration). Ceci

implique I, (A\)/U (g)v=r"" (I (A | /U@ v @A), d’ou (ii).
D’autre part comme

Uuo—<50, AYELMW)/U@v et {so,A>={r"(s0), A|E)
ona

F(uo)—<r'(so), A|[EY LA H/U@v@u A A U®/U@v=1,(A|D/U(H)v.

D’ou la condition C5.

Soit me Specm r (IT) et O’ = V; (v),., telle que :

mcl,(@')/U@®)v; alors r~! (mecl, (@)/U (g) v; C6 est donc une
conséquence de C6 appliqué a (g, n, v, I1,u,, o). On a ainsi démontré (i) et (ii).

Comme A est centrale, le centre de (Fract U (f)/U (f)v) ®,A est (Fract
U{®)/U(@v)' et comme A est simple ([10], 4.5) le centre de Fract ((Fract
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U (})/U (}) v) @i A)=Fract (U(f)/U () vX); A) est (Fract U (t)/U (f)v)'. Ceci
montre la premiére partie de (iii) et la deuxiéme résulte des définitions de ¢ et
@, et de (ii).

II1.5. ProrosiTiON. — (i) soient (g, n, v, I1, ug, So) un systéme régulier et t
Pidéal de U (g) X)« A défini en1.7. L’algébre U (g) R A/t est centrale simple;

(i) si v=0, g algébrique, Z (g)=E (g), il existe un systéme régulier et donc
lidéal t calculé en 1.9 est maximal.

On pose

hauteur v=dim n—d°tr Fract S(n)/v.

D’aprés 1.7, (i) (ou I’on fait g =0) I’algébre U (g X)x A/t s A) est primitive;
comme d’aprés ([2], I.3.5, (¢) :

(Fract U (g i A)/(tX)s A)? =(Fract U(@®iA)/1)* R4 A,

on en déduit que U (g (X); A)/t est centrale. En outre il est clair que 'on a
I’équivalence

U(@®xA)/t estsimple < U(g@)Q)/(tX), Q) est simple,

ou Q est un corps contenant A.

On démontre le lemme par récurrence sur dim g—hauteur v. Le cas ou
dim g=hauteur v est évident car alors g=n et t=v est un idéal maximal de
U(g). On remarque que g/(vN[g, n]) est algébrique, ce qui permet de
supposer v N [g, n]=0. Les 3 cas suivants sont alors exhaustifs :

1 cas : il existe un idéal abélien m de g contenant w tel que
(Fract S(m)/S(m)v)+ k. On démontre par I'absurde que t(X), A est un idéal
maximal de U (g (), A).

Soit b un idéal propre de U (g(X)x A) contenant strictement tXs A.

On remarque d’abord que :@ soient MG M’ des idéaux de lalgébre
U(gX)A) et soient ScS’ des sous-S(g)/S(g) v-algébre de A, alors on a

(%) MAU@RSRsS'=Mn(U@R:S

en outre si S est une k-algébre de type fini, U(g(X),S) est une algébre
noéthérienne (3 gauche et a droite), filtrée, de gradué associé commutatif;
ainsi le lemme de platitude générique (cf.[4], 2.6.3) s’applique a
M AU@XRLS)/MAU@XR\LS) : cest-a-dire il existe yeS—{0} tel que,
M’ AU@XS,)/MnU(@gX:S,) est un S,-module libre, non nul.
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On applique cette remarque d’une parta M =t (), A§ b=M'd’autre part
A M=bgU(g®:A)=M’ en prenant S=5(g)/S(g)v dans les 2 cas; on en
déduit qu’il existe yeS—{0} tel que les modules

(k%) = U@XuS,)/bnU@GR.S,)
“ BAUEBRLSN/(tXRs NN (UERXRLS,),

soient libres et non nuls. On choisit alors une S ,-algébre, notée Z, vérifiant les
conditions de 1.4.

Soient & et 7 comme en I, 5 et I, 8; soit w un idéal premier ¢-invariant de
S(m) contenant strictement S(m)v et ne contenant aucun élément de
S UT U{se}. Soit geSpecE tel que

gN(FUT Uufse))=0 et  gnS(@)/S(@v=S(gw/S(g)v.

D’aprés 1.5, (iv) et 1.3, (iii), on a
U(g)w=Kerp(q)n U(g);
d’ou :
T'(g)=(Fract U(g)/U (g)w)’,

. A(g)=(Fract S(g)/S(g)w)’.
On note A’ une cléture algébrique de Fract £/q; soient u’ le prolongement
A '-linéaire de ’application naturelle g — S(g)/S(g)w, I (n’) I'idéal primitif
déterminé par p’ (I.4, (d) prouve que ' admet une polarisation résoluble p ‘)
et ¢ (g) 'homomorphisme de I' (q9) dans A (q) déterminé au lemme 1.6;
d’aprés la définition de Ker p(g) (1.5),0on a

() Kerp@®s, A'=Kerind™ (1, p' Rz A'T9)=1(1).
On note @’ et t’ le morphisme et I'idéal génériques associés a w (au lieu de v) en
1.6 et 1.7 (ou ils sont notés ¢ et t). Montrons que @' =@ (q) et que t' =t (q).
Soit ze(Fract U (g)/U (g)w)®; alors (cf. 1.6) @’ (2) est 'image de z dans
Fract U(g ®k7\") /1 (1), c’est-a-dire @ (q)(2) d’aprés (1) et I.6. D’ou I’égalité
@' =@ (q);’égalité t' =t (q) résulte alors des définitions (¢f. 1.7). Soient 1,1’ les
applications naturelles de U (g)/ U (g) v sur U (g)/U (g) w et de S (g)/S (g) v sur
S(g)/S(g)w; d’aprés II1.2, (i), le systéme (g, m, w, t(%), T(uo), T'(so)) e€st
régulier.
On applique I’hypothése de récurrence a (g, m, w, t(IT), T(uy), T(so)) qui
indique que t(g)X),(, A’ est un idéal maximal de U (g A’) oit A’ =Fract
S(9)/S(g)w.

TOME 108 — 1980 — N° 2



IDEAUX DES ALGEBRES ENVELOPPANTES 177

Etablissons alors une contradiction

5,=(S(@)/S@v),; b,=bnU@X:xS,
et -
t,=(t@u AN U@ S,-
D’aprés (x) et (x«), on a
2 U(g ®,‘ S,)/b, et b,/t, sont des S ,-modules libres et non nuls.
Or, d’aprés 1.8 dont on adopte les notations, on a

1 (@RS, =N UBRuA @) R S, R AN U (GRS ) =1,;
et

1D Ru A =t D RnigA'=t" D Rnig S, X5, A’ =1, Qs A"

Avec (2), ou on tensorise ®s. A’, on en déduit les inclusions suivantes :
t(@) Qa A’ =1, Qs, A'55, K5, A'SUGRK A",

qui donnent la contradiction.

2° cas : Il existe w' e Specm S (n) tel que v={),.q Y.0".

Soient w, ) comme en II.2 et 3; on garde les notations de ce chapitre.
D’aprés I11.2, (ii), (h, n, w, =(IT), ®(uy), ®'(so)) €st un systéme régulier et
d’aprés II1.3, (i), on a

d°tr Fract(U(g)/U (g)v)? =d°tr (Fract S(g)/S(g)v)’
ce qui permet d’appliquer II.

Soit b un idéal premier de U (g)(X), ©, contenant strictement t (), ©.

Supposons d’abord que b~ U (n @,, ®)=v®,‘®. Alors d’aprés le lemme

I1.10, (i) (dont nous utilisons les notations), il existe un idéal premier 1 de
U () X« © contenant t,(ou o eE) tel que :

b=ind”(c, }@i O 19).

~ Or l'idéal t,, d’apres II.10, (i), est comme I'idéal (b) ®Aa» © maximal
(hypothése de récurrence). Cela entraine que c=t,; d’ou, d’apreés I1. 10, (iv),
on a, ce qui donne une contradiction dans ce cas, b= t@)A (CR

Supposons maintenant que b N U (n) ®,, © contienne strictement v ®,‘ 0.
D’aprés ([6], 8) il existe un unique idéal semi-premier © de U)X O,
%-invariant, vérifiant : 520X, ® et si peSpec U(n)(X),© contient
strictement v (X), ©, alors po . ‘
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Un élément du groupe de Galois de ®/k induit (¢f. introduction) un
_ automorphisme de U (n(X), ©), commutant a Paction de %. laissant stable
v X, ©, donc aussi 5. Ceci montre I'existence de v’ e Spec S (n), tel que

- b=v' Q% ©.

Alors le lemme 1. V. 2, (ii), indique ’existence de ue (U (g) v’ /U (@) v)*-{ 0 };
or I'idéal ¢/U (g)v(X)s © contient I'élément u(X); 1o —1 X @) I.7) et b
contient alors ¢ (u) et n’est pas un idéal propre de U(g)(X), ©, ce qui est
absurde.

3° cas : On suppose que ve Specm S (n), que v N [n, g]=0 et qu’il n’existe
pas d’idéal abélien de g contenant strictement n.

Le plus grand idéal nilpotent de g est nul, abélien ou une algébre de
Heisenberg; examinons ces cas successivement :

1° g est une algébre de Lie semi-simple et n=v=0.

Ici A=(Fract S (g)’) et ¢ est ’'homomorphisme de Duflo (I.9) de Fract Z (g)
sur Fract(S(g)?); I'idéal ¢ est engendré par les éléments z® 1, — 1 ® ¢(z) o0
zeZ(g); comme pour une partiec dense F de Specm Z(g), I'idéal
tnU(g ®,‘Z (9))®Z(g) (Z(g)/m) ot me &F est un idéal maximal de U (g),
cela montre que t est un idéal maximal de U (g)X): A.

2° g est le produit direct d’une algébre de Lie semi-simple t et de I'idéal
abélien n.

Ici, U (g)/U (q)v=U (f) et Papplication naturelle de g dans
S(g)/S (g)v=S (I) restreinte a t est I’application naturelle de  dans S (f); on
note Ker p (f) I'idéal primitif de U (f)®,‘x qu’elle détermine, o (I) et ¢(f) les
objets qui s’en déduisent (chapitre I); il est clair que ¢ est un idéal maximal de
U (8)(X), A si et seulement si ¢(f) est un idéal maximal de U () Q) A; et ce cas
vient d’étre traité. -

3° g=i@toutfet t vérifient les hypothéses du lemme II1.4, et t#0. On
adopte les notations de ce lemme; et on définit ¢ (f) de maniére analogue a ¢
mais relativement & (f,n,v). Grace a r (resp.r’), on identifie
(Fract U(1)/U (D) v) (resp. (Fract S(f)/S()v)') a T (resp. A); d’aprés 111.4,
(iii) et les définitions de t(f) et de ¢, on a les suites exactes : _
0 (t(HXs K/U(f)v@,,K)@.A > U®/UGOvRARs A~ FractU(H)/U ®vQRr. ol R -
' -1 -1
0@y A/U(g) v® A —>U (8)/U () v A ——Fract U(g)/U (@) v, &

YRR

U@ R A/tR A=(UB R A/tHR), 8) R A-
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Le lemme résulte alors dans ce cas de ’hypothése de récurrence appliquée a t.

(i) On note ¢ 'isomorphisme de Duflo (1.8) de Z (g) sur S (g)*. D’apres ([2],
16.15, (d), il existe un ouvert de g*, g-invariant, admettant un quotient
géométrique; grace a [5], 2.2, en restreignant éventuellement cet ouvert, on
suppose que cet ouvert est défini par la non-annulation d’un élément s de
5(g)*-{0}. Alors S (g)? est une k-algébre de type fini; soient S un ensemble fini
d’¢léments de S(g)® tel que S et s ~* engendrent S(g)® et I1’ 1a sous-k-algébre
engendrée par S et s; comme tout idéal maximal m de S (g)° ne contenant pas s
engendre un idéal maximal de S (g)%, m définit une unique %-orbite; il est alors
clair que(g, 0, 0, 9 "' IT’, @ ~!s, 5) est un systéme régulier et (ii) résulte donc
de (i).

II1.6. THEOREME. — Soit g une k-algébre de Lie. On note E(g) I’ensemble
des semi-invariants de U(g). L’algébre U(9)eq-0; est centrale simple.

- Autrement dit, tout idéal bilatére non nul de U (g) contient un semi-invariant
non nul.

Supposons d’abord que g est algébrique et que E(g)=Z(g). D’aprés 1.9,
I'idéal ¢ est engendré par I’ensemble des éléments z(X), 1 —1(X), @ (2), ou
ze Z(g). Donc III.5 démontre le théoréme dans ce cas.

Notons E’(g) 1a sous-algébre de U (g) engendrée par E (g); supposons que g
est algébrique et montrons par récurrence sur dimg que U(8)g (o} €St
simple. D’aprés ce qui précéde, il reste & examiner le cas ou il existe un semi-
invariant z de poids x # 1. On note ¥ =Ker y et X un élément semi-simple de
g-f. Comme ad, X opére de fagon localement finie dans E'(f), E'(g)=E’(f);
de plus ad, X n’est pas une dérivation intérieure car z est central dans U (f)
et ad, X (z) #0. Alors d’aprés ’hypothése de récurrence U (D (o) est simple
et I’assertion résulte de [6], 6 et de I’égalité

U@e@ioy=U e o) X1

Soit a un idéal non nul de U (g) et e un élément non nul de E’(g) appartenant
a a. D’aprés ce qu’on vient de voir, il en existe; soit L un ensemble fini de
caractéres distincts de g tel que e soit somme de semi-invariants de poids lcs
éléments de L. Si card L#1, on choisit xe L et Yeg tels que x(y)=1 et
x'(y)# 1 poury’e L — {3 };e—ad Y(e)appartientd a— {0 } et est somme de
semi-invariants dont les poids appartiennent 3 L— {x}; de proche en
proche, cela montre que a contient un semi-invariant non nul. D’ou le
théoréme dans le cas ol g est algébrique.

Supprimons cette hypothése et notons f une enveloppe algébrique de g.
Soient X ,, ..., X, des éléments de t dont les images dans /g forment une
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base de cet espace vectoriel et a# {0} un idéal de U (g). Alors U (f)a est un
idéal bilatére de U (1), non nul, qui contient donc un semi-invariant z de U (f),
non nul, tel que

1 n, Y
z=z,,h.m,,,sNX", X, ou u, ,€a.

.n, ny ...

Soient ny, ..., n,eNtelsqueu, , #0etn,+...+n, soit maximal pour
cette propriété; comme g est un idéal de f, u, , € E(g).

II1.7. THEOREME. — Si I’ensemble des semi-invariants de U (g) est le centre
Z (g), il existe une suite(z;),i€ N, d’éléments non nuls de Z (g), telle que si l'idéal
primitif a de U (g) ne contient aucun z;, alors :

— a est un idéal induit de Duflo;

— a est un idéal maximal de U (g);

— a=@nZ(@)U(g. : :

On fixe une base de g; on note k' le corps dénombrable engendré par les
constantes de structure de cette base et g’ le k’-espace vectoriel qu’elle
engendre; g’ est une sous-k’-algebre de Lie de g; soit Z' le centre de U(g'); Z*
est dénombrable et

U(9)z- 10y=U(8)z_ 0y ®sz' Fract Z (g).

Comme d’aprés I11.5, U () - (o} €st une algébre simple, il en est de méme de
U(g")z - {0} - Soit meSpecm Z (g), tel que mnNZ'=0.

Draprés[1],4.5,(c) (démonstration), cela entraine que m U (g)est un 1deal
maximal de U(g). Soit ¢ et s comme dans la démonstration de III.5, (ii),
aePrimU (g) tel que anZ’'=0 et ap@~'(s); il existe Aeg* annulant
@(an Z(g)); > n’annule pas s (car (a N Z (g) est un idéal maximal de S(g) ne
contenant pas s). Donc I (A) est défini et contient a N Z (g). Comme on vient de
voir que a N Z (g) engendre un idéal maximal de U (g), on a les égalités

a=@nZ(@U(@=IQ).
D’ou le théoréme en prenant comme suite Z’ et @~ (s).

III.8. LeMME. — Soit (g, n, v, I1, uy, o) un systéme régulier et
a€ Prim U (g) contenant U (g) v et ne contenant pas u; alors il existe L€ V (v),,
tel que a>1(M).

Soit a comme dans I’énoncé du lemme. On raisonne par récurrence sur
dim g-hauteur v, comme dans III.5, (i); aprés un éventuel passage au
quotient, on suppose que v [g, n]=0.
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1 cas: Il existe un idéal abélien m de g contenant n, tel que
anUm)2Um)v. On pose w=an U (m).

D’aprés 111.2, (i), dont on adopte les notations, (g, m, w, TII, Tuy, T's,) est
un systétme régulier. L’hypothése de récurrence montre qu’il existe
reV(w),, vérifiant a>I (A). Comme V(w), m)c V(v),, le lemme est
démontré dans ce cas.

2° cas : 11 existe weSpecm S(n), w2 v, tel que ﬂ,sgy w=v. On pose
h=Stab, w. D’aprés [7], théoréme A, il existe be Prim U (b) tel que
Umnb=w;
ind” (b, h 1 g)=a.

On reprend les notations de I1. 4. On remarque que b ne contient pas 1t u, car
sinon, d’aprés la définition de = et la g-invariance de u,, on aurait

uoeU(g)nb/Ul(g)v;
uo€(Vyea¥-U(@Nb/U(g)v=a/U(g)v.

Le lemme II1. 2, (ii), montre qu’on peut appliquer ’hypothése de récurrence
ab :cest-a-dire, il existe ' € W (w),,, telque bo I, (A'). Soit A€ V' (v), tel que
A|b=A’; d’aprés I1.7, (ii) (a), et la définition de b, on a

ind” (I, V), b1 9)=1,(M),
asI,(\).

D’ou le lemme dans ce cas. S
3¢ cas : veSpecm U (n) ét il n’existe pas d’idéal abélien m contenant
strictement n. .
Si g est le produit direct d’une algébre de Lie semi-simple et de n, le lemme
est connu ([4], 8.4.3).

Sinon il existe T et t comme dans le lemme II1.4 dont on adopte les
notations. D’aprés [4], 10.1.8, (ii), il existe b€ Prim U (f) contenant U (f) v tel
que :

rta/U(g)v)=b/U (f)v®kA

nécessairement r(u,)¢ b et d’aprés II1.4, (i) on peut appliquer I’hypothése de
récurrence a b; le lemme résulte dans ce cas de II1.4, (ii).

II1.9. LeMME. — Soient (g, n, v, I1, u,, so) un systéme régulier. Pour tout
ALeV(v), , 'ensemble des idéaux primitifs de U (@) contenant I () est fini.
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On fixe Ae ¥ (v),, et on raisonne par récurrence sur dim g-hauteurv
(cf. 111.8).

1% cas : 1l existe un idéal abélien m de g contenant n, tel que I(A) n U (m)
contienne strictement U(m)v. On note w=1I1(A)n U (m).

D’abrés II1.2, (i), I’hypothése de récurrence s’applique a (g, m, w, t(II),
T(uo), T'(s0)) et A qui appartient, ici, & V(w), -

Cela donne immédiatement le résultat.

2° cas : Il existe un idéal maximal w de S (n), contenant strictement v et tel
que (),eq Y- w=0.

On note h=Stab,w et m=II1n1I, (k)/ U(g)v. Comme m est un idéal
maximal de IT ne contenant pas uq, un ldeal primitif de U (g) contenant I (R)
ne contient pas u,. Soit J ’ensemble des idéaux de U (n) tels que pour w'e J il
existe ae Prim U (g) vérifiant :

anUm)=w';
aov;

a/U(g)v:rﬁ.

D’apres I11.8 et I11. 3, (ii), J est un ensemble fini. On répartit I’ensemble des
idéaux primitifs de U (g) contenant I, (A) en sous-ensemble P(w’), ot w’'e J,
tels que si ae P(w’), on ait an U (n)=w’. Montrons que chaque P(w") a un
cardinal fini, ce qui donnera le résultat cherché.

1° Supposons que w' =v; d’aprés III.2, (ii), la condition C6 vaut pour b et
n(IT) : notons O I’ensemble fini des 5 -orbites tel que si0€ 0, I, (0)> U (h)w
et I, (0)> n(m). Pour tout 0 € O, on note Q (0) 'ensemble des idéaux primitifs
de U (b) contenant I, (0). D’aprés [7], théoréme A, comme a appartient
P(v), il existe be Prim U (b) tel que

bnUm)=w;
ind” (b, b1 g)=a.

Comme (a+ U(g)w)/U(g)w contient nn(m), b contient n(m). Et comme
n(IT)ug+n(m)=n(I1), =(u,) n’appartient pas a b; donc d’aprés II1.8, il
existe une J#-orbite O telle que bo I (0); or ‘

I, (@)/U (b) w N = (IT) € Specm n (T1).

On en déduit que @O et donc que be Q(0). L’hypothése de récurrence
appliquée a chaque Q (@) montre que le cardinal de P(v) est fini.
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2° Supposons que w’ # v; fixons w'; le lemme III.2, (i), appliqué 3 w’ (au
lieu de w) montre que C6 vaut pour t(m) qui est un élément de Specm 1 (IT);
notons O I’ensemble fini des ¥-orbites de V(w') telles que si O€O :

L,©)>U@w';
1,(0)/U (g w' > (m).

Pour tout élément a de P(w’), il existe au moins un élément @ de O tel que
a>1,(0) (¢f I11.8). La finitude du cardinal de P(w’') résulte donc de
I’hypothése de récurrence appliquée a chaque 0 eO.

3°.cas : Le lemme étant connu pour g semi-simple, il est donc facile pour le
produit direct d’une algébre de Lie semi-simple avec un idéal abélien. Pour le
cas restant g=I@t, la correspondance entre PrimU(g)/U(g)v et
Prim U ()/U (f) v donnée en [4], 10.2.1 (et III.4, (ii), qui prouve qu’elle est
compatible avec I'induction de Duflo), permet de conclure en appliquant
I’hypothése de récurrence a f (¢f. la démonstration de III.5, 3° cas).

II1.10. THEOREME. — On suppose que g est algébrique et que le radical de g
est nilpotent. Il existe ue Z(g) tel que si me Specm Z (g) et u¢ m, il n’existe
qu’un nombre fini d’idéaux primitifs de U (g) contenant m; ils contiennent tous la
racine de I'idéal m U (g); cette racine est un idéal induit de Duflo.

On choisit un systéme régulier comme en I11. 5, (ii), démonstration (dont on
adopte les notations). Soit me Specm Z (g) ne contenant pas ¢ ~ ! (s); un idéal
primitif a de U (g) contenant m ne contient pas ¢ ~*(s); il existe une unique
orbite @-de g* (d’aprés le choix de s) telle que I, (@) soit défini et contienne m;
d’aprés II1.8, a contient I (#). Comme la racine de m U (g) est I'intersection
d’idéaux primitifs contenant m, cela montre qu’elle est égale 4 I (). Le reste
de la proposition résulte alors de II1.9.

III.11. Lemme (hypothéses de II1. 10). — Il existe se S(g)® — {0} tel que si
U est une sous-variété irréductible g-invariante de I'ouvert affine de g* défini
par s,on a

(i) AeU<s{A,s'>=0si{p,s)=0,VueU, ous'eS(g)®, (A, s)#0;

(ii) Ae U<> )\ est un élément régulier de g*;

(ii)) (Vacw I, (M) est un idéal complétement premier de U (g).

Soient x et £ comme dans 1.4, ou I’on fait n=v=0. D’aprés ([5], 2.2), il
existe se S(g)*— {0} et appartenant au plus petit idéal g-invariant non nul
contenant x, de S(g). En multipliant éventuellement s par un élément de
S(gf*— {0}, on suppose que I'ouvert affine de g*, défini par s, posséde un
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quotient géomeétrique pour l’action de ¢; d’ou (i). Soient U comme dans
I’énoncé du lemme et p I'idéal premier de S (g) annulateur des éléments de U;
comme s¢ p, p ne contient pas x et il existe ge Spec Z, tel que g S(g)=p.
Pour tout idéal n e Specm S (g)/p, ne contenant pas x, il existe ne Specm Z/q,
tel que m N S(g)/p =n. Le lemme est alors une conséquencede 1.5, (iv) et (vi),
et de la continuité de I,.

II1.12. THEOREME. — On suppose que g est algébrique et que son radical est
nilpotent. 1l existe ze Z (g)— {0} et une suite denombrable (z;) (ou ieN),
contenant z, tels que :

"(i) tout idéal premier de Z (g) ne contenant pas z engendre dans U (g) un idéal
dont la racine est un idéal complétement premier, qui; dans le localisé U (g), est
engendré par son intersection avec Z (g);

(i) tout idéal premier de U(g) ne contenant aucun z; est un idéal
complétement premier, qui, dans le localisé U(g), est engendré par son
intersection avec Z(g),.

On note @ l'isomorphisme de Duflo de Z(g) sur S(g)®. On choisit
ueZ(g)— {0} (resp. se S(g)® — {0}) satisfaisant aux conditions de III.10
(resp. I11.11) et on note z'=u ¢~ !(s). On applique le lemme de platitude
générique au Z(g)-module U(g): ([4], 2.6.3: on remarque que la
démonstration n'utilise que la commutativité de I’algébre graduée associée
a B); on remplace alors M et B par U(g) et A par Z(g); il existe donc
2"eZ(g)— {0} ,tel que U(g),- soit un Z(g),.-module libre. On pose z=2z"z"";
on choisit une suite dénombrable (z;) (o1 ie N) d’éléments de Z(g)— {0}
contenant z et vérifiant les conditions de II1.7.

(i) Soient j un idéal premier de Z(g) ne contenant pas z et j la racine de
I'idéal de U (g) engendré par j. D’aprés I11.11, (i), ¢ (j) détermine une sous-
variété irréductible U de louvert affine de g* défini par ¢(z). Soit
j'=(Naev (). Comme j’ contient jU(g) et comme j' est un idéal
complétement premier d’aprés II1. 11, (iii), j est inclus dans j’ et ne contient
donc pas z. Comme j est un idéal semi-premier, il existe une partie W de
Prim U (g), formée d’idéaux ne contenant pas z et telle que

fz‘—" nuewar

Soitae W;d’ aprés I11.10, il existe A € U tel que a=.I(M); donc j, contient j.
Ceci montre que j,= jz, d’ou (i).

(ii) Soient a un idéal premier de U (g) ne contenant aucun z; et ] =an Z(g).
Alors j vérifie 1a condition de (i) et on adopte les notations introduites dans la
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démonstration (i). En outre, on pose
U*={reU|{A, ¢(z;)) #0 pour tout i};
- - j‘= ﬂkeu. I(A.).
D’apreés111.7,sibe Prim U (g) contient a et ne contient aucun z;,a=1 (A)avec
LeU*d’ot acj*. Comme I()) est un idéal premier, il est immédiat que
j¥=Nrev+I(A),. De plus, d’aprés II1.7, I(A),, si Ae U, est engendré par
I(}), N Z(g),; comme U (g), est un Z(g),-module libre, j * est aussi engendré

par son intersection avec Z (g) qui vaut j;d’ouacj U (g) et comme a>j,on a
P’égalité a=j U (g); puisque a est un idéal premier, (i) entraine (ii).

II1.13. L’exemple suivant,du a J. Dixmier, montre que la localisdation dans
II1. 12, (i), est indispensable. Soit g I’algébre de Lie de dimension S, de base
Xy, ..., Xs, dont les crochets non nuls sont les suivants :

[x1, x2]=x4,
[x1, x3]=xs.
Cette algébre est nilpotente et le centre de son algébre enveloppante est
I’algébre de polynome en 3 générateurs X, Y, Z ou :
X=x 45
Y=x 5y
Z=X2x5—X3X4.

Soientr, seket p(r, s)I'idéal de Z (g) engendré par X +r Yet X +sZ. Pour
toute surface algébrique S de k3, il existe des éléments, non nuls, ret sde k, tels
que la droite définie par p(r, s) ne soit pas contenue dans S. Ceci montre que
pour tout ze Z(g), il existe un idéal premier de la forme p(r, s), ou r et

sek— {0}, ne contenant pas z. Dans ce qui suit, on suppose r #0, et on va
montrer que U(g) p(r, s) est un idéal semi-premier qui n’est pas premier.

On note g’ I'idéal abélien de g engendré par x,, ..., x5 et T I’éléement
1—sr~!x,—sx;.Soient a’ et b’ les idéaux de U (g') engendrés respectivement
par X et X+rY et par T et X+rY. On remarque que ces idéaux sont
premiers (U (g') =S (g')) et que :

X4sZ=XT+sr ' (X+rY)x,;
Ug)p(r, s)=a'nb’;
[xy, T}==sr Y (X +r7Y).
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Comme U (g) est un U(g’)-module libre & droite de base (x}) ou neN et
[x:, a1=g’, on vient de montrer que si

a=U(ga et b=U(gb,
a et b sont des idéaux premiers de U (g);
| U@p(r,s)=anb;

a(resp. b) contient strictement U (g) p(r, s).
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