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UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION MODULO 1
. LIE AUX PARTITIONS (*)

PAR .
JEaN-PiErrRe BOREL

RESUME. — Soit ¥'=(y,) une suite croissant vers + co de nombrw réels posmfs, et X=(x,)la
suite croissante des combinaisons linéaires Y n, y, & coefficients dans N, Nous montrons que
P’ensemble Spec(Y) des nombres réels positifs a tels que la suite (xx,) n’est pas équirépartie
modulo 1 est d’une des formes : @, y;! Q%, R%. De plus, si la suite Y vérifie certaines
conditions, portant notamment sur la croissance de y, en fonction de k, Spec(Y) est d’une des
deux formes : G ou y; ' Q%, un critére trés simple permettant de décider laquelle.

ABSTRACT. — Let Y=(y,) be an infinitely increasing sequence of positive real numbers, let
X =(x,) be the increasing sequence of all numbers ) n, y,, with positive integer coefficients. We
study the set Spec(Y) of all positive real numbers a such that the sequence (« x,) is not uniformly
distributed mod. 1. Weshow that Spec(Y)isequaltoR%,y; ! Q%,or @, and if Y satisfies some
conditions, essentially growth conditions, Spec(Y)isorequalto y; ! Q% ,orempty. In thislate
case, a very simple criterion can be used to decide if Spec(Y) is equal to yr1 Q% or is empty.

0. Introduction

Nous considérons uniquement des suites de nombres réels positifs ou nuls,
croissantes au sens large. Nous désignerons par X =(x,),en €t Z =(2,),en de
telles suites infinies, croissantes vers + oo avec n, et par Y :

— soit une suite finie Y= (y,‘),‘,“x avec y,>0;

— soit une suite infinie ¥=(y,),n avec y;>0 et lim, _ ., yh— + 0.

Nous noterons : X + Z la suite (croissante) des x, + z,,, (n, m) décrivant N2.
{(Y) la suite (croissante) des combinaisons ‘linéaires finies ) n,y, a
coefficients dans N et, par abus

(Y1 V2 ooes yx>=<(yk)l<k‘x >

(*) Texte regu le 26 mars 1979. ‘
J.-P. BoreL, Département de Mathématiques, U.E.R. des Sciences de Limoges, 123, rue
Albert-Thomas, 87060 Limoges, Cedex. -
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230 ' J.-P. BOREL

Enfin, nous poserons :
— si x et ¢t sont deux nombres réels

AX '(x, t)=2x.<x erirx.;

— Ay (x)=Ay (x, 0) « fonction de répartition » de la suite X;

— B(X)={aeR%/(ax,)est équirépartie modulo 1} « ensemble normal »
associé a la suite X;

— Spec (Y)=R% —B ({ Y)) « spectre » de la suite Y.

Nous montrons dans [2] que, dans certaines conditions, 1’addition des
. suites augmente les ensembles normaux associés; cela signifie que, si I’on
ajoute A une suite Y des éléments supplémentaires, I’ensemble Spec(Y) ne
peut que diminuer. Cette diminution se faisant par « gros morceaux »,ilya
seulement trois types de suites Y, définis par :

type 1 : Spec (Y)=R%;

type 2 : Spec (Y)=y; ' Q%;

type 3 : Spec (Y)=0. ,

La détermination du type d’une suite Y se fait en étudiant la fonction de

répartition A, (choix entre le type 1 et les types 2 et 3), tandis que le choix

entre les types 2 et 3 se fait essentiellement en fonction de I’existence d’un
indice k tel que y[ !y, est irrationnel.

Quelques exemples simples :

— siy,=Logp,, ou p; est le k-iéme nombre premier, Y est du type 1. En
effet, la suite Y associée est la suite (Log n),.n., €t il est bien connu que
{a Log n) n’est jamais équirépartie modulo 1 (voir par exemple [9], p. 43-44);

— si Yestunesuitefinie(y,,y,, . . ., yx), on peut montrer facilement (c’est
par exemple une conséquence immédiate de {10]) : '

Spec(Y)={aeR%/Vke{1,2,...,K}, ay,eQ},

c’est-a-dire que Y est du type 3 s’il existe k tel que y1 ! y, est irrationnel, du
type 2 sinon.

Si Y n’est pas du type 1, il est facile de déterminer si elle est du type 2 ou 3. 11
est par contre plus compliqué de voir si une suite ¥ donnée est du type 1 ou
non. Ce probléme est un probléme de partition. Nous le résoudrons,
partiellement, soit en utilisant des méthodes classiques dans la théorie des
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UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION 231

partitions, soit en trouvant un €lément de B({ Y )) (alors Y n’est pas du
type 1). La réponse obtenue dépend alors de deux sortes de conditions :
— conditions de croissance de y, en fonction de k;
—~ conditions de répartition modulo 1 de la suite Y (par exemple

B(Y)#9).

1. Etude du spectre d’une suite

Nous rappelons ici briévement un certain nombre de résultats, dont la
démonstration se trouve dans [2].

1.1. CrrTtre DE WEYL POUR DES SUITES AVEC REPETITION

Ilest commode d’utiliser, dans le cas de suites avec répétition (i. €. x, + ; =X,
pour. certains indices n), une variante du critére de Weyl (cf. (6], p. 7), qui
consiste A ne regarder que les sommes de Weyl Z’:-o &** pour les N tels

que xy,, #Xy.
THEOREME 1 :
weB(X) < VgeN*,

lim Ay (x) "' Ay (x, qu)=0.

X = + 00

1.2. FONCTIONS A CROISSANCE REGULIERE

Nous dirons qu’une fonction fde R dans R .. , qui croit avec x vers + oo, est
A croissance réguliére si la fonction qui & x associe f (Log x) est & oscillations
lentes (« slowly oscillating functions », voir [7]). C’est-ad-dire que f est a
croissance réguliére (noté fe &) si elle vérifie les conditions équivalentes

S&x=y _

3y>0, lim —19

= )

: fx-y
Vy>O0,lim,_ =1.
Y )
Les propriétés suivantes sont immédiates :
(P.1) si f et g sont équivalentes (i.e. lim,_ .., (f(x)/g(x))=1):
fER < geR;
(P.2) sifed, etaecR?,lafonction quia x associe f (x/a) appartient aussi
aa

mequMmmmmm



232 J.-P. BOREL

(P.3) sife®:Va>1,3C,>0tel que Vx>0, f(x)<C,a%;

(P.4) sif"” est définie et a un signe constant au voisinage de + oo :
ce signe est —. Alors fe ®; ce signe est +. Alors :

£ _,

fe.ﬂ <> ﬁmx*lﬂnm— .

1.3. ENSEMBLE NORMAL ASSOCIE A LA SOMME DE DEUX SUITES

La recherche de I’ensemble normal B (X) n’a d’intérét que si la fonction A,
est & croissance réguliére. En effet :

ProPoOSITION 1. — Si Ay n’est pas a croissance réguliére, I'ensemble normal
B(X) est vide.

C’est une conséquence immédiate du théoréme 1.3 de [6] et de la propriété
(P.3).

D’autre part, pour tout couple (x, t) de nombres réels et toutes suites X et
Z,ona

(1) Ay, z(x, 0)=Y, ¢, Ay (x—2,, t) €%
Ce résultat entraine en particulier :

PrOPOSITION 2. — Si Ay et A, sont d croissance réguliére, il en est de méme
pour Ay ..

ProposITION 3. — Supposons Ay, d croissance réguliére. Alors :
BXUB@<B(X+2)
(B’ (X) étant ’ensemble des nombres réels positifs a tels que
lim, _, ,, Ay (%)~ Ay (x, @)=0).

On a donc B (X)= ﬂ,,eN. (1/q) B’(X) et, en particulier :

ProPOSITION 3'. — Supposons Ay, , d croissance réguliére. Alors :

B(X)uU B(Z)<B(X +2).

11 existe des cas ou cette derniére inclusion est stricte (prendre par exemple
X ={1/2) et Z une suite telle que B(Z) n N*=2 N*, I’existence d’une telle

suite Z provient de la caractérisation des ensembles normaux obtenue
dans [8]).

TOME 108 — 1980 — N° 2



UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION 233

1.4. SPECTRE D'UNE SUITE

Nous définirons le dénominateur d =den (Y) de la suite Y par

d=sup,.y den(—y—)
Y1

ou
+ si xeQ,

d°“("’={inf,_,,,,|q| si xeQ,

Nous avons alors montré dans [2] :

THEOREME 2. — Soit Y une suite croissante de nombres réels positifs. Trois

cas sont alors possibles :
(i) Ay, ¢R. Alors Spec (Y)=R%;

(i) A y,€R et d<+oc0. Alors Spec (Y)=y;'Q%;

(iii) A yy € et d=+ c0. Alors Spec (Y)=0.

Y étant une suite donnée, déterminer son spectre revient donc a résoudre
deux problémes :

— la fonction A4y, est-elle & croissance réguliére?

— le dénominateur d de la suite Y est-il fini ou infini?

Ce dernier probléme est simple, trois cas seulement étant possibls :

cas 1 : 3k, y,/y, ¢ Q alors d= +00;

cas 2 : Ycy; Qet lim den y&/y1)= + oo alors d= + c0;

cas 3 : Ine N*, nYcy,Z alors d< + o0;
(le cas 2 est évidemment impossible si Y est finie).

Nous allons maintenant étudier le premier probléme.

2. Démonstration directe de A ,, e ®

2.1. Cas D'UNE SUITE Y FINIE

La prdposition suivante sera souvent utile par la suite :

ProposiTION 4. — Soit Y=(y,, Y3, . . ., yx) une suite finie. Alors pour tout
x=0:

X
tho gK—l(yl9 Y25 o0es yK)'—'

xi
s(nf=! Y Acyy (x)<2f=o Sk-iV1s Y25 «+ e Yx) n

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



234 J.-P. BOREL
si I'on pose :
Say1s Y25 45 ¥x) =21<k.<k,<...<k.<x Vi, XV, X oo XYy,
- 1<n<K,
So(}’h Y2, -0y YK)=1a

gn(}'l, Yz, ceey yx)=su(0, Y2/2, }’3/2’ AR ] yK/Z)a
0<n<K.

Cet encadrement se démontre par récurrence sur K :
- siK=1, Ay, (x)=[x/y,]+1,d’0u :

x<yy Acyy (X)Sx+yy;

— si Y’ est la suite finie (y,, y;, ..., yx_,), avec K> 1, la relation (1)
entraine :

[x/y K}

Ay (x)=2.=o A yy (x—nyy).

Le calcul d’un encadrement de Ay, (x) se fait facilement, en utilisant :
— les relations :

Sa1s ¥2s oo s Y) =Y Sa=115 Y25 -+ s Yeo)) +SaWas Y25 oo s Yii)s
lsn<K-1,
Sk Y2 - Y=k Sk (1 Y2y s Vo)
So(1s Y25 -+ > Y)=So V1> Y2, -+ o5 Yk-1)
et les relations sur les § qui s’en déduisent,
— la forme de la formule d’Euler-Mac Laurin (voir par exemple [3],

p. 303) :sifest une fonction définiesur R, ,f’ et f’’ étant positivessur R , ,on
a pour tout a>0: '

| j f@dt+3 S+ O < l:lof(a—n)sfofmdwf(a)

(le coefficient 1/2 dans cette formule est celui que I’on retrouve dans la
définition de § a partir de ).
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UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION 235
En particulier, la proposition 4 donne I’équivalent
Ay yan oy X~ (K K1yt x"

et, avec les propriétés (P.1) et (P.4), toutes les suites Y finies sont telles que
.A< ry € R. Nous supposerons donc dans tout ce qui suit que Y est une suite
infinie, et nous noterons X = Y ).

2.2. Lafonction A, a été étudiée, dans le cadre de la théorie des partitions,
pour certaines suites Y. Si Y est la suite des entiers strictement positifs,
Ay (x)— Ay (x—1) est le nombre de partitions p([x]) de I’entier [x].
L’équivalent bien connu ' :

RN TV

p(n)~
4 \/5 n
obtenu par Hardy et Ramanujan dans [4] entraine en particulier Ay € # dans

ce cas. Plus généralement, ’équivalent de A, (x)— Ay (x—y,) obtenu pour
certaines suites Y par Ingham (voir [5}, théoréme 2) entraine immédiatement :

THEOREME 3. — Soit Y une suite telle que Ay (x)=Bx®+ R (x) (B>0, p>0)
R vérifiant :

j @du=b Log x+c+o(1) (beR, ceR).
V]

Alors Ay eR.

- 2.3. Iin’yaenfait pas besoin d’un résultat aussi précis qu’un équivalent de
Ay (x)— Ay (x—y,). Bateman et Erdos ont montré dans [1] que A, e R dés
que Y est une suite strictement croissante de nombres entiers. En faisant un
raisonnement analogue, nous obtenons le résultat suivant :

THEOREME 4. — Soit Y -une suite telle que inf, . y. (V441 —y)=A>0. Alors
Ay eR.

Nous allons en fait montrer

lim AX (x)-AX (x_)‘) =

0
X = + 00 AX (x)

ce qui entraine le résultat annonce.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



236 J.-P. BOREL
Nous noterons A4 (x) le cardinal de I’ensemble E (x) (g=>1) des
combinaisons linéaires a coefficients dans N* de la forme
Z’gl ”j}’k,, 1<k1<k2< o <k‘,
appartenant a intervalle x—A, x].
Posons de plus
Ady ()=Y 51 AAP (x)=Ay (x)— Ay (x—1).

A chaque combinaison linéaire appartenant & E (x), on peut associer ¢
combinaisons linéaires, éléments de la suite X :

Y1 myy,,
avec ‘
n] si j#i .
= 1<5i<q).
i {n,—l si j=i (1<i<q)

Lorsque g décrit N * et la combinaison linéaire Z n;y, décrit E ,(x), toutes les
combinaisons linéaires obtenues de cette maniére sont des éléments de la suite
X, inférieurs a x, et distincts deux a deux. Cela entraine :

Ay (¥)2) ¢=1 4A4Y (x).
Soit Q>0 donné quelconque. Alors, pour tout x>0 :
Ay (x)2QA84, (x)—Q Y%, AAP (%)

LEMME : X \24
AP (x)<(g+1) (I) .

En effet, les entiers m,=[y,/A] sont tous distincts. Le nombre P,(n)
d’écritures de I’entier n sous la forme

n=39%.,n;m_ . avec n;eN*

est donc majoré par n2¢~! (c’est exactement I’inégalité (8) obtenue dans la
démonstration du théoréme 4 de [1]).

Dautre part, AA® (x) est majoré par le nombre de solutions de

x x
I—l—q<2’.,, nym, < =

et,comme il y a au plus g + 1 entiers dans I'intervalle] (x/A) — 1 — g, (x/A)]. On
obtient la majoration de A4A¥ (x) annoncée. B
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UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION 237

Ay (x) est minoré par Ay. (x), ou X' est la suite
X'={y1,y2, .-, yZQ+l>
ce qui donne; en utilisant la proposition 4 :

lim,_ ,, Ay (x)"1x*2=0.

En combinant ce résultat avec le lemme et la minoration de A, (x) déja
obtenue, nous obtenons donc

_— 1

lim, , ,, Ay (x) 7' Ady (X)< =

Q

et ceci pour tout Q>0. D’ou le théoréme. B

Remarque. — Les suites Y pour lesquelles le théoréme 4 s’applique sont
celles qui vérifient la propriété : il existe A >0 tel que y, — A k est une fonction
croissante de k.

D’autre part, ’ensemble R% — B(Y) a, lorsque Y est une telle suite, une
mesure de Lebesgue nulle (voir [9], p. 72, corollaire 3.2). Ces deux propriétés
sont a rapprocher de la condition (C.2) du théoréme 7.

Les théorémes 3 et 4 ne permettent pas d’obtenir des majorations des
sommes de Weyl liées i la suite a X, lorsque a € B(X), et ne donnent donc pas
de renseignements sur la discrépance d’une telle suite. Nous allons
maintenant essayer d’obtenir des majorations de ces sommes, ce qui
permettra de trouver des éléments a de B(X) pour certaines suites Y. Cela
entraine, avec le théoréme 2, A, € & pour ces suites Y.

3. Majoration de sommes d’exponentielles liées 4 un réseau de R?

3.1. QUELQUES NOTATIONS ET DEFINITIONS

3.1.1. Dans ce chapitre, nous nous plagons dans I’espace R?, muni de la
base canonique (b;), de points générique x=Y x;b; (lorsque cela n’est pas
précisé, I'indice j décrit 1, 2, ..., p). R? est muni de la mesure de Lebesgue m,
et d’une distance d(x, y)=||x—y||.

Nous considérons un réseau R= P);z;Zb;, avec 0<z,<z,< ... €2,
fixé dans ce qui suit. Nous poserons :

M={xeR?/Vj, 0<x;<z;},

d=sup,.,, [ x||-
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238 : J.-P. BOREL

3.1.2. Dans ce chapitre, un nombre réel a est fixé, tel que
Vj, az;¢Z
-Si V est une partie bornée de R?, nous poserons

S, V)=Y erny €95 et S(N=Y,ravl

Nous cherchons a comparer S (a, V) et S (V) podr certaines parties ¥V de R”.
Nous utiliserons le résultat obtenu a T, « triangle » de RP?, définie par

T={xeRP/Vj,x;>0et Y x;<1},
ce qui fait que, pour tout nombre A>0 :
S, AT)=A,, .. .. Q)
3.1.3. Nous appellerons « rectangle » de R” toute partie P de la forme :
dre R"; 3seR?, xeP < Vj, r;<x;<sj,
ol les < signifient soit <, soit <, indépendamment les uns des autres.
Enfin, si ¥ est une partie de R? et € un nombre réel positif, nous poserons :
V*=V+M={x+x',xeVetx'eM},
x*= { x } #’
V*={xeRr/d(x, V)<e},
‘V={xeRr/d(x, [V)>¢}
3.2. UNE MAJORATION DE S (a, V)
Soit do=sup || x|, borne supérieure prise sur le rectangle P, :
X€ Po <« Vj, 0€x1< l

THEOREME 5. — Soit V une partie quarrable de R? de mesure m(V)>0, et
n>0. Alors il existe un entier N<n~?m(V) tel que :

'S(Cl, V)lgz’Nnj|l_ellich|-l+ m(V')—m(+“do V) '
[Tz

En particulier
lim, ., . SAV) 'S(a, A V)=0

(une partie de R? est quarrable si I’on peut définir son aire en I’approchant
intérieurement et extérieurement par des réunions finies de rectangles ou, ce

TOME 108 — 1980 — N° 2



UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION 239

qui revient au méme, si elle est m-mesurable et sa frontiére est de mesure
nulle). :

Soxt C un cone de RP, c’est-a-dire une partie telle que

xeC = VA>0, AxeC.

On peut alors appliquer le théoréme 54 T, ={xeC/||x||<1}. Si Z. estla
suite des | x|=} x;, décrivant C N R, ordonnée a || x || croissant, on obtient
alors :

{B>0/Vj, Bz;eQ} cB(Z¢)

3.3. UNE MAJORATION DE S(a, A T)

Nous ne montrerons pas ici le théoréme 5. Sa démonstration est analogue a
celle du résultat suivant, qui nous servira ensuite.

ProPOSITION 5. — (a) Pour tout 1 >0, il existe un nombre N<A?/nPp! tel
que pour tout A>0 :
|S(e, AT)|<2?N]];| 1—-= !
’ pn )’]
1402 _(1_ AR
s 052 (-
(b) pour tout >0 et tout ,>0, on a

|S(e, AT)|<D,+eS(AT)
avec

D,=

4 ZeP - 1 - -
8"’( pp!) Hjll—e"iu'| l*’ﬁ(lll’ze lzp)p(njzi) g

LeMME. — Soit P un rectangle de R?. Alors :
IS(Cl, P)|$2P‘nj| l—ez'“"ll‘l

Eneffet,a;<n;z;<b;est vérifié lorsque n; varie entre deux valeurs k et m;.
D’ou

S(o, P)=Zv;,k,<n,<m, exP(z"iuZ".izi)
=[], expRriak;z;) Ywcs exp(Qricgz)),

d’ou la majoration. B
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240 J.-P. BOREL

T est réunion disjointe des parties U et ¥ de R?, ou U est la réunion
(disjointe) des rectangles P inclus dans T de la forme

IneZ? xeP < Vjnn;<xj<n(n;+1).

Si U est réunion disjointe de N rectangles, le lemme entraine

|S(@, U)|<2?[],| 1-€%*5|~* N.
Tous les rectangles utilisés dans la construction de U étant de mesure n?, on
peut choisitr N<n"Pm(A T)=n"FA?/p!

D’autre part, V' * contient tous les rectangles x * lorsque x décrit R V. Ily
a S(V) tels rectangles, disjoints et de mesure m(M). Donc :

m(V*)
m(M)

|S(@ V)|<S(V)<

Or : I’ensemble ¥ est contenu
dans A T,
{ dans le complémentaire de A’ T, avec A'=A—pn;
I’ensemble V'* est contenu |
dans A" T, avec A" =A+pz,,
{ dans le complémentaire de A’ T

(on aurait en fait pu prendre A" =A+) z,).
Donc :

S(G.,XT) <2"N l__eZuluzJ -1
j

+([1;2) ' m(" T)-m@Q' T))
<NIL[ 1= +[Lz) 7 P T AP -2

ce qui donne exactement la partie (a). La majoration de S (o, V') du théoréme §
s’obtient de la méme maniére.

Lorsque x décrit A T n R, la réunion des rectangles x* contient " T, avec
A" =A—pz,. Donc

AP AV
(]'[,z,)S(AT)?p—!( —5;—>.

TOME 108 — 1980 — N° 2



UN PROBLEME D’EQUIREPARTITION 241

Posons n =Ay, et cherchons a quelles conditions sur A et pu I'inégalité suivante

est vérifiée :
ﬁ p— —_ PL - _z_p_ ?

LemMMmE. — L’inégalité (1 + a)? —(1 —b)?<e (1 —a)? est satisfaite dés que

£ €
0<as ——— t 0<bs —.
a 2e(e—-1)p ¢ 2e

Si p>2 et 0<a<1/p, il suffit de résoudre
(1+a)P—(1-b)?<¢/e.
Or:
1 14
(1+a)?-(1 -b)”sap((l +;) - l) +pb <ap(e—1)+pb,

lorsque 0<a<1/p et 0<b<l. Lorsque p=1, la vérification est
immédiate. W

Choisissons p=g/2 ep?. Alors on dbtient' .
siA>2e(e—1)p?z,e™!:

|S@@, A T)| < (4"”) S R e S(XT)
siA<2e(e—1)p*z,¢ 1:

m(\"T) < (e(e—=1)p*z,e” ' +pz,)? ,
m(M) p![1iz; :
ce qui termine la démonstration. W

|S(@AT)|<SAT)<

4. Recherche d’éléments o appartenant 2 B({ Y))

4.1. METHODE UTILISEE

Nous cherchons & majorer certaines sommes Ay (x, t), ou Y est une suite
infinieet X = Y ). Nous utiliserons le principe suivant : soit x donné, k défini
pary, <x<y,+1, X =( ¥) ou Yestlasuite finie (y,), ¢ ;.- Nous supposerons
donnésunepartie Hde {1,2, ..., k},H={hy, hy, ..., h,} oi hjcroit avec
Js et un nombre réel positif ¢ tel que ty, ¢ Z, 1< j<p. Nous noterons :

¥, la suite des y,, k décrivant {1,2, ..., k}—H,

Z=(z;)1¢<p avec z;=y, .
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Donc A4z, (A, t)=$(t, AT) est majoré en module par D,+£A4,,(A), D
étant donné par la proposition 5. D’autre part, ¥=( ¥, >+(Z). D’ou :

Ay (x, t)=Ag(x, t)= Zx,e(?u),x,<x Lo Aizy (x—xp, 1),
| Ax 06 0] < T ec s, xuex | Aczy 6 =Xas 1)
< Lrec Py xsx (Aczy (x—x,). 4+ Dy)
<e. Ay (x)+D. Acp,, (%),

cette majoration étant vraie pour tout x>0 et £€>0, avec :

Do _,(4ep )

L 1=em | 4 e 2, )™

4.2. Majoration de A, vy (X)/ Acyy (x).
ProposiTioN 6. — Soit ¥=(y,, y;, ..., yi), et H={hy, hy, ..., h,} une
partiede {1,2, ..., k}, h; croissant avec j. Alors pour tout x>0 :
A( %) ()< nun vk, p)x_"A< P> (x)
avec
@2p)! k k-2

_ p! 2p-1
vk p)= o

(k—p)!

Posons ¥, =(vy, v,, ..., 0, p), v croissant avec j. Alors la proposition 4
entraine :

Ay (%) | :
_—,4(< :))(x) ([ Tien y:.)(Zf-‘KSu-p—:(”v b2, -+ o» v"")?—!)

. I\t
x (Z;'ogk—J(yh Y2, ..o, h)]—.!—>

. . i

Q(Hun YA)(Zf:KSt-p-i(vn U2, <.ty vx—,)%)

Bttt =)
i= k=p-iU1> ) ZTRERRT (l+p)'

Sh p—i(vh U2y - .oy vk—p) (l+p)'
Psu .
Pocic-r ?k =iV V2o - Vi) il

si 2p<k+1,

si 2p=k+1.

g(l—lheﬂ yk) x”
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Soient 0<i<k—pet j=i+p. Alors :

Sk—p—i(vl’ U2, .-+, vk—p)gsk-j(yh Y2, - -« .Yk)
SY18k-j-102, Y35 -3 V) +Su- 25 Y35 - - > Vi)

k—i
< (T] +1)Sk—j(YZ, V3>« - Vi)

caruntermedey, Sy_;-; (y2, ¥3, - - ., yi)estdelaforme y, y,, », - - W, _,.»
donc est «en dessous » de (k—1)—(k—j—1) termes y,y, %, --- W, de
Sk-j(¥2, 3, - - ., yi), tandis qu’un terme de S,_;(y2, ¥3, - - -» Vi) €St «en
dessus » de k—j termes de y; Sy_;—; (2, ¥3, - - -5 Vi), d’0OU =

N Sk-j—l(Yz: Y3, c o0 yk)g(k—j)sk-j(yb V35 oo o5 Vi)

Nous obtenons donc

k,_;
Si-p-ilvy, 02, -, "k-p)<72k I8k-101s Y25 -5 1)
et |
-» ko,
Acpys O<[Then yw)x77 Ay, (x) SUPDcick—p 7 72 .
Or (j!/i!)(k/j)2*~J est une fonction qui croit avec j si j<2p— 1, décroit
aprés. Son maximum lorsque i varie entre O et k—p est donc ¥(k, p). B

Remarque. — Cette majoration est trés grossiére si p n'est pas petit
devant k. En effet, au cours de la démonstration, la somme suivante a été
minorée par 0 :

-1 x!
Zf—o gt—;(}’x. Y25 o< .Vt)}-T .
Or ce terme n’est petit par rapport aux autres que si p est petit par rapporta k.

Cela explique pourquoi, dans la suite, nous n’obtiendrons de résultat qu’en
choisissant p assez petit.

4.3. MAJORATION DE Ay (x, t)/ Ay (x).

THEOREME 6. — Soit Y=(y,)ene, € un nombre positif, x un élément de
Vs Yisr) e H=t{hy, hy, ..., h,} une partie de {1, 2, ..., k} rangée de
maniére croissante. Soit t >0 tel que ty,¢N pour tout he H. Alors :

Ay ()™ Ay (x, 1)] <6+ C™ Wiy PY(L+0y (DNBOPE 3y, /90
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avec

. 14
¢H(t)=nny|l“eh"y'l-l et C=mfpe~.p!<§) .

En effet, avec ces hypothéses, la proposition 6 entraine
Ay ()7 Ay (x, 1)

_,4ep’)? (11e7'p? ,)’)
e+ (8 p! ou 0+ p!nheﬂ Ia

XA gy (x)” ! A P (x)

et : S .
Aipy (x)! IA( ) (x)l s(nheﬂ yV(k, p)yi .
Donc »

Ay (x)71| Ay (x, 1)

<e+CT Yk, p)yiPe ?(4ep®)” @y (t) [Tsen ya+(11epy, )?).
Cela donne la majoration annoncée. M
Cette majoration est d’autant meilleure que : .
— p est petit devant k (remarque faite & propos de la proposmon 6);

— y, croit vite avec k. En effet, plus y, croit lentement avec k, plus
I’encadrement de la proposition 4 est imprécis.

La recherche d’éléments a € B(X) se fonde sur le théoreme 6: 11 s’agit de
choisir, en fonction de k, p et un ensemble H associés & t= qu, tels que

(2] lim, _ . Py, Vi (0 @)k, p))”' 0,

pet H étant en général dépendants de q. En effet, la relation (2) entraine avecle
théoréme 6 :

Ve>0, lim,.,, Ay(x)™!|A4x(x, q0)| <t
et ce résultat étant vrai pour tout ge N*, le théoréme 1 entraine o€ B(X).

4.4, ELeMenTs DE B(X)

Nous allons donner deux exemples d’application du théoréme 6.

ProposiTion 7. — Soit pe N*, et supposons que : lim, . , o k 2* y;7? =0,
Alors a¢ B(X) dés que ’équation en h : ay,¢ Q a au moins p solutions
dans N*. :
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Soit a>0 donné, et h; <h,<...<h, p solutions de a y,¢ Q. Soit ge N*
quelconque. Nous appliquons alors le théoréme 6 avec t=qa,
k=sup(h,, 2p) et H={h,, h,, ..., h,}, ce qui donne

A ()7 Ax (x, q)| Se+AeTPk2% P,
ou A est la constante (par rapport a € et x) :

1 (2 2-2r
A== B 2 6, (qa) (303, )"

C p! 2p-1
L’hypothése faite sur Y entraine donc la relation (2) pour tout ge N*. W
ProposiTiON 8. — FS’il existe une constante L€)0, 1[ et une application
k—sp=p(k) de N* dans 10, 1[, vérifiant lim, _, ,  kp*= + 0, telles que Y
vérifie :

©) _ lim, _ , k*258C(p(1-2)=0
Y
avec 1
' pl—pt~ i 5 SK<l,
Cw= Ty

p2 2w si O<p<§,
la condition -
(E) lim Dyp@¥) o

k-.o‘+ao p

ou Dy(aY) est la discrépance de la suite (xyy, a@y;, ..., 0 y;), entraine
ae B(X). :

Soient a e R%, ge N*, ke N* donnés. Nous choisissons a]ors H ensemble
des entiers h qui vérifient simultanément

1<h<[kp],

A ..
laayli<y et |x] =intr |x=n))

p est donc le nombre d’entiers compris entre 1 et [k p] tels que la partie
fractionnaire { o y; } appartienne & une réunion de q intervalles dls_|omts de
[0, 1], de longueur commune (1—-2)/q. Donc .-

3 |p—(1 =Nk p]| <qDpp(a Y)kp).

Pour pouvoir utiliser (2), il nous reste a évaluer ¢, (go)'/? et W(k, p)l/r.
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LEMME. — Pour tout te B(Y) et A€)0, 1], on a

lim,, . ., m™" Log| [Ticicm, vl <z (1 —e)71|

! n
- J. Log (2 sin (—-9)) de.
N 2
Nous poserons

1 1-2/2
I\)= J. Log(2s1n(2 6))d9 J Log(2sin(m 0))d6,

A2

P m(t)= l-ll<j<m. lley,ll <ar2 @ _ezmy,)— L
Soit , la fonction caractéristique de I'intervalle [(A/2), 1 —(A/2)]. Alors :

—Log| @y m(t)| = Y71 X ({ ty;}) Log|1 —e™¥1| |
=YY" X,({ty;})Log@2sin(n { ty,}).

Or si f est intégrable au sens de Riemann sur [0, 1], 1/m Y =, f({ ty;}) tend
1

vers J' £(8)d6 dés que la suite (ty ),y €st équirépartie modulo 1. D’ou le
0 .

lemme. W

L’hypothése (E) en.trainc I’équirépartition modulo 1 de la suite (x y,), donc
(1/[k p]) Log @, (g ) tend vers I(A) et, comme [k p]/p est majoré (en utilisant
(3) et (E)), @ (9 @)'? est majoré par une constante C'.

LEMME. — Supposons que p et k tendent vers + o0, avec p=p(k)<k, et :

_— . Logk
lim,‘_,,m%<l et lim,_, —2% 0
et soit p=p(k) une fonction de N* dans )0, 1[ telle que p/k~np. Alors :

¥k, ez W,
: H

En effet, pour les k tels que 2p—1>k, on a

st (2 Y6 (o))
’ (k-p)! (k—p)*~? k—p v
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le terme sous le O étant équivalent a V (k, p)!/?, puisque p et k — p tendent vers
+ 00 avec k. Or:

Tm p . . 1\
hm,‘4+®-lz<1 entraine hm(l-—_m) =1,

k* 1/p P 1-k/p )
(aps) =+(1-) ke

puisque p/kﬁ tend vers 1.
Le calcul est analogue pour les k tels que 2p—1<k :

ORI LB
p! 2p-1

(zp)zp _ k _ 1/p Ap‘ k\1/»p
~o((Fperaggz ) ") =o(22(5)")

et

tend vers zéro. B

En utilisant (3) :

ko1 |<1+4+quD(kpl(uY)=0(_1_+Dkkpl(‘1y)).
p p(1-X)| " pp(1—3) kp? P

Donc k/p—1/p(1—-L) tend vers zéro d’aprés (E) et I’hypothése
limkp?=+o0, et a fortiori p/kp(1—A) tend vers 1. Les deux lemmes
entrainent donc, en choisissant p=p(1 —2) dans le second

Pys, Vi (05 @V (K, PYP<C K2 Z;T”C(pu —A),
avec

J\I'A= C.' C'e 1 sup, 1 zmp.»](k/p)—l/p(l—nl .

p(1-M)k
La proposition 8 se déduit immédiatement de la derniére majoration. W
~ 5. Exemples de suites Y telles que Ay, €% - -_

- 5.1. Le théoréme 2 a onur conséquence
Ay, €@ <« B(Y))#0.
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Les propositions 7 et 8 entrainent donc :

THEOREME 7. — Chacune des conditions suivantes est suffisante pour que
Ay eR:
“(C.1) lim,,, k 'Logy,>0;
(C.2) B(Y)non vide et il existe c>0, CeR et une fonction f de R, dans R
tels que :
Vx>0, flxe 29)<f(x)+C,

VkeN* Logy,=cLog?k+ f(k):

(C.3) ilexistea> otelqueD,(aY)=0(Log™!n)etil existec>0,CeRet
une fonction f de R, dans R tels que

X
< ,
vxs0, f( ) <s@ee
Log2k
* = —_— .
Vke N*, Lpgyk (c+1)LogLogk +f(x)

Supposons (C.1) vérifiée. Alors il existe peN* tel que
lim,_ , k2*y;?=0, et B(X) n’est pas vide (il contient d’aprés la
proposition 7 tous les a tels que o y, ¢ Q pour tout k).

Si Y vérifie (C.2), appliquons la proposition 8 avec p=e~2*. Alors si
a€B(Y),ona

X}[Tkﬂ <exp(cLog? (ke 2)—cLog*k+C)=¢ k™*e*".
k

La condition (C) est donc vérifiée, et aéB(X ).

La démonstration est analogue lorsque Y vérifie (C.3), en prenant
p=(cLogk)"'etA=1/2. H

5.2. LIEN AVEC LES RESULTATS DU CHAPITRE 2

Nous avons montré au chapitre 2 que la condition suivante était suffisante
pour que Ay, €R :
(C.9 . inf, ne kv 1= i) >0.

Les conditions (C. 1), (C.2) ou(C. 3) peuvent étre vérifiées sans que (C.4)le
soit. Regardons par exemple la condition (C. 2). Le moyen le plus simple pour

obtenir des suites Y vérifiant (C.2) est de choisir la fonction f croissante.
Dans ce cas, la suite Y vérifie aussi (C.4).
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On peut cependant construire des suites Y vérifiant (C. 2) telles qu'il existe
une infinité d’indices k; tels que

Y. = V1= - = Vi4h,»

avec h;~2Ck;/cLogk;, ou c et C>0 sont les constantes associées a Y.
Le nombre h; peut étre pris bien plus grand pour des suites Y qui vérifient
(C.1), puisque si a=lim, _ , . k™! Logy,, on peut avoir

hi=a"! LOg.Vk,"ki,

donc peut étre bien plus grand que k;.

6. Problémes ouverts

Silim, _, +o Yx/Logk=a< + o0, alors A, (x) est minoré par [¢**], donc il
en est de méme pour A,(x) et Ay ¢ R d’aprés (P.3). Je n’ai aucun
renseignement sur A, lorsque y, croit plus vite qu’un logarithme et moins vite
qu’une fonction puissance. A partir de cet ordre de croissance, A, € # pour
certaines suites Y (théoréme 3, conditions (C. 4), puis (C.3) et (C.2)lorsque la
croissance de y, devient plus rapide). Ce n’est que lorsque y, a une croissance
au moins exponentielle (condition (C. 1)) que A, € # automatiquement.

Je ne sais pas si I'une des implications suivantes est vraie (la premiére
entraine la seconde) : si Y est une suite infinie

AyeR = Ayed,
B(Y)#Q = A,ed.

Une réponse a ces questions permettrait de mieux décrire ce qui se passe
lorsque y, a une croissance intermédiaire entre un logarithme et une
exponentielle.

BIBLIOGRAPHIE

[1] BATEMAN (P. T.) and ErDoOS (P.). — Monotonicity of partition functions, Mathematika, 3,
1956, p. 1-14.

[2] BoreL (J.-P.). — Equirépartition modulo 1 de la suite (x x, ) o x, décrit un semi-groupe
additif de nombres réels, Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux, 1978-1979,
exposé 7.

[3] DIEUDONNE (J.). ~ Calcul infinitésimal, Hermann, Paris 1968.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



250 L J.-P. BOREL

[4] HArDY (G. H.) and RAMANUJAN (S.). — Asymptotic formulae in combinatory analysis,
Proc. London Math. Soc., t. 17, 1918, p. 75-115.
[5] INGHAM (A. E). — A Tauberian theorem for partitions, Annals of Math., t. 42, 1941,
p. 1075-1090.
[6) Kuieers (L.) and NIEDERREITER (H.). — Uniform distribution of sequences, John Wiley &
Sons, 1974. )
[7) PARAMESWARAN (S.). — Partition functions whose logarithms are slowly oscillating, Trans.
Amer. Math. Soc.. t. 100, 1961, p. 217-240.
[8] Rauzy (G.). — Caractérisation des ensembles normaux, Bull. S.M.F.. .98, 1970,
p. 401-414.
[9) Rauzy (G.). — Propriéiés statistiques de suites numériques, P.U.F., Paris, 1976.
[10] VAALER (J.). — A Tauberian theorem related to Weyl’s criterion, J. of 'Number Theory,t. 9,
1977, p. 71-78. '
Le théoréme 4 a été amélioré depuis, voir BoreL (J. P.), Equirépartition modulo 1 de semi-
groupes additifs de nombres réels, Séminaire Delange-Pisot-Poitou (Théorie des nombres)
20° année, 1978/1979.

TOME 108 — 1980 — N°2



