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UN PROBLÈME D'ÉQUIRÊPARTTTION MODULO 1
LIÉ AUX PARTITIONS (*)

PAR

JEAN-PIERRE BOREL

RÉSUMÉ. - Soit y«0»t) une suite croissant vers + oo de nombres réels positifs, et X =(x^ la
suite croissante des combinaisons linéaires ^n»^» à coefficients dans M. Nous montrons que
l'ensemble Spcc(V) des nombres réels positifs a tels que la suite (axj n'est pas équirépartie
module 1 est d'une des formes : 0, yi^Qî, Rî.. De plus, si la suite Y vérifie certaines
conditions, portant notamment sur la croissance de y,, en fonction de k, Spec (Y) est d'une des
deux formes : 0 ou >4~1 Q* , un critère très simple permettant de décider laquelle.

ABSTRACT. — Let y=Cyk) bc an infinitely increasing séquence of positive real numbers, let
X = (jcj be thé increasing séquence ofall numbers ̂  H» y», with positive integer coefficients. We
study thé set Spec ( Y) of ail positive real numbers a such that thé séquence (a xj is not uniformiy
distributed mod. 1. We show that Spec ( Y) is equal to R *., y f l Q î., or 0, and if Y satisfies some
conditions, essentially growth conditions, Spec ( Y) is or equal to >' f l Q ̂ , or empty. In this late
case, a very simple criterion can be used to décide if Spec (Y) is equal to ^f 1 Q*. or is empty.

0. Introduction

Nous considérons uniquement des suites de nombres réels positifs pu nuls,
croissantes au sens large. Nous désignerons par X=(x^^ et Z=(Zn)neN de
telles suites infinies, croissantes vers + oo avec n, et par Y : .

— soit une suite unie ï^==(^k)i<k<jç avec 3^i>0;
— soit une suite inûnie Y^iy^^ avec ^i >0 et lim^go y^= + oo.
Nous noterons : X + Z la suite (croissante) des x» + z», (n, m) décrivant M2.

< Y> la suite (croissante) des combinaisons'linéaires unies ^n^y^ à
coefficients dans N et, par abus

< y i , y i , ••.^^^«^I^K)-

(*) Texte reçu le 26 mars 1979.
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230 J.-P. BOREL

Enfin, nous poserons :
— si x et t sont deux nombres réels

A/(x,t)=L^ e2—;

— A^(x)s=A^(x, 0) «fonction de répartition » de la suite X;
- B (JIQ = { a € R î /(a x „) est équirépartie modulo 1} « ensemble normal »

associé à la suite X\
- Spec (V)==RÎ -B « Y» « spectre » de la suite Y.
Nous montrons dans [2] que, dans certaines conditions, l'addition des

suites augmente les ensembles normaux associés; cela signifie que, si l'on
ajoute à une suite F des éléments supplémentaires, l'ensemble Spec (Y) ne
peut que diminuer. Cette diminution se faisant par « gros morceaux », il y a
seulement trois types de suites Y, définis par :

typel :Spec(y)=RÎ;
type2:Spec(y)=y^ lQÎ;
typc3:Spec(y)=Ç>.

La détermination du type d'une suite Y se fait en étudiant la fonction de
répartition Ay (choix entre le type 1 et les types 2 et 3), tandis que le choix
entre les types 2 et 3 se fait essentiellement en fonction de l'existence d'un
indice k tel que y!1 Yk est irrationnel.

Quelques exemples simples ;
— si y,, = Log pk, où ?» est le fe-ièmc nombre premier, Y est du type 1. En

effet, la suite Y associée est la suite (Log n),^., et il est bien connu que
(a Log n) n'est jamais équirépartie modulo 1 {voir par exemple [9], p. 43-44);
- si Vest une suite finie (y i, y i , . . . , ̂ ), on peut montrer facilement (c'est

par exemple une conséquence immédiate de (10]) :

Spec(y)={a6RÎ/Vk€{l,2. ..., K}, a^eQ},

c'est-à-dire que Y est du type 3 s'il existe fc tel que y ^ y k est irrationnel, du
type 2 sinon.

Si Y n'est pas du type 1, il est facile de déterminer si elle est du type 2 ou 3. Il
est par contre plus compliqué de voir si une suite Y donnée est du type 1 ou
non. Ce problème est un problème de partition. Nous le résoudrons,
partiellement, soit en utilisant des méthodes classiques dans la théorie des
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UN PROBLÈME D'ÉQUIRÉPARTTTION 231

partitions, soit en trouvant un élément de B« V» (alors Y n'est pas du
type 1). La réponse obtenue dépend alors de deux sortes de conditions :

— conditions de croissance de y^ en fonction de k;
— conditions de répartition module 1 de la suite Y (par exemple

B(Y)^Ç>).

ï. Étude du spectre d'une suite

Nous rappelons ici brièvement un certain nombre de résultats, dont la
démonstration se trouve dans [2].

I -1. CRITÈRE DE WEYL POUR DES SUITES AVEC RÉPÉTITION

II est commode d'utiliser, dans le cas de suites avec répétition (i. e. x, +1 = x,
pour certains indices n), une variante du critère de Weyl (cf. [6], p. 7), qui
consiste à ne regarder que les sommes de Weyl ̂ ï«o ^1tu' P0111" ks N tels

quex^i^.

THÉORÈME 1 :
aeB(X) o Vge'N*.

lim .̂̂  Ax(x)~iAx(x,qa)^0.

1.2. FONCTIONS A CROISSANCE RÉGULIÈRE\

Nous dirons qu'une fonction/de R dans R +,qui croît avec x vers + oo, est
à croissance régulière si la fonction qui à x associe/(Log x) est à oscillations
lentes (« slowly oscillating functions », voir [7]). Cest-à-dire que / est à
croissance régulière (noté/ed?) si elle vériûc les conditions équivalentes

3r>0. «i»....̂ -!.

V l̂iM....̂ -!.

Les propriétés suivantes sont immédiates :
(P.l) s i / e t g sont équivalentes (i.e. lim^.^ {f(x}/g(x)}sl):
feât o geSt\
(P.2) sifeât, et ae Rî, la fonction qui à x assode/(x/a) appartient aussi
^3t\
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232 j.-p. BOREL

(P.3) sif€ât:}rfa>l,'SC»>Otelqw>/x>0,f(x)<C^ax,
(P. 4) si/" est définie et a un signe constant au voisinage de -h oo :

ce signe est -. Alors feât; ce signe est +. Alors :feal - '•--«• ̂ -°-
1.3. ENSEMBLE NORMAL ASSOCIÉ A LA SOMME DE DEUX SUITES

La recherche de l'ensemble normal B (X) n'a d'intérêt que si la fonction Ay
est à croissance régulière. En effet :

PROPOSITION 1. - Si A^ n'est pas à croissance régulière, l'ensemble normal
B(X) est vide.

C'est une conséquence immédiate du théorème 1.3 de [6] et de la propriété
(P.3).

D'autre part, pour tout couple (x, t) de nombres réels et toutes suites X et
Z, on a

(1) ^z^O-L.^A^-z^r)^-.

Ce résultat entraîne en particulier :

PROPOSITION 2. — Si Ay et AZ sont à croissance régulière, il en est de même
pour A^.

PROPOSITION 3. — Supposons A^^ à croissance régulière. Alors :

Bf(X)uBf{Z)cBf(X^Z)

(B' (X) étant l'ensemble des nombres réels positifs a tels que

lim^^A^xr^x.oO^O).

On a donc B (X)= f\^, (1/q) B'(X) et, en particulier :

PROPOSITION 3'. — Supposons Ay^ à croissance régulière. Alors :

B(X)uB(Z)cB(X+Z).

Il existe des cas où cette dernière inclusion est stricte (prendre par exemple
X=< 1/2 > et Z une suite telle que B(Z) n M* =2 M*, l'existence d'une telle
suite Z provient de la caractérisation des ensembles normaux obtenue
dans [8]).

TOME 108 - 1980 - N° 2



UN PROBLÈME D'ÉQUIRÉPARTTTION 233

1.4. SPECTRE D'UNE SUITE

Nous définirons le dénominateur 4==den (Y) de la suite Y par

où

d=sup^den^j

, , , f -h oo si
den(x)s=< . « i i

l^x-p/, H
-hoo si xeQ,

si xeQ,

Nous avons alors montré dans [2] :

THÉORÈME 2. - Soit Y une suite croissante de nombres réels positifs. Trois
cas sont alors possibles :

(i) A<y>^. Alors Spec(y)=Rt;
(ii) A<y>ed le td<+oo . Alors Spec (Yï^y^QÎ;

(iii) A < y > e â î < ? t d = = + o o . AtorsSpec(y)=0.
y étant une suite donnée, déterminer son spectre revient donc à résoudre

deux problèmes :
- la fonction A<y> est-elle à croissance régulière?
- le dénominateur d de la suite Y est-il uni ou inûni?
Ce dernier problème est simple, trois cas seulement étant possibles :
cas 1 : 3k, V k / y i ^ Q alors d=+oo;
cas 2 : Vc^iQetlim den (yk/yiï^ + oo alors d= -h oo;
cas 3 : 3 ne M*, nYc.y^l alors d< +00;

(le cas 2 est évidemment impossible si Y est unie). ;
Nous allons maintenant étudier le premier problème.

2. Démonstration directe de A< y> 6 ̂

2.1. CAS D'UNE SUITE Y FINIE

La proposition suivante sera souvent utile par la suite :

PROPOSITION 4. - Soit y=(^i,y2> ..^ y a) une suite finie. Alors pour tout
x^O:

x*
Z^0^-f(^1^2> •••^jc).7

X'
^?1 )̂ ^<r>M^SJ«o Sje-^1,^2» .. • > ̂ ) y,-»

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



234 J.-P. BOREL

5i ron pose :

s » { y i , y 2 , •••>.yK)=L^,<*,<...<^<jc Yk, ̂ x ... xyk.>
l^n^K,

S o ( y i , y 2 , ...^jc)^»
S n ( y i . y 2 , ...,^)=Sn(0,^2/2,^3/2, ...,^/2),

0<n<X.

Cet encadrement se démontre par récurrence sur K :
- siX=l,A<y>(x)=[jc/^]-hl,d'où:

•^iA<y>(x)<x+^i;

- si y est la suite finie (^1,3/2» . • . , ^x-i)» avec ^> 1, la relation (1)
entraîne :

^r) (•?c)=£(^l^<r> (x-ny^y

Le calcul d'un encadrement de A< y> (x) se fait facilement, en utilisant :
— les relations :

S n { y i , y 2 , •••^x)-^^-!^!,^, ....^-l)+S,(^i,^2, ....^-l)»

l ^w^X-1,

^ O'i, ^2» • • • > ̂ )=3\ S^_i (yi, ^2, •.., ̂ -i)

So(^1^2, ..•,^)=So(^i.^2» •••^-l)

et les relations sur les 5 qui s'en déduisent,
— la forme de la formule d'Euler-Mac Laurin (voir par exemple [3],

p. 303) : si/est une fonction définie sur R +,/' et/" étant positives sur R + , on
a pour tout û>0 :

r/(0^+^(/(û)+/(0))<EKo/(û-w)< [a f(t)dt^f(a)
J o z J o

(le coefficient 1/2 dans cette formule est celui que l'on retrouve dans la
définition de S à partir de S).
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UN PROBLÈME D'ÉQUIRÉPARTITION 235

En particulier, la proposition 4 donne l'équivalent

^.^....yio^-^înï»!^)'1^
et, avec les propriétés (P. 1) et (P. 4), toutes les suites Y unies sont telles que
A^y^çSt. Nous supposerons donc dans tout ce qui suit que Y est une suite
infinie, et nous noterons X=< Y>.

2.2. La fonction Ay a été étudiée, dans le cadre de la théorie des partitions,
pour certaines suites Y. Si Y est la suite des entiers strictement positifs,
A^(;c)-Ajp(x-l) est le nombre de partitions p([x]) de l'entier [x].
L'équivalent bien connu

^W3

P^~rT4^/3n

obtenu par Hardy et Ramanujan dans [4] entraîne en particulier A^eât dans
ce cas. Plus généralement, l'équivalent de A^(x)-A^(x-^i) obtenu pour
certaines suites Y par Ingham (voir [5], théorème 2) entraîne immédiatement :

THÉORÈME 3. - Soit Y une suite telle que A y (x) = Bx^ 4- R (x) (B > 0, P > 0)
R vérifiant :

Rw- du-b Log x+c+o(l) (beR, ceR).
o urJ o

Alors Aj^eât.

2.3. Il n'y a en fait pas besoin d'un résultat aussi précis qu'un équivalent de
Ay (x)—Ay (x—^i). Bateman et Erdôs ont montré dans [1] que Ay eSt dès
que Y est une suite strictement croissante de nombres entiers. En faisant un
raisonnement analogue, nous obtenons le résultat suivant :

THÉORÈME 4. - Soit Y une suite telle que inf^, {y^i -yk)==X>0. Alors
A^e^.

Nous allons en fait montrer

,. A^(x)-A^(x^)
llm-+oo———A^O———==0

ce qui entraîne le résultat annoncé.
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236 J.-P. BOREL

Nous noterons A^ (x) le cardinal de l'ensemble £,(x) (ç^l) des
combinaisons linéaires à coefficients dans M* de la forme

D«i n^ l^fe i<t2< . . . <fc,,

appartenant à l'intervalle ]x-5l, x].
Posons de plus

AA^(x)=^^ A^(;c)=A^(x)-A^(x-^).

A chaque combinaison linéaire appartenant à £,(x), on peut associer q
combinaisons linéaires, éléments de la suite X :

Zî«i m^
avec

fn. s i j ^ i
^[n^^i^i (l<l^)•

Lorsque ç décrit N<t et la combinaison linéaire ̂  n^ ̂  décrit £, (x), toutes les
combinaisons linéaires obtenues de cette manière sont des éléments de la suite
X, inférieurs à x, et distincts deux à deux. Cela entraîne :

^w>£r«i^A^(x).
Soit Q>0 donné quelconque. Alors, pour tout x>0 :

^(x)>6AA^(x)-û ̂ .i A^(x).
LEMME : ^^(xx^+D^y'.
En effet, les entiers Wk=[^A] sont tous distincts. Le nombre P,(n)

d'écritures de l'entier n sous la forme

^Eî-i njmk, avec nj6N*

est donc majoré par n2»-1 (c'est exactement l'inégalité (8) obtenue dans la
démonstration du théorème 4 de [1]).

D'autre part, AAj^x) est majoré par le nombre de solutions de
X Y^-i-^<D»i ̂ m^^

et, comme il y a au plus q +1 entiers dans l'intervalle] (xA) -1 - q, (x/À.)]. On
obtient la majoration de àAy(x) annoncée. •

TOME 108 - 1980 - N° 2



UN PROBLÈME D'ÉQUIRÉPARTITION 237

Ay (x) est minoré par Ay. (x), où X ' est la suite

X ' ^ < y i , y 2 , • • • .^2f i+ l>

ce qui donne, en utilisant la proposition 4 :

lim^.A^xr^^O.

En combinant ce résultat avec le lemme et la minoration de Ay (x) déjà
obtenue, nous obtenons donc

iim^^A^xr^A^x)^.

et ceci pour tout Q>0. D'où le théorème. •
Remarque. — Les suites Y pour lesquelles le théorème 4 s'applique sont

celles qui vérifient la propriété : il existe \ > 0 tel que y^ — K k est une fonction
croissante de k.

D'autre part, l'ensemble Rî —B(Y) a, lorsque Y est une telle suite, une
mesure de Lebesgue nulle (voir [9], p. 72, corollaire 3.2). Ces deux propriétés
sont à rapprocher de la condition (C.2) du théorème 7.

Les théorèmes 3 et 4 ne permettent pas d'obtenir des majorations des
sommes de Weyl liées à la suite a X, lorsque a e B (X), et ne donnent donc pas
de renseignements sur la discrépance d'une telle suite. Nous allons
maintenant essayer d'obtenir des majorations de ces sommes, ce qui
permettra de trouver des éléments a de B(X) pour certaines suites V. Cela
entraîne, avec le théorème 2, Ay eSt pour ces suites V.

3. Majoration de sommes d'exponentielles liées i un réseau de R^

3.1. QUELQUES NOTATIONS ET DÉFINITIONS

3.1.1. Dans ce chapitre, nous nous plaçons dans l'espace W, muni de la
base canonique (bj), de points générique x^^Xjbj (lorsque cela n'est pas
précisé, l'indicée décrit 1,2, ..., p). R^ est muni de la mesure de Lebesgue m,
et d'une distance d(x, y^^x—y^

Nous considérons un réseau Jî= ©j2^' ̂ j» avec 0<Zi <Z2< ... ^ Z p ,
fixé dans ce qui suit. Nous poserons :

M^{x€RP/>/j,0^x,<Zj},

^=sup^||x||.
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238 J.-P. BOREL

3.1.2. Dans ce chapitre, un nombre réel a est ûxé, tel que

V;. az,(éZ.

Si V est une partie bornée de R^, nous poserons

s(oc, n=L^n. ̂ x<aïxi et sw=L^n.i.
Nous cherchons à comparer S (a, V) et S (V) pour certaines parties Vde R^.
Nous utiliserons le résultat obtenu à T, « triangle » de R^, déûnie par

r^xeR'VV;, x^O et $>j<l},

ce qui fait que, pour tout nombre X>0 :

S(a,^r)=A<^^,..^>(^a).

3.1.3. Nous appellerons « rectangle » de R19 toute partie P de la forme :

SreR^ SseR^ ^eP «^ V;, r^x^Sj,

où les -< signifient soit <, soit <, indépendamment les uns des autres.
Enfin, si Fest une partie de R1' et e un nombre réel positif, nous poserons :

F*=F+M={x+x',x€^etx'6M},

x^{x}^

^^{xe^/d{x, n^e},

•^{jceR'V^x, tV)^e]

3.2. UNE MAJORATION DE S (a, V)

Soit do^11? I I ^ H » borne supérieure prise sur le rectangle Pô :

xePo o V/, O^Xj<l

THÉORÈME 5. — Soit Vune partie quarrable de R' de mesure w(V)>0, et
T(>O. Alors il existe un entier N ^ J } ""mtV) tel que :

|S(a. Dl^^Nn.ll-^——l"^"^^^0^.
[ [ j z j

En particulier
lim^^S^Fr^a.^^O

(une partie de R" est quarrable si l'on peut définir son aire en l'approchant
intérieurement et extérieurement par des réunions finies de rectangles ou, ce
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UN PROBLÈME D'ÉQUIRÉPARTITION 239

qui revient au même, si elle est m-mesurable et sa frontière est de mesure
nulle).

Soit C un cône de R^, c'est-à-dire une partie telle que

xeC => VÂ.>0, AxeC.

On peut alors appliquer le théorème 5 à Tç = { x € C/|| x \\ < 1}. Si Zç est la
suite des | x \ ̂ ^Xj, décrivant C n -R, ordonnée à || x || croissant, on obtient
alors :

{P>0/V./,pz,6Q}c:B(2^)

3.3. UNE MAJORATION DE S (a, À. T)

Nous ne montrerons pas ici le théorème 5. Sa démonstration est analogue à
celle du résultat suivant, qui nous servira ensuite.

PROPOSITION 5. — (a) Pour tout r\ >0, il existe un nombre N^V/T^p! tel
que pour tout \>0 :

^.AnI^Nn^l--^"^!"1

^[Ky-c-'m
(b) pour tout £>0 et tout X>0, on a

|s(a.xr)|<z\+eS(xr)
avec

D^K~p{4yTl^l-^<s^'\~l+^(llPlË~ïz^^~l•

LEMME. — Soit P un rectangle de R". Alors :

^(a.Pîl^njll-^1"^!''1-

En effet, ûy<nj Zj'<bj est vérifié lorsque nj varie entre deux valeurs kj et w^.
D'où

S (a, P) = ̂  ̂ ^ exp (2 w i a ̂  n^ z^)
= rij ̂ P (2 w i a fc^ Zj) ̂ C^ exp (2 îi i a ̂ .),

d'où la majoration. •
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240 J.-p. BOREL

T est réunion disjointe des parties U et V de R11, où 17 est la réunion
(disjointe) des rectangles P inclus dans T de la forme

SneZ^, xeP o ^J,r\n^Xj<r\{n^l).

Si [7 est réunion disjointe de N rectangles, le lemme entraîne

|S(a.l/)|<2^nj|l-^^|"1^.

Tous les rectangles utilisés dans la construction de U étant de mesure r}?, on
peut choisir N ^ r \ ' ' p m ( ^ T ) ^ r \ ' p ^ p / p \

D'autre part, V * contient tous les rectangles x * lorsque x décrit R n K II y
a S (V) tels rectangles, disjoints et de mesure w(M). Donc :

|S(a,F)|<S(^^.• ' m(M)

Or : l'ensemble V est contenu

€ dans 3l T,
(, dans le complémentaire de V F; avec À/==Â.-pTi;

l'ensemble V* est contenu

f dans À/T, avec À/'=3l+p2,,,
t dans le complémentaire de À.' T

(on aurait en fait pu prendre ^/'s=^+^Zj).
Donc :

ISta.Xrïl^Nn^l l-e21"'"^-1

^(n^r^m^T^m^T))

^NfLI l-e^^l-^n^r1?!"1^-^)

ce qui donne exactement la partie (a). La majoration de S (a, V) du théorème 5
s'obtient de la même manière.

Lorsque x décrit À, Tr\ R, la réunion des rectangles x* contient ' k ' " T, avec
^^-pz^.Donc

(n^)S(^r)^(i-^y.
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UN PROBLÈME D'ÉQUIRÉPARTITION 241

Posons r\ = XH, et cherchons à quelles conditions sur \ et H l'inégalité suivante
est vérifiée : (^y-,- ,̂-^)'

LEMME. — L'inégalité (1 ̂ -^^—(l —fr^^e (1 —a)^ est satisfaite dès que

O < Q < _ , 8 . et 0<h^-8-.2e(e-l)p 2ep

Si p^2 et O^û^l/p, il suffit de résoudre

(l-hû^-a-fe^e/e.
Or: (l-+-û)p-(l-fc)p^ûp((l+- ly-l)+pb<ûp(e-l)+pfc,
lorsque 0 < a < 1 /p et 0 ̂  fc ̂  1. Lorsque p = 1, la vérification est
immédiate. •

Choisissons n=e/2ffp2 . Alors on obtient :
siÀ^^-l^z^e-1 :

f4^D2^
|S(a,XT)|<'-,y-^/ll-e2""JI-l+e•s^^)î

siÀ,<2e(e-l)p2^,e- l :

Ista 3ln^<san<m(x"T)<(2e(e~l)p2^ps"l+pzp)p|s(a,?tr)|^s(xrx-^^-<———^^———.

ce qui termine la démonstration. •

4. Recherche d'éléments a appartenant à 5« Y»

4.1. MÉTHODE UTILISÉE

Nous cherchons à majorer certaines sommes Ay (x, t), où Y est une suite
infinie et X = < Y >. Nous utiliserons le principe suivant : soit x donné, k défini
par Yk ̂  x < y^ +1, S = < T > où ?esf la suite finie (^)i ̂ ^ • Nous supposerons
donnés une partie H de { 1, 2, ... » k}, Jî == { A i , ha, ..., fcp} où /^ croît avec
j, et un nombre réel positif t tel que ty^ t Z, Kj^p. Nous noterons :

î^ la suite des y^ k décrivant {1 ,2 , ..., k } —H,

^(^i^p avec z^^
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Donc A^>(À,, t)=S(r, \T) est majoré en module par D,+eA^>(X), Z\
étant donné par la proposition 5. D'autre part, J ? = < Î ^ > + < Z > . D'où :

A^(x, t)=Ajp(x, 0-L.c<^>.x.<x^"A<z>(x--x,, r).

|^jr(^ 0| ̂ Lc-c^xx^xiAz)^-^ r)!

^Zx.«yH>.x.<x(^<z>(^~^*.).e+^<)
<£.A^(x)+Z\A<^>(x),

cette majoration étant vraie pour tout x>0 et e>0, avec :
(A en2}? l^-^-^n^li-^^l^+^ai^1?2^^^)-1.

4.2. Majoration de A^ p > (.X)/A( y> (x).

PROPOSITION 6. - Soir f^(y^ y^ ..., ̂ ), cr H={Ai, h^ ..., hp} une
partie de { 1, 2, ..,, fe}, hj croissant avec j. Alors pour tout x>0 :

^T^ (x)^ n^ff ^^(fe» pïx-^A^^ M
avec

iK*.p)=

(^^- .̂ .,,
(T^ ' lr*k^•

Posons Tu =<t?i, i?2» • . . , ^k-p)> ^^ croissant avec 7. Alors la proposition 4
entraîne
A, y v(x) / Y^
-A^cT ̂ (nÀ€w ̂ ^^^-^^'^ ...,^,) ĵ

( ^\-i
x D-oîk-^i,^ ...^k)-,-]

<(n^^)(Eî^s,-^<(i;,, ̂ .... ̂ -p)^)
( yi-t-P \-l

X E^^-p-^1^2, •••,^)^——.7j

<rn v -̂̂ un. Sfc.^,(i?t,^, ...,^-p) o'+p)!^ULc/fJj^ ^SUp^^ . -»———,————————,-T- ,, «^k-ii-rtyr» 3/2> • • • » ^ k ) < '
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Soient 0< i^k—p et j'=i+p. Alors :

Sk-p-.(ui, 1:2, ..., i?k-p)<Sk-^i, ^2, ..., ̂ k)

^1 5^-1(3^,^3, ...,^k)+Sk-.^2,^3, . . . , } /k )

<(-^+l)Sk^O^;^ ....^k),

car un terme de ̂  S^- i 0^ ̂  ... > ^k) est de la forme ̂  }\. y^ ... ̂ .^,
donc est «en dessous » de ( k — l ) — ( k — ^ — l ) termes }\>\, y^ ... ̂ .̂ ., de
Sk-j(^2» ^3» • • - > ^k). tandis qu'un terme de Sk-jO^ Y^ • • • > ^k) est « en

dessus » de k—; termes de y\ S^^^{y^ y^ ..., y,,), d'où :

^iSk-j-i^»^» .••^J^-^Sk-^z,^, . . . ,^k) .

Nous obtenons donc

Sk-p-i(t?i, ̂  ..., Pk-p)^-2k-JSk-^l, ̂ 2, . • - ̂ k)

et
A<?H>(x)^(B€H^)^^A<y>(x)supo^k-p^2k^.

Or O'î/iiKk/^1^ est une fonction qui croît avecj siy<2p-1, décroît
après. Son maximum lorsque i varie entre 0 et k—p est donc ̂ (k, p). •

Remarque, — Cette majoration est très grossière si p n'est pas petit
devant k. En effet, au cours de la démonstration, la somme suivante a été
minorée par 0 :

x^
«̂o1 îk-^i, yi. • < • > ̂ yr •

Or ce terme n'est petit par rapport aux autres que si p est petit par rapport à k.
Cela explique pourquoi, dans la suite, nous n'obtiendrons de résultat qu'en
choisissant p assez petit.

4.3. MAJORATION DE Ay (x, t)/Ay (x).

THÉORÈME 6. - Soir Y^(y^)^., e un nombre positif, x un élément de
}y^ y^i] ^ A f=={A i , f c2» •. • > ̂ j une partie de {1. 2, ..., k} rangée de
manière croissante. Soit t>0 tel que ty^t M pour tout hçH. Alors :

A^xr^A^^t^^c^^p^-rvH^Wp^'y^y^
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-""peN»^

En effet, avec ces hypothèses, la proposition 6 entraîne

^r'i^oc.oi
^J^^^U1_^\

\ p! p^Hyk )
^^M"1^)^)

^^M^lA^^Ml^^^^xKfc,?)^^
et

Donc

^(x)-1^^)!

^e+C-^^rt^^-^^ep^^^n^H^+dlW^)").
Cela donne la majoration annoncée. •

Cette majoration est d'autant meilleure que :
— p est petit devant k (remarque faite à propos de la proposition 6);
— yk croît vite avec k. En effet, plus y^ croît lentement avec fc, plus

l'encadrement de la proposition 4 est imprécis.
La recherche d'éléments QiçB(X) se fonde sur le théorème 6 : il s'agit de

choisir, en fonction de k, p et un ensemble H associés à t==ça, tels que

(2) lim^^p^^^^teaîxKfc.p^^O,

p et H étant en général dépendants de q. En effet, la relation (2) entraîne avec le
théorème 6 :

Ve>0, Um^^A^M-^A^^.^I^e

et ce résultat étant vrai pour tout qe M*, le théorème 1 entraîne a€B(-X').

4.4. ÉLÉMENTS DE B(X)

Nous allons donner deux exemples d'application du théorème 6.

PROPOSITION 7. - Soir p6 M *, et supposons que : lim^ ^ „ ^ 2* .^=0.
Alors Oi^B(X) dès que Inéquation en h '. v.y^Q a au moins p solutions
dans M*.
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Soit a>0 donné, et hi <h^<... <hp p solutions de ay^Q. Soit qç N*
quelconque. Nous appliquons alors le théorème 6 avec t=ça,
k=sup(hp, 2p) et H = { A i i , ^2, ..., hp], ce qui donne

- Ay(xrl\Ax(x,qQi)\^+^pk2kykp,

où A est la constante (par rapport à e et x) :

A= è(2rtl ̂ r^ +(PH ̂ a»(30^p•
L'hypothèse faite sur Y entraîne donc la relation (2) pour tout qe N*. •

PROPOSITION 8. — S'il existe une constante ^e]0, 1[ et une application
kh-»p=p(k) de ^* dans ]0, 1[, vérifiant lim^^^ kp 2 ^+00, telles que Y
vérifie :

(C) Um^^2^C(p(l--5l))=0
Yk

avec
^(l-H)1-1^ si ^H<1,

C(H)=^
u^1^ si o<n<-,

la condition

(E) .̂.̂ 1>..̂ .0

où £^(a Y) est (û discrépance de la suite (a^i, a^> • • • > t t^k)» entraîne
aeB(X).

Soient ae Rî, ^€ N*, ke M* donnés. Nous choisissons alors H ensemble
des entiers h qui vérifient simultanément

l^/i^kp],

ha^ll^ (ici M ^f^zl^-"!)'

p est donc le nombre d'entiers compris entre 1 et [k p] tels que la partie
fractionnaire {ay^} appartienne à une réunion de q intervalles disjoints de
[0, l], de longueur commune (1 —À.)/^. Donc .

(3) |p-(l-^)[kp]| ̂ ^WaTOp].

Pour pouvoir utiliser (2), il nous reste à évaluer (p^ (ga)1^ et \|/(k, p)1^.
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LEMME. - Pour tout teB(Y) et \e]0, 1[, on a

lim^^m^LoginK^ii^ii^d-^r1!

=- | Log(2sin(^Q\\dQ.
Nous poserons

J(X)= | Log(2sinf^eV)de== f Los(2sm(n9))dQ,
J ^ \ \2 ) ) Jx/2

<p^o)=ni<^. iMi <v2(i-^r1.
Soit xx la fonction caractéristique de l'intervalle [(V2), 1 -(X/2)]. Alors :

-Log|<p,^(r)|=^^({^})Log|l-^^|
s= £7.i X^{ ^,})Log(2sm(îc {r^,})).

Or si / est intégrable au sens de Riemann sur [0, l], 1 /m ̂ J1. i / ({ ty^}) tend

vers f(Q)dQ dès que la suite (ty^).^ est équirépartie modulo 1. D'où le
J o

lemme. •

L'hypothèse (£) entraîne l'équirépartition modulo 1 de la suite (a yj, donc
(1 /[k p]) Log <?„ (q a) tend vers / (À) et, comme [k p] / p est majoré (en utilisant
(3) et (£)), <p^ (ça)171" est majoré par une constante C\

LEMME. — Supposons que p et k tendent vers + oo, avec pss£p(k)^k, et :

^-<l et lim,,^1^^
K p

et soit n==H(t) une fonction de M* dans ]0, 1[ rdfe que p/k^n. /4tors :

^(^ pV^C'^ c(^)2lt/p-l/^l.

En effet, pour les k tels que 2p-1 >k, on a

/ o» \l/p *// fe* / fe \i/2\i/j»\'̂-•"-te) -•'(((^-'(À) ) )•
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le terme sous le 0 étant équivalent à ̂  (k, p)l/p, puisque p et k —p tendent vers
-f- oo avec k. Or :

— P ( 1 Y72"lim^^<l entraîne l i m l — - ! =1,

/ J^k \1/P / n\l-k/l»

((ĵ 7) -<-4) ~t<-^-'-

puisque p/kn tend vers 1.
Le calcul est analogue pour les k tels que 2p— Kfc :

*(t,p).»-f<^__î.-..y"
\ p! 2 p — l /

O/P'

*(t,^-(<^^î.-..y"

''-:(((^<-^À2-l'^)-o^-^n
et

lî fc _ Logfc LogP
P g P~ P P

tend vers zéro. •
En utilisant (3) :

fc 1 ^l^+^pP^(ar)^ / 1 P^(ay)\
p p(l-^) " Pp(l-^) \kp2 p ;•

Donc fc/p-l/p(l-À.) tend vers zéro d'après (£) et l'hypothèse
limkp2=+oo, et a fortiori p /kp(l—^) tend vers 1. Les deux lemmes
entraînent donc, en choisissant n==p(l —X.) dans le second

py^yk'^H^^p^^c-k2^^!-^
avec

C^=c C"e-l sup^——,2t^(&/p)^

La proposition 8 se déduit immédiatement de la dernière majoration. •

5. Exemples de suites YtcSksqw A^eSt

5.1. Le théorème 2 a pour conséquence

A^eSt ^ B«r»9é0.
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Les propositions 7 et 8 entraînent donc :
THÉORÈME 7. — Chacune des conditions suivantes est suffisante pour que

A^eât:
(C.l) lim^^k^Log^O;
(C. 2) B ( Y) non vide et il existe c > 0, C e R et une fonction f de R + dans R
tels que

Vx>0, /(A-^^Avj-hC,

Vfce^l*, LogVk^Log^-h/^):

(C. 3) il existe çn> otel que £)„ (a Y ) = o (Log ~ A n) et il existe c>0,CeRet
une fonction f de R+ dûn5 R tris 92^

vx>0' ^cL^c)^^^-

V^. Log^=(c+l)^^^+/(.).

Supposons (C.l) vérifiée. Alors il existe peM* tel que
lim^.^ k2k^k'p=0, et B(-Y) n'est pas vide (il contient d'après la
proposition 7 tous les a tels que a>^Q pour tout fe).

Si Y vérifie (C.2), appliquons la proposition 8 avec pss^"2^. Alors si
a€B(V) ,ona

^^exptcLog^-^-cLog^+Q^k-4^.
Yk

La condition (C) est donc vérifiée, et aeB(X).
La démonstration est analogue lorsque Y vérifie (C. 3), en prenant

p-(cLogk)~1 et\^l/2. m

5.2. LIEN AVEC LES RÉSULTATS DU CHAPITRE 2

Nous avons montré au chapitre 2 que la condition suivante était suffisante
pour que A^eât :
(C.4) inf^(^+i-^)>0.

Les conditions (C. 1), (C. 2) ou (C. 3) peuvent être vérifiées sans que (C. 4) le
soit. Regardons par exemple la condition (C.2). Le moyen le plus simple pour
obtenir des suites Y vérifiant (C. 2) est de choisir la fonction / croissante.
Dans ce cas, la suite Y vérifie aussi (C.4).
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On peut cependant construire des suites Y vérifiant (C. 2) telles qu'il existe
une infinité d'indices k, tels que

^=^ .+ i= . . -=^+fc ,>

avec hi^2Cki/cLogki, où c et C>0 sont les constantes associées à Y.
Le nombre A, peut être pris bien plus grand pour des suites Y qui vérifient

(C.l), puisque si û=lim^^ k~lLogy^^, on peut avoir

h^û'^og^-k,,

donc peut être bien plus grand que k..

6. Problèmes ouverts

Si lim^ ̂  )^/Logk=û< + oo, alors Ay{x) est minoré par [e*10], donc il
en est de même pour Ay(x) et Ayiât d'après (P. 3). Je n'ai aucun
renseignement sur Ay lorsque y^ croît plus vite qu'un logarithme et moins vite
qu'une fonction puissance. A partir de cet ordre de croissance, Ay e ât pour
certaines suites y(théorème 3, conditions (C. 4), puis (C. 3) et (C. 2) lorsque la
croissance de y^ devient plus rapide). Ce n'est que lorsque y^ a une croissance
au moins exponentielle (condition (C. 1)) que A^eSt automatiquement.

Je ne sais pas si l'une des implications suivantes est vraie (la première
entraîne la seconde) : si Y est une suite infinie

AyçSt => A^eSt,

B(Y)^V> => A^eât.

Une réponse à ces questions permettrait de mieux décrire ce qui se passe
lorsque y^ a une croissance intermédiaire entre un logarithme et une
exponentielle.
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