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UNE REMARQUE
SUR LES COMPLEXES DIFFERENTIELS
DE FIBRES HOLOMORPHES

PAR

J.-P. RAMIS

RESUME. — On travaille sur un ouvert de C". Un complexe différentiel de fibrés holomorphes
est un complexe dont les objets sont des faisceaux localement libres de type fini et les morphismes
des opérateurs différentiels d’ordre fini, a coefficients holomorphes. Si un tel objet est borné et
acyclique, il est localement homotope a zéro; les fléches de ’homotopie étant des opérateurs
différentiels d’ordre fini.

ABSTRACT. — We work on an open subset of C". A differentiable complex of fiber bundles is a
complex whose objets are locally free sheaves of finite type and whose morphisms are finite order
differential operators. If such an objet is acyclic, then it is locally homotopic to zero; homotopy
maps being finite order differential operators.

Dans toute la suite X désignera un ouvert de C". On notera O, le faisceau
structural de X, Q, le faisceau des formes différentielles holomorphes de degré
maximal sur X, et D, le faisceau d’anneaux (non commutatifs) des opérateurs
différentiels d’ordre fini & coefficients dans O,. Pour les concepts « non

classiques » introduits plus loin, on se reportera a Ramis [1].

Nous appellerons complexe différentiel de fibrés holomorphes un complexe
dont les objets sont des faisceaux localement libres de type fini sur Oy et les
morphismes des opérateurs différentiels d’ordre fini (a coefficients
holomorphes).

Le résultat essentiel établi ci-dessous est que si un complexe différentiel
borné de fibrés holomorphes est acyclique, il est différentiablement homotope a
zéro (localement); cf. théoréme 2.

DEFINITION 1. — Soient S* et T  des complexes différentiels de fibrés
holomorphes. Un morphisme de complexesu™ : S — T est dit différentiel, si
les u' sont des opérateurs différentiels d’ordre fini. On dira que u” est un quasi-

(*) Texte regu le 15 février 1979, révisé le 24 septembre 1979.
J.-P. RaMIs, Institut de Recherche mathématique avancée, Laboratoire associé¢ au C.N.R.S.,
Université Louis-Pasteur, 7, rue René-Descartes, 67084 Strasbourg Cedex.
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isomorphisme différentiel si c’est un morphisme différentiel et si ¢est un quasi-
isomorphisme de complexes de faisceaux de C-espaces vectoriels. Une
homotopie k™ (k' : S* — T~ ') est dite différentielle si les k' sont des opérateurs
différentiels d’ordre fini. On dira que S' et T sont différentiablement
homotopes s’il existe des morphismes différentielsu’ :S—-T etv : T —S§’
~telsquev u (resp. u v’ soit différentiablement homotope d id: (resp. id;-).
THEOREME 2. — Soit S  un complexe différentiel borné de fibrés holomorphes

sur Pouvert X de C". On suppose S acyclique. Alors (quitte a restreindre X) il
existe une homotopie différentielle k' : S — S entre ids et 0.

COROLLAIRE 3. — Soient S et T  deux complexes différentiels bornés de
fibrés holomorphes sur X . Soitu” : S — T un quasi-isomorphisme différentiel.
Alors, quitte a restreindre X, u" réalise une homotopie différentielle entre S’
etT .

Nous allons d’abord déduire ce corollaire du théoréme 2 :

Onnote C’ lecylindrede u”.Ona C"=S"@T" ! et la différentielle de C"
sécrit 8 : (s, t) = (T(dg)(s), T(u )(s)+d,-(t)). Soit k un endomorphisme
C-linéaire de degré —1 du faisceau gradué C; il s’écrit

k' (s, 1) = (Tlks ) (s)+0 (1), T(w ) (s)+kq- (1)),

avecky :S —S dedegré —1,k; : T  —» T dedegré —1,v" : T =S de
degréOetw :S — T dedegré —2.Sik’ est formé d’opérateurs différentiels
d’ordre fini, il en est évidemment de méme pour k-, k;-, v etw . Sik réalise
une homotopie entre id.- et 0, on a donc
Tk)8 +T"1 (3 )k =id.-
d’ou I'on déduit
T(kg)dg + T (ds ) ks =idg —v" 0’

T(ky)dy+T ' (dy)dy-=idp—u v,
et
T(v )d; +ds v =0.
On a ainsi établi le :
LEMME 4. — Avec les notations ci-dessus, si k* réalise une homotopie
différentielle entreid. et 0,v" est un morphisme de complexesde T  dans S et

kg et k,- réalisent respectivement des homotopies différentielles entre v" u’ et
idg- d’une part, et u' v’ et id,- d’autre part.
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Nous sommes maintenant en mesure d’établir le corollaire 3 :

Siu’ est un quasi-isomorphisme différentiel, le cylindre C est acyclique, et,
d’aprés le théoréme 2, il existe une homotopie différentielle k~ entre id.- et 0.
On conclut en utilisant le lemme 4.

Revenons maintenant a la démonstration du théoréme 2.

On suppose S~ de la forme

D, D, D,-,
o= on ... 5o

A partir de S* on fabrique les complexes
s ooy om L oppXi Bpw
et L' : DY)y, L (les D; opérent & droite).
Remarque 5 (due 4 Z. Mebkhout). — On a L™ ®=Homtop. (S ; Oy) (la

théorie de ce foncteur restant a faire).
Le théoréme 2 résultera immédiatement de la :

PROPOSITION 6. — Si S~ est acyclique, L™ est aussi acyclique.

En effet, si L™ est acyclique, comme c’est un complexe parfait de D,-
modules, il est homotope & zéro par une homotopie D, linéaire. On a
S"=Hom, (L', Oy), ce qui permet de fabriquer I'homotopie cherchée k.

Il reste & établir la proposition 6. Le Dy-module Dy étant fidélement plat
[3], il suffit d’établir le :

LEMME 7. — Si S~ est acyclique, L™ est aussi acyclique.

Or, il y a un processus « transcendant » exact qui conduitde §° a L™ ® :
L~ H2(0y, Q) 5%). (On prend deux exemplaires X, et X, de X; A est
la diagonale de X, x X,. On transporte S*  sur X,; H? signifie que I’on
prend les Hy des objets du complexe Oy, ®CS§; et que I’on met les fléches par
fonctorialité.) Plus précisément, on a le :

LEMME 8. — Soit D un opérateur différentiel d’ordre fini, opérant a droite, de
QF dans Q4. Les diagrammes (ou D;, 1, 2, transformé de D par I'isomorphisme
Dy — Dy, opére a droite).

@  HyOx, ®cQp) —> Hy0x, R0,
. *rl, |l*q
D}, —— Dj
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et
(ii) HI(0y, ®cQ2,) — HIO04, Xc94,)

(1 ll : 4 l @'
D)y = (DR
sont commutatifs.
L’assertion (ii) est le lemme Additif II. 5 de [2]; I’assertion (i) s’établit de
fagon analogue.

La proposition 6 résulte des trois lemmes suivants :

LEMME 9. — Les deux conditions suivantes sont équivalentes :
(i) S est acyclique;

(ii) son transposé S*° est acyclique.

C’est un résultat classique, cf. par exemple [1].

LemME 10. — Si S*' est acyclique, Oy, @c S¥. est acyclique.
Pour un ouvert de Stein U, de X,, la suite
20T (U QY)— ... 2T (U Q)50 ...

est une suite exacte de FN; par tensorisation par le FN O(U,), on obtient
encore une suite exacte. On passe ensuite d la limite inductive.

LemMe 11. — Si Oy RSt est exacte, H3(Oyx, RSt (et donc
0 (H"(0Oy, R)cSE)) est exacte.

La diagonale A est lisse de codimension n dans X, x X,. On a donc, pour
tout fibré holomorphe F, Hi(F)=0 pour i#n. Il en résulte que
H"(0y, RS, )=T"RT, (0, R)cSE ) est exacte.

Remarque 12. — Dansle calculde R [, (S ") et Sy1,, on peut « localiser » §”
par les quasi-isomorphismes différentiels.
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