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SUITES ALGEBRIQUES,
AUTOMATES ET SUBSTITUTIONS

PAR

G. CHRISTOL, T. KAMAE, M. MENDES-FRANCE
et G. RAUZY (*)

RESUME. — Soit F, le corps fini 4 g éléments. On montre (théoréme 1) que la série formelle
FX)=Y2.0 f. X"eF [ X] est algébrique sur F_(X)si et seulement si la suite des coefficients ( f,)
est engendrée par un automate fini. On en déduit que si f(X) est algébrique sur F (X) et sur
F, (X) alors f (X) est rationnelle pourvu que log g/log q'¢ Q.

On étudie ensuite la nature déterministe des suites algébriques et on illustre les résultats
généraux par plusieurs exemples.

SumMARY. — Let F, be the finite field with g elements. We prove that the series
f(X)=Y%, f. X"eF [[X]] is algebraic over F,(X) if and only if the sequence of coefficients ( f,)
can be generated by a finite automata (Theorem 1). As a consequence of a result of Cobham’s,
it is then shown that if f (X) is algebraic both over F_(X) and F,(X), then f(X) is rational
provided logg/logq’ ¢ Q.

The deterministic nature of algebraic sequences is also discussed and several examples serve to
illustrate the general theory.

1. Introduction

Soit (g, €,, €,, ... ) une suite infinie de 0 et de 1. On pose §=Zg‘,° g,2 et
1 =Y %¢,37". La conjecture suivante, toute vraisemblable qu’elle paraisse,
est a ce jour hors d’atteinte : si I'un des nombres & ou n est irrationnel, alors
’'un d’entre eux est transcendant. Une des conséquences de 1’étude qui suit est
que si on munit {0,1}" et {0,1,2}" respectivement de I’addition et de la
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402 G. CHRISTOL ET COLL.

multiplication « sans retenue », la conjecture est vraie. Plus précisément, soit
[, le corps a deux éléments et F; le corps a trois éléments. Soient :

E=XFeX"eR (X)) et n=YFe,X"eF,((X)).

SiE est algébrique sur F, (X) et 1 algébrique sur F5 (X), alors £ et n sont 'un et
’autre rationnels.

Ce résultat apparaitra comme corollaire d’un théoréme de CoBHaM [5] et
de notre théoréme 1. Ce dernier affirme I’équivalence de trois méthodes pour
engendrer certaines suites déterministes :

(i) Une méthode algébrique : solution d’une équation algébrique;
(ii) Une méthode topologique : point fixe d’une certaine transformation;
(iii) Une méthode mécaniste : génération par automate fini.

Ce travail sera complété par une étude spectrale due & KaMAE.
Dans tout cet article, N désigne I’ensemble {0,1,2, ... }.

2. Suites algébriques

Soit K un corps fini de caractéristique p. K ((X)) représente le corps des
séries formelles a coefficients dans K. Un élément f de K (X)) est donc de la

forme o )
f=f(X)=ZJ+=—w jXJ, _ijKy
ou tous les f_; sont nuls dés que j est suffisamment grand. L’injection
K" 5 K ((X)) définie par
(fos f1s--) > Z;o=oijJ
permet d’identifier une suite infinie avec une série formelle. En particulier KN

se trouve muni d’une structure d’anneau : ’addition se fait coordonnée a
coordonnée et le produit est le produit de Cauchy.

Si une série formelle f (resp. une suite) vérifie 1’égalité
a,f '+a,_ f"" ' +...+a, f+a,=0,

ou les a, (0< k< v)sont des polynémes (K [X]) non tous nuls, on dit que fest
algébrique (sur K (X)). La série algébrique f est une suite algébrique si et
seulement si le coefficient non nul de plus haut degré vérifie a, (0)#0.

Il est facile de voir qu’une suite f'est périodique a partir d’un certain rang si
et seulement si elle est algébrique de degré 1 (rationnelle). Donnons un
second exemple, moins trivial, de suite algébrique. A tout entier n>0 on
associe la somme des chiffres de n représenté en base 2.
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SUITES ALGEBRIQUES 403

Si cette somme est paire, on pose f,=0 et sinon f,=1. La suite f =(f,)
considérée comme élément de (Z/2 Z)" vérifie

A+XPf2+(1+X)12 f+X=0.

Cette suite, appelée suite de Morse, est donc quadratique. (Elle a été étudiée
par de multiples auteurs [6], [8], [13], [14], [15], [16], [20], [23], [24], [26], [27],
[33], [35].)

On remarquera que la suite f+(1+X) " !=(1+f,) vérifie la méme
équation que f. Cette suite ne differe de f que par la nomenclature de ses
¢léments. Ainsi, a4 la nomenclature prés, les deux solutions de I’équation
quadratique précédente représentent I’une et ’autre la suite de Morse. Nous
reviendrons sur cet exemple.

BauM et SwekT [1] ont donné un exemple intéressant de suite cubique sur
Z/2 Z. 11 s’agit de I'unique solution f de ’équation

fP+xf+1=0.
On se convaincra aisément en résolvant
fH+X f2+f=0

que f =( f,) est la fonction caractéristique des entiers n qui ont la propriété
suivante. Dans leur représentation binaire, il n’existe aucune plage de 0 de
longueur impaire. Ainsi

f=1+X+X3+X*+X"+X°+...
Nous verrons d’autres exemples dans la suite de cet article.

3. Substitutions

Soit T un ensemble fini contenant deux éléments au moins. Selon I’'usage, =
est appelé alphabet et les éléments de * sont appelés mots de longueur
k(k=1). On convient que X° est I’ensemble dont le seul élément est le mot
vide. On pose

= Tk
L’ensemble Z* est muni de I’opération concaténation. Sim,, m,, ..., m,sont
des mots, on pose
Cleymy=mym,...m,eZ*.

La longueur est notée |... | en sorte que |C}-, m;| =Y ), |m;|.
Plus généralement, on pourra considérer des concaténations infinies

CEymz=mym,my...eZ"

~
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404 G. CHRISTOL ET COLL.

Soit k> 1 un entier. Soit & une application T — X*. On prolonge ¢ a une
application IV — I notée encore o, définie comme suit. Si x=(x,)eXZV,
alors

o(x)=C&,0(x;)eZM

o s’appelle une substitution d’ordre k, ou plus briévement une k-substitution
(en anglais : uniform tag system with modulus k [6]).

Munissons * et =V de la métrique naturelle d :
d(xo Xy X3y .0y Yo Y1 ¥2--)=(inf {n21/x,_ #y,_ 7"

Si x=(x,) et y=(y,) débutent par la méme lettre x,=y,, alors
1
d(ox, oy)<Ld(x,y).

Supposons alors k> 1 et admettons I’existence d’une lettre [e X telle que
o (l)el.Z*. Soit x eI ZN. En désignant par ¢" la n-iéme itérée de o, on a donc
pour tout n<m :

d n m < 1 d m-n < 1

(c"x, o x)\F (x, o x)\E;.

La suite 6" x converge donc vers un élément se ! ZN qui est un point fixe de la
substitution ¢ : 6 s=s. On dit que s est engendré par une k-substitution.

Soit = un ensemble fini et soit T : £ — Z. Sila suite se ZN est engendrée par
une k-substitution, on dira que la suite t(s)=(t(s,))eE" est elle aussi
engendrée par une k-substitution (uniform tag sequence of modulus k).

La suite de Morse dont il a déja été fait mention fournit un exemple
classique de suite engendrée par une 2-substitution. On choisit en effet
Z=EZ={a, b}, t=identité et o(a)=ab, o (b)=ba. La substitution c admet
deux points doubles dans IV, I'un dans a ZN et I’autre dans b V. Tous deux
sont une représentation de la suite de Morse.

La suite de BAuM et SWEET est elle aussi engendrée par une 2-substitution.
On prend £={a, b, c,d}, E={0, 1}, t(a)=1(b)=1, 1(c)=1(d)=0et la
2-substitution o est définie par

ca=ab, ob=cb, oc=bd, od=dd.

o admet donc deux points fixes. Le premier dans a =" qui donne lieu a la suite
de BauM et SwEET, le second dans d =™ qui donne lieu 4 la suite triviale 0.
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SUITES ALGEBRIQUES 405

4. Automates et suites k-reconnaissables ([7], [10])

Soit k>2 un entier et soit [k] 'ensemble {0, 1, ..., k—1} (le symbole [...]
désigne aussi « la partie entiére »; nous espérons que ce double emploi ne
provoquera pas de confusion).

Un k-automate A est la donnée de :
(i) deux alphabets X et E;
(i) un point initial x,e Z;

(iii) une application @ : [k] xZ — Z;

(iv) une application 1 : £ — E.

Pour tout élément (j, x) € [k] x Z, on pose ¢ (j, x) =j (x), plus simplement jx.
On prolonge I’application ¢ : [k] x £ — X en une application [k]* x Z — Z de
la fagon suivante : soit e, e;_, ... e, €[k]* et xe X. On définit par récurrence

€€ _y...e0x=ee;_;...e.(€gX) "

et @ (D, x)=Xx pour tout xe X.
Soit n>1 un entier qu’on développe en base k :

n=Y%e;(n)k'.

Soit I=[log n/log k}. Sij>1, e;(n)=0e¢t ,(n)#0. L’entier n admet donc la
représentation
e(n)e;—1(n)... eo(m)e[k]*.

Au nombre 0 on associe le mot vide.
Soit alors xeX. On pose

nx=e;(n)e,_,(n)... e, (n)ey(n)x.

Ainsi, lorsque n parcourt la suite de tous les entiers, nx,, décrit une suite infinie
d’éléments dans X et t(nx,) décrit une suite infinie d’éléments dans Z. On dit
qu’une suite te =" est k-reconnaissable s’il existe un k-automate (Z, xo, @,
Z, 1) tel que t=(t,)=(1(nxy)).
La suite de Morse, déja vue a4 deux reprises, est 2-reconnaissable. En effet, le
2-automate suivant « engendre » la suite de Morse :
2={x°,x1}, E={0,1},
¢ (0, xo)=x,, (0, x,)=x,,
(1, xo)=x,, (1, x;)=x,,
t(xj)=ja (’=1, 2)
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406 G. CHRISTOL ET COLL.

Schématiquement, ’'automate peut se représenter ainsi :
1

xm‘

On laisse au lecteur le plaisir de montrer que la suite de BAum et SWEET est
2-reconnaissable.

Remarque. — Dans la littérature mathématique on trouve, outre notre
définition, une définition voisine de k-automate. L’application ¢ peut en effet
étre définie sur X x [k] et prolongée 4 X x [k]*. Si n est un entier positif dont la
représentation en base k est e;¢,_, ... ¢, on pose pour tout xeX :

Q(x, n)=xn=xee,_,... €.

Ici, e, opére d’abord sur x, puis e, _, sur xe, € X, etc. Pour cette raison, on dit
que ’automate est a lecture directe alors que dans notre définition précédente
il s’agissait d’automates a lecture inverse.

D’aprés [10], p. 18, les familles de suites k-reconnaissables pour les
automates a lecture directe et a lecture inverse coincident. Dans notre article,
nous ne considérons que les k-automates a lecture inverse.

5. Equivalence des trois notions

Nous nous proposons d’établir le résultat suivant :

THEOREME 1. — Soit Z un ensemble fini non vide, soit t =(t,) € E et soit pun

nombre premier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) la suite t est p-reconnaissable;

(ii) t est engendré par une p-substitution;

(iii) il existe un corps fini K de caractéristique p et une injectiona : £ g K
telle que a(t)=(o(t,)) soit algébrique sur K (X).

L’équivalence des propriétés (i) et (ii) est due a CoBHaM [6] (qui considére
des automates a lecture directe). L’équivalence s’établit sans avoir a supposer
que p est premier. La restriction n’intervient que pour la propriété (iii).
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SUITES ALGEBRIQUES 407

6. Preuve que (i) = (iii)

Soit te=M une suite p-reconnaissable. Soit K un corps fini de
caractéristique p, ayant autant ou plus d’éléments que =. L’ensemble = peut
alors s’injecter dans K. Ainsi, quitte 2 renommer les éléments de =, on pourra
considérer que te KN. Montrons alors que ¢ est algébrique sur K (X).

Notons g=p*® le nombre d’¢léments de K.
Pour re[g], on considére I'application A, : K (X)) — K ((X)) définie par

Ar(Zn ann)=vaqn+an'

Soit 4" le semi-groupe engendré par l'identité et les A, pour la loi de
composition. A tout v=z,, v, X"e K ((X)) on associe son orbite

N (v)={A@)/AeN}.

Draprés [10], proposition 3.3, p. 107, on sait que 4" (v) est fini si et seulement
si v est g-reconnaissable c’est-a-dire p-reconnaissable. Donc A7 (z) est fini.

Soit E I’espace vectoriel sur K (X) engendré par A4 (t) et soit F I’espace
vectoriel sur K (X) engendré par les g4, g€ A4 (t). Nous montrons dans un
premier temps que E=F. Eneffet, sig;, g2), ---» gv) €st une base de E, alors
pour tout ge E;

N
Q=Zk=1 9y
donc
N
9q=2k=1 ct 98

ce qui montre que g§), g&), .-, gk, est un systéme de générateurs pour F.
Ainsi

dim F<dim E< card A (t).

Par ailleurs, pour tout ge A#"(t), on a
g=Y120X"(4,9)"

Or (4,(9))%e(A (t))*cF, donc EcF, ce qui, vu I'inégalité précédente,
entraine E=F.

Soit maintenant G 1’espace vectoriel engendré sur K (X)) par les produits du
type

A (g)
Hae.ﬁ’(t)g "

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



408 G. CHRISTOL ET COLL.

ou A : A (t) = N n’est pas identiquement nul. Alors te G, G est un anneau

donc tG<G. Or, d’aprés un résultat classique (S. LANG [22], p. 2), on a

I'implication
- dinG<ow = t algébrique

et de plus le degré de ¢ ne dépasse pas dim G. Pour établir I’algébricité de ¢ il

nous suffit donc de montrer que G est de dimension finie.

Soit ge A" (t). Alors, puisque E=F, g? est une combinaison linéaire a
coefficients dans K (X) des he A" (t). Par suite, G est engendré par les

ngel(z)gl(n 0‘:1 k(g)<q.
il en résulte
dimG<qg'¥ W -1,
ou | A ()] est le cardinal de A" (¢). CQFD.

7. Preuve que (iii) = (i)

Soit K un corps fini de caractéristique p 4 g = p* éléments, f =(f,) une suite
algébrique sur K(X), o une injection d’un ensemble fini = dans K et
t=(t,)=(a""! f,). Nous montrons ci-dessous que t est g-reconnaissable (ce
qui démontrera que ¢ est p-reconnaissable d’aprés [10]) ou ce qui revient au
méme que f est g-reconnaissable.

Nous reprenons les notations du paragraphe 6. Comme nous I’avons déja
vu, il suffit de montrer que A" (f) est fini.

fétant algébrique sur K (X), ’espace vectoriel engendré par les f"(neN)
est de dimension finie sur K (X), et il existe donc des éléments a,, ..., g, de
K[X] non tous nuls tels que :

K oa. fT=0.

Soit j le plus petit entier tel qu’existe une relation du type précédent avec
a;#0. Montrons que j=0. En effet, comme

a;=3125X"(4,(@))",
il existe un entier r tel que 4,(a;)#0.

De la relation Y'%_ ;a, £ =0 on déduit alors Y% ; 4, (a; f*) =0 soit encore,
compte tenu du fait que pour g et h dans K((X)) A4,(g*h)=g A, (h), et en
supposant j#0,

-4, @) f* =0
qui est une relation du type précédent ou le coefficient de f" est différent
de 0, ce qui est contraire & ’hypothése faite sur j.
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SUITES ALGEBRIQUES 409

On a donc une relation
Y5 0a, ff=0  avec a,#O0.
Posant g= f/a,, on a
Cg=Yk,bg" ob b=—a,d eK[X].

Soit N =sup(dega,, sup;-;,
K((X)) de la forme

h=Y%ocid%, cieK[X], degc,<N,

«degb;), et soit H I’ensemble des h de

cony

H est un ensemble fini, et f =a, g appartient a H. Il suffit donc de montrer que
H est stable par les applications 4,.

Or, si h appartient & H, on a

A, (R)=A,(cog+ Y5 cig)=A,(Tr 1 (cobi+c)g?)
= Z?=1 Ar(cobi+ci)gq‘-l'

Commedeg(cob;+c¢;)<2N,deg A,(cob;+¢c;)<2N/q< N et par conséquent
A, (h) appartient bien 4 H, ce qui termine la démonstration.
Une démonstration de nature différente, s’appuyant notamment sur le

théoréme de la diagonale de FURSTENBERG [12] (voir aussi [11]) est donnée
dans [4].

8. Probléme de transcendance

Dans [5], CoBuaM démontre que si k et k' sont deux entiers tels que
logk/logk’¢ @ et si une suite ¢t est a la fois k-reconnaissable et
k’-reconnaissable, alors t est périodique & partir d’un certain rang. Compte
tenu du théoréme 1, ce résultat se traduit de la fagon suivante.

CoROLLAIRE. — Soient K et K' deux corps finis de caractéristiques
différentes, soit E un ensemble fini non vide et soienta. : E g Keta' : Eg K’
deux injections. Si la suite t e EN est telle que a.(t) soit algébrique sur K (X) et
a' (t) soit algébrique sur K' (X)), alors t est périodique a partir d’un certain rang.
En d’autres termes, si un élément irrationnel a méme développement dans
K ((X)) et dans K’ (X)) alors il est transcendant sur I'un des deux corps K (X)
ou K'(X).

A la lumiére du résultat précédent, on peut se poser la question suivante.
Soit te N < Z" une suite k-reconnaissable. Est-il vrai que pour tout entier
g=>2, le nombre réel Y 5 t,g~ " est soit rationnel soit transcendant? Divers
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410 G. CHRISTOL ET COLL.

auteurs, dont DEkkKING [9], KuBoTa [21], LoXTON et VAN DER POORTEN [34]
ont montré que sila suite t € { 0, 1}™ est la suite de Morse, alors ) & ¢, 2™ "est
transcendant. Récemment (fin 1979), LoxToN et vaN DER POORTEN auraient
complétement résolu le probléme (communication privée).

9. Déterminisme

Ainsi que nous I’énoncions dans l'introduction, les suites que nous

étudions sont déterministes, c’est-a-dire d’entropie nulle [19], [28].

Soit te=N une suite définie sur un ensemble fini =, dont le nombre

d’éléments est |Z|.
Soit H,(t)=card{t;t;,;... tjs,-1€E"/jeN} <|E|"
L’entropie H (t) de la suite ¢ vérifie I'inégalité

1
H(t)<lim sup,,_.m; log H,(t).

Cette inégalité nous sert a établir le résultat suivant (reformulation du
théoréme 2 [6]).

THEOREME 2. — Soit k=2 un entier. Toute suite k-reconnaissable est
déterministe, donc en particulier toute suite algébrique sur K (X) ou K est un
corps fini est déterministe.

Preuve. — Soit t € EN une suite k-reconnaissable. Elle est engendrée par une
k-substitution. Il existe donc un ensemble fini T, une application o : £ — Z*
se prolongeant en une substitution ¢ : TV — IV, et une applicationt : £ —» =
telle que t=1(s) et s=o(s).

Pour chaque neN,

O (Sn)=SknSkn+1--- Skms k-1 € Z*.
A priori, s, peut prendre | X | valeurs quand n parcourt N donc

Hy(s)=H,(o5)<k|Z|?
et plus généralement
H,.(s)<k'|Z|?
pour tout ve N.
Soit n un entier positif. Il existe un entier v>0 tel que k¥~ ! <n<k". Alors :

H,(s)<H,.(s)<k'|Z|*<nk|Z|?
donc {
H(s)slimsup,,_.m;logH,,(s)=0.
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SUITES ALGEBRIQUES 411

Comme
H(t)=H(x(s))<H(s)
on en déduit H(t)=0.
. CQFD.

On sait (voir par exemple [28]) que toute suite presque périodique au sens de
Besicovitch est déterministe. On peut alors se poser la question : les suites que
nous étudions ici sont-elles ou non presque périodiques, lorsqu’elles ne sont
pas périodiques a partir d’un certain rang?

Montrons seulement ici que la suite de Morse 01101001 ... n’est pas presque
périodique au sens de Besicovitch.

Cette suite a pour terme général v(n) égal a 0 ou 1 selon que la somme des
chiffres de I’écriture de n en base 2 est paire ou impaire.

Supposons cette suite presque périodique au sens de Besicovitch. Quelque
soit £>0 il existe alors [28] un entier s tel que :

Em—N_,m—It-,—card{n<N, v(n)#v(n+s)} <e.

Soit n,... n, ’écriture de s en base 2, avec n;=1.

Soit n un entier dont I’écriture en base 2 se termine par ;... €, avecg;=1.
n+s se termine alors par ;... {, et il y a une retenue.

En d’autres termes si :

n se termine par 0 1v..1 ¢g,... &;
N )
r

n+s se termine par>1 0...0 ¢g,...&;,

r

en outre les chiffres précédents sont identiques pour n et n+s.

On aura donc v(n)=v(n+s) ou v(n)#v(n+s) selon la parité de r, et la
densité de I’ensemble des n dont I’écriture en base 2 se termine par g, ... €y, et
tels que v,#v,,, sera donc égale soit & (1/2'*1)+(1/2'*3)+... soit &
(1/2'*2)4(1/2'*%)+... en tout cas supérieure ou égale a 1/(3 x2').

Ily a par ailleurs 2'~! mots binaires du type ¢,... €, avec g,=1. On aura
donc :
1 1

3x2' 6

l_iEN_,m—Ilqcard {n<N,v(n)#v(n+s)} >2""1x
ce qui contredit I’hypothése si ¢ est choisi inférieur a 1/6.
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Remarque. — Cette propriété résulte également de I’étude spectrale de la
suite (existence d’une composante continue [23] et [35]).

0-0
Par contre, la suite w =(w (n)), .\ point fixe de la substitution { 1 : 0(1) n’est

pas périodique a partir d’un certain rang, mais est presque périodique au sens de
Besicovitch.

On vérifie immédiatement que w(2n)=0, w(2n+1)=1—w(n).
11 en résulte que quelques soient les entiers k, g, r de N avec 0<r<2*on a

wkq+r)=w(r)

sauf si le développement de r en écriture binaire ne comporte que des 1, c’est-
a-dire sauf si r=2%—1.
Il existe donc un polynéme trigonométrique

injn/2*
Py(n)= zp<j<2‘ Cik ez,

tel que w(n)=P,(n) sauf éventuellement si n=2*—1(mod 2*) et on peut
choisir P, [par exemple en prenant P, (n)=w(n) pour n=0, ..., 2*—1] de
maniére a ce qu’il prenne sur N uniquement les valeurs 0 ou 1.

Pour un tel choix, on aura alors :
— 1

- 1
n<NN2|<N|w(n)_Pk(n)| < 57

quantité qui peut étre rendue aussi petite que I’on veut, ce qui entraine que w
est presque périodique au sens de Besicovitch.
Par ailleurs, si f=Xw(n)x" est I'élément de F, ((x)) associé a w, f vérifie
I’équation
x(1+x?) f2+(1+x?) f+x=0

dont on prouve aisément qu’elle n’a pas de racine dans F, (x), ce qui entraine
que la suite w n’est pas périodique a partir d’un certain rang.

Notons que compte tenu des exemples précédents, les deux-autres types de
2-substitution sur un ensemble 4 deux éléments sont (aux changements de

notations preés) : :
0-10 ot 0-ap
1-01 1 - ap.

Le premier n’admet pas de point fixe, le deuxiéme un point fixe périodique.
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10. Les suites de Morse généralisées

Nous nous proposons d’illustrer la théorie précédente en décrivant dans le
détail une sous-classe de suites quadratiques. Pour simplifier I’exposé nous
choisirons K=7/27Z= {0, 1}.

Commengons par généraliser la notion de mots construits sur I’alphabet
{0, 1} . Soit z un symbole différent de 0 et de 1. Un mot « généralisé » u est
un élément de {0, 1, z}* qui, s’il est non vide, débute nécessairement par 0
oul:

ue{0,1}{0,1,z}*.

Ainsi, si u est non vide,
u=u,_1u1_2...u1uo, ul_,¢z.

Si u ne contient aucune lettre z, on dira que u est un mot simple; sinon u est un
mot composé. (Le symbole z peut étre interprété comme un trait d’union.
Dans notre modéle, on admettra des mots se terminant par un ou plusieurs
traits d’union ou encore des mots ayant plusieurs traits d’union consécutifs.)
Que le mot soit simple ou composé, sa longueur est |u| =1.

Un mot est dit trivial s’il ne contient que les lettres O et z. Il est non trivial
s’il contient une fois au moins la lettre 1.

Soit u=uu,_,...u, un mot généralis¢ (& partir de maintenant on
emploiera le vocable « mot » pour désigner un « mot généralisé »). Soitn=>0
un entier et soit :

. ex(n)e_y(n)... e;(n)ey(n)e{0, 13N,

ou ¢, (n)=0 pour k>[logn/log2] le développement binaire de n que I'on
notera encore n si aucune confusion n’est possible.

Le développement est précédé d’une « queue infinie » de 0. Le nombre
d’apparitions de u dans n est par définition

M (u, n)=card {i 2 0/Vje[ll, u; # z =u;=e;,;(n)}.

Sidoncuest trivial, alors p (u, n)est infini. Par contre, si u est non trivial, alors
u(u, n) est fini. Dans ce cas, on considére la suite infinie

p=pW)=pnu, 0)pu(u, 1)pu(y, 2)...

ou chaque composante est réduite modulo 2.
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La suite p (1) est la suite classique de Morse. La suite p(11) est la suite de
RupiN-SHAPRO ([3], [31], [32]) qui vérifie I'inégalité

.. IZI:=1(__1)M(11.n)e2innx|ss\/ﬁ

pour tout xeR et tout NeN.

Nous nous proposons d’étudier les propriétés générales des suites p(u)
appelées ici suites de Morse.

Au mot simple u=u,_, u,_,... u, est associé ’entier
=$I-1, 9j
v(u)=YZbu;2’.

Soit maintenant v un mot composé de longueur ! qui contient la lettre z en
k endroits (0< k <!). En remplagant tout a tour chacune de ces lettres z par 0
ou 1 on obtient 2¥ mots de longueur [. Soit E (v) leur ensemble. On appelle
spectre de v I’ensemble

sp(v)={v(u)/ueE({v)}.

Ainsi v est un mot simple si et seulement si son spectre ne contient qu’un seul
élément.

On remarquera que si v est non trivial alors 0¢sp (v).
On définit enfin le polynéme

P,= Z'esp(v)X"'

THEOREME 3. — Soit u un mot non trivial. La suite p=p(u) est quadratique
A+XP " 241+ X2 p+P,=0.

Ce résultat est établi au paragraphe suivant. D’aprés le théoréme 1, p est
engendré par une 2-substitution. Nous nous proposons de décrire
complétement la génération de p a partir d’une substitution mais, pour en
faciliter ’exposé, nous généralisons la notion de substitution.

Soient j et k deux entiers, 1<j<k. Soit :
o: {0,1}={0,1}*

Comme au paragraphe 3, on prolonge © en une application
{0, 1}N— {0, 1}" définie par

o(CiZoX:)=C 200 (X Xij41--- Xija j=1)-
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Une telle application o s’appelle une (j, k)-substitution. En particulier, une
(1, k)-substitution n’est autre qu’une k-substitution.

Considérons les quatre 2-substitutions 8, 6, 82, 8> définies par
R 090d)=d, d, de{0,1},
S 0 (d)=1-d, d,
02 (d)=d, 1 —d,
( 09 (d)=1—d, 1—d.

Nous établirons le résultat suivant :

THEOREME 4. — Soit u un mot non trivial. Soit k=2"'"'. La suite p(u) est
point fixe de la (k, 2 k)-substitution ¢ définie par

GWob; ... vp)=CrI46% @), v;e{0,1},

. a;=0 si 2jésp(u) et 2j+1¢sp(u),
a;=1 si 2jesp(u) et 2j+1¢sp(u),
a;=2 si 2j¢sp(u) et 2j+1lesp(u), ‘
o;=3 si 2jesp(u) et 2j+1esp(u).

Le théoréme 3 généralise une remarque de BAuM, HErzBERG, LoMoNACO Jr
et SWEET [2]. Le théoréme 4 généralise la propriété génératrice de la suite de
Morse.

’

11. Preuve du théoréme 3
Soit u=u,_,u,_,... uy un mot simple de longueur I. Alors :
pl, n)= Y2 o [[5=5(exs j(n)+u;) (mod2)
ol u;=1—u;. Le premier terme (k=0) de la somme ci-dessus

¢, (n)= ]_I,li;%) (ej(n)+;j)
est la fonction caractéristique de la progression arithmétique 2' N+ v (u). @,
admet donc la période 2'. Maintenant si ae{0, 1} :
eo(2n+a)=a,

e,(2n+a)=e,_,(n), k=21
donc
wu, 2n+a)=0,2n+a)+pn(u, n).
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Ainsi,
p)=Y 2 onl, n) X"
=)ol 2m) X"+ Y= op(u, 2n+1) X2+
=2ro K, m) X2+ 300 (u, n) X2
+ Z:o=o 0.2n) X"+ Z:D=O(P..(2n+ 1) x2n+1
=(1+X)p2 @)+ Y20 0. (n) X"
=(1+X) P2 )+ X (1 +X)
d’ou
1) (1+X)2M+lH2+(1+X)2'"'p+XV(y)__.0

Cette égalité établit le théoréme 3 pour les mots simples.
Soit maintenant v un mot composé. Remarquons que

l“lj(v):: EasE(v) p'j(u) (.l= 1’ 2)
et que
P,= ZueE(v)XV(“)'

L’égalité (1) sommée sur I’ensemble E (v) conduit a

A+XP" 2 @)+ + X" pv)+P,=0.
C.QFD.
12. Preuve du théoréme 4

Soit ¥ un mot non trivial et soit k=2"*'-!. Montrons que la (k, 2k)-
substitution ¢ définie par

c =
VoV ... Uy > C I8 0% (v))

engendre bien p(u). A cet effet, nous montrons d’abord que les suites
te{0, 1}" points fixes de o vérifient

) A+XP"* 2+ 1+ X" t+P,=0.

Soit donc
1= :)= 0 t,,X"

une suite (série formelle) invariante par 6. On a

— k-1 +kj
1= 0 meotarig X Y
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d’ou
C(t)'—'— Zfsoc(z =0tn+k1Xn+kj) = Z):OZu=Oe(u)(tu+k X".HU)

ou il est entendu que
8O (t X™) =1, X2"+ 1, X"+,
0D (£, X™)=(1—1,) X2™ 41, X2"*1,
02 (1, X™) =1, X>"+(1—t,) X>"*1,
09 (1, X™)=(1—1,) X2™ 4+ (1 —1,,) X2"*1,

Par suite
G(t):: Zf=02:;6(t"+”x2n+2kj+ t,,+th2"+_2"j+l)

+ Z?‘02n<k ¢.-|X2n+2kj+ Zl<k =2 X2n+2kj+1
+ zn<k a, 3(X2"+2"J+X2n+2k,+1)

-r2(1+X)+(1+X)‘2"P
L’égalité t=0o(t) établit alors (2).

Il reste a observer que les deux zéros de I’équation (3) différent par le terme
additif (1+X)~? 2,,30

Ainsi, les deux zéros t-(t,,) et 1=(1—1,) sont I'un et I'autre points fixes
de o. Comme p(u) vérifie (2), p(u) est bien point fixe de o.
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