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SUITES ALGÉBRIQUES,
AUTOMATES ET SUBSTITUTIONS

PAR

G. CHRISTOL, T. KAMAE, M. MENDES-FRANCE
et G. RAUZY (*)

RÉSUMÉ. - Soit F, le corps fini à q éléments. On montre (théorème 1) que la série formelle
/ (X )= ̂ « o /„ X" € F, [[X]] est algébrique sur F, (X ) si et seulement si la suite des coefficients (/„)
est engendrée par un automate fini. On en déduit que sif{X) est algébrique sur F,(X) et sur
^q'(X} alors/(JO est rationnelle pourvu que log ql\o% q'^Q.

On étudie ensuite la nature déterministe des suites algébriques et on illustre les résultats
généraux par plusieurs exemples.

SUMMARY. - Let F, be thé finite field with q éléments. We prove that thé séries
/ (X ) = S?, o fn ̂ n e F, [[X]] is algebraic over F, {X ) if and oniy if thé séquence of coefficients ( /„)
can be generated by a finite automata (Theorem 1 ). As a conséquence of a resuit of Cobhanfs,
it is then shown that if f(X) is algebraic both over F,(X) and F,-(X), then/CY) is rational
provided log q /log q ' i Q.

Thé deterministic nature of algebraic séquences is aiso discussed and several examples serve to
illustrate thé général theory.

1. Introduction

Soit (£o, 61, €2, . . . ) une suite infinie de 0 et de 1. On pose Ç=^? Sn^""et
T| ==^ £n3""". La conjecture suivante, toute vraisemblable qu'elle paraisse,
est à ce jour hors d'atteinte : si l'un des nombres Ç ou T| est irrationnel, alors
l'un d'entre eux est transcendant. Une des conséquences de l'étude qui suit est
que si on munit {0,1 }N et {0,1,2}'^' respectivement de l'addition et de la

(*) Texte reçu le 10 octobre 1979, révisé le 25 février 1980.
G. CHRISTOL, 5, allée de Gradins, 91350 Grigny.
T. KAMAE, Department of Mathematics, Osaka City University, Sujimoto-Cho, Osaka,

Japan.

M. MENDES-FRANCE, Mathématiques et Informatique, Université Bordeaux-1,351, cours de
la Libération, 33405 Talence Cedex.

G. RAUZY, Unité d'Enseignement et de Recherche, Marseille Luminy, Mathématiques-
Informatique, 70, rue Léon Lachamp, 13288 Marseille Cedex 2.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE - 0037-9484/1980/401/$ 5.00
© Gauthier-Villars



402 G. CHRISTOL ET COLL.

multiplication « sans retenue », la conjecture est vraie. Plus précisément, soit
F^ le corps à deux éléments et F3 le corps à trois éléments. Soient :

^S^^eF^X)) et îi^e^eFa^)).

Si î, est algébrique sur F2 (X) et r| algébrique sur F3 (X), alors Ç et T| sont l'un et
l'autre rationnels.

Ce résultat apparaîtra comme corollaire d'un théorème de COBHAM [5] et
de notre théorème 1. Ce dernier affirme l'équivalence de trois méthodes pour
engendrer certaines suites déterministes :

(i) Une méthode algébrique : solution d'une équation algébrique;
(ii) Une méthode topologique : point fixe d'une certaine transformation;

(iii) Une méthode mécaniste : génération par automate fini.

Ce travail sera complété par une étude spectrale due à KAMAE.
Dans tout cet article, N désigne l'ensemble {0,1,2,.. . }.

2. Suites algébriques
Soit K un corps fini de caractéristique p. K((X)) représente le corps des

séries formelles à coefficients dans K. Un élément/de K((X)) est donc de la
forme /=/W=^-ooW f^K,

où tous les f.j sont nuls dès que j est suffisamment grand. L'injection
K^^K^X)) définie par

(/O,/!,...)-!:^/^

permet d'identifier une suite infinie avec une série formelle. En particulier K"^
se trouve muni d'une structure d'anneau : l'addition se fait coordonnée à
coordonnée et le produit est le produit de Cauchy.

Si une série formelle/(resp. une suite) vérifie l'égalité

ûv/v+^-l/v ' ' l+...+^/+ao=0,

où les ûfc (0 < k < v) sont des polynômes (eK [X]) non tous nuls, on dit que/est
algébrique (sur K(X)). La série algébrique/est une suite algébrique si et
seulement si le coefficient non nul de plus haut degré vérifie ûy(0)^0.

Il est facile de voir qu'une suite/est périodique à partir d'un certain rang si
et seulement si elle est algébrique de degré 1 (rationnelle). Donnons un
second exemple, moins trivial, de suite algébrique. A tout entier n^O on
associe la somme des chiffres de n représenté en base 2.
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SUITES ALGÉBRIQUES 403

Si cette somme est paire, on pose/^=0 et sinon/„=!. La suite/=(/„)
considérée comme élément de (Z/2 Z)^ vérifie

(1+X)3/2+(1+X)2/+X=0.

Cette suite, appelée suite de Morse, est donc quadratique. (Elle a été étudiée
par de multiples auteurs [6], [8], [13], [14], [15], [16], [20]. [23], [24], [26], [27],
[33], [35].)

On remarquera que la suite /-Hl+AT)"1 ==(1-(-/„) vérifie la même
équation que /. Cette suite ne diffère de / que par la nomenclature de ses
éléments. Ainsi, à la nomenclature près, les deux solutions de l'équation
quadratique précédente représentent l'une et l'autre la suite de Morse. Nous
reviendrons sur cet exemple.

BAUM et SWEET [1] ont donné un exemple intéressant de suite cubique sur
Z/2 Z. Il s'agit de l'unique solution/de l'équation

/3+A r/+l=0.
On se convaincra aisément en résolvant

/4+Ar/2+/=0

que /=(/„) est la fonction caractéristique des entiers n qui ont la propriété
suivante. Dans leur représentation binaire, il n'existe aucune plage de 0 de
longueur impaire. Ainsi

/=l+X+^3+A^4-^X7+A^9-h...
Nous verrons d'autres exemples dans la suite de cet article.

3. Substitutions

Soit S un ensemble fini contenant deux éléments au moins. Selon l'usage, S
est appelé alphabet et les éléments de 2^ sont appelés mots de longueur
k(k^ 1). On convient que £° est l'ensemble dont le seul élément est le mot
vide. On pose . .y*— °° y*2- —Uk^o2 ' •
L'ensemble S* est muni de l'opération concaténation. Si m^, m^ ..., m^ sont
des mots, on pose

C^mt=mim2...Wy€Z*.

La longueur est notée |... | en sorte que |Cî= i wj =^= 11 w» |.
Plus généralement, on pourra considérer des concaténations infinies

C~'^= ^ w,= y^ ni^ w ^ . . . ç S .
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404 G. CHRISTOL ET COLL.

Soit k$? 1 un entier. Soit a une application Z ->• 2^. On prolonge CT à une
application 1^ -^ notée encore a, définie comme suit. Si x^xJeS1^,
alors

aO^C^o^)^.

CT s'appelle une substitution d'ordre k, ou plus brièvement une k-substitution
(en anglais : uniform tag System with modulus k [6]).

Munissons S* et 5^ de la métrique naturelle à :

d(xox^ X2, . . . , ^o^ l} ? 2. • • )=( inf{^ î^ l /x„_l^^_l}) - l .

Si 3c=(xJ et y=(yn) débutent par la même lettre ^0=^0» alors

d(ax,ay)^d(x,y),

Supposons alors k> l et admettons l'existence d'une lettre /eZ telle que
a (l) e i S*. Soit xelî^.En désignant par o" la n-ième itérée de a, on a donc
pour tout n^m :

dÇa" x, o" x)^ -.nd(x, a""" x)< p

La suite a" x converge donc vers un élément s e ( 2^ qui est un point fixe de la
substitution <j : os =5. On dit que s est engendré par une k-substitution.

Soit S un ensemble fini et soit T : S -> S. Si la suite s e 2^ est engendrée par
une k-substitution, on dira que la suite i^^'^MeS'^ est elle aussi
engendrée par une k-substitution (uniform tag séquence of modulus k).

La suite de Morse dont il a déjà été fait mention fournit un exemple
classique de suite engendrée par une 2-substitution. On choisit en effet
S=S= { û , b], T= identité et a(a)=ûfc, a(fe)=bû. La substitution a admet
deux points doubles dans 5^, l'un dans a î^ et l'autre dans b î^. Tous deux
sont une représentation de la suite de Morse.

La suite de BAUM et SWEET est elle aussi engendrée par une 2-substitution.
On prend £ = { a , fc, c, d}, S={0, 1}, T(û)==ï(b)=l , -r(c)=x{d)=0 et la
2-substitution a est définie par

aû==ûfc, afc==cfc, ac=fcd, od=dd.

a admet donc deux points fixes. Le premier dans a 2^ qui donne lieu à la suite
de BAUM et SWEET, le second dans d î^ qui donne lieu à la suite triviale 0.
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SUITES ALGÉBRIQUES 405

4. Automates et suites /c-reconnaissables ([7], [10])

Soit k ̂  2 un entier et soit [k] l'ensemble {0,1 , . . . , k -1} (le symbole [... ]
désigne aussi « la partie entière »; nous espérons que ce double emploi ne
provoquera pas de confusion).

Un k-automate A est la donnée de :
(i) deux alphabets Z et 2;

(ii) un point initial XoêZ;
(iii) une application <p : [k] x Z -» S;
(iv) une application T : S ->• S.
Pour tout élément (/, x) e [k] x S, on pose <p (/, x) ==/' (x), plus simplement jx.

On prolonge l'application <p : [k] x S -o S en une application [k]* x Z -^ Z de
la façon suivante : soit ^ ̂  _ i... êo e [k]* et x e Z. On définit par récurrence

e^^i...eox=^^-i...ei(eox)

et (p(0, x)=x pour tout xeZ.
Soit n^ 1 un entier qu'on développe en base k :

n-^oe,(n)k^

Soit J=[log n/log k}. S\j>l, ̂ (n)=0et ^(n)^0. L'entier n admet donc la
représentation

ei{n)e^^(n)...eo{n)e[k]*.

Au nombre 0 on associe le mot vide.
Soit alors xel,. On pose

nx=ei(n)ei.^(n)^.e^(n)eo{n)x.

Ainsi, lorsque n parcourt la suite de tous les entiers, TIXQ décrit une suite infinie
d'éléments dans S et T (nxç) décrit une suite infinie d'éléments dans 2. On dit
qu'une suite reE^ est k-reconnaissable s'il existe un k-automate (Z, jco» (?»
S, T) tel que r=(rJ=(T(n;Co)).

La suite de Morse, déjà vue à deux reprises, est 2-reconnaissable. En effet, le
2-automate suivant « engendre » la suite de Morse :

S={xo,x ,} , S=={0,1} ,
<P(0, Xo)^Xo, (p(0, Xt)==x^
<p(l,Xo)=Xi, <p(l ,Xi)=^o»

î^)^ (y-1,2).
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406 G. CHRISTOL ET COLL.

Schématiquement, l'automate peut se représenter ainsi :
1

On laisse au lecteur le plaisir de montrer que la suite de BAUM et SWEET est
2-reconnaissable.

Remarque. — Dans la littérature mathématique on trouve, outre notre
définition, une définition voisine de fe-automate. L'application q> peut en effet
être définie sur S x [fc] et prolongée à S x [k]*. Si n est un entier positif dont la
représentation en base k est e^-i... CQ on pose pour tout xeZ :

<p(x, n)=xn=x^-i...^o-

Ici, Ci opère d'abord sur x, puis Cj-1 sur xei € E, etc. Pour cette raison, on dit
que l'automate est à lecture directe alors que dans notre définition précédente
il s'agissait d'automates à lecture inverse.

D'après [10], p. 18, les familles de suites k-reconnaissables pour les
automates à lecture directe et à lecture inverse coïncident. Dans notre article,
nous ne considérons que les k-automates à lecture inverse.

5. Équivalence des trois notions

Nous nous proposons d'établir le résultat suivant :

THÉORÈME 1. — Soir S un ensemble fini non vide, soit t = (tj e S^ et soit p un
nombre premier. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) la suite t est p-reconnaissable;
(ii) t est engendré par une p-substitution;
(iii) il existe un corps fini K de caractéristique p et une injection a : 5 ç K

telle que a(t)==(a(tj) soit algébrique sur K(X).
L'équivalence des propriétés (i) et (ii) est due à COBHAM [6] (qui considère

des automates à lecture directe). L'équivalence s'établit sans avoir à supposer
que p est premier. La restriction n'intervient que pour la propriété (iii).
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SUITES ALGÉBRIQUES 407

6. Preuve que (i) => (iii)

Soit teE^ une suite p-reconnaissable. Soit K un corps fini de
caractéristique p, ayant autant ou plus d'éléments que E. L'ensemble E peut
alors s'injecter dans K. Ainsi, quitte à renommer les éléments de E, on pourra
considérer que teK^. Montrons alors que t est algébrique sur K{X}.

Notons q^p5 le nombre d'éléments de K.
Pour re[q], on considère l'application A,. : K ((X)) ->• X ((X)) définie par

AA^X^^V^X^

Soit ^T le semi-groupe engendré par l'identité et les Ay pour la loi de
composition. A tout i^^i^A^eX^X)) on associe son orbite

^(î;)={A(F)/A6^r}.

D'après [10], proposition 3.3, p. 107, on sait que J^ (v) est fini si et seulement
si v est ^-reconnaissable c'est-à-dire p-reconnaissable. Donc ^V(t} est fini.

Soit E l'espace vectoriel sur K{X) engendré par ^{t) et soit F l'espace
vectoriel sur K(X) engendré par les g9, ge^(t). Nous montrons dans un
premier temps que E = F. En effet, si g^, g^,..., g^ est une base de £, alors
pour tout geE',

^=EÏ=i ^<k)
donc ^-n.î )
ce qui montre que g^, g^,..., g^ est un système de générateurs pour F.
Ainsi

dim F<dim£< card ^(t).

Par ailleurs, pour tout ge^(t), on a

g-^X^AAg))^

Or (A.^^eG/nQ^cF, donc £c:F, ce qui, vu l'inégalité précédente,
entraîne £==F.

Soit maintenant G l'espace vectoriel engendré sur K {X) par les produits du
type

n^)^
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



408 G. CHRISTOL ET COLL.

où À, : ̂ (t) -^ M n'est pas identiquement nul. Alors reG, G est un anneau
donc tGcG. Or, d'après un résultat classique (S. LANG [22], p. 2), on a
l'implication

dimG<oo ^ t algébrique

et de plus le degré de t ne dépasse pas dim G. Pour établir Falgébricité de t il
nous suffit donc de montrer que G est de dimension finie.

Soit ge^(t). Alors, puisque £=F, g* est une combinaison linéaire à
coefficients dans K(X) des h€^(t). Par suite, G est engendré par les

il en résulte
n,^)^ où \(g)<q.

dimC^'^01-!.

où | ^T (t) \ est le cardinal de ^ (t).

7. Preuve que (iii)=>(i)
Soit K un corps fini de caractéristique p à q = p5 éléments, / = (/„) une suite

algébrique sur K(X), a une injection d'un ensemble fini S dans K et
t=(^)=(a"1/^). Nous montrons d-dessous que t est ^-reconnaissable (ce
qui démontrera que t est p-reconnaissable d'après [10]) ou ce qui revient au
même que / est g-reconnaissable.

Nous reprenons les notations du paragraphe 6. Comme nous l'avons déjà
vu, il suffit de montrer que ^V(f) est fini.

/étant algébrique sur K(X\ l'espace vectoriel engendré par les /"(ne M)
est de dimension finie sur K(X), et il existe donc des éléments ûo,..., û» de
K [X] non tous nuls tels que :

^oû,/^=0.

Soit; le plus petit entier tel qu'existe une relation du type précédent avec
dj^O. Montrons quej=0. En effet, comme

û-Eî^X^û,)^
il existe un entier r tel que A^(ûj)^0.

De la relation ̂  ^ û< /îf = 0 on déduit alors ̂ =, A, (û^ f^ ) = 0 soit encore,
compte tenu du fait que pour g et h dans K((X)) A^h^gA^h), et en
supposant; ̂ 0,

D^A^/^O

qui est une relation du type précédent où le coefficient de /^-1 est différent
de 0, ce qui est contraire à l'hypothèse faite sur ;.
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SUITES ALGÉBRIQUES 409

On a donc une relation
^oûi/'^O avec a^O.

Posant ^=//ûo, on a

^D^y où fc,=-û,ûr6JCpn.

Soit N=sup(degûo, sup^^^degb,), et soit H l'ensemble des h de
K((X))delaforme

^=D=o^<7< c,çK[X], degc^N,

jhr est un ensemble uni, et / = OQ g appartient à H. Il suffit donc de montrer que
H est stable par les applications Ay.

Or, si h appartient à H, on a

AM-A^g^^.c^^A^-i^b^c,)^)

-E^iA^Cob.+c.)^-1.

Comme deg (Co fc» -4- c,) ̂  2 N, deg Ay (co b» -h c.)< 2 N/^< N et par conséquent
A^(h) appartient bien à H, ce qui termine la démonstration.

Une démonstration de nature différente, s'appuyant notamment sur le
théorème de la diagonale de FURSTENBERG [12] (voir aussi [11]) est donnée
dans [4].

8. Problème de transcendance

Dans [5], COBHAM démontre que si k et k' sont deux entiers tels que
logk/logk'^Q et si une suite t est à la fois k-reconnaissable et
k'-reconnaissable, alors t est périodique à partir d'un certain rang. Compte
tenu du théorème 1, ce résultat se traduit de la façon suivante.

COROLLAIRE. — Soient K et K ' deux corps finis de caractéristiques
différentes, soit 3 un ensemble fini non vide et soient a : 3 ç K et a' : 5 c? K'
deux injections. Si la suite teS^ est telle que a(t) soit algébrique sur K(X) et
a' (t) soit algébrique sur K'(X), alors t est périodique à partir d'un certain rang.
En d'autres termes, si un élément irrationnel a même développement dans
K ((X)) et dans K' ((X)) alors il est transcendant sur l'un des deux corps K (X)
ouK'(X}.

A la lumière du résultat précédent, on peut se poser la question suivante.
Soit teS^cZ^ une suite k-reconnaissable. Est-il vrai que pour tout entier
g>2, le nombre réel ̂  în^~" est soit rationnel soit transcendant? Divers
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410 G. CHRISTOL ET COLL.

auteurs, dont DEKKING [9], KUBOTA [2l], LOXTON et VAN DER POORTEN [34]
ont montré que si la suite t e { 0, 1}N est la suite de Morse, alors ]̂ ° ?„ 2 ~ n est
transœndant. Réœmment (un 1979), LOXTON et VAN DER POORTEN auraient
complètement résolu le problème (communication privée).

9. Déterminisme

Ainsi que nous l'énoncions dans l'introduction, les suites que nous
étudions sont déterministes, c'est-à-dire d'entropie nulle [19], [28].

Soit teS^ une suite déûnie sur un ensemble fini E, dont le nombre
d'éléments est | S |.

SoitJf„(r)=card{t,^l . . . t^^^eSB / /€N}$|S|n .
L'entropie H(t) de la suite t vérifie l'inégalité

jFf (r) < lim sup^-log Jf,, (r).
M

Cette inégalité nous sert à établir le résultat suivant (reformulation du
théorème 2 [6]).

THÉORÈME 2. — Soit k'^2 un entier. Toute suite k-reconnaissable est
déterministe, donc en particulier toute suite algébrique sur K(X) où K est un
corps fini est déterministe.

Preuve. — Soit t e 2'̂  une suite k-reconnaissable. Elle est engendrée par une
k-substitution. Il existe donc un ensemble fini Z, une application a : S -^ S*
se prolongeant en une substitution a : 2^ -»• 2^, et une application T : Z ->• S
telle que t=x(s) et 5=0(5).

Pour chaque ne M,
^(5n)s=Sk„5^-n...5^+fc_l6Zk.

A priori, s^ peut prendre | S | valeurs quand n parcourt N donc

H,(s)^H^(as)^kW2

et plus généralement
^(5)^1 E|2

pour tout ve M.
Soit n un entier positif. Il existe un entier v > 0 tel que kv~l^n<kv. Alors :

H^^Jî^^lZl^nkIEl2

donc
H (s) ̂  lim sup^ „- log H^ (s) = 0.n
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SUITES ALGÉBRIQUES 411

Comme
H(t)=H(x(s))^H{s)

on en déduit H(t)==0.
C.Q.F.D.

On sait (voir par exemple [28]) que toute suite presque périodique au sens de
Besicovitch est déterministe. On peut alors se poser la question : les suites que
nous étudions ici sont-elles ou non presque périodiques, lorsqu'elles ne sont
pas périodiques à partir d'un certain rang?

Montrons seulement ici que la suite de Morse 01101001... n'est pas presque
périodique au sens de Besicovitch.

Cette suite a pour terme général v (n) égal à 0 ou 1 selon que la somme des
chiffres de l'écriture de n en base 2 est paire ou impaire.

Supposons cette suite presque périodique au sens de Besicovitch. Quelque
soit e>0 il existe alors [28] un entier s tel que :

li1^N-.^Jr^!iTd{n<N. v(n)^v(n-\-s)} <e.

Soit r|j... r|i l'écriture de 5 en base 2, avec T|;=I.
Soit n un entier dont l'écriture en base 2 se termine par e^... e^ avec e, = 1.

n +5 se termine alors par Çj. . . Ço et il y a une retenue.
En d'autres termes si :

n se termine par 0 1\.. 1 e^ . . . e^;
r

M + s se termine par 1 0 . . . 0 Ç j . - . Ç i ,
r

en outre les chiffres précédents sont identiques pour n et M+S.
On aura donc v(n)-=v(n-\-s) ou v(n)^v(n-¥s) selon la parité de r, et la

densité de l'ensemble des n dont l'écriture en base 2 se termine par e^. . . EQ, et
tels que u^^+, sera donc égale soit à (l/2 i+ l)+(l/21+3)+... soit à
(l^2)-^!^1'4'^... en tout cas supérieure ou égale à 1/(3 x2').

Il y a par ailleurs 21"1 mots binaires du type £j. . . e^ avec 6j == 1. On aura
donc :

Hm^_card{n<N, v(n)^v(n+s)} >21-1 x -——, = .

ce qui contredit l'hypothèse si e est choisi inférieur à 1/6.
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Remarque. - Cette propriété résulte également de l'étude spectrale de la
suite (existence d'une composante continue [23] et [35]).

Par contre, la suite w == (w (n))ng ̂  point fixe de la substitution ^ n'est
^ A ""̂  UU

pas périodique à partir d'un certain rang, mais est presque périodique au sens de
Besicovitch,

On vériûe immédiatement que u;(2n)=0, w(2n4- l )== l—w(n) .
Il en résulte que quelques soient les entiers k, q, r de N avec 0 ̂  r < 2* on a

w(2kq+r)=w(r)

sauf si le développement de r en écriture binaire ne comporte que des 1, c'est-
à-dire sauf si r = 2'^ — L

Il existe donc un polynôme trigonométrique

PM-^^c^^2',

tel que w(n)=P^(n) sauf éventuellement si n=2k—l(mod2k) et on peut
choisir P^ [par exemple en prenant Pk(n)=w(n) pour n=0,..., 2k--l] de
manière à ce qu'il prenne sur N uniquement les valeurs 0 ou 1.

Pour un tel choix, on aura alors :

"m^^L.^|w(n)-P,(n)|^^

quantité qui peut être rendue aussi petite, que l'on veut, ce qui entraîne que w
est presque périodique au sens de Besicovitch.

Par ailleurs, si /ssEw^x" est l'élément de fî((x)) associé à w, / vérifie
l'équation

x(l+x2)/2+(l+x2)/4•x=0

dont on prouve aisément qu'elle n'a pas de racine dans F^ (x), ce qui entraîne
que la suite w n'est pas périodique à partir d'un certain rang.

Notons que compte tenu des exemples précédents, les deux autres types de
2-substitution sur un ensemble à deux éléments sont (aux changements de
notations près) :

f O - ^ 1 0 f{1 ,01 " {
Le premier n'admet pas de point fixe, le deuxième un point fixe périodique.

0->10 10-Kxp
1-»01 et [ l-»ap.
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10. Les suites de Morse généralisées

Nous nous proposons d'illustrer la théorie précédente en décrivant dans le
détail une sous-classe de suites quadratiques. Pour simplifier l'exposé nous
choisirons J < = Z / 2 Z = { 0 , 1 } .

Commençons par généraliser la notion de mots construits sur l'alphabet
{0, 1}. Soit z un symbole différent de 0 et de 1. Un mot « généralisé » u est
un élément de {0, 1, z } * qui, s'il est non vide, débute nécessairement par 0
ou 1 :

^ 6 { 0 , l } { 0 , l , z } * .

Ainsi, si u est non vide,

M = M j _ i ^ _ 2 . . . U^UQ, Ui.^Z.

Si u ne contient aucune lettre z, on dira que u est un mot simple', sinon u est un
mot composé. (Le symbole z peut être interprété comme un trait d'union.
Dans notre modèle, on admettra des mots se terminant par un ou plusieurs
traits d'union ou encore des mots ayant plusieurs traits d'union consécutifs.)
Que le mot soit simple ou composé, sa longueur est | u \ =/.

Un mot est dit trivial s'il ne contient que les lettres 0 et z. Il est non trivial
s'il contient une fois au moins la lettre 1.

Soit K= i i , û j_ i . . . UQ un mot généralisé (à partir de maintenant on
emploiera le vocable « mot » pour désigner un « mot généralisé »). Soit n > 0
un entier et soit :

'"ek(n)e,.,(n)...e,(n)eo(n)€{0,l}N,

où ^(n)=0 pour fe>pogn/log2] le développement binaire de n que l'on
notera encore n si aucune confusion n'est possible.

Le développement est précédé d'une « queue infinie » de 0. Le nombre
d'apparitions de u dans n est par définition

H (M, w)=card {i ^ 0/V;e[(], u, + z =>Uj=e^,(n)}.

Si donc u est trivial, alors p (u, n) est infini. Par contre, si u est non trivial, alors
[i(u, n) est fini. Dans ce cas, on considère la suite infinie

p=H(u)=n(u, O)H(M, l )u(M, 2)...

où chaque composante est réduite module 2.
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La suite ^i(l) est la suite classique de Morse. La suite ^i(ll) est la suite de
RUDIN-SHAPIRO ([3], [3l], [32]) qui vérifie l'inégalité

IZ^i^l)^11'"^^!^5^
pour tout xeR et tout Ne f^J.

Nous nous proposons d'étudier les propriétés générales des suites [i(u)
appelées ici suites de Morse.

Au mot simple M==M,- i M j _ 2 . . . UQ est associé l'entier

v(u)=^u,2^.

Soit maintenant v un mot composé de longueur l qui contient la lettre z en
k endroits (0 ̂  k < ;). En remplaçant tout à tour chacune de ces lettres z par 0
ou 1 on obtient 2k mots de longueur l. Soit E(v) leur ensemble. On appelle
spectre de v l'ensemble

sp(y)={v(u)/ue£(iQ}.

Ainsi v est un mot simple si et seulement si son spectre ne contient qu'un seul
élément.
On remarquera que si v est non trivial alors 0^sp(i?).

On déûnit enfin le polynôme

PV^ ZnespOQ^"-

THÉORÈME 3. - Soit u un mot non trivial. La suite H=p(M) est quadratique

(i+^^'^^+a+x^'^+p^o.
Ce résultat est établi au paragraphe suivant. D'après le théorème 1, H est

engendré par une 2-substitution. Nous nous proposons de décrire
complètement la génération de ^ à partir d'une substitution mais, pour en
faciliter l'exposé, nous généralisons la notion de substitution.

Soient; et k deux entiers, 1 </<k. Soit :

a: {(U^O,!}'1.

Comme au paragraphe 3, on prolonge a en une application
{0, ^-^{O, ̂  définie par

CT(C:^=o^)=C^o^(^^-^l•••xo•-^J--l)•
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Une telle application a s'appelle une (7, k ̂ substitution. En particulier, une
(1, k ̂ substitution n'est autre qu'une k-substitution.

Considérons les quatre 2-substitutions O^, ô^, O^, O^ définies par

9^(d)=d,d, de {0,1} ,
e^)^!-^,
9(2)(d)=d,l-d,
e^^l-d, 1-d.

Nous établirons le résultat suivant :

THÉORÈME 4. — Soit u un mot non trivial. Soit k^î^^. La suite [i(u) est
point fixe de la (k, 2 k)-substitution a définie par

0(^1.. .l^lï-C:^^,), ^6{0,1} .

OM
a^==0 5i 2jtsp{u) et 2j+l^sp(u),
a^=l si 2jesp(u) et 2j+l^sp(u),
a^=2 51 2jff:sp{u) et 2j'-hl6Sp(u),
aj=3 51 2;6Sp(u) et 2j4-lesp(u).

Le théorème 3 généralise une remarque de BAUM, HERZBERG, LOMONACO Jr
et SWEET [2]. Le théorème 4 généralise la propriété génératrice de la suite de
Morse. »

11. Preuve du théorème 3

Soit M=i^_i u;.2... MO un mot simple de longueur l. Alors :

^ n)- Z^n^^^)^) (ï^^)

où Uj= 1 —Uj. Le premier terme (ks=0) de la somme d-dessus

^«(^n^^)-^)
est la fonction caractéristique de la progression arithmétique 21 M +v(u). <py
admet donc la période 2*. Maintenant si ûe{0 , 1} :

<?o(2n+û)=û,

ek(2n+a)=ek-i(n), k^l
donc

H(u, 2yi-hû)==(pJ2n4-û)+H(u, n).
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Ainsi,

H^-Z^O^M)^"

-Zn^oH^^^X^+^oH^^^+l)^2^1

^^^^X2^^^")^2^1

+£nœ=o(Pu(2n)X2n+i:^o<Pu(2n+l)X2n+l

=(l+X)^2^)+^o(Pu(^n

^(l+X^^+X^a+X)-211'1,
d'où

(1) (l+^'^^+O+J^'^+.r^O

Cette égalité établit le théorème 3 pour les mots simples.
Soit maintenant i; un mot composé. Remarquons que

^00=Le£(^N U-1,2)

et que
F — V yv(w)

i;— ZjueE(v)^

L'égalité (1) sommée sur l'ensemble E(v) conduit à

(i+x^'^^+a+x^'n^+p^o.
C.Q.F.D.

12. Preuve du théorème 4

Soit u un mot non trivial et soit ^l1"1"1. Montrons que la (fe, 2k)-
substitution <j définie par

1^1. ..^-i^C:^^^)

engendre bien ^(u). A cet effet, nous montrons d'abord que les suites
r e { 0 , 1 }^ points fixes de CT vérifient

(2) (l-^-X)21ul-h42+(l-^-X)21ul(+P,=0.

Soit donc
^En^O^"

une suite (série formelle) invariante par CT. On a
^ — V Q O V^-l^ Yn+kjî — Z^jsO^n^O^n+kj^
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d'où

^ &^^t^X"^) = ̂ ^W-^X"^

où il est entendu que

e<o>(^•")=t„^2m+^„^2m+\
e^Jn^l-fJAr2'"-)-^2'"^,

^(t^X^t^X^+d-tJX2^1,

^(^X^l-t^X^+d-t^X2"^.
Par suite
CTW=£J=o£î:â(t,.»,z2••+2^+ï,^^2"^*l)

+ Z^oLx^.-i^2""2*^ L ,̂..̂ 2-̂ 2*^
+ L<t,..-3(^2"+2kJ+A^2"+^•+l)

L'égalité r=a(.) établit alors (2). ^(^Ml̂ )-2 .̂

addiSîî̂ ^ 2éros de réquation (3) diffèrent P-le t™

^ Ainsi, les deux zéros f=(rj et r=(l -rj sont l'un et l'autre points fixes
de a. Comme n(u) vérifie (2). u(«) est bien point fixe de a.
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