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LES FIBRES DE RANG DEUX
SUR Pa ET LEURS SECTIONS

PAR

JÉRÔME BRUN (*)

RÉSUMÉ. - On étudie sur une surface, et plus particulièrement sur le plan projectif, la relation
entre fibres de rang deux et sous-ensembles de codimension deux. On montre aussi que le fibre
stable générique de rang deux sur P^ admet au plus un groupe de cohomologie non nul.

ABSTRACT. — We study on a surface, particularly on thé projective plane, thé relation between
rank-two bundics and two-codimensional subsets. We aiso show that thé generic stable rank-
two bundie on P^ has at most one non-zéro cohomology group.

Soient X une surface algébrique projective lisse définie sur un corps
algébriquement clos k, Vc= X un ensemble de n points distincts, Jy l'idéal de Y
dans Oy, L un fibre de rang un sur X.

On dit qu'un fibre vectoriel algébrique E de rang deux sur X est associé à Y
s'il existe une section de E dont l'idéal d'annulation est Jy. L'ensemble des
classes d'isomorphisme de fibres associés à Y et de déterminant L est noté
E(L, Y); son étude est le principal objet de ce travail.

En utilisant l'éclatement de Y, et en s'inspirant donc de SCHWARZENBERGER
[8], on donne d'abord (1.8) une condition nécessaire et suffisante portant sur
L et Y pour que E(L, Y} soit non vide (c'est un résultat démontré par
GRIFFITHS-HARRIS [3] dans le cas complexe).

Ensuite, on prend pour X le plan projectif Pa (k) noté P^; t((P (û). Y) étant
noté E(a, 7). Après quelques généralités sur E(û, Y) (§ 2), on est amené à
définir une notion de position générale pour des systèmes de points de P^

(*) Texte reçu le 12 novembre 1979.
Jérôme BRUN, Département de Mathématiques, Université de Nice, Parc Vairose, 06034 Nice

Cedex.
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458 J. BRUN

(§ 3). On peut alors décrire assez précisément E(û, Y) quand Y est en position
générale (§ 4).

Les fibres ainsi contruits permettent de démontrer des résultats sur les fibres
stables (^ 5), par exemple (5.2): le fibre stable générique de rang deux sur P2
possède au plus un groupe de cohomologie non nul (cf. fig. 2, pour
Fexplicitation de ce résultat en fonction des classes de Chern).

NOTATIONS. — Si A est un fibre sur X : A" désigne le dual de A et h1 {A) la
dimension du k-espace vectoriel H^X. A).

Si aeR, on note a^ la partie positive de a(a^ :=sup(û, 0)), a" la partie
négative de a{a~ : =sup(--û, 0)) et [a] la partie entière de a (le plus grand
entier ^a).

l. Existence de fibres associés à un ensemble de points

Soient L un fibre de rang un sur X, et Y un ensemble de n points de
X :^i, . . . , ^ n -

Pour étudier E(L, Y), l'ensemble des classes d'isomorphisme de fibres
associés à Vêt de déterminant £, on introduit : n : ̂  -» X, l'éclatement de Y;
Ac^, la réunion des droites exceptionnelles A^n^1^.); j : A ç ^ et
ji : A» ç ̂ , les inclusions; ©^ et œ^, les fibres canoniques de X et Ï\ N , le fibre
de rang un sur î : ît* 1/0^(2 A); (^ sera parfois noté simplement 0).

La méthode consiste à étudier F, l'ensemble des classes d'isomorphisme de
fibres F sur Ï qui s'insèrent dans une extension du type suivant :

(1) 0^^(A)-^F^îlllt£®^(--A)-^0.

Ces extensions sont classifiées dans H1 (^, N).
Soit FQ l'ensemble des éléments de F dont la restriction à chaque A, est

triviale. Les deux lemmes suivants sont implicites dans SCHWARZENBERGER
[8]:

LEMME 1.1. — Les ensembles E(£, Y) et Fo sont en bijection via n*.
Démonstration. — Si £ appartient à E(£, Y), n* E admet une section avec

zéro simple en A, et donc TT* £®(P(—A) admet une section qui ne s'annule
pas, d'où la suite exacte de fibres sur J? :

0-^ -7r*E®^(---A)---^*L®^(-2A)^0,

car A2 (K* E) = n* (A2 £) = n* L. En tensoriant par 0 (A), on obtient n* E dans
une extension du type (1).

TOME 108 - 1980 - ?4



HRRÎS 459

Réciproquement, un élément de FQ est ̂ e ̂ a forme n* E d'après le théorème
5 de [8], et on vérifie sans peine qu'alors £ est dans E(£, Y).

LEMME 1.2. - Soit seH^X, N ) et F le fibre de l'extension (1)
correspondante. Le fibre F appartient à Fç si et seulement si, pour tout ï,
l ^ f^n , on û;*(e)^0.

Démonstration. — Rappelons que l'inclusion ji : A, ç X induit une
application;* : H1 (J?, N ) ̂  H1 (A., N \ ̂ ). La restriction de (1) à A, s'écrit :

0-^(-1)^F|^^(1)^0,

et l'élément correspondant à cette extension sur A^P^ est :

7r(£)eJf l(A,,N|^)=Jf l(A„^,(-2))^fe.

La restriction F\^ est donc triviale si et seulement sij*(s) est non nul.

CONCLUSION 1.3. — L'ensemble E(L, Y) est non vide si et seulement si
aucune des applications j* : H1 (^?, N) -^ H1 (A,, N \^) n'est identiquement
nulle.

En effet, Ker ;* est alors un hyperplan H, de H1 (^, N ) et tout
eeiî1 (X, N)\U?=i H, donne un élément de Fo.

LEMME 1 .4 .— Pour tout fibre A de rang un sur ^, on a une suite exacte
naturelle :

O ^ H l ( X , K ^ A ) ^ H l ( Ï , A ) ^ H O ( X , R l n ^ A )
^ H2 (X, n^ A) ̂  H2 (^, A) ̂  0.

Démonstration (cette suite se rencontre dans la littérature, c/par exemple
ODA [7], p. 253, mais sous une forme incomplète).
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460 J. BRUN

On utilise la convergence de la suite spectrale de Leray de terme :

E^^'.^H^X^R^^A) => If^(J?,A).

Les seuls termes £$'q éventuellement non nuls sont les suivants : E^ °,
£2'1, E^ 2, E\ ° car le support de R1 n^ A est de dimension zéro.

L'aboutissement de la suite de Leray donne :
— en degré un :

O ^ E ^ O ^ H l ( S , A ) ^ E O , l ^ O ,
— en degré deux :

E^H^A).

D'autre part, l'homologie de l'unique différentielle s'écrit :

O^E^^E^^Ei^E^^O.

On déduit de cela une suite :
O ^ E l , O ^ H l ( ^ , A ) ^ E Ï f l ^ E Ï 1 0 ^ H 2 ( S , A ) ^ 0

qui, en remarquant que £^°==£i*°, est la suite annoncée.

LEMME 1.5. - Si A est un fibre du type n* B®0^ (2 A), où B est un fibre de
rang un sur X, alors la flèche naturelle H°(X, R1 n^ A) -^ H1 (A, A \^) est un
isomorphisme.

Démonstration. - II est clair qu'il suffit de démontrer le lemme pour
A==fl?(2A), et aussi pour le cas où n est l'éclatement d'un seul point y, avec
îT100= A d'idéal J dans J?.

Le faisceau R1 n^ A, étant de support y , est isomorphe à sa complétion J-
adique, laquelle, d'après un théorème de Grothendieck (cf. par exemple
HARTSHORNE [4], III. 11.1 ) est isomorphe naturellement àHm H1 (A, A |^) où
A, est le n-ième voisinage infinitésimal de A : A muni du faisceau Û^/J1^1.
Tensoriant par A==Û?(2A) la suite :

n^J^/J"-'2--^/./^2-^/./^1 -rO.

on obtient, en remarquant que :
jn+l^n+2^(g)^j/j2^(^^

0-^(2A)®^+l)^k^AL.^O.
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FIBRES 461

Or^(2A)®^A=^A(2A.A)==fA( - -2 ) , et donc on obtient Ici suite sur A :

0-^(n-l)^A|^-^k^O

ce qui prouve, comme H1 (A, O^n—1))==0 pour n^O, que :

^(A.AL.J^^A,^) pour nS^O.

Ainsi, ]im fl1 (A. A | ̂  )==H1 (A, .4 U, ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 1.6.- Pour le fibre N = n* Z/®(P (2 A), on a la suite exacte :

O^H^X^L^^H1^^)

-^©"^^(A^NI^^H^^L^-^^^^^O.

Démonstration. - L'inclusion 7* est obtenue en composant les flèches
naturelles données par 1.4 et 1.5 :

H1 (X, N) ̂  H° (X, R1 n^ N ) ̂  H1 (A, N U.

La proposition en découle car n ^ N ^ L " .

LEMME 1.7. - h2(^,N)^ho(X,L®(ù^IY).

Démonstration. — Le fibre canonique de Ï est ©^ = TC* œ^®û^ (A) (cf. par
exemple [4], V.3.3). Par dualité de Serre, on a :

h2(X, N)=A°(J?, ̂ (gKo^/î0^, ÎC*(L®©^)®^(-A))

=A°(X,L®(Ù^®7y),

d'après la formule d'adjonction car î i^^(—A)==/y.

THÉORÈME 1.8. — L'ensemble E(£, V) est non mde 5ï et seulement si la
condition suivante est réalisée : pour tout i, K i < n, toute section de L®(ûy qui
s'annule en Y— [ y ^ } s'annule également en y^.

N.B. — Dans le cadre analytique complexe, ce résultat est démontré par
GRIFFITHS-HARRIS ([3], prop. 1.33).

Démonstration. - D'après 1.3, E(L, Y) est non vide si et seulement si
aucun des ;* n'est identiquement nul. Fixons un indice ï, l ^ f ^n , et
décomposons ainsi l'éclatement n :

n, n;
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462 J .BRUN

où ît; est l'éclatement de Y— { v,} et ïi, l'éclatement de n\~ 1 (^,).
Notons A^U^r1^) et N, le fibre sur X, :

^U®0xfi A1).

On a évidemment N; = n^ N et N = n* N,®C^ (2 A().
La suite 1.6 appliquée à l'éclatement ït, s'écrit :

O^^.N^H^.N)

^ H1 (A., N L,) ̂  H2 (X,, N,) -. H2 (X, N) ̂  0.

Or H1 (A,, N |^) est de dimension un. La restrictionJ* est donc nulle si et
seulement si ^(X., N,) égale h2^, N). Avec 1.7, cette égalité devient :

h°(X, L®o)^®Ji)=/i°(X, L®û)^®Jy),

où Jf désigne l'idéal de Y- {y j . C'est bien la condition cherchée.
Remarque 1.9. -- La condition de 1.8 est réalisée en particulier si L®œ^

n'a pas de sections, c'est-à-dire si H2{X, L^O, qui est une condition bien
connue {cf. [2]).

2. Fibres associés à des points dans P:,
A partir de maintenant, on prend pour X le plan projectif P^. Si û

appartient à Z et si Vest un ensemble de n points de P^, l'ensemble E (0 (a). Y)
est noté E(û, Y). On considérera les classes de Chem des fibres sur P^ comme
des entiers, et, si £eE(a, Y), on a, en particulier, Ci(£)=a et c^(E}^n.

DÉFINITION 2.1. - Si V= { y ^ ..., yn} est un ensemble de n points de P^
on note ûy le plus grand entier a tel que, pour tout i, Kf<n, toute courbe de
degré û-3 contenant r-{^.} contienne y^

Le résultat suivant est la traduction de 1.8 :

PROPOSITION 2.2. - L'ensemble E(a, Y) est non vide si et seulement si
û<ûy.

2.3. REMARQUES SUR LA FONCTION Vt-^ûy

1° Voici ses valeurs pour n^4 :

.t-^2; . .i-+3; . " .i-+3; . . .»-^4;

\ !h^4; . 9. .t-^3; • . • .i—^5.
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FIBRES 463

2° Quand n = 9, et quand trois points quelconques de Y ne sont pas alignés
et six quelconques pas sur une conique, deux cas peuvent se produire :

(a) ces neuf points sont intersection de deux cubiques; alors ûy=6, car
toute cubique passant par huit d'entre eux contient le neuvième (cf. par
exemple[4],V.4.5);

(b) ces neuf points ne sont pas intersection de deux cubiques; alors ûy= 5.
3° Si n^ 2, on a toujours 3^ûy^n+l. Cependant, on vérifie facilement

que les deux extrêmes sont atteints pour des positions relativement
« voisines » :

— ûy=3 si et seulement si n — 1 exactement des points sont alignés;
— ûy=n-hl si et seulement si les n points sont alignés (le fibre

correspondant étant d'ailleurs alors ^(l)©C?(n)).

2.4. LA COHOMOLOGÎE DES FIBRES DE E(û. Y)

Si E appartient à E (û. Y) écrivons la suite exacte associée à une section s de
E s'annulant en Y (cf. par exemple [5], 1.1) :

Q - ^ ( ^ E ^ J y ( c i } ^ 0 .

Comme h1 (0 (t)) est nul pour tout 16 Z, et h2 (0 (t)) est nul pour t ̂  — 2, on
en tire :
- pour teZ : ho(E(t))^ho((P(t)Hho(IY(a^t));
- pouTt^-i-.h^EW^h^i^a^-t))

3. Les systèmes de points de ̂

NOTATION. — t,, désigne le plus petit entier positif r tel que :

( t+l ) ( t+2)
———^———^n.

DÉFINITION 3.1. — Un ensemble Y de n points de P^ est dit en position
générale quand les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout entier p, toute courbe de degré p contient au plus
((p+l)(p+2)/2)-l points de Y;

(iï) pour tout ye Y, il existe une courbe C de degré t^ telle que
Cny=y- {y} .
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464 J. BRUN

Rappel. — Pour tout entier à et pour tout ensemble de points Z, on a
l'inégalité évidente :

„» - ..^(ïï^-^y.
PROPOSITION 3.2. — l7n ensemble Y est en position générale si et seulement

si, pour tout entier à et tout Zc: Y, (*) est une égalité.
Avant de démontrer cette proposition, il faut établir le :

LEMME 3.3. — Si Y est en position générale, tout Zc: Y est en position
générale.

Démonstration. - II suffit de démontrer que si V== {^ i , ..., Yn} est en
position générale, Z={^ , ..., y»-i} l'est aussi (l'ensemble vide étant
évidemment en position générale). Or, pour Z, (i) est trivialement satisfait; (ii)
l'est aussi si t^^t^.

Si t^_ ^ == t^ — 1, c'est-à-dire si :

^_(^i+D(^-i+2) ^
2

il faut trouver une courbe de degré t^ i contenant par exemple y^ ..., ̂ -2
et pas ̂ _ i. Or, d'après l'inégalité (*), il existe au moins une courbe de degré
t^.i contenant V i . . . . . 3^-2 puisque :

(r,.,+l)^+2)_^_^

cette courbe ne peut contenir n-1 points de Y d'après la condition (i) pour
Y : elle ne contient donc pas }^-i.

Démonstration de la proposition 3.2.- Quand (*) est une égalité pour tout
entier à et tout Z<= y, la vérification des conditions (i) et (ii) pour Y est
immédiate.

Réciproquement, il suffit, d'après 3.3, de montrer que si V= { y i , ..., y» }
est en position générale, alors on a :

,o^^^(^±2)_^y p,,̂ ,.
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FIBRES 465

Fixons à et démontrons cela par récurrence sur n. Z = {^, ..., y^ _ i} est en
position générale d'après 3.3 et, d'après l'hypothèse de récurrence pour Z et
l'inégalité (*) pour Y, on a :

"ï1^-»<»"(;,w))<*«u.w)-(ï±^±2'-.+,y.
Si n^((d+l)(d+2)/2)+l, h°(/^))=0,

Q.E.D.

Si M^((rf4-l)(4+2)/2), il suffit de montrer que fc°(Jy(rf)) diffère de
h°(IzW)' O1'» d3115 ce ̂ s, on a d^ t,, et cette différence résulte donc de la
condition 3.1 (ii) pour F.

PROPOSITION 3.4.— Soient à un entier positif et Y un ensemble de n points en
position générale. Alors :^w.t^^-^,

». y,,,))-(.-wï̂ y.
Démonstration. — En considérant la cohomologiede la suite :

O^Jy(d)-^(d)-^/Jy(d)-^0,

on obtient :

h^IAd^d^+n-^1^,

ce qui donne le résultat d'après 3.2.

PROPOSITION 3 . 5 . — Pour tout entier k, il existe des systèmes de k points en
position générale.

Démonstration. — La proposition est évidente pour fc=l . Supposons la
démontrée jusqu'à l'entier n.

Soit y = { ^ i , ...,^} un système de n points en position générale.
Cherchons les conditions sur y pour que V u { ^ } soit en position générale.

Pour tout (((p-hl)(p+2)/2)-l)-uple de points de Y, donc en position
générale d'après 3.3, il existe, d'après 3.4, une seule courbe de degré p le
contenant. Avec la condition :
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466 J. BRUN

(Ci) « y n'appartient pas à la réunion (finie) de œs courbes »;
la condition 3.1 (i) sera vérifiée pour Y u [y].

D'autre part :
(^+l+l)(în+l+2)

^n+1.

On peut donc choisir une courbe F de degré r^+i contenant Y. Avec la
condition :
(Cii) « y n'appartient pas à F »
la condition 3.1 (ii) sera vérifiée pour Y u [ y ] et y . Elle le sera également
pour Yu{y]ei y,. En effet, il s'agit de trouver une courbe de degré ^ ̂ +1,
contenant Y— {3^}, y et pas y ^ .

Or, d'après 3.1 (ii) pour Y et y,, il existe une courbe F; de degré ?„
contenant Y— { y , ] et pas y,. Si on note y et y, les équations de F et F., la
courbe d'équation y » ( y ) y — y (y} y» est une des courbes cherchées.

Ainsi, pour tout y appartenant au complémentaire dans P^ d'un nombre
fini de courbes, Y u { y } est en position générale, ce qui démontre par
récurrence la proposition.

Remarque 3.6. — On montre facilement que l'ensemble des n-uples en
position générale forme un ouvert de Zariski dense de Hilb^'P^.

4. Fibres associés à des points en position générale

DÉFINITION 4.1. - Si n> 1, on note a^ le plus grand entier a tel que

(û-2)(û-l)
0-1.

On a û^==[(3+^/8n-7)/2] et la table suivante :

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

2 3 3 4 4 4 5 5 5 5 6

PROPOSITION 4.2. — Soit Y un ensemble de n points en position générale.
Alors ûy=û,, et donc l'ensemble E(û, Y) est non vide si et seulement si û^û-.
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Démonstration. - Soient 7= [y^ ..., y ^ } et Y,= Y- {^} . Y, est en
position générale d'après 3.3. Par définition, Oy est le plus grand entier a tel
que, pour tout f,

' l^i^n, /i°(Jy(û-3))=/2°(Jy(û-3)).

D'après 3.4, ceci ne peut se produire que si A°(Jy(û-3))==0, c'est-à-dire,
quand a>3, si (û-2)(û-l)/20-l. •

PROPOSITION 4.3. — Soient Y un système de n points en position générale et a
un entier tel que 1 ^û<û^. Pour tout fibre E de E(û, F), on a :

(.) ^E)^^1^-^;

(b) ^(-^(^^-ny;

(c) ^^(O^n-^^^^4-^2^ pa.r W.

(d) E est stable sauf si (a, n) est Vun des couples suivants : (2, 1); (2, 2);
(3, 2); (4, 4); (4, 5).

Démonstration. — Les propriétés (û), (b) et (c) résultent immédiatement
de 2.4 et de 3.4.

D'après le critère classique de stabilité (cf. TAKEMOTO [9], prop. 4.1 ), E est
stable si et seulement si son normalisé n'a pas de sections, c'est-à-dire,
d'après 2.4, si et seulement si :

^-o^^h]))- ]̂))-0-
c'est-à-dire, d'après 3.4, si et seulement si :

^([q/2]-H)([a/2]+2)
"^—————2—————•

Comme a ̂  a,, on a :

^(a-2^(a-l)^

On en déduit que E est sûrement stable si û—3^[û/2], c'est-à-dire si a^5.
L'examen des cas û= 1, 2, 3, 4 donne le résultat (d ).
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468 J. BRUN

Ces résultats se lisent sur la ûgure 1. Au sujet des fibres de la zone hachurée,
on peut énoncer le lemme suivant qui résulte de 4.3 :

LEMME 4.4. — Si a et n sont tels que a^l et :

û(û+l) (û+l)(û+2)
—2-^———-2———-

alors il existe un fibre E, stable, de classes de Chern a et n, tel que
A°(£(-l))=0 et, pour 1^0, h^EÇl))^

(l) (2) (3)

h°{E{-\}}^0 h°{E{-l)}^OJ

0 1 2 3 4 5 6 l a

Fig. 1. ~ Fibres E de première classe de Chern a> 1,
admettant une section s'annulant en n points en position générale.
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5. Le fibre stable générique

On note M(CI, c^) le module des fibres stables de rang deux sur P^, de
classes de Chem c^ et c^. On confond abusivement M (ci, €2) avec l'ensemble
des classes d'isomorphisme de tels fibres. La phrase : « le fibre générique de
M (c^, €3) vérifie la propriété X » signifie que la propriété X est vérifiée dans
un ouvert de Zariski dense de Af(ci, c^).

Rappelons que les fibres stables de classes de Chem données forment une
famille limitée (TAKEMOTO [9], cor. 4.2) et que la variété algébrique lisse
^(^i. Ça) est irréductible (cf. BARTH [1] et MARUYAMA [6], prop. 7.5).

Si E est un fibre de M (c^, c^ ) et si c^ < 0, alors h° (E) == 0 d'après le critère de
stabilité déjà mentionné. On en déduit par dualité de Serre que si E est un fibre
de M(ci, €2) et si c^ -6, alors h2 (£)=().

Enfin, si E est un fibre de rang deux sur P^ de classes de Chern c^ et c^, le
théorème de Riemann-Roch donne la caractéristique d'Euler-Poincaré de E :

^.(c.-^2)_^.^^

(cf., par exemple [5], 3.2).

THÉORÈME 5 .1 .— Soit Ci ̂  1. Le fibre générique E de M (c^, c^ ) est tel que :

/ï°(£)=(x(c,, c^ et ^(EMx^. c^))-.

Démonstration. — Soit E dans M(CI, c^) avec c^l. D'après la remarque
précédente, on a fc2 (£)==() et donc, pour i=0, 1, si fc1 (£)=(), alors h1"* a la
valeur indiquée dans le théorème. Or la propriété h1 (£)=() est Zariski-
ouverte dans M(CI, c^) : cela résulte immédiatement du fait que la famille
^(^i» ^2) est limitée et du théorème général de semi-continuité (cf. [4],
th. III. 12.8). Comme M(ci, c^) est irréductible, il suffit, pour démontrer le
théorème, d'exhiber :

(a) si ^(ci, C2)<0, un fibre E tel que h°(£)=0;
(b) si x(ci, C2)>0, un fibre £ tel que h1 (£)==().
Si £ est dans M(c^ c^) et si t appartient à Z, les classes de Chem de E(t)

sont :

f û,=Ci+2t,
[n^c^tc^t2.
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LEMME. — I I existe un unique entier ÎQ tel que :

^Alll̂  ^K+DK+2)
2 '" '«^ 2

(cela signifie que (a, , n, ) appartient à la zone hachurée de la figure 1).
En effet, la double inéquation :

a l̂) ^(a,+l)(a,+2)
—^——<n,<———^———

est équivalente à :

t^Kc^i^ûyi ^c,^ t^f^^^^^-^l
! ! ! !

-4(0 B(t)

et on constate que A(r+l )=B(t )+l , ce qui prouve l'existence et l'unicité
de to, et démontre le lemme.

Il est clair que si :
, , (ci+l)(Ci+2)

X(Ci,C2)=~^—————————--C2+1

est <0 (resp. ^0), alors to est >0 (resp. ^0).
D'après le lemme 4.4, il existe un fibre F dans M(a^n^) tel que

/lo(F(-l))=Oet,pou^(>0,Al(F(0)=O.Alorslefibré£ : =F°(- insatisfait
(û) et (b).

COROLLAIRE 5.2. — Le fibre stable générique possède au plus un groupe de
cohomologie non nul.

Démonstration. — Si —6^Ci^O, cela est vrai pour tous les fibres de
^(<*i» ^). Si c^l, cela résulte de 5.1. On en déduit le cas général par
dualité de Serre.

Comme application, on obtient la figure 2.

COROLLAIRE 5.3. — Pour le fibre générique E de M(c^, €3), on û, pour tout
reZ:^^))^^)))-.

Démonstration. — D'après 5.2, pour tout teZ, il existe un ouvert de
Zariski dense U^ de M(c^c^) tel que, pour tout E dans C/,, on ait
^(£(r))=(x(£(0))-.
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-g -y -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1 . 2 3 4 5 <

Fig. 2. - La cohomologie du fibre générique E de M(CI, c^).

D'autre part, il existe des entiers relatifs n^ et n^ (n^ 02), dépendant de c^
et c^, tels que, pour tout fibre £ de M(c^c^) et pour tout entier n
n'appartenant pas à l'intervalle [ni, nj, on ait : ^(EÇn^^O (ce résultat
classique peut par exemple se déduire de la limitation de la famille M (c^, c^)
et du théorème relatif d'annulation de Serre; pour une autre démonstration,
cf. ELENCWAJG-FORSTER [10], th. 3.2).

L'assertion de 5.3 est donc vérifiée pour tout teZ et pour tout E
appartenant à n^^^^ [/„, donc pour £ générique.
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Nous allons énoncer ce résultat dans le cadre des fibres normalisés c'est-à-
dire de première classe de Chem 0 ou — 1. Si E est un fibre normalisé, on note
s (JE) le plus petit entier 5 tel que H°(E(s))^0.

Si £ est de classe de Chem 0 et n (resp. — 1 et n), on a, pour teZ :

3C(£(t))=(t-H)(t+2)-n (resp. x(£(0)=(r+l)2^).

On est donc amené aux définitions :

h,, : ==le plus grand entier h tel que h(h-^l)^n,
k ^ : =le plus grand entier fe tel que fc^n.

Il est clair que pour tout fibre E de M(0, n) (resp. de M (—1, n)) on a
s(E)^ (resp. 5(£)^kJ (c/. prop. 7.1 de [5]). On déduit du corollaire 5.3
le:

COROLLAIRE 5.4. — (i) pour le fibre générique E de M(0, n), on a :

s (£)=/!„ et ^(E^^O pour t^h^'

(ii) pour le fibre générique E de M(— 1, n), on a :

5(£)=k, et h^Eit))^ pour t^k^

On a la table de valeurs suivantes :

n | 1 2 3 4 5 6 7 ...

h,\ 1 1 1 1 2 2 ...

fcj 1 1 1 2 2 2 2 ...

5.5. Il est facile de construire des fibres stables dont le h° et le A1 sont non
nuls simultanément.

Soient par exemple yi>4, û^ l tel que ((û+l)(û+2)/2)<yi et Y un
ensemble de n points en position générale. Alors, d'après 4.3, les éléments E
de E(û, Y) sont stables et vérifient :

h°(£)=l et ^(£)=„-(û±l^±2)

(on peut d'ailleurs montrer dans ce cas que les fibres de E (û. Y) admettent une
famille universelle dont la base est de dimension M — ( ( û - 2 ) ( û — l ) / 2 ) — l ) .
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