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LES FIBRES DE RANG DEUX
SUR P, ET LEURS SECTIONS

PAR

JtrOME BRUN (*)

RESUME. — On étudie sur une surface, et plus particuliérement sur le plan projectif, la relation
entre fibrés de rang deux et sous-ensembles de codimension deux. On montre aussi que le fibré
stable générique de rang deux sur P, admet au plus un groupe de cohomologie non nul.

ABSTRACT. — We study on a surface, particularly on the projective plane, the relation between
rank-two bundles and two-codimensional subsets. We also show that the generic stable rank-
two bundle on P, has at most one non-zero cohomology group.

Soient X une surface algébrique projective lisse définie sur un corps
algébriquement clos k, Y = X un ensemble de n points distincts, I, I'idéal de Y
dans 0y, L un fibré de rang un sur X.

On dit qu’un fibré vectoriel algébrique E de rang deux sur X est associ€éa Y
s’il existe une section de E dont I'idéal d’annulation est I,. L’ensemble des
classes d’isomorphisme de fibrés associés a Y et de déterminant L est noté
E(L, Y); son étude est le principal objet de ce travail.

En utilisant I’éclatement de Y, et en s’inspirant donc de SCHWARZENBERGER
[8], on donne d’abord (1.8) une condition nécessaire et suffisante portant sur
L et Y pour que E(L, Y) soit non vide (C’est un résultat démontré par
GrirrFiTHs-HARRIS [3] dans le cas complexe).

Ensuite, on prend pour X le plan projectif P, (k) noté P,; E(® (a), Y) étant
noté E(a, Y). Aprés quelques généralités sur E(a, Y) (§ 2), on est amené a
définir une notion de position générale pour des systémes de points de P,

(*) Texte regu le 12 novembre 1979.
Jéréme BRUN, Département de Mathématiques, Université de Nice, Parc Valrose, 06034 Nice
Cedex.
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458 J. BRUN

(§ 3). On peut alors décrire assez précisément E (a, Y) quand Y est en position
générale (§ 4). A

Les fibrés ainsi contruits permettent de démontrer des résultats sur les fibrés
stables (§ 5), par exemple (5.2) : le fibré stable générique de rang deux sur P,
posséde au plus un groupe de cohomologie non nul (cf. fig. 2, pour
Iexplicitation de ce résultat en fonction des classes de Chern).

NOTATIONS. — Si A est un fibré sur X : A" désigne le dual de 4 et h'(4) la
dimension du k-espace vectoriel H (X. A).

SiaeR, on note a* la partie positive de a(a* :=sup(a, 0)), a~ la partie
négative de a(a™ : =sup(—a, 0)) et [a] la partie entiére de a (le plus grand
entier <a).

1. Existence de fibrés associés 4 un ensemble de points

Soient L un fibré de rang un sur X, et Y un ensemble de n points de
X V1 ooes Vne

Pour étudier E(L, Y), I'’ensemble des classes d’isomorphisme de fibrés
associés a Y et de déterminant L, on introduit : 7 : X — X, I’éclatement de Y;
AcX, la réunion des droites exceptionnelles A;=n"1(y;); j: Ac X et
ji : A; ¢ X, lesinclusions; o, et @y, les fibrés canoniques de X et X; N, le fibré
de rang un sur X : n* L'®04 (2 A); (05 sera parfois noté simplement 0).

La méthode consiste a étudier F, ’ensemble des classes d’isomorphisme de
fibrés F sur X qui s’insérent dans une extension du type suivant :

1) 0-0g(A)— F > n* L0z (—A) - 0.

Ces extensions sont classifiées dans H! (X, N).

Soit F, I’ensemble des éléments de F dont la restriction a chaque A, est
triviale. Les deux lemmes suivants sont implicites dans SCHWARZENBERGER

(8] :
LeEMME 1.1. — Les ensembles E(L, Y) et F, sont en bijection via n*.

Démonstration. — Si E appartient a4 E(L, Y), n* E admet une section avec
zéro simple en A, et donc n* EQQ (—A) admet une section qui ne s’annule
pas, d’oul la suite exacte de fibrés sur X :

0 > 1*EQC(—A)-»n*L®O(—2A)—0,

car A’(n* E)=n*(A® E)=n* L. En tensoriant par @ (A), on obtient n* E dans
une extension du type (1).
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FIBRF'S 459

Réciproquement, un élément de F, est de la forme n* E d’aprés le théoréme
5 de [8], et on vérifie sans peine qu’alors E est dans E(L, Y).

LemMME 1.2. — Soit eeH'(X, N) et F le fibré de Pextension (1)
correspondante. Le fibré F appartient a F, si et seulement si, pour tout i,
1<i<n, on a j¥(g)#0.

Démonstration. — Rappelons que linclusion j; : A; ¢ X induit une
application j* : H* (X, N)- H'(A,, N| »,)- La restriction de (1) & A, s’écrit :

0-0,(-1)>F|y = 0,(1)-0,
et I’élément correspondant a cette extension sur A;~P, est :
jt)eH' (A, N1y)=H"(A;, O, (-2))=k.
La restriction F |, est donc triviale si et seulement si j¥ (€) est non nul.

ConcLusioN 1.3. — L’ensemble E(L, Y) est non vide si et seulement si
aucune des applications j¥ : H' (X, N) > H!(A,, N|,) n’est identiquement
nulle.

En effet, Ker j* est alors un hyperplan H; de H'(X, N) et tout
eeH' (X, N)\U’-, H; donne un élément de F,,.

LEMME 1.4. — Pour tout fibré A de rang un sur X, on a une suite exacte
naturelle :

0->H (X,n,A)—»H'(X, A)> H°(X, R'n, A)
- H*(X, n*A)—sz(X, A)-0.

Démonstration (cette suite se rencontre dans la littérature, cf par exemple
Opa [7], p. 253, mais sous une forme incompléte).

14
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460 J. BRUN

On utilise la convergence de la suite spectrale de Leray de terme :
Epe:=H?(X,Rin,4) = H’*9Y(X, A).
Les seuls termes EZ' ¢ éventuellement non nuls sont les suivants : E ©,
E%', E3'2, E}° car le support de R' i, A est de dimension zéro.
L’aboutissement de la suite de Leray donne :
— en degré un :
0-EL° > H'(X, A)—» E% ! - 0;
— en degré deux :

E%°=H*(X, A).

D’autre part, I’'homologie de I'unique différentielle s’écrit :

0> E%!'>SEY'SEZ°SEL?0.

On déduit de cela une suite :

0—-ELY° > H' (X, A)> EY! - EX° > H*(X, A)>0
qui. en remarquant que E% °=E}'°, est la suite annoncée.

LEMME 1.5. — Si A est un fibré du type n* B0y (2A), ou B est un fibré de
rang un sur X, alors la fléche naturelle H° (X, R' n, A)— H' (A, A|,) est un
isomorphisme.

Démonstration. — 1l est clair qu’il suffit de démontrer le lemme pour
A=0(2A), et aussi pour le cas ou n est ’éclatement d’un seul point y, avec
n~!(y)=A d’idéal J dans X.

Le faisceau R' n, A, étant de support y, est isomorphe & sa complétion J-
adique, laquelle, d’aprés un théoréme de Grothendieck (c¢f. par exemple

HARTSHORNE [4], II1. 11. 1) est isomorphe naturellement & lim H* (A, 4|, ) o
A, est le n-iéme voisinage infinitésimal de A : A muni du faisceau O /J"*!.

Tensoriant par A=0(2A) la suite :
ﬂ—pJ"+l/J"+2—)(O/J"+2—>@/J"+1 _’0.

on obtient, en remarquant que :

J"+1/J"+2: ®n+l J/JZZ(DA(H-FI),
0= 0QRA)®C,5(n+1)— Ala,, ~ Al s~ 0.
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FIBRES 461

Or( (2A)®0,=C,(2A.A)=C4(—2). et donc on obtient la suite sur A :
OQ(DA(H—'I)—'AIA"l—’AlA_“’O

ce qui prouve,-comme H' (A, 0,(n—1))=0 pour n>0, que :

H'(A, Als,)=H'(A, Al,) pour n=0.
Ainsi, lim H'(A. 4], Y=H!(A. A|,), ce qui démontre le lemme.

PROPOSITION 1.6. — Pour le fibré N=n* L"®0 (2 A), on a la suite exacte :

0- H'(X, L") - H'(%, N)
e
— @ H' (A, N|,) > H*(X, L") » H*(X, N) - 0.

Démonstration. — L’inclusion j* est obtenue en composant les fleches
naturelles données par 1.4 et 1.5:

H'(X,N)-H°(X, R'n,N)S H* (A, N|,).
La proposition en découle car t, N=L".
LemME 1.7. — h*(X, N)=h°(X, LOw,®I,).

Démonstration. — Le fibré canonique de X est Qg =1* 0y ®0x (A) (cf. par
exemple [4], V.3.3). Par dualité de Serre, on a :

W (X, N)=h*(X, N'®wg)=h (X, 1* (L®wy)®0z (—A))

=h°(X,LQw,®I,),
d’aprés la formule d’adjonction car n,Og(—A)=1y.

THEOREME 1.8. — L’ensemble E(L, Y) est non vide si et seulement si la
condition suivante est réalisée : pour tout i, 1 <i<n, toute section de LQ w, qui
s'annule en Y—{ y;} s’annule également en y,.

N.B. — Dans le cadre analytique complexe, ce résultat est démontré par
GrirriTHs-Harris (3], prop. 1.33).

Démonstration. — D’aprés 1.3, E(L, Y) est non vide si et seulement si
aucun des j* n’est identiquement nul. Fixons un indice i, 1<i<n, et
décomposons ainsi I’éclatement n :

n; n;

X X; — X

\/

n
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462 J. BRUN

ou w; est I'éclatement de Y— { y;} et n; I'éclatement de =}~ ' (y,).
Notons Al=\J,,;m;"!(y,) et N, le fibré sur X, :

- x* L'®0y (2 AY).

On a évidlemment N;=n, N et N=n} N;®0;(2A)).
La suite 1.6 appliquée a ’éclatement =, s’écrit :

0-H'(X, N)->H'(X,N)
5 H'(A, N|,)~ H*(X,, N)) » H*(X, N) > 0.

Or H' (A, N| »,) est de dimension un. La restriction j¥ est donc nulle si et
seulement si h?(X,, N,) égale h*(X, N). Avec 1.7, cette égalité devient :

h° (X, LQoy®I,)=h" (X, LOuwy®Iy),

ou I; désigne I'idéal de Y—{y,}. C’est bien la condition cherchée.

Remarque 1.9. — La condition de 1.8 est réalisée en particulier si L@wy
n’a pas de sections, c’est-a-dire si H2 (X, L")=0, qui est une condition bien
connue (cf. [2]).

2. Fibrés associés a des points dans P,

A partir de maintenant, on prend pour X le plan projectif P,. Si a
appartient & Z et si Y est un ensemble de n points de P,,’ensemble E(0 (a), Y)
est noté E(a, Y). On considérera les classes de Chern des fibrés sur P, comme
des entiers, et, si E€E(a, Y), on a, en particulier, ¢, (E)=a et ¢, (E)=n.

DerFINITION 2.1. — Si Y={}y,, ..., ¥, } est un ensemble de n points de P,,
on note ay le plus grand entier a tel que, pour tout i, 1 <i<n, toute courbe de
degré a—3 contenant Y—{y,} contienne y;.

Le résultat suivant est la traduction de 1.8 :

PropOSITION 2.2. — L’ensemble E(a, Y) est non vide si et seulement si
a<ay.

2.3. REMARQUES SUR LA FONCTION Y ay

1° Voici ses valeurs pour n<4 :

B N e N I e X

. .4, .e o3 N ]

TOME 108 — 1980 — N° 4



FIBRFS 463

2° Quand n=9, et quand trois points quelconques de Y ne sont pas alignés
et six quelconques pas sur une conique, deux cas peuvent se produire :

(a) ces neuf points sont intersection de deux cubiques; alors a, =6, car
toute cubique passant par huit d’entre eux contient le neuviéme (cf. par
exemple [4], V.4.5);

(b) ces neuf points ne sont pas intersection de deux cubiques; alors a, =5.

3° Sin>2, on a toujours 3<ay<n+ 1. Cependant, on vérifie facilement
que les deux extrémes sont atteints pour des positions relativement
« voisines » :

— ay,=3si et seulement si n—1 exactement des points sont alignés;

— ay=n+1 si et seulement si les n points sont alignés (le fibré
correspondant étant d’ailleurs alors 0 (1)®0 (n)).

2.4. LA COHOMOLOGIE DES FIBRES DE E(a. Y)

Si E appartient 4 E(a, Y) écrivons la suite exacte associée a une section s de
E s’annulant en Y (cf. par exemple 5], 1.1) :

0—0>E—=1I,(a)—0.

Comme h! (0 (t)) est nul pour tout t€ Z, et h* (@ (t)) est nul pour t> —2,0n
en tire :

— pour teZ : h°(E(t))=h°(@(¢))+h°(Iy(a+1));

— pour t>—2:h'(E(t))=h'(I,(a+1))

3. Les systémes de points de P,

NoTATION. — 1, désigne le plus petit entier positif ¢ tel que :

(t+1)(t+2) >n
2 -

DEFINITION 3.1. — Un ensemble Y de n points de P, est dit en position
générale quand les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(i) pour tout entier p, toute courbe de degré p contient au plus
(p+1)(p+2)/2)—1 points de Y;

(i) pour tout yeY, il existe une courbe C de degré t, telle que
CnY=Y-{v}.

BULLETIN DI LA SOCHTE MATHIMATIOUE DE FRANCE



464 J. BRUN

Rappel. — Pour tout entier d et pour tout ensemble de points Z, on a
I'inégalité évidente :

*) 11, (d)> (ﬂ“i)zm-#z>+.

ProposITION 3.2. — Un ensemble Y est en position générale si et seulement
si, pour tout entier d et tout Z< Y, (%) est une égalité.

Avant de démontrer cette proposition, il faut établir le :

LeMME 3.3. — Si Y est en position générale, tout Z< Y est en position
générale.

Démonstration. — 11 suffit de démontrer que si Y={y,, ..., y,} est en
position générale, Z={y,, ..., y,-,} l'est aussi ('ensemble vide étant
évidemment en position générale). Or, pour Z, (i) est trivialement satisfait; (ii)
’est aussi si t,_, =t,.

Sit,_,=t,—1, c’est-a-dire si:

(tn—-l+1)2(tn-l+2) +1’

il faut trouver une courbe de degré ¢, _, contenant par exemple yy, ..., ¥,-»
et pas y,_;. Or, d’aprés I'inégalité (%), il existe au moins une courbe de degré
t,_, contenant v,. ....\,_, puisque :

(tn—l + 1)(tn-1+2)
2

—(n=-2)=1;

cette courbe ne peut contenir n— 1 points de Y d’aprés la condition (i) pour
Y : elle ne contient donc pas y,_,. '

Démonstration de la proposition 3.2. — Quand (x) est une égalité pour tout
entier d et tout ZcY, la vérification des conditions (i) et (ii) pour Y est
immédiate.

Réciproquement, il suffit, d’aprés 3.3, de montrer quesi Y={y,, ..., ya}
est en position générale. alors on a :

d+1)d+2)
2

ho(l,-(d))=( n) pour tout d.
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Fixons d et démontrons cela par récurrence surn. Z= {y,, ..., y,_, } esten
position générale d’aprés 3.3 et, d’aprés ’hypothése de récurrence pour Z et
I'inégalité (x) pour Y, on a :

___(d+1)2(d+2) —n<h®(Iy(d)<hO (I,(d) =(Eﬂlz(_d_i'ﬁ -"+1>+-

Sin>(d+1)(d+2)/2)+1, h°(I,(d))=0,
Q.E.D.

Si n<((d+1)(d+2)/2), il suffit de montrer que h°(I,(d)) différe de
h°(I,(d)). Or, dans ce cas, on a d>t,, et cette différence résulte donc de la
condition 3.1 (ii) pour Y. '

PROPOSITION 3.4. — Soient d un entier positif et Y un ensemble de n points en
position générale. Alors.:

= (LD ),

i 1y = (n- SEED )

Démonstration. — En considérant la cohomologie de la suite :
0-1,d)—»0d)—0/1,d)—0,
on obtient :

d+1)(d+2)

h' (Iy(d))=h°(Iy(d))+n— > ,

ce qui donne le résultat d’aprés 3.2.

ProPOSITION 3.5. — Pour tout entier k, il existe des systémes de k points en
position générale.

Démonstration. — La proposition est évidente pour k=1. Supposons la
démontrée jusqu’a ’entier n.

Soit Y={y,, ..., y,} un systtme de n points en position générale.
Cherchons les conditions sur y pour que Y U { y } soit en position générale.

Pour tout (((p+1)(p+2)/2)—1)-uple de points de Y, donc en position
générale d’aprés 3.3, il existe, d’aprés 3.4, une seule courbe de degré p le
contenant. Avec la condition :
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(Ci) «y n’appartient pas a la réunion (finie) de ces courbes »;
la condition 3.1 (i) sera vérifiée pour Y U {y}.

D’autre part :

(tper +1)(tp1+2) >n

) +1.

On peut donc choisir une courbe I' de degré t,,, contenant Y. Avec la
condition :

(Cii)) « y n’appartient pasa I" »

la condition 3.1 (ii) sera vérifie pour YU {y} et y. Elle le sera également
pour YU {y} et y;. En effet, il s’agit de trouver une courbe de degré <t,,,,
contenant Y~ {y,}, y et pas y;.

Or, d’aprés 3.1 (ii) pour Y et y,, il existe une courbe I'; de degré ¢,
contenant ¥~ { y,} et pas y,. Si on note y et v; les équations de et T';, la
courbe d’équation y,(y)y—7v(y)y; est une des courbes cherchées.

Ainsi, pour tout y appartenant au complémentaire dans P, d’'un nombre
fini de courbes, YU {y} est en position générale, ce qui démontre par
récurrence la proposition.

Remarque 3.6. — On montre facilement que I’ensemble des n-uples en
position générale forme un ouvert de Zariski dense de Hilb"P,.

4. Fibrés associés & des points en position' générale

DEFINITION 4.1. — Si n>1, on note a, le plus grand entier a tel que

(a=2@=1) _

2 1.

On a a,=[(3+./8n—7)/2] et la table suivante :

nl1234567891011

a.{2 33 4 44555 5 6

PROPOSITION 4.2. — Soit Y un ensemble de n points en position générale.
Alors ay=a,, et donc I'ensemble E(a, Y) est non vide si et seulement si a<a,.
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Démonstration. — Soient Y= {y,, ..., y,} et Y;=Y—{y,}. ¥ est en
position générale d’aprés 3.3. Par définition, a, est le plus grand entier a tel
que, pour tout i,

T 1gign, B, (@a=3))=h(I,(a—3)).
D’aprés 3.4, ceci ne peut se produire que si h°(I y,(a—3))=0, c’est-a-dire,
quand a>3,si (a—2)(@a-1)/2<n—-1. N

ProPosITION4.3. — Soient Y un systéme de n points en position générale et a
un entier tel que 1<a<a,. Pour tout fibré E de E(a, Y),ona :

(@) h°(E)=1+<(_‘ﬁ_1_)2£“_+ﬁ_,,>+’. :
() h°(E(—1))=<“(“2+1) —n)+;
© hl(E(l)):(n_(“+’+1)2(a+l+2)>* pour 150,

(d) E est stable sauf si (a, n) est I'un des couples suivants : (2, 1); (2, 2);
(3, 2); 4, 4); @4, 5).

Démonstration. — Les propriétés (a), (b) et (c) résultent immédiatement
de 2.4 et de 3.4.

D’apreés le critére classique de stabilité (cf. TAKEMOTO [9], prop. 4.1), E est
stable si et seulement si son normalisé n’a pas de sections, c’est-a-dire,
d’apres 2.4, si et seulement si :

(5D [-AD) )

c’est-a-dire, d’aprés 3.4, si et seulement si :

nz ([a/2]+ l)z([a/2]+2).

Comme a<a,,on a :

nz(ai)z(a—ﬁ.pl.

On en déduit que E est siirement stable si a— 3 >[a/2], c’est-a-dire si a=>5.
L’examen des cas a=1, 2, 3, 4 donne le résultat (d).
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468 J. BRUN

Ces résultats se lisent sur la figure 1. Au sujet des fibrés de la zone hachurée,
on peut énoncer le lemme suivant qui résulte de 4.3 :

LEMME 4.4. — Si a et n sont tels que a>1 et :

a(a2+1) <n< (a+l)2(a+2) ’

alors il existe un fibré E, stable, de classes de Chern a et n, tel que
h°(E(—1))=0 et, pour 10, h* (E(1))=0.

n @ 3)

"1} h°(£(—l))=0/ hi(E(-l));é(J

h'(E)#0 Z\W;.'(EFOJ
10 T -O- O-
9
Equations des paraboles :
8 (1) n= (a+l)2(a+2)
7 @) n= a(a2+l)
6 Y / @) n= (a=1)(a=-2)
™ 2
5 x
FAN
o
4 c\—
3 &
[ é'\\ O =stables
2 - N~ x =instables
1 [~
I~

Fig. 1. — Fibrés E de premiére classe de Chern a>1,
admettant une section s’annulant en n points en position générale.
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5. Le fibré stable générique

On note M (c,, c,) le module des fibrés stables de rang deux sur P,, de
classes de Chern c, et c,. On confond abusivement M (c,, c,) avec’ensemble
des classes d’isomorphisme de tels fibrés. La phrase : « le fibré générique de
M (cy, c,) vérifie la propriété X » signifie que la propriété X est vérifiée dans
un ouvert de Zariski dense de M (c,, c,)- A

Rappelons que les fibrés stables de classes de Chern données forment une
famille limitée (TAKEMOTO [9], cor. 4.2) et que la variété algébrique lisse
M (c,, c,) est irréductible (¢f. BarTH [1] et MARUYAMA [6], prop. 7.5).

Si E est un fibréde M (c,, c,)etsic, <0, alors h° (E)=0d’aprés le critére de
stabilité déja mentionné. On en déduit par dualité de Serre que si E est un fibré
de M(c,, c,) et si ¢, > —6, alors h*(E)=0.

Enfin, si E est un fibré de rang deux sur P, de classes de Chern ¢, et c,, le
théoréme de Riemann-Roch donne la caractéristique d’Euler-Poincaréde E :

- (c,+1)(c; +2) _

x(E) 3 -c,+1=:y(cy, ¢3)

(cf., par exemple [5], 3.2).

THEOREME 5.1. — Soit ¢, > 1. Lefibré générique E de M (c,, c,) est tel que :
h(E)=(x(c1, c2))* et h'(E)=(x(c;, c2))"-

Démonstration. — Soit E dans M (c,, c,) avec ¢, = 1. D’aprés la remarque
précédente, on a h?(E)=0 et donc, pour i=0, 1, si h'(E)=0, alors k' "‘ala
valeur indiquée dans le théoréme. Or la propriété h'(E)=0 est Zariski-
ouverte dans M(c,, ¢,) : cela résulte immédiatement du fait que la famille
M (c,, c,) est limitée et du théoréme général de semi-continuité (cf. [4],
th. I11.12.8). Comme M (c,, c,) est irréductible, il suffit, pour démontrer le
théoréme, d’exhiber :

(a) si x(cy, ¢;)<O0, un fibré E tel que h°(E)=0;

(b) si x(cy, ¢;)=0, un fibré E tel que k' (E)=0.

Si E est dans M (c,, c,) et si t appartient & Z, les classes de Chern de E(t)
sont :

a'=cl +2t,
n,=62+tcl+t2.
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LeEMME. — Il existe un unique entier t, tel que :

a, (a, +1) (a +1)(a, +2)
0 0 Sn
2 2

(cela signifie que (a, , n, ) appartient d la zone hachurée de la figure 1).
En effet, la double inéquation :

a,(a,+1) <n< (a,+1)(a,+2)
2 T 2

est équivalente a :

2 2
ci+c ct+3c
1 <6< t2+t(c,+3)+—‘—2——i

2+t(c,+1)+ +1
" 1

A(t) B(t)

et on constate que A(t+1)=B(t)+1, ce qui prouve I’existence et I’unicité
de t,, et démontre le lemme.
11 est clair que si :
(cy+1)(c, +2)
2
est <O (resp. =0), alors t, est >0 (resp. <0).
D’aprés le lemme 4.4, il existe un fibré F dans M(a,, n,) tel que
h°(F(—=1))=0et,pour />0, h' (F(l))=0.Alorslefibré E : =F (—t,)satisfait
(a) et (b).

X(Cl, Cz)= "'C2+1

COROLLAIRE 5.2. — Le fibré stable générique posséde au plus un groupe de
cohomologie non nul.

Démonstration. — Si —6<c,<0, cela est vrai pour tous les fibrés de
Mc,, cy). Si ¢ 21, cela résulte de 5.1. On en déduit le cas général par
dualité de Serre.

Comme application, on obtient la figure 2.

COROLLAIRE 5.3. — Pour le fibré générique E de M (c,, c,), on a, pour tout
teZ : k' (E(t))=(x(E(1))".

Démonstration. — D’aprés 5.2, pour tout teZ, il existe un ouvert de
Zariski dense U, de M(c,, c;) tel quc pour tout E dans U,, on ait

h' (E(1))= (E()).
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l\fz
\% H?(E)#0
H° et H' nuls
+— 13 }
%} 12 IX(c,,c,)_o
_—T1
\ 1] ﬁ/j/ -
— — ~
—
\\641‘(]5)#0 i// HOE)%£0 4
H° et H? nuls =4} 71— Lot B muls 3
\‘\\g’/ﬂ/“‘l‘j /'/ H! et H? nuls
ct-dc,=
\/./C//-s/{éts
L L~ \j
= Cﬁ,\
_—T
C/ / \>>]
x =instables car ¢} —4c,= -4
O =tous les H!(E) sont nuls p
~4
-8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0 1. 2 3 4 5 o

Fig. 2. — La cohomologie du fibré générique E de M (c,, c,).

D’autre part, il existe des entiers relatifs n, et n, (n, <n,), dépendant de c,
et c,, tels que, pour tout fibré E de M(c,, c,) et pour tout entier n
n’appartenant pas a lintervalle [n,, n,], on ait : h' (E(n))=0 (ce résultat
classique peut par exemple se déduire de la limitation de la famille M (c,, c,)
et du théoréme relatif d’annulation de Serre; pour une autre démonstration,
¢f. ELENcwAIG-FoRrsTER [10], th. 3.2).

L’assertion de 5.3 est donc vérifiée pour tout teZ et pour tout E
appartenant 4 N, ., U,, donc pour E générique.
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~ Nous allons énoncer ce résultat dans le cadre des fibrés normalisés c’est-a-
dure de premiére classe de Chern 0 ou — 1. Si E est un fibré normalisé, on note
s(E) le plus petit entier s tel que H°(E(s))#0.

Si E est de classe de Chern O et n (resp. —1 et n), on a, pour teZ :

X(E@)=(+1)(t+2)—n  (resp. x(E(t))=(t+1)>*—n).
On est donc amené aux définitions :
h, : =le plus grand entier h tel que h(h+1)<n,
k, : =le plus grand entier k tel que k*<n.

Il est clair que pour tout fibré E de M (0, n) (resp. de M(—1, n)) on a
s(E)<h, (resp. s(E)<k,) (¢f- prop. 7.1 de [5]). On déduit du corollaire 5.3
le: .

COROLLAIRE 5.4. — (i) pour le fibré générique E de M (0, n), on a :
s(E)=h, et  h'(E(t))=0 pour t=>h,;

(ii) pour le fibré générique E de M(—1, n), on a :
s(E)y=k, et  h'(E(t))=0 pour t=k,.

On a la table de valeurs suivantes :

n|{l 2 3 45 6 7

| 111122

k1112222 ...

5.5. Ilest facile de construire des fibrés stables dont le h° et le h' sont non
nuls simultanément.

Soient par exemple n>4, a>1 tel que ((@+1)(@a+2)/2)<n et Y un
ensemble de n points en position générale. Alors, d’aprés 4.3, les éléments E
de E(a, Y) sont stables et vérifient :

_(a+1)(a+2)

W(E)=1 et h'(E)=n >

(on peut d’ailleurs montrer dans ce cas que les fibrés de E (a, ¥') admettent une
famille universelle dont la base est de dimension n—((a—2)(a—1)/2)—1).
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