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SUR LES MESURES VECTORIELLES
DEFINIES PAR UNE APPLICATION PETTIS-INTEGRABLE

PAR

MicHeL TALAGRAND (¥*)

RESUME. — On étudie quand ’ensemble des valeurs prises par une mesure vectorielle définie
par une application Pettis-intégrable est relativement compact en norme. On montre sous
I’axiome de Martin que c’est toujours le cas si 'espace d’arrivée n’admet pas [ pour quotient.

ABSTRACT. — We study when the range of a Banach space valued measure which is defined by a
Pettis-integrable function is norm relatively compact. Under Martin’s axiom, we show that it is
always the case when [ is not quotient of the Banach space.

Soit (Q, X, u) un espace probabilisé et E un espace de Banach. Une
application bornée ¢ de Q dans E sera dite Pettis-intégrable si pour tout
x'e E',x' o @ est mesurable et si pour tout A € X il existe un élément b, de E tel

que x'(b,)= J x'od pour tout x'eE’. Cette formule montre que
A
I’application 4 — b est -additive lorsque E est muni de la topologie faible
G (E, E’). D’aprés le théoréme classique d’Orlicz-Pettis, elle est encore
o-additive lorsque E est muni de la norme, c’est-a-dire que c’est une me-
sure vectorielle. On sait alors que son image est faiblement relativement
compacte [1]. Le probléme est de savoir si cette image est relativement
compacte pour la norme de E. Disons pour simplifier que le couple
(R, Z, n), E) posséde la propriété (P) si toute application Pettis-intégrable
bornée de Q dans E définit une mesure dont I'image est relativement
compacte en norme. On a montré dans [2] qu’il existe un espace probabilisé
pathologique (Q, Z, p) tel que le couple (Q, Z, ), I° (N)) ne posséde pas la
propriété (P). On a également montré que sous des hypothéses assez faibles
de théorie des ensembles, et si I’espace (Q, Z, p) est raisonnable, alors pour
tout espace de Banach E, le couple (2, X, p), E) posséde (P). On va étudier
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476 M. TALAGRAND

ici le probléme de savoir quels sont les espaces de Banach E possédant la
propriété, dite (Q), que pour tout espace probabilisé (Q, X, u), le couple
((Q, X, p), E) posséde (P), autrement dit, quels sont les espaces de Banach E
tels que toute fonction Pettis-intégrable bornée a valeurs dans E définisse une
mesure dont I'image est relativement compacte en norme.

Le principal résultat de ce travail est de montrer que sous ’axiome de
Martin (AM) (on renvoie a [3] pour la formulation de cet axiome) si E ne
posséde pas de quotient isomorphe & [®=1%(N) alors E posséde (Q). On
montrera ensuite grice au méme axiome, qu’il n’est guére possible
d’améliorer ce résultat. En effet, il existe un espace de Banach qui ne posséde
pas (Q) sans contenir [®, et il existe un espace de Banach qui posséde a la
fois (Q) et des quotients isomorphes a [*.

Le lemme suivant est élémentaire.

LeMME 1. — Soit E un espace de Banach et (x,) une suite de la boule unité
de E’'. Supposons qu’il existe des réels p < & tels que pour toute partie M =N, il
existe xe E avec || x||<1 et x,(x)=>0 pour ne M, x,(x)<p pour ne N\ M.
Alors 'application 0 de E dans I® donnée par 0(x)=(x,(x)) est surjective.

Preuve. — Soit M une partie de N. Il existe x€ E, || x||<1 avec x,(x)=>0o
pour neM, x,(x)<p pour ne N\ M et il existe x'€eE, ||x'||<1 avec
x,(x')<ppourneM,x,(x')= o pour ne N\ M. Posons y=(x—x')/2.On a
llyli<1,etsionposet=(c—p)/8,onax,(y)=4tpourreMetx,(y)< —41
pour ne N\ M.

Soit maintenant t=(t,)el®. Soit M={n; t,>|/t]|/2}. D’aprés ce qui
précéde, il existe xe E avec || x||<]|t]|/4, et x,(x)=1]|t| pour neM,
Xp(x)< —1||t]|pourn¢ M. Pourne M onat,—x,(x)<| t]|(1—1), et pour
n¢ M on a (puisque t1<1/4) :

—llell=t)=—=ltll+tliell<t,—x,(x) <[l ell/2+ | ell/4< || (1 —7).

Il en résulte que || t =0 (x) || <|I ]| (1 —7), ou || x || <|| £ ||/4. Par induction il
existe une série (x,)e E avec

Ix,I<lltll1=7)""1/4 et Ne=Yic 0NN —1)
Le résultat en découle.

On dira qu’un sous-ensemble X de la boule unité de E’ est normant s’il
existe >0 tel que pour tout x€eE, il existe x'e X avec

[x ()| =81l x]l.
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MESURES VECTORIELLES 477

THEOREME 2 (AM). — Soit E un espace de Banach qui ne posséde pas la
propriété (Q). Alors, pour tout sous-ensemble normant et o (E', E) fermé X de
E', il existe une suite (x,) de X telle que I'application de E dans 1° donnée par
x—(x, (x)) soit surjective.

Preuve. — Soit (Q, X, u) un espace probabilisé et ¢ : Q— E une application
Pettis-intégrable bornée, telle que la mesure associée n’ait pas une image
relativement compacte en norme.

L’application x’—x’ o ¢ de X dans I’espace des fonctions mesurables sur Q,
muni de la topologie de la convergence ponctuelle, est continue pour la
topologie 6 (E’, E). Il en résulte que son image K est compacte pour la
topologie de la convergence ponctuelle.

Il existe par hypothése une suite (4,) de I telle que si b, est donnée par

x'(bA.)=J x'oqpdp pour x'eE’,
A

onait||b, —b, ||>€ pour n#met ¢>0. Puisque X est normant cela montre

-]

ainsi la suite x, ne converge pas uniformément sur K, lorsque 'on regarde K
comme sous-ensemble de L?(p)’. Puisque I'on peut supposer que ¥ A,
converge faiblement dans L2 (u), cela montre que K n’est pas précompact
pour la norme de L?(u), donc pas précompact en mesure, puisqu’il est
uniformément borné.

qu’il existe 8 >0 tel que pour n#m, il existe te K avec =39, et

La preuve du théoréme 33 de [4] (ou intervient (AM)) montre qu’il existe
une partie P de Q, ayant la puissance du continu, et des réels p <o, tels que
pour toute partie Q = P il existe hye K, avec hy(t)>o pour te Q et hy(t)<p
pour te P\ Q.

Il existe dans P une suite Q, d’ensembles indépendants, c’est-a-dire tels que
pour toute partie M <N, I'ensemble Q) = M,cp Cu N Ny (PN\Q2,) s0it
non vide. (On le voit par exemple en identifiant P a {0, 1}, et en prenant
pour @, ’ensemble des points dont la coordonnée derang nest 1.) Soit x, € X
tel que x, o @=h, . Pour tout n et tout t€ P on a x, (¢ (t))=hy_(t). Pour une
partie M =N, et pourteQ,,,onax,(¢(t))=>oc pourne M (caralorste Q,) et
x, (@ (t)) < p pour n¢ M (car alors te P \Q,,). Le résultat découle alors du
lemme 1.

CoRrOLLAIRE 3 (AM). — Soit E un espace de Banach tel que I1* ne soit pas
quotient de E. Alors E posséde la propriété (Q). Autrement dit, toute fonction
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478 M. TALAGRAND

Pettis-intégrable bornée a valeurs dans E définit une mesure dont I'image est
relativement compacte en norme.

On va maintenant donner un exemple qui montre entre autre que si E ne
contient pas I, il ne posséde pas nécessairement (Q). Rappelons que I’on dit
qu’un espace de Banach posséde la propriété de Grothendieck si toute suite
de E’ qui converge pour o (E’, E) converge pour ¢(E’, E”).

THEOREME 4 (AM). — Il existe un compact K tel que € (K) ne posséde pas la
propriété (Q), mais tel que pour tout espace de Banach E qui posséde la
propriété de Grothendieck, tout opérateur de E dans € (K) soit faiblement
compact. En particulier € (K) ne contient pas 1*.

Preuve. — Soit ®, le premier ordinal ayant la puissance du continu,
et soit (U,),<,, une énumération des ouvert-fermés de BN avec U,=BN.
On identifie N & un sous-ensemble de BN. Soit 4 [’ensemble.
BN x[0, ®,]\N x[0, o,[. Considérons sur 4 I’algébre A engendrée par les
traces sur A des sous-ensembles de la forme Ug x]a,w,] pour B<a. Le
théoréme de représentation de Stone permet d’identifier A & I’algébre des
ouvert-fermés d’un compact K, et chaque point de 4 a un point de K. Cette
identification n’est pas une injection, mais I’application de BN dans K qui
envoie u sur (4, ®,) est un homéomorphisme sur son image. On peut donc
considérer BN comme un sous-espace de K. Dans cette identification les

points de K correspondant a ceux de N sont isolés.

Pour tout a <, soit ¥, 'ouvert-fermé de K associé a
BN xJa, ©,]\N x[0, @,[.

C’est un voisinage de BN, et il est clair que les ¥, forment une base de
voisinage de B N. Pour tout a, le compact K\ ¥, posséde une base d’ouverts
de cardinal < card R, puisque la restriction de 4 4 AN\(BN x]a, ®,]) est
engendrée par les traces des ensembles Uy xJy, ®,] pour B<y<a. Il en
résulte en particulier que K\ B N est séquenti¢llement compact (c’est-a-dire
que toute suite posséde une sous-suite convergente). En effet toute suite de
K\B N est contenue dans un K\ V,, et cet ensemble est séquentiellement
compact d’aprés le théoréme 8 de [3].

Soit E un espace de Banach possédant la propriété de Grothendieck et T'un
opérateur de E dans € (K). Pour montrer que T est faiblement compact, on
va montrer que son transposé T" est faiblement compact. En identifiant K a
un sous-ensemble de € (K)’, il suffit d’aprés le théoréme de Krein de montrer
que T"(K) est relativement faiblement compact. Or T" est continu de K
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MESURES VECTORIELLES 479

dans E’ lorsque E’ est muni de la topologie o (E’, E). Puisque K\ B N est
séquentiellement compact, I’hypothése sur E et le théoréme d’Eberlein
montrent que 7" (K'\\ B N) est relativement faiblement compacte, c’est-a-dire
contenu dans un ensemble faiblement compact C de E’. Puisque C est
faiblement compact, il est o (E’, E)-fermé. Or K\ BN >BN\N, puisque
pourue BN\ Nona(u,w,)=lim,__, (4, a). Par continuité de 7 on a donc
T(KN\N)cC.

Pour ne N, posons T'(n)=a,. Il suffit de montrer que I’ensemble des a, est
relativement faiblement compact, ou encore d’aprés ’hypothése sur E que
toute sous-suite (a,) de (a,) posséde une sous-suite o (E’, E)-convergente.
Soit H I’ensemble des valeurs d’adhérence de (a,) pour o(E’, E). La
continuité de T montre que H = C. D’apreés le théoréme de [5], il existe alors
un point a de H ou I’application identité de (H, o (E’, E)) dans (H, || |])est
continue. En particulier, il existe des éléments x,€ E tels que pour be H,
x, (b)=x,(a)=b=a. 1l existe une sous-suite a, de a, telle que Vm,
lim, x,(a))=a,(a). Il en résulte que la suite a, posséde au plus une
valeur d’adhérence pour o(E’, E) ce qui termine la preuve du fait que
T est faiblement compact.

Nous allons montrer maintenant que € (K) ne satisfait pas (Q). Dans [2] on
prouve I’existence d’un espace mesuré (Q, I, p) et d’une application Pettis-
intégrable de Q dans la boule unité de I® telle que I'image de la mesure
associée ne soit pas relativement compacte en norme. L’espace Q2 posséde la
puissance du continu, et on peut donc I’énumérer par Q=(t,),,,- De plus
pour chaque A€X, on a b, ec, (N). Pour chaque a soit f,e ¢ (K) telle que f,
soit nulle sur le complémentaire de V,, que || f, || <1 et que la restriction de f,
a B N soit @(z,) (ou I’on identifie I° et € (B N)). Soit y 'application de Q dans
E donnée par Y (t,)= f,. Puisque pour chaque Ae Zona b, ecy(N)et que les
points de N sont isolés dans K il existe b, € ¢ (K) dont la restriction & N vaille
b, et qui soit nulle en dehors de N. On va montrer que pour toute mesure A
sur K, t—A (Y (z)) est mesurable et que ’on a :

a0,

1) A(by)= jl(\ll(t))dﬁ(t)-

Si A est portée par K\ BN, alors il existe a tel que K\ V, porte A. Pour
¥>a on a donc par construction A (Y (t,))=0. Ainsi 'ensemble des ¢ tels que
A (Y (t))#0 est de cardinal < card R. Puisque p est extension d’une mesure
diffuse sur une tribu séparable, on en déduit, grace au théoréme 3 de [3], que
A(W(t))=0p p.p., donc que (1) est vérifiée.
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480 M. TALAGRAND

Si A est portée par BN, en identifiant A a une mesure sur BN, on a par
construction A (Y (t))=A (¢ (t)) pour tout t; et ainsi (1) est encore vérifiée.

Par additivité on voit que (1) est vérifiée pour tout n, ce qui montre que
est Pettis-intégrable.

Enfin I’ensemble des b, étant isométrique a celui des (b,) n’est pas
relativement compact en norme, ce qui termine tout.

THEOREME 5 (AM). — Il existe un compact séparable K, tel que tout point de
K posséde une base de voisinages de cardinal <card R, et que I* soit quotzent
de € (K) par une application positive.

Preuve. — Soit Al’ensemble de Cantor, considéré comme sous-ensemble de
R et soit A sa mesure canonique. Posons pour n>1,A,=Ax{1/n}<cR? et
A,=Ax{0}. On pose L=y, (~}A; €t On désigne par A, la mesure
canonique de A,.

Désignons par w, le premier ordinal ayant la puissance du continu. Soit
(ta)e<o, Une énumération de A, et (M,),., une énumération des parties
de N.

Fixons a <,. D’aprés le théoréme 3 de [3], I'ensemble des (z),, étant de
cardinal <card R, est A -négligeable. Il existe donc un ouvert U*de A avec
Ao (U")<1/4 et B<a=>tgeU® On peut écrire U*={,Usx {0}, ou
chaque U, est un ouvert-fermé de A, et ou la suite U, est croissante. Pour
chaque n, on a A,(U,x {1/n})<1/4. Posons V3=A\U%x {1/n} pour
neM,et V:=Q pour n¢ M,. Posons 4,=UV%, B,=L\ A4,. Ce sont deux
fermés de L, dont la réunion est L. De plus A,nB,nA,=Q pour n>1, et
pour tout B<a, on a t,¢ A,, puisque pour n assez grand tye US x {0} et que
A,nU,5,Usx{1/p}=0.

Posons :
K'={(x,y)eLx{0,1}*;Va<w,, y,=1=>x€4,, y,=0=>xeB,}

et désignons par © la projection canonique de K’ sur L.

Soit z=(x, y)eK'. Si x=n(z)¢A,, on a z=n"*({x}), donc {z} est
un GJ.Si xeA,, soit B<w, tel que x=t;. Poura>Petz'=(x, y)eK'ona
n,(y)=0. Il en résulte que si y, =y, pour y <P, on a z’ =z, ce qui montre que
{2’} est intersection d’une famille d’ouverts de cardinal <card R. Pour tout
n soit p, une probabilité sur K’ telle que n(p,)=A,. Pour a<w, soit f, la
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MESURES VECTORIELLES 481

fonction caractéristique de I’ensemble C,= {(x, y)eK'; y,=1}. Puisque n
est une bijection sur n~!(A,), on a :

()=, (Co) =, (™ (n(C))) =L, (n(C)) =R, (V})

on a donc p, (f,)=>3/4 pour ne M, et u,(f,)=0 pour n¢ M,.
Puisque les M, énumeérent les parties de N, le lemme 1 montre que I est
quotient de €(K), ou K={,n"!(A,) est séparable.

CoRrOLLAIRE 6 (AM). — Il existe un espace compact K tel que € (K) vérifie
(Q) mais que I° soit quotient de € (K) par une application positive.

Preuve. — Considérons I’espace K précédemment construit. Prouvons que
% (K) vérifie la propriété (Q). Dans le cas contraire, puisque K peut étre
identifié & un ensemble normant de € (K)’, il existe d’aprés le théoréme 2 une
suite (¢,) de K telle que I'application 6 de ¢ (K) dans /® donnée par
0 (f)=(f(z,)) soit surjective. Si H désigne ’adhérence des ¢,, on en déduit
que l’application n de ¥ (H) dans [® donnée par n(g)=g(t,)) est une
isométrie. Il en résulte que H est homéomorphe a B N. Mais ceci est absurde
car d’aprés le théoréme 4 de [3], toute intersection d’une famille de cardinal
<card R ouverts de BN\ N qui est non vide, est d’intérieur non vide, et
aucun point de p N\ N ne peut posséder de base de voisinages de cardinal
<card R, ce qui conclut la preuve.

Le théoréme S possédant un intérét en soi, on va pour conclure discuter
quelques problémes qui lui sont reliés. Si on renforce (AM) par I’hypothése du
continu (HC), on a :

CoroLLAIRE 7 (HC). — Il existe un compact séparable K dont tout point soit
un G, et tel que 1 soit un quotient de € (K) par une application positive.

Le résultat suivant montre en particulier que K ne peut pas étre choisi
convexe.

ProrosiTioN 8. — Soit K un convexe compact dont tout point soit un Gg.
Désignons par B la boule unité de € (K)', munie de la topologie vague. Alors
tout point p de S={LeB;||A||=1} est un G5 de B, et si K n’est pas
métrisable, tout point de B qui est un G; est de norme 1. De plus 1* n’est pas
quotient de € (K).

Preuve. — Soit peS et b le barycentre de |p|. Il est clair qu’il existe un
convexe compact métrisable L et une surjection affine continue ¢ de K sur L
tellequeb=0~" (¢ (b)) etque| ¢ (p)||=1.Onadonce(lp|)=|¢(n)|.Onva
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montrer que si L €S est tel que @ (A)=¢ (1), on a A=y, ce qui montrera que
{1} est un G, de B. Supposons A # p. Il existe alors un convexe compact
métrisable L', des surjections affines ¢ de K sur L', ¢’ de L’ sur L, avec
¢=0¢'op", de sorte que ¢" (1) # ¢" (1).

Si (h,) désigne une suite de fonctions affines continues qui séparent L',
I’ensemble G des points de L’ dont I’'image réciproque n’est pas réduite & un
point est égal a :

Unr<sinsea @ ({h25}) o' ({h,<r})

c’est donc une réunion dénombrable de convexes compacts. Montrons que
|o(n)|(G)=0. Sinon, il existe un convexe compact G <G, avec
[e(u)|(G')>0. On peut écrire @(|u|)=0u,+(1-06)p,, ou 0<b<1,
My M€ MY (L), p, portée par G'. Soient c, et c, leurs barycentres respectifs.
On a ¢;eG'=G. On a ¢(b)=0c¢,;+(1—0)c,. Mais puisque 0>0, ceci
implique sans peine que ¢ (b)e G, ce qui est absurde.

Il en résulte que @' (u) est portée par L'\ ¢’ ~* (G)=H. Etdonc que 9"’ ()
est aussi portée par H. Mais sur H, ¢’ est injective. On ne peut donc avoir
@' (A\)# 0" (1), puisque les images par ¢’ de ces deux mesures coincident.
Ainsi {u} est un G, de S.

Si H est un G; de S qui contient p, alors Ho>¢ ™! ¢ (1) N B ou @ est une
application affine continue de K sur un convexe compact métrisable L. Si K
n’est pas métrisable, alors ¢ n’est pas injective. Soit a, be K avec a#b,
¢(a)=o(b). Si |pn| <1, alors :

p+e(d,—8,)eHNB pour ¢ assez petit.

Si I est un quotient de € (K), alors par transposition et homotheétie il existe
une injection 1 de B N dans B. Rappelons que tout G non vide de p N\ N est
d’intérieur non vide. Pour tout G; non vide G de PN\N, posons

a(G)=Sup{lin(t)ll;teG}. On a toujours a(G)>0. Définissons une suite
décroissante G, de G; de B N\ N de sorte que Go=BN\N et

@(G,+;)<Inf{a(G'); G'=G, G’ est un G, non vide} +27".

Sil’on pose G=, G,, il est clair que pour tout G; non vide G’ de G, on a
a(G)=a(G).
Pour tout n, I’ensemble

{teG;In(@)l>a(G)~1/n}

est fermé dans G, la norme étant s.c.s. pour la topologie vague. Son
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MESURES VECTORIELLES 483

complémentaire est un ouvert G’ de G pour lequel a(G')<a(G)—1/n.On a
donc G’ =0, ce qui montre que || n(t)|| =a(G) pour t € G. Mais ceci montre
que n(t)estun G de la boule a(G) B, donc ¢ est un Gz de G, donc un G; de
BNN\N, ce qui est absurde.

ProBLEME 9. — (a) Le compact du corollaire 7 peut-il étre choisi
héréditairement séparable ?

(b) Supposons MA +1CH. Existe-t-il un espace compact ayant les
propriétés décrites au corollaire 7?
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