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I/ÉQUATION^ DANS LES OUVERTS
PSEUDO-CONVEXES DES ESPACES DFN

PAR

J. F. COLOMBEAU ET B. PERROT (*)

RÉSUMÉ. - On montre : « Soit E un dual fort d'un espace de Fréchet nucléaire complexe (en
abrégé un espace DFN) et soit 0 un ouvert pseudo-convexe de £. Soit F une forme différentielle
C00, de type 0,1, et fermée sur ft. Alors il existe une fonction C^./sur 0 vérifiant 5/=F ». Ce
théorème améliore un résultat de Raboin où des hypothèses plus restrictives sur £ et F étaient
nécessaires. De plus il conduit à diverses applications à l'Holomorphie en dimension infinie.

ABSTRACT. - We prove: "let E be a strong dual ofa complex nuclear Fréchet space (in short a
DFN space) and let 0 be a pseudo-convcx opcn subset of £. Let F bc a closed C^O, 1)
differential form on Q. Then therc is a C00 ftmction/on 0 such that ô/s=F". This theorem
improves a resuit of Raboin where more restrictive assumptions on £ and F were
used. Furthermore it yeids varions applications to infinité dimensional Holomorphy.

1. Introduction

Étant donnée l'importance de l'équation S en analyse complexe, il y a eu
diverses tentatives pour résoudre l'équation 8 en dimension infinie, voir
C.J. HENRICH [10], A. RAPP [2l], P. RABOIN ([18], [19], [20]). Dans un article
antérieur [6] les auteurs obtiennent le résultat cité ci-dessus dans le cas
particulier Q=£. Dans cet article nous traitons du cas général où ft est un
ouvert pseudo-convexe de E.

La démonstration utilise trois lemmes. Le lemme 1 montre l'existence de
solutions C°° dans le cas d'un espace de Hilbert séparable fl. Ces solutions
sont définies sur l'intersection de tîcff avec un sous-espace dense de H. Sa
démonstration est basée sur le début d'une démonstration de P. RABOIN ([18],
[19], [20]) et sur un résultat de P. MAZET [14], non encore publié.

(*) Texte reçu le 4 juillet 1980, révisé le 12 janvier 1981.
J. F. COLOMBEAU et B. PERROT, Université de Bordeaux-I. U.E.R. de Mathématiques et

d'Informatique, 351, cours de la Libération, 33405 Talence.
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16 J .F . COLOMBEAU ET B. PERROT

Le lemme 2 résoud l'équation 8 dans le cas d'une « échelle » formée d'un
nombre fini d'espaces de Hilbert séparables, reliés entre eux par des injections
nucléaires. Il est basé sur le lemme 1 et sur la décomposition spectrale des
opérateurs compacts entre espaces de Hilbert {voir PIETSCH [17]). Le lemme 3
est un résultat d'approximation des fonctions holomorphes et sa
démonstration est analogue à une démonstration de GRUMAN [8] et GRUMAN
et KISELMAN [9] (utilisé par eux pour la solution du problème de Lévi).

Dans la preuve du théorème nous utilisons aussi la solution du problème de
Lévi et la propriété d'Oka-Weil dans les espaces de Hilbert séparables,
(GRUMAN [8], GRUMAN et KISELMAN [9], NOVERRAZ [15], [16]).

2. Définitions et notations

Soit £ un espace DFN. £ est une limite inductive injective et dénombrable
d'une suite croissante (£n)neN d'espaces de Banach. De plus on peut supposer
que chaque £„ est un espace de Hilbert séparable et que chaque inclusion
£,-^£^i est nucléaire ([12], chap. 7 et [11], chap. 8). Une fonction
holomorphe sur un ouvert ft<=£ est une fonction continue et Gâteaux-
analytique ou, ce qui est équivalent dans le cas des DFN, une fonction/sur Q
telle que, pour chaque n, la restriction de/à Qn£^ est holomorphe sur
fî n £„ muni de la topologie de l'espace de Hilbert £„.

On note Jf(Q) l'espace des fonctions holomorphes sur Q, muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les compacts de îl. Par dé&nition
une fonction à valeurs complexes définie sur 0 est dite C00 si sa restriction à
chaque tl n £„ (contenu dans £„ avec topologie induite) est C00 pour la
structure réelle sous-jacente à l'espace de Hilbert £„.

En fait les principales notions de fonction C°° dans les espaces localement
convexes coïncident avec celle-ci dans le cas présent où £ est un espace DFN
(voir [2], [3], [4]). Nous rappelons que chaque compact de £ est contenu et
compact dans un certain £„ (voir [12], chap. VII). Ainsi nous munissons
l'espace S(Q) de ces fonctions C°° sur tl de la topologie de la convergence
uniforme sur tout compact de Q pour les fonctions et leurs dérivées
successives (voir [3], [7] pour plus amples détails). JT(tl) et <?(tl) sont des
espaces de Fréchet-Schwartz (voir [3], [4], [5]).

Pour chaque entier p nous notons Ap(£) l'espace des formes
antisymétriques p-antilinéaires continues o> sur £. Ap(£) est muni de la
topologie de la convergence uniforme sur les bornés de £. Ap(£) est ainsi la
limite projective des espaces de Banach A ,.(£„) pour n e f^l. Par définition une
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ÉQUATION c ET ESPACES DFN 17

forme différentielle F, C00 de type (0, /?), est une fonction C°° de tî dans Ap (£).
C00 signifie que, pour chaque couple {n, k)ç N2, l'application composée :

t2n£n———^A,(£)———^Ap(£,).
injection application

canonique canonique

est C00 (entre les topologies d'espaces normes Q n £„<=£„ et Ap(£k)). On a
déjà signalé que, dans le cas présent où £ est un DFN, les principales notions
d'application C°° coïncident avec celle-d. On note So,p(Sl) l'espace des
formes différentielles C°° de type (0, p) sur Q, muni de la topologie de la
convergence uniforme sur tout compact de Q pour les applications et leurs
dérivées successives (on peut noter ^o^(Sl)^S(Q) avec la convention
Ao(£)=C).

Pour chaque entier pç M on définit l'opérateur ôp sur <?o. p(^)» à valeurs
dans <?(o. p+i)(^) P^ ^a formule :

8pfù(x)(y^ ...,^4.1)=.^

xS?^^-!)^1^1^^^^4'1^^^^^^1' ••-^ ••-^1)'

où œe<?(o. p)^ .?ceî2, yi6£ si 1 ̂ Kp-t-1 et où le chapeau sur ̂  signifie
qu'on omet y^

Par définition une forme F dans <?o. pW est di1® fennée si 8p F = 0. On note
^(O,P), fermé (^) 1e sous-espace des formes fermées. Dans la suite on note
seulement S à la place de Sp car aucune confusion n'est possible.

On réfère à NOVERRAZ [15] pour la définition des ouverts pseudo-convexes
en dimension infinie. En fait il suffit de savoir que tï est pseudo-convexe si et
seulement si son intersection avec tout sous-espace vectoriel (de £) de
dimension finie est pseudo-convexe.

3. Énoncé du théorème

THÉORÈME. — Soit £ un espace DFN complexe et soit 0 un ouvert pseudo-
convexe de £. Alors pour toute forme différentielle F, C°° de type (0, 1) et
fermée définie sur Q, il existe une fonction /, C00 sur tl, telle que ô/==F.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



18 J.F. COLOMBEAU ET B. PERROT

En d'autres termes la suite ci-dessous d'espaces de Fréchet-Schwartz est
exacte :

0^jr(Q)^(Q)^^^(Q)^0.

Remarque, - Après que ce papier fut rédigé, nous avons été informés que
NOSSKE, à Munich, a obtenu le même résultat indépendamment, avec une
preuve différente.

La suite de l'article est consacrée à la preuve du théorème. Pour ceci nous
avons tout d'abord besoin de trois lemmes.

4. Lemme 1 sur l'équation^ dans les espaces Je Hilbert séparables

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable et soit T un opérateur
sur H nucléaire, injectif, auto-adjoint, donc à image dense. On appelle JF/y. le
sous-espace de H image de T muni de la forme hermitienne :
<7\,7»^=<x,}^.

De la même manière, en utilisant la restriction de Ta HT (respectivement
à H^} on définit l'espace H^ (resp. ff^).

Soit G un espace de Hilbert complexe séparable qui contienne H avec
inclusion compacte. Soient Q un ouvert pseudo-convexe de G et F une forme
différentielle sur SI de type (0, 1) fermée et de classe C00.

Pour r>0 on pose : î î^={xet lnH tel que |M|^<r}.
On suppose aussi qu'il existe une base orthonormale (e^\^ de Jî, formée

de vecteurs propres pour T, qui soit aussi un système orthogonal total de G.

LEMME 1. - Pour tout r>0 il existe une fonction f* de classe C°° sur
îî^ n Hy (pour la topologie induite par Hj^) telle que ôf* =F sur tî,. n H^.

Preuve. — Notons d la distance dans G. La fermeture dans G des ensembles
{ x e Sly tel que d (x, Cç SI) ̂  e } est compacte dans G et contenue dans îl (où
CçSï désigne le complémentaire de tï dans G). Donc F est bornée sur ces
ensembles et on peut construire une fonction convexe, croissante, continue ̂
sur R assez grande pour que :

IITOII^exp[x(-logd(x, Qtï))].

Maintenant on peut utiliser la preuve du théorème 2 de RABOIN [20] avec la
fonction % telle que nous venons de la dé&nir ci-dessus (le fait que F soit de
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ÉQUATION £ ET ESPACES DFN 19

type borné dans cette preuve est remplacé dans notre cas présent par le fait
(facile à vérifier) qu'une boule fermée de H est aussi fermée dans G donc
compacte dans G). Ainsi nous obtenons l'existence d'une fonction continue
/''' sur il,, n H^ qui vérifie Qf* ==F au sens des distributions (en fait d'après la
preuve de Raboin utilisée d-dessus,/* est de classe C1, mais on n'a pas besoin
ici de cette propriété plus forte, c'est-à-dire que l'on utilise uniquement le
début de la preuve de Raboin). D'après des propriétés classiques en
dimension finie, /* est alors Gâteaux C°° sur Q^nJÏ^. Pour obtenir
maintenant que/* est de classe C00 sur Qy n Hj« nous utiliserons le résultat
suivant qui nous a été communiqué par P. MAZET.

PROPOSITION (P. MAZET [14]). — Soit E un espace de Banach complexe, soit
F une forme différentielle de type (0, 1) de classe C00 sur une boule ouverte
B(0, a) de £, qui est bornée ainsi que ses dérivées successives sur jB(0, a) et
soitf* une fonction Gateaux-C^ sur cette boule telle que ôf*=F sur
l'intersection de la boule B(0, a) avec tout sous-espace vectoriel, de dimension
finie, de E. Alors f* est de classe C°° sur B(0, a) et ô/*=F. De plus pour
tout p <a les dérivées successives def* sont bornées sur B(0, p).

Preuve. — /* est C°° au sens de Gâteaux ce qui permet de définir une dérivée
n-ième D"/* et, pour établir la proposition, il suffit de prouver que
Dnf*(x).yn est bornée pour x dans B(0, p) et y dans B(0, 1). Cette
majoration se fait par récurrence. Posant g == D"~ lf*, la majoration permet
d'assurer que g est à valeur dans L^""1) E) et est différentiable. Tout revient
alors à majorer g ' ( x ) . y . Cette majoration est vraie pour la partie C-
antilinéaire de g ' d'après les hypothèses faites sur F, donc il suffit de la
montrer pour la partie C-linéaire de g ' c'est-à-dire : ôg/ôz{x)y. Pour ceci,
considérons sur la boule ouverte de C, A(0, a — P ) = { z 6 C telle que
| z | < a — P } , la fonction <p de classe C°° définie par ^(z)=g(x+zy). Pour
r '<a~P posons A=A(0, r') et ÔA son bord orienté dans le sens direct :

i r r ^ dt r ^. .^A^n
(P^-z— (p(t)——+ -S(t)———[

^UaA t-z JA ôt t-z J

sg ôç i rr ^dt r ô^.^dT ç ô 2 ^ > , d t ^ d ^ \
s""-"- i<°»- îî; "LL'""? -L ̂ "T ̂  idro»—}
D'après l'hypothèse de récurrence il existe M >0 (dépendant de r ' mais non
de x et y) majorant |<p(t)|, |ô<p/ôF(t)| et \ô2^>/ôtôî(t)\ pour reA ou 5A.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



20 J. F. COLOMBEAU ET B. PERROT

On obtient :

^(x).y<M^+l+2A D

Remarque 1. - Le résultat de P. MAZET [14] est plus général,.nous n'avons
donné ici que le cas particulier que nous utilisons.

Remarque 2. — Notre première preuve de ce lemme 1 était une adaptation
de notre preuve du lemme 1 de [6] où tî était égal à £. Ce résultat de
P. MAZET permet de la même manière de simplifier aussi cette preuve de [6].

5. Lemme 2 sur l'équation ^ dans une suite d'espaces de Hilbert avec
injections nucléaires - .

Soit HQ -» HI -+ H^ -*• f/3 -»• H^ une suite croissante d'espaces de Hilbert
séparables avec injections nucléaires. Soit Q un ouvert pseudo-convexe de H^
et F une forme différentielle sur tï de type (0, 1), fermée de classe C00. Soit
n°={xetîniîo tel que 1|x||^<r}, Q? est un ouvert de ffo- Nous le
munissons de la topologie induite par HQ.

LEMME 2. - II existe une fonction f* de classe C°° sur Q? telle que 8f* = F.
Preuve. - Considérons la suite HQ^JÏ^ -^fl^-^ffS3 -^H^=G (où

H^ désigne la fermeture de Ho dans H^ muni de la forme hermitienne induite
par H,}. Les injections canoniques sont nucléaires avec image dense car
composées d'une application nucléaire et d'une projection.

L'injection U de Ho dans G est de type (1/4 (comme composée de quatre
opérateurs de type (1 : voir théorèmes 8.3.3 et 8.2.7 de (17]).

Les théorèmes 8.3.1 et 8.3.2 de [17] appliqués à U montrent qu'il existe
deux bases orthonormales ((/,),,, et ( / „ ) „ . - de H(» et G respectivement, telles
que U {x) =^^eN ^-n < -v' ^n ̂ H^fn P0111"tout xe^o^ ̂  ̂ s ̂ nsont ̂  nombres
d'approximation de U (qui est de type /1/4). Donc si on pose ̂  = ̂ 1/4 la suite
(^LN est dans /1. Posons e^e'J^ Cela donne e'^VJ^ et/,=^/^. Soit
H={^.v^eG tels que (x^ne^^l2} muni de la forme hermitienne
(^xnen^ Z,^n^n)=Z,;cn3Fn• Alors H est un espace de Hilbert admettant la
suite {en)ne\ comme base orthonormale. La suite (^nAn)neN ^C/n^eN est une

base orthonormale de G et l'injection de H dans G est nucléaire.
Considérons maintenant l'opérateur Tdéfini sur H par T(e^)^^e^ Test

nucléaire (car (̂ .J,,̂  6 /1 ), injectif, auto-adjoint, avec image dense, et l'espace
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ÉQUATION ë ET ESPACES DFN 21

H^ (dé&ni comme dans le lemme 1) coïncide avec f/o- F est une forme
différentielle sur Q n G qui véri&e toutes les hypothèses du lemme 1, alors ce
lemme donne le résultat désiré (en remarquant que tî^ est contenu dans
l'ouvert îî^ dé&ni dans ce lemme 1).

6. Un lemme d'approximation

LEMME 3. — Soient E et F deux espaces de Hilbert séparables avec E -^ F
inclusion compacte. Soit Sî un ouvert pseudo-convexe de F tel que Q n £^Ç).
Pour tout h € JT (t2 n £), tout K compact de E contenu dans SI et tout e > 0; il
existe Ke^{Sî) telle que sup^|B'(x)-/i(x)| <£.

Preuve. - Soit (e^)^ une base orthonormale de £ qui est aussi un système
orthogonal dans F (une telle base existe d'après le théorème 8.3.1 de [17] ).
Notons ?„ la projection orthogonale de E sur le sous-espace engendré par les
vecteurs^, . . . , < ? „ .

Il existe trois entiers N^, N3, N3 tels que : pour tout xeK :

(1) n^N, => PJx)€ft;

(2) n^N^ => \\x-P,(x)\\^d,(K,C,a)

(où dp désigne la distance dans F déduite de la norme de F);

(3) n^N^ => \h(x)^h(P,(x)\^

Soit N un entier plus grand que N^ N3, N3, [(3/4) dp (K, C^tl)]"1 et
sup^gjç I I x ||p. Soit (/n)ngM une base orthonormale de F telle que :/; = e-J || ̂ , ||p
pour i= 1,2, .... N et qui contienne la famille {e/1| ̂  ||/r }^M. Notons Q^ la
projection orthogonale de F sur le sous-espace engendré par/i, ..., /„. Alors
pour tout x € £ et tout entier n < N on a : Q^ (x) = ?„ (x). Si n > N il existe un
entier n[^ compris entre N et n tel que Qn(x)=P^(x) pour tout xe£.

Pour n ^ N e t x e X o n a d'après (2) :

(4) d,{Qn(x\ C,Sî)^d,{x, Cpt2)-^(x, P^(x))^d,(K, C,Sî).

Donc d'après le choix de N il s'ensuit :

(5) ^(6,(x),Cpft)>.- pour n^N et xeK.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



22 J. F. COLOMBEAU ET B. PERROT

Posons :

K^\X€CI tels que ||;c||^<net^.(x, CFIÎ)^—^
l ^J

alors diaprés (5) on a :

(6) ejJC)c^ pour n^N.

Posons :

£,=Len tel que \\x-Q,(x)\\^d,(x, C,Q)^

alors pour n^N et X€.K on a :

He^lM~ûnOc)llF< 11^-QnMllF^ ll̂ -^JlF^^(^ CF")>

ce qui donne d'après (4) :

\\Qn^W-Qn(x)\\^dF(Q^(x),C,Q),

ce qui entraîne :

(7) Qn^(K)c:L, pour n^N.

Posons Q,=Qnû^(F). Pour n^N on a d'après (6) et (7) :

(8) Qn^i(K)^a^^L,nK^,.

Maintenant nous utilisons la construction de GRUMAN et KISELMAN [9] (voir
aussi NOVERRAZ [16], p. 101 ) dans l'espace de Hilbert F, pour la base (f^ ̂  et
en commençant à l'indice N. Cette construction nous donne une suite de
fonctions *„ holomorphes sur Q, telles que fc».n/tl,==/in P01""tout n>N,
^=fc/t2^et :

(9) IU^)-^-i(en-iW)l^

pour xeti^nK^ nL^-i (n>N).

Comme dans la construction de Gruman et Kiselman on pose :

(10) fi(x)»îsm^^h^(Q^x)) pour tout xetî.
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ÉQUATION c ET ESPACES DFN 23

II s'ensuit que ^eJf(ft). Pour tout xeK on a d'après (8), (9), et (10) :

\îi{x}-h(Q^(x))\^

Comme Q^=P^ sur K, la majoration ci-dessus et (3) impliquent :

\K(x)-h(x)\ <e pour xeK.

7. Preuve du théorème
Comme il est bien connu (structure d'un DFN) E est une limite inductive

d'une suite croissante d'espaces de Hilbert séparables £„ avec injection
canonique £^£,,+i nucléaire pour tout n. On peut supposer que pour
chaque entier n l'inclusion £„ -* £n+i se factorise de la manière suivante :

£^=HO, n^Hl. n-^2. n . . . -̂ 4. n^n^

où toutes les injections sont nucléaires et où les H^ „ sont des espaces de
Hilbert séparables. E étant un DFN il existe une suite exhaustive de
compacts X» dans ft; on peut supposer K^ compact dans £„.

Nous notons ̂ n£" l'enveloppe holomorphiquement convexe de K^ pour
Jf (ft n £„). Comme ft n £„ est pseudo-convexe il est connu (NOVERRAZ [16],
p. 99 ou SCHOTTENHOLER [22] ) que ̂ n£" est un compact de ft n £„. Donc il
existe r^>0 tel que •.K^-c {xeftn£,telque||x||^<r,};onnoteraQ(n)
cet ensemble.

Maintenant considérons la restriction de F à Qn£^+i . Toutes les
hypothèses du lemme 2 sont satisfaites. Donc il existe une fonction/; de
classe C00 sur ti(n) considéré comme un ouvert de £„, telle que :

"3/;==F sur t2(n).

Posons/a =/?./? - /2 est dé&nie et de classe C°° sur ft (2) et S (f^ - f^ ) = 0 sur
0(2) donc/^-/2 est holomorphe sur Q(2) qui est un voisinage de ̂ n£2.
Donc d'après le théorème d'approximation appliqué dans l'espace de Hilbert
séparable £3 {voir NOVERRAZ [15] )/; - f^ peut être approchée uniformément
sur ̂ n£2 par une fonction holomorphe sur Q n £3. D'après le lemme 3 cette
dernière fonction peut être, elle-même, approchée uniformément sur ̂ n£2

par une fonction holomorphe sur Qn£3. Ainsi il existe une fonction
holomorphe P^ sur ft n £3 telle que :

^P^\fÏW-f2W-P2W\<y

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



24 J. F. COLOMBEAU ET B. PERROT

On pose /3 == f^ ~ ?2 et cela donne :
f ̂  est de classe C00 sur 0 (3) c tln£3,

1î/3=Fsurîî(3) (car^P^O),

SUP,ejj/3W~/2MI<^.

Par une récurrence évidente on obtient une suite de fonctions /„ de classe C°°
sur îl(n) telles que 5/,=F sur t2(n) et telles que :

sup^l/n(x)--/^(x)|<- l""fxeJC.., IJnV-^/ ./n-lV-^/l ̂  ^n-1 •

Pour tout xeSl il existe n, tel que Vn^n,=>x€K,cn(n).

Donc/,(x) est dé&ni pour n suflisamment grand et :

l/.M-/n-iMI<2^r.

Posons/(x)=lim^ ̂  œ/n^)- Les fonctions (/n+i—/^) sont holomorphes sur
SI (n) et lorsque l -^ oo la suite converge dans Jf (fl (n)) (muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts) vers (/—/„) car tout compact
de Q (n) est contenu dans un Kp pour p assez grand. Donc/ = (/ - /,) -h /„ est
de classe C00 sur tï(n). Comme ceci est vrai pour tout n on obtient que/est
C00 sur Q.

L'égalité ô/==F provient directement de la construction de/: si xetî et
y e £ alors x e t2 (n) et y e £„ pour un n assez grand; mais (/ - /„) 6 Jf (tï (n))
donc :

8f(x).y^ôf,(x).y^F(x).y.

8. Applications

Une application est donnée dans COLOMBEAU, GAY et PERROT [7] dans le cas
où ft est un disque. Parmi d'autres applications, citons les deux corollaires
suivants qui améliorent des résultats de RABOIN [20].

COROLLAIRE 1. — Le premier problème de Cousin admet une solution sur tout
ouvert pseudo-convexe d'un DFN.
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ÉQUATION Z ET ESPACES DFN 25

La preuve est la même qu'en dimension finie [13], elle est basée sur le
théorème de surjection du £ et sur le lemme de partition de l'unité suivant
dont la démonstration peut être adaptée de celle de BONIC et FRAMPTON
dans [1].

LEMME. — Soit E un elcs réel avec une base de voisinages de 0 préhilbertiens
et soit U un ouvert de E qui est de Lindelôfpour la topologie induite. Soit ^U un
recouvrement ouvert de U. Alors il existe une suite CPJn de fonctions de
classe C°° sur £, O^^F^ 1 telles que :

(1 ) Pour tout n, supportx?^ est contenu dans un élément du recouvrement ^.
(2) Tout x€ U admet un voisinage qui ne rencontre qu'un nombre fini des

ensembles { x e U tel que ̂  (x) > 0}.
(3) L,^M=1, ^xeU.
COROLLAIRE 2. — Soient E un DFN complexe et Q un ouvert pseudo-convexe

de E. Soit H un hyperplan fermé de E qui coupe tî. Alors toute fonction
holomorphe sur fi n H peut se prolonger en une fonction holomorphe sur ft.

On peut appliquer la preuve de RABOIN [20], p. 239.
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