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LES AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMETRIQUES
D’UNE VARIETE COMPLEXE NORMEE

PAR

Jean-Pierre VIGUE (*)

RESUME. — Dans cet article, je généralise un certain nombre de propriétés du groupe des
automorphismes analytiques d’'un domaine borné au groupe G(X) des automorphismes
analytiques isométriques d’une variété complexe normée X. Je montre en particulier un
théoréme d’unicité, et je donne une caractérisation trés simple de la topologie de G (X). J’étudie
ensuite ’algébre de Lie des transformations infinitésimales de X. La fin de cet article est
consacrée a I'étude des variétés normées symétriques.

ABSTRACT. — In this paper, 1 generalize some properties of the group of analytic
automorphisms of a bounded domain to the group of analytic isometric automorphims of a
complex normed manifold X.. In particular, I prove an uniqueness Theorem and I give a very
simple characterization of the topology of G(X). I study also the Lie algebra of infinitesimal
transformations of X. The end of this paper is devoted to the study of normed symmetric
manifolds.

Introduction

L’étude du groupe G (D) des automorphismes analytiques d’'un domaine
borné D de C" a été faite par H. CARTAN ([4] et [5]) qui a montré que le groupe
G (D), muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, est
un groupe topologique, et que G (D) peut étre muni, de fagon naturelle, d’une
structure de groupe de Lie réel, compatible avec sa topologie. En particulier,
ces résultats ont permis & E. CARTAN [3] de donner une classification compléte
des domaines bornés symétriques de C".

W. Kaur [8] a montré que, si X est une variété analytique complexe de
dimension finie, munie d’une norme v sur le fibré tangent vérifiant certaines
propriétés, la plupart des résultats démontrés par H. CARTAN pour les
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50 J.-P. VIGUE

automorphismes des domaines bornés s’étendent au groupe G(X) des
automorphismes analytiques isométriques de X.[Le cas ou D est un domaine
borné apparait alors comme un cas particulier, & condition de munir le fibré
tangent T(D) a D d’une norme invariante par les automorphismes
analytiques de D : il suffit par exemple de prendre la métrique infinitésimale
de Carathéodory.]

Dans [14] et [15], j’ai étudié le groupe G(D) des automorphismes
analytiques d’un domaine borné D d’un espace de Banach complexe E. J’ai
muni G (D) de la topologie de la convergence uniforme locale, qui en fait un
groupe topologique complet; j’ai montré que G (D) a aussi une structure de
groupe de Lie réel, et que, en général, la topologie sous-jacente est plus fine
que la topologie de la convergence uniforme locale. Une partie de ces résultats
furent établis, de maniére indépendante, par H. UpMEIER [13] dans le cas plus
général d’une variété banachique complexe X munie d’une norme v sur le
fibré tangent et du groupe G(X) des automorphismes analytiques
isométriques de X. On a obtenu ainsi un bon nombre de résultats sur les
groupes considérés, et on a étudié les domaines bornés et les variétés normées
symétriques (voir [6], [7], [9] & [12], [15] et [16]).

En ce qui concerne les variétés normées symétriques, W. Kaup, dans son
article [10] est obligé de supposer de plus que la variété X est homogéne. Pour
se débarrasser de cette hypothése technique, il est nécessaire de généraliser au
cas des variétés normées un certain nombre de résultats de mon article [15].
Ces résultats permettent, dans un sens extrémement précis, de caractériser les
automorphismes analytiques isométriques de X par leur valeur en un point,
et par I’application linéaire tangente en ce point. De méme, je donnerai une
caractérisation similaire pour l'algébre de Lie des transformations
infinitésimales de X. Ces résultats qui sont nouveaux, méme en dimension
finie, sont un outil important pour I’étude des variétés normées symétriques.
Comme application de ces résultats, je montrerai que toute variété normée
symétrique est homogéne. '

Les démonstrations s’inspirent dans une certaine mesure de celles de mon
article [15]. Cependant, il faut prendre quelques précautions supplémentaires
dans les calculs, et je pense qu’il sera agréable, pour ceux qui s’intéressent a
ces questions, d’avoir des énoncés précis valables dans le cadre plus général
des variétés normées.

[M. Wilhem Kaur m’a convaincu de la nécessité de ce travail, et je le
remercie de I'intérét qu’il m’a manifesté.]
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AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMETRIQUES 51

1. Définitions et rappels (voir [10] et [13]).

Soit X une variété analytique banachique complexe que je supposerai
toujours connexe. Soit n : T(X) — X le fibré tangent 4 X.

DEFiNiTioN 1.1. — On dit qu’une application :
v: T(X)- R,

est une norme sur 7(X) si v vérifie les propriétés suivantes :
(i) v est une fonction semi-continue inféricurement;
(ii) pour tout xe X, V| x) est une norme sur 7, (X);

(iii) pour tout x € X, il existe un voisinage U de x dans X, un isomorphisme
analytique u de U sur un ouvert D d’un espace de Banach complexe E, et des
constantes c et C strictement positives telles que, quitte a identifier T(U) a
D x E a I'aide de la carte u, on ait, pour tout ye D, et pour tout veE :

clivli<v(y,v)<Cllv|l.

Si X est une variété munie d’une norme v, on dit que (X, v) est une variété
normée.

Soient (X,,v,) et (X,,v,) deux variétés normées. On dit qu’une
application holomorphe f: X, — X, est contractante si, pour tout xe X,
pour tout ve T, (X,),ona: '

V2 (T (f).0)<v, ().

Je noterai ¢ (X, X ,) I'’ensemble des applications holomorphes contractan-
tes de X, dans X,. Soit Isom(X,, X,) le sous-ensemble des isomorphismes
analytiques de X, sur X, qui sont des isométries pour les normes v, et v,.
Enfin, je noterai G(X) I’ensemble Isom (X, X). Il est clair que G(X) est un
sous-groupe du groupe des automorphismes analytiques de X, et on dira que
G (X) est le groupe des automorphismes analytiques isométriques de X.

Remarque 1.2. — Si (X, v) est une variété normée, on peut définir la
longueur d’un chemin ¥y : [0,1] - X de classe C' par morceaux par la
formule :

1
L(Y)=LV(T(Y(t)))dt-
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52 J.-P. VIGUE

La distance d(x, y) de deux points x et y de X est défini comme la borne
inférieure des longueurs des chemins de classe C* par morceaux d’origine x et
d’extrémité y. Bien siir, d est une distance sur X, appelée distance intégrée de
la norme v. De plus, si v est continue, pour qu’une application f: X —» X
soil une contraction, il faut et il suffit que, Vxe X, VyeX, on ait :

d(f(x),f0)<d(x,y).

Exemple 1.3. — Si D est un domaine borné d’un espace de Banach
complexe E, on peut définir sur T'(D) identifi¢ 3 D x E une norme par la
formule :

A(N.C)=SUP;c y p.a) L[ (X).0].

[¢ (D, A) désigne I’ensemble des applications holomorphes de D dans le
disque-unité A = C]. L’application a est une norme sur T(D)=D x E au sens
de la définition 1. 1 et je dirai que a est la norme de Carathéodory. Pour cette
norme, toutes les applications holomorphes de D dans D sont contractantes,
et tous les automorphismes de D sont des isométries.

2. La convergence uniforme locale

DerFiNiTION 2. 1. — Soit (X, v) une variété normée. Une carte u d’un ouvert
connexe U de X sur un ouvert d’un espace de Banach complexe E est dite
adaptée si et seulement si :

(i) u(U) est un domaine borné D de E;

(ii) u vérifie la condition (iii) de la définition 1.1.

On dit alors qu’une boule :

B(a,r)={xeX|d(a,x)<r},

pour la distance intégrée d, contenue dans ’ouvert de définition .U d’une carte
adapteée (U, u), est une boule adaptée s’il existe une boule B, (pour la norme)
de centre u(a) dans u(U), et un réel r, >r tel que la boule B(a,r,) (pour la
distance d) soit contenue dans U et que I’on ait :

u(B(a,r))c =B, c cu(B(a,r,))c cu(U).
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AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMETRIQUES 53

Rappelons qu’une partie A d’un domaine borné D est dite complétement
intérieure a D, et on note Ac <D, si la distance de A au bord de D est
strictement positive. .

Si fet ge (X, X), et si B est une boule adaptée de X, je noterai :
dy(f, g)=sup, 5 d(f(x), g (x)).

Si (U, u) est une carte locale adaptée d’une variété normeée (X, v) sur un
domaine borné D, et si fe . (X,X) est suffisamment proche de la
transformation identique, uofou~! est une application holomorphe définie
sur une partie de D a valeurs dans D, et, par abus de langage, je la noterai
encore f.

UpMEIER [13] a montré, a I’aide du théoréme des trois cercles d’Hadamard
et d’un raisonnement de connexité le :

THEOREME 2.2. — Soit (X, v) une variété normée, et soient B, et B, deux
boules adaptées de X. Alors, pour tout €>0, il existe 1> 0 tel que, pour tout
feH (X,X), on ait :

dg (f,id)<n = dg(f,id)<e

[id désigne la transformation identique de X

On peut alors définir une structure de groupe topologique sur G (X), pour
laquelle une base de voisinages de la transformation identique est formée par
les :

U.,={feG(X)|ds(f,id)<e}, &>0.

Jappelerai cette topologie topologie de la convergence uniforme locale, et
UPMEIER [13] montre que G(X), muni de la structure uniforme gauche, est
complet.

THEorREME (d’unicité de H. Cartan) 2.3. — Soit (X, v) une variété normée.
Soit aun point de D, et soit f € # (X, X) telle que f (a)=a, et que I’application
linéaire tangente T,(f ) au point a soit I'identité. Alors fest la transformation
identique.

Démonstration. — Soit (U, u) une carte locale adaptée telle que ae U. On
peut trouver un nombre p>0 tel que la boule B(qg, p) de centre a et de
rayon p (pour la distance intégrée d) soit contenue dans U. Comme
feH (X,X) et que f(a)=a, il est clair que f(B(a, p))=B(a, p). Quitte a
transporter f par la_carte locale u,f est une application holomorphe du
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54 1.-P. VIGUE

domaine borné u(B(a,p)) dans lui-méme, telle que f(u(a))=u(a),
f'(u(a))=id. D’aprés le théoréme d’unicité de H. Cartan pour un domaine
borné (voir [15], proposition 1.2.1), f|z, ,, est la transformation identique.
Le résultat se déduit du théoréme de prolongement analytique.

Nous allons montrer maintenant une version topologique du théoréme
2.3. Soit (X, v) une variété normeée, et soit (U, u) une carte adaptée de U sur
un domaine borné D d’un espace de Banach complexe E. Soit a un point
de D.Sife #.(X,X)est telle que f(u ! (a)) appartient encore & U, je noterai
encore f I'application uofeu~! qui est définie sur un voisinage du point a
dans D a valeurs dans D. On définit alors f(a)eD, et f'(a)e £ (E,E).

THEOREME 2.4. — Si une suite f, de fonctions de # (X, X) est telle que
f.(a) = a,etquef(a) — id,alorsf, — id pour la topologie de la convergence
uniforme locale.

Démonstration. — Montrons d’abord par récurrence sur g que :

lim, . f3(@)=lim,  fyo...cf,(a)=a.

Le résultat est vrai pour g=1. Supposons-le démontré a I'ordre (g —1), et
montrons-le & ’ordre . On a :

d(fi(a).a)<d(fi(a).fi" (@) +d(fi ' (a). a).

Comme f97! est contractante, on a :

d(fia), a)<d(f,(a), a)+d(f1"*(a), ).

et d’aprés I'hypothése de récurrence, cette quantité tend vers zéro.

Soit maintenant B(a,r) une boule pour la norme < <D, et supposons que
B(a,r) est contenu dans I'image par u d’une boule adaptée B, de X. Du fait
que les f, sont contractantes, on peut trouver, pour tout entier ¢, un entier
n(q), tel que pour tout n=>n(q), I’application f¢ soit définie sur B(a,r) &
valeurs dans D.

Soit ry <r. Pour montrer que f, — id pour la topologie de la convergence
uniforme locale, il suffit d’aprés le théoréme 2.2 de montrer que f, — id
uniformément sur B(a, r,). Compte tenu des inégalités de Cauchy, il suffit en
fait de montrer que la dérivée p-iéme @ (a) — 0, pour tout p>2.

Comme dans [15], p. 215, on fait la démonstration par récurrence sur p>2.
Supposons le résultat démontré a I'ordre (p—1). Montrons-le a I'ordre p.
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AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMETRIQUES 55

Pour cela, montrons par récurrence sur g1, que, pour tout g1, pour
tout £>0, il existe n,, tel que, pour tout entier n>n,, on ait :

(9P (@) —af P (@) <.

Le résultat est vrai pour g=1. Supposons-le démontré a I’ordre (g—1).
Montrons-le & I'ordre g. On a :

fi=fuof s,

Dans le calcul de la dérivée p-iéme de f4, tous les termes tendent vers zéro
quand n — + oo, sauf peut-étre deux. On a :

NP @=L (L7 @) [(f57) (@), - .. (f171) (@)
=fA(fE @) e (f37 )P (@)l - O.

Comme f27!(a) — a, et a l'aide des inégalités de Cauchy, on termine
facilement la récurrence sur g.
Appliquons ce résultat avec, par exemple e=1. Pour n>ny, on a :

N HP@)—gf P (@)l <1.

D’aprés les inégalités de Cauchy, il existe une constante M telle que
[1(f9)® (a)|| <M. On trouve donc :

IF 2@l < #

ce qui prouve que f?(a) converge vers 0.
Nous avons les lemmes suivants :

LEMME 2.5. — Soit D un domaine borné d’un espace de Banach complexe E,
et soient B, = B} = B, trois boules concentriques complétement intérieures a D
de rayons respectifs r,, ry, r, avec 0<r,<ri<r,. Soit geN*, et soit
fe# (B,,D) tels que :

(i) f(By)<=By;

(ii) pour tout i<q—1, Papplication f* qui est définie par la relation de
récurrence f'=f'"1of se prolonge en une application holomorphe de B,
dans D.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



56 J.-P. VIGUE

Alors, il existe une constante K qui ne dépend que der,, r}, r, telle que, pour
tout xeB,,ona:

N1 x)=x)—q(f(x)=x)| <K gsup,.,, . IS =idllg [l f(x)—x]l.
Démonstration. — Soit h une fonction holomorphe sur B,. D’aprés les

inégalités de Cauchy, (h—id) est (|| h—id |5 )/(r,—r})-lipschitzien sur Bj.
Soit maintenant fe ) (B,, D), et soit :

1.
=-‘;(1d+f+f2+...+f““).
On a alors :
. 1o, - . i
[lh—id||5,< ZZ?ﬂ‘IIf‘—ldllaﬁsupi-l ..... -1l =id |,

Soit xe B,. Comme f(x)€ B}, le théoréme des accroissements finis appliqué a
la fonction (h—id) aux points x et y=f(x) donne :

NGB (fx)=f (x)) = (r(x) - x) Il

1 -
S o (P, IS =il ) () = x|l
1

r,—
Or on a: h(f(x))—h(x)=1/g(f*(x)—x).

On trouve finalement ¢

(1 x)=x)—q(f(x)=x)Il <

e (Ups.....qet I =il I )= x .
r,—rn

LeMME 2.6. — Soit (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte adaptée
de X sur un domaine borné D. Soient B, et B, deux boules concentriques
complétement intérieures a D, de rayons respectifs r, et r,, avec 0<r, <r,.
Soient a et b deux nombres réels tels que 0<a<1<b. Alors, il existe un
nombre réel o.>0 qui jouit de la propriété suivante : si fe H .(X,X) et geN
sont tels que, pour tout i<q—1, les applications f* sont définies sur B,, a
valeurs dans D et que, pour tout i<q—1, on ait :

IIff=id|lp, <o,
alors, pour tout xeB,,on a :

allf1(x)=xll <qllf(x)=x I <b Il f4(x) —x]I.
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Démonstration. — Soit ry tel que 0<r, <r;<r,.
Choisissons a>0 tel que a<r;—r,, et que :

Ka<inf<l—l,l—l).
b'a

~ Soit B} la boule concentrique & B, et B,, de rayon r;. Il est clair que
f(By)<=B;. Le lemme se déduit immédiatement du lemme 2.5.
On en déduit immédiatement le :

LeMME 2.7. — Soit (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte adaptée
sur un domaine borné D, et soit B une boule complétement intérieure a D.
Alors, il existe un nombre réel >0 qui jouit de la propriété suivante : si
fe€H (X, X) est telle que, avec les identifications habituelles, pour tout ge N,
f 4 est une application holomorphe de B dans D, et est telle.que || f1—id || 3 <PB,
alors f=id.

De fagon précise, si on choisit une boule B, concentrique a B, de rayon r,
strictement inférieur au rayon r de B, et deux nombres réels a et b tels que
. 0<a<1<b, on peut prendre B=a, ou a est le nombre réel strictement positif
dont existence est assurée par le lemme 2.6.

Le théoréme 2.4 admet le raffinement suivant :

THEoREME 2.8. — Soit (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte
adaptée sur un domaine borné D. Soit a€ D, et soit B(u~*(a), r) une boule
adaptée de centre u™! (a), contenue dans U. Alors, il existe un voisinage Vde a
dans D, et une constante K >0 tels que, pour tout fe ) .(X,X), tel que
f(a)eV, on ait :

Ag-1an (f1d) <K sup(ll f(@)—all, || f' (@)—id]|).

Démonstration. — Soit B, la boule de centre a complétement intérieure 8 D
telle que u(B(u~!(a),r))=B,. Comme on sait que la norme sur X est
équivalente (2 une constante multiplicative prés) sur I'ouvert de la carte a la
norme de E, il suffit en fait de montrer (en identifiant fa uofou~!) que :

lf—idlls, <K sup(llf(@)—all, Il f'(a)—id|]).

Comme B, est contenue dans I'image par u d’une boule B(u~'(a), r,), on
peut choisir un voisinage ¥ de a dans D et une partie A< < D, de fagon a ce
que, pour tout fe ). (X, X) tel que f(a)eV, f(B,) soit contenu dans A4.
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58 J.-P. VIGUE

Faisons la démonstration par I’absurde. Pour chaque entier n, on choisit
fn€X (X,X) tel que f,(a)eV et que :

I fa—id|lg,>n sup(llfu(@)—all, Il fa(a)—id |}).

Comme f,(B,)< A, il est clair qu’il existe une constante M telle que
Il f,—id |l5, <M. Par suite : '

sup(llfu(@)—all, lf4(a)—id]|]) = O,

ce qui d’aprés le théoréme 2.4, prouve que f, converge vers I'identité.

Choisissons maintenant une boule B, complétement intérieure a D,
concentrique a B,, de rayon r, strictement supérieur a r, de B,.

Choisissons aussi deux nombres réels a, et b,, tels que 0<a,<1<b,,
comme dans le lemme 2.6. Soit a le nombre réel strictement positif dont
I’existence est assurée par le lemme 2.6. Comme, pour tout entier n, f, est
différent de la transformation identique, il existe, d’aprés le lemme 2. 7 un plus
petit entier g, tel que :

IIf%—id|lp,>a.

Soit g,=f%. Du fait que ||g,—id||;,>a>0, on déduit que la suite g, ne
converge pas vers la transformation identique.

Montrons maintenant que g, (a)=f%(a) converge vers aquand n — + co.
D’aprés le lemme 2.6, 0on a : ’

aoll f—idlls <qall fu—id |l <bo |l f&—id Ils,
On en tire :

"f’-'—id"s, < bo M,
Ifi—idlls, — Ifa—idlls,’

qnsbo

ou M, est une constante.
En appliquant une deuxiéme fois le lemme 2.6, on trouve :

174 @-all< 2 )5,@-al,
0

* TOME 110 — 1982 — N° 1



AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMETRIQUES 59

et en reportant la majoration de g,, on obtient :

by M, | f,(a)—all

7@ -all < 222 2o

Or, || fa(@)—all<1/n]|| fy—id |,
On trouve finalement :

ao

If%(@)—all <

b4

S|

ce qui prouve que g, (a)=f*%(a) converge vers a.
Montrons maintenant que || g, (a)—id || converge vers 0 quand n — + 0.
Ona:

gn@)=(f%) @=f,(f4"'@)e...of(a)

Soit B’ une boule de centre a, de rayon r'<r,. On déduit des inégalités de
Cauchy, qu’il existe une constante H telle que, pour tout x€ B’, on ait :

If 2@ =fr@ I =1I(f(x)=id)=(fa(a)—id) || <H || f,—id|l5, [ x—all.

D’aprés ce que nous avons déja démontré, on sait que, pour tout n assez
grand, f, (a), f2(a), . . . ,f %~ (a) appartiennent 2 B’. On en déduit que, pour
tout r<g,—1,ona:

174 h @) —id Il < 1 f,—id I, ( 2 M, +1)1.

0 n

On déduit alors du lemme 1.3.5 de [15] que :

. . Hb,M 1
Ilg;(a)—ldllé[l+I|f..—ldllg,( ("’ ‘+1>-T—1.

o n

En reportant dans cette inégalité la majoration de gq,, on trouve que :
llgn(a)—id|l - O.

D’aprés le théoréme 2.4, ceci entraine que g, — id quand n - + c0. Nous
avons trouvé une contradiction, et le théoréme est démontré.
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Remarque 2.9. — Quitte 3 augmenter un peu la constante K>0, la
conclusion du théoréme reste vraie en remplagant le point a par un point b
appartenant a un voisinage W de a suffisamment petit.

Enfin, nous avons le :

THEOREME 2.10. — Soit (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte
adaptée sur un domaine borné D. Soit ae D, et soit B(u~!(a), r) une boule
adaptée de centre u™ " (a) contenue dans U. Alors, il existe un voisinage V de a
dans D, et une constante K >0 tels que, pour tout f € G(X), pour tout ge G (X)
tels que f(a) et g(a) appartient a V, on ait :

dy-@,n (S @) <K sup(ll f(@)—g (@) I, Ilf"(a)—g'(@)II).

Démonstration. — Soit B, la boule de centre a complétement intérieure
a D, telle que u(B(u~*(a), 7)) = B,. 1l suffit en fait de montrer que :

Lf—glls, <K sup(llf(@)—g(a)ll, lf"(@)—g'(a)])-

On peut choisir deux sous-ensembles A; € « 4, = =D et un voisinage V' de a
dans D tels que :
1° pourtoutfeG(X),telquef(a)e V,f est définie sur A, a valeurs dans D;
2° pour tout f et ge G(X) et tels que f(a) et g(a) appartiennent a V,
g~ !of(B,) est contenu dans A4,.

Quitte 4 diminuer encore un peu ¥, on peut appliquer le théoréme 2.8 a
g~ ! of. Il existe donc une constante K, telle que, pour tout fet ge G(X), tels
que f(a) et g(a)e V, on ait :

lg=! of—id|ls, <K, sup(llg~" of(@)—all, lI@™" o f ) (@)—id]]).

Comme(g~!of)(B,)= A, et qu’il existe une constante K, telle que g soit
K ,-lipschitzien sur 4,,on a :

lg—flls, <K,llg™" of—idllp,
<K, K,sup(llg™"of(@)—all, (g™ " of ) (a)—id]}).

Il nous reste seulement a comparer :

sup(llg~' o f(a)=all, @™ " of ) (@)—id|l)
et:

sup(llf(@)—g(@)ll, I/’ (@)—g'@)I}).
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11 est clair que :
g™t of(@)~all<K,lIf(@)-g (@)l
- Etudions :
g™ ef) (@)—idlI=Il(g™") (f(@)of ' (a)—id||
<@ )Y (f@)ef (@)=~ ') (g(@)of (@)l
+IHg~ Y (glaN o f 1) —id ||
<Hg =YY (f@N =g~ (g@)l f' (@)l
+Hg™ Y (glaNof (a)—(g~ "V (gla) e g’ (@) ]|
<l ™'Y (fla)=tg Vgl f'@)ll
+ll@™ Y @@)ll-llf'(@)—g' (@)

Des inégalités de Cauchy, on déduit qu’il existe une constante K, telle que
Ilf'(@)ISKj, et que ||(g~') (g(a)) || <K;. De méme, il existe une constante
K, telle que (g~')' soit K -lipschitzien sur V. On a donc montré que :

g™ of) (a)—idlI<K; K,lI f(a)—g(a)ll+ K5l f (@)—g'(a)ll.
Finalement, on a montré que :
lf=glls, <K, K, sup(K,,K3(K,+1))
xsup(llf(@)—g@)ll, Ilf"(@)—g’'(@)ll)

et le théoréme est démontré.

3. Algébre de Lie des transformations infinitésimales d’une variété normée
(X,v)

A chaque groupe a un paramétre réel d’automorphismes analytiques
isométriques d’une variété normée (X, v) :

RxX - X,

(t,x) — f(t7x)9
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est associé une transformation infinitésimale ¥ :

X - T(X),

d
[ S
x 3tf(0’x)’

qui est une section du fibré tangent. Soit g (X ) I'’ensemble des transformations
infinitésimales associées a tous les groupes a4 un paramétre réel
d’automorphismes analytiques isométriques de X. H. UpMEIER [13] a montré
que g(X) a une structure d’algébre de Lie réelle normale compléte. Une
norme sur g(X) peut étre construite de la fagon suivante : soit B une boule
adaptée de X, contenue dans ’ouvert de définition U d’une carte (U, u). Par
la carte u, T(U) s’identifie & u(U)xE, et la restriction & u(U) des
transformations infinitésimales peuvent étre considérées comme des fonctions
holomorphes sur u(U) a valeurs dans E. On définit alors :

115 =sup,es I W ()l

H. UpMEIER montre que, pour un autre choix de la boule adaptée B, on
obtient une norme sur g(X) équivalente a la précédente.

La démonstration de ces résultats repose essentiellement sur la proposition
suivante, qui permet de trouver des transformations infinitésimales de X a
partir d’automorphismes analytiques isométriques de X.

ProrosiTioN 3.1 [13]. — Soit f,e G(X) une suite d’éléments de G(X)
convergeant vers l'identité. Soit k, une suite d’entiers convergeant vers l'infini.
Soit (U, u) une carte adaptée sur un ouvert borné D. Supposons qu’avec les
identifications précédemment définies, il existe une boule adaptée B contenue
dans U telle que, la suite :

‘I’n=kn(fn_id)’

converge vers une fonction analytique , uniformément sur u(B).

Alors il existe une section Y€ I' (X, T (X)) du fibré tangent ¢ X qui induit
sur B, et telle que Yy eg(X). De plus, , converge vers \y uniformément sur
P'image de toute boule adaptée contenue dans U.

A cette structure d’algébre de Lie réelle sur g (X ), correspond une structure
de groupe de Lie réel G,,(X) sur G(X), et I'application :

G, X)xX - X,

g,x)— g.x.
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est analytique par rapport a I’ensemble des variables. Cependant, la topologie
sous-jacente est, en général, plus fine que la topologie de la convergence
uniforme locale (voir [14], [15], [13] et [16]).

‘La structure d’algébre de Lie sur g(X) est précisée par les deux théorémes
suivants :

THEOREME 3.2. — Soit (X, v) une variété normée, et soit (U, u) une carte
adaptée sur un ouvert borné D d’un espace de Banach E. Soit a un point de D.
L’application ©, :

g(X) - Ex Z(E,E);
¥ (V(a), V(@)

est un isomorphisme d’espaces de Banach réels de g(X) sur son image.

Démonstration. — Choisissons une boule adaptée B de centre u~!(a),
contenue dans U. Pour tout Yyeg(X), on peut trouver une suite
d’automorphismes isométriques f, € G(X), et une suite d’entiers k, tels que :

kn(fn_ld) - "”

uniformément sur u(B). [Il suffit de prendre f, =f, (1/n, .), 0u(t,x) — f, (¢, x)
désigne le groupe 4 un parameétre associé a la transformation infinitésimale
Yy eg(X) et k,=n]. D’aprés le théoréme 2.8, il existe une constante K telle
que, pour tout entier n assez grand, on ait :

Ilfa—id llue <K sup(llf,(@)—all, L f ,(@)—id ||).
On a de méme :
1k (fa—1d)llu5y < K sup (Il k, (fu(@)—a)ll, 1k, (f n(a)—id)])
et quand n — oo, par passage a la limite, on trouve :

1) I llug <K sup(ll W (@)l [1¥ (a)])-

L’application @, : g(X) — E x Z(E, E) est, de toute évidence, continue.
La formule (1) montre que, si y(a)=0 et si V'(a)=0, alors || ¥ ||, =0, et
d’aprés le théoréme de prolongement analytique, y=0. Ainsi, ®, est
injective. L’application réciproque est aussi continue, comme le montre la
formule (1). Le théoréme est démontré.

Le théoréme 3.1 admet le raffinement suivant :
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THEOREME 3.3. — Soit (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte
adaptée sur un domaine borné D d’un espace de Banach complexe, et soit a un
point de D. Soit f, une suite d’éléments de G(X) convergeant vers la
transformation identique. Soit s, la fonction définie (avec les identifications
habituelles) par la formule :

Vi =2"(fi—id).
Supposons que :

VY, (a) —» beE;
Vi(a) » ge Z(E,E).
Alors il existe Yeg(X) tel que y(a)=b, V'(a)=g, et {, converge vers
uniformément sur I'image de toute boule adaptée < U.

Démonstration. — Soient B(a,r)c =B, (a,r;)c <B,(a,r,)= <D trois
boules concentriques de centre a complétement intérieures & D. Compte tenu
de la proposition 3. 1, il suffit en fait de montrer que les Y, ; forment une suite
de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur B. Soit
&, =8up,,;; || ¥, — ¥, |l 5- et il nous faut montrer que g, = O quand k - + co.

Pour m>k,ona:
) V=V =2"(frn—id)=2*(f5 " —id)+ 2X (S5 = 1)-

Remarquons d’abord que, pour m et k assez grand (m>k), f% " envoie B,
dans B,. En effet, on déduit facilement du théoréme 2. 8 et du fait que les suites
12™(f,(a)—al]| et ||2™(f ., (a)—id)|| sont bornés, qu’il existe une constante
M, telle que, pour m assez grand, on ait :

) M
I fm—idlls, < 55
Ceci prouve en particulier que, pour tout p<r, :

fu(Ba, P))CB(a,p+ %)

Par un raisonnement de récurrence, on en déduit facilement que, pour met k
assez grand, f2, ' (B,)<B,.
On peut donc écrire I'inégalité :

G ‘l’m_‘l’k—|ln<2k 12" *(fm —id) = =id)llp+ 247 =Sl
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(a) Etudions d’abord le premier terme du second membre. Choisissons
deux boules Bj et By concentriques & B telles que Bc =B}« cBjc cB,.
D’aprés le lemme 2. 5 appliqué aux boules Bc = B; = Bj'c = D, il existe une
constante K, telle que :

@) 12" *(f,—id)=(f% " —id)|lp<K, 2"*
X (Supi_y . ey IS —id gl frn—id || 5-

Etudions SUpiLy, ey IS f,,—idll,... Choisissons une boule Bj’telle que
B”C CBIIIC C:B

En appliquant une nouvelle fois le lemme 2.5 a cette situation, on trouve
une constante K, telle que :

N(f m—id) =i (fm—id)lls; <K i(sup;.,, . it IlfH—idllp) Il fm—idl5;-

Soit M, =sup,.p ,cpllX=yIl.
On trouve donc :

If m—idllg<ill fu—id|lp;(1 + K, Mz)<l = (14K, My).

Par suite :

M;(1+K, M,)

S0Py ac I il € =

En reportant ces valeurs dans (4), on trouve qu’il existe une constante K, telle
que :

-k . K
227K (fumid) = (5 —id) < 52

(b) Etudions maintenant le second membre de (3). Pour celd, étudions
d’abord :
I @—f@ll et NS Y (@) -fi@)ll.
Ona:

I @=fi@l=I(f7" (@)-a)—(fila)-a)l
<7 (@)=a)=2""*(fu(@)-a)ll
+12""*(fm(@)—a)=(fi(a)-a)ll.
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De méme,

NSETY @=L @I=1(f") (a)—id)—(f 1 (@)—id)
<I(fE™Y (@) —id)=2"*(f (@) —id) |
+12" 4 (fr(@ —id) = (f L (@) —id) |-

Du fait que a appartient a ﬁ, et des inégalités de Cauchy, on déduit qu’il
existe une constante K, telle que :

sup(ll(f 7~ (@)—a)=2""*(fu(a)-a),
N2 (@)=id)=2""*(f (a)—id)l)
SKN(R T —id) =274 (f,,—id) |l

et d’apres le (a) :

K
<K4ﬁ.

D’autre part, d’aprés I'hypothése du théoréme, il existe une suite de
nombres réels i, — O tels que, pour m>k :

sup(lI 2"~ *(fu(a)—a)~(fi(@)-a)ll,

12"~ *(f m(@@)—id)=(fi(a)—id) )< %
En regroupant ces résultats, on trouve que :
.-t - K
sup (I3 @A @I I Y @-Fi@m< 3 55 +n ).

1l est clair que f, et f%~" convergent vers I'identit¢ quand m et k — + co.

D’aprés le théoréme 2. 10, quitte & réduire un peu B, il existe donc une
constante K telle que, pour m et k assez grands, on ait :

15 ~Aulle<Ks sup (7™ @@l
- K;K
IUE Y @-ri@is 52 55 ).
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En regroupant (a) et (b), on trouve que :
1
€ =SUP,5k | U — Vi llp< ?(K3‘+K3 K,Ks)+Ks M.

€, — 0, et le théoréme est démontré.

4. Les variétés normées symétriques

DEFINITION ET PROPOSITION 4. 1. — Soit (X, v) une variété normée. Soit a un
point de X, et soit s€ G(X). On dit que s est une symétrie par rapport au
point a si s vérifie l'une des conditions équivalentes suivantes :

(i) s*=id, et a est un point invariant isolé de s;

(i) s(a)=a, et T,(s)= —id;

(iii) il existe une carte locale (U, u) définie au voisinage du point a, telle que
u(a)=0, et que, dans cette carte, s soit égale a (—id).

De plus, un tel se G(X), s’il existe, est unique. On I'appelle la symétrie par
rapport au point a, et on le note s,. On dit alors que X est symétrique pur
rapport au point a.

Démonstration. — D’aprés le théoréme 2.3, un automorphisme vérifiant
(ii) est unique. 11 est clair aussi que (iii) entraine (i) et (ii). La réciproque se
démontre facilement en construisant une carte locale au voisinage du point a,
dans laquelle s est linéaire (voir [15], p. 250).

DEFINITION 4.2. — On dit qu’une variété normée (X, v) est symétrique si
elle est symétrique par rapport a tout point a de X.

DEFINITION 4.3. — On dit qu’une variété normée (X, v) est homogéne si,
pour tout couple de points (a,b) de X, il existe fe G(X) tel que f(a)=b.

I1 est clair que si (X, v) est une variété normée homogéne, et si X est
symétrique par rapport a un point a, X est symétrique. Nous allons montrer
maintenant que toute variété normée symétrique est homogene dans un sens
trés fort. Montrons d’abord le :

THEOREME 4.4. — Soit (X, v) une variété normée symétrique. Soit (U, u) une
carte adaptée sur un domaine borné D. Soit aun point de D, et soit B une boule
adaptée de centre u™ ! (a) contenue dans U. Alors, il existe un voisinage W du
point a et une constante K tels que, pour tout be W :

5y =Sally <K llb=all.
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(Je note s, I'automorphisme s,-1,.) On en déduit que I'application :

X - G(X),

X — Sy

est continue.

Démonstration. — En utilisant le fait que les éléments de G (X') sont des
isométries pour la distance intégrée d, et en remarquant que b est un point
fixe pour s,, on peut trouver une boule B, = = D, de centre a, et un voisinage
U, du point a tel que, avec les identifications habituelles, pour tout be U,,
s,(B,) soit contenu dans D. Soit B, une boule concentrique = =B,. Les
inégalités de Cauchy montrent qu’il existe une constante K, telle que, pour
tout be Uy, s, soit K,-lipschitzien sur B,. De méme, il existe une constante
K, telle que, pour tout be U,, s, soit K,-lipschitzien sur B,.

Soit be U, n B,. Etudions :

lsp(@)—sa(a)ll <lis,(a)=s, (D) || +]I 5, (b) —5,(a) l
<K,lla=b||+||b—a|l<(K,+1)||b-al]l.
Etudions de méme :
IIss(@)—sa(a)ll=Ils5(a)—s; ()l
car on sait que s,(a)= —id =s, (b). Par suite, || s;(a)—s,(@)||<K,||b—al]|.

On est dans les conditions d’application du théoréme 2. 10, et le théoréme
est démontreé.

ProrosiTioN 4.5. — Soit (X, v) une variété normée symétrique, et soit a un
point de X . Alors I'application ¢, :

X - X,

x F s,(a)

est différentiable au point a et admet pour application linéaire tangente 2id.

Démonstration. — On peut faire le calcul dans une carte adaptée (U, u) sur
un domaine borné D. Supposons que u(a)=0, et (en identifiant x et u(x)), il
nous faut montrer que : ‘

5:(0)=50(0)—2x|l _ IIs:(0)—2x]|
Ihx i lIxl ’
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tend vers zéro quand x — 0, x#0.

On peut trouver une boule B(0, r)= = D, et un voisinage ¥ de 0, tel que,
pour tout xeV, s, soit définie sur B(0,r) a valeurs dans D. Soit
B,(0,r,)c=B(0,r). Soit xe B, " V. Appliquons la formule de Taylor a s,
au point x. On a :

l| 55 (0) =5, (x)=(—=id) (=x) I <l s llg, Nl xI*.
On déduit des inégalités de Cauchy qu’il existe une constante M telle que

Is?)]l5, <M, pour tout xe B, N V.
Par suite :

s (0)=2x|I<M|x|1?,

et la proposition est démontrée.

Si geG(X), et si (t,x)— f,(t,x) est un groupe & un paramétre
d’automorphismes analytiques isométriques de X, associ¢ a la transforma-
tion infinitésimale V :

(t,x) — glfy(t,g7! (x))]

est aussi un groupe 4 un paramétre d’automorphismes analytiques de X, et je
noterai g.y la transformation infinitésimale associée. Il est clair que
I’application :
g(X) - g(X),
v-g.¥
est un automorphisme linéaire de g(X).
De ces considérations, on déduit facilement la :

ProPoSITION 4. 6. — Soit (X, v) une variété normée symétrique par rapport a
un point a de X .

La symétrie s, définit un automorphisme linéaire involutif de I'algébre de Lie
g(X). On en déduit une décomposition directe :

8(X)=g,(X)"@g.(X)",
ou:
8. (X)* ={veg(X)|s,. ¥=V},
8.(X)" ={Vveg(X)|s,. ¥=—-V}.
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Si on consideére une carte locale u de X au voisinage du point a telle que u(a)=0
et dans laquelle s, soit linéaire, on a :

8.(X)* ={Veg(X)|V est une fonction impaire de x }

={Veg(X)|¥(a)=0};
8.(X)”={Veg(X)|V est une fonction paire de x }

={Veg(X)|¥'(a)=0}.

De plus, I'application :
8.(X)” = T, (X),

Vi V(a)
est un isomorphisme d’espaces de Banach réels de g,(X)~ sur son image.

ProPOSITION 4.7. — Soit (X, v) une variété normée symétrique. Soit a un
point de X. Alors I'application :

8.(X)” = T,(X),
v~ ¥(a),

définie dans la proposition 4.6, est un isomorphisme d’espaces de Banach réels
de g,(X)~ sur T, (X).

Démonstration. — Soit (U, u) une carte locale adaptée au voisinage du
point a, telle que u(a)=0, et que, dans cette carte, s, soit linéaire (= —id).
Quitte 4 identifier, 4 ’aide de la carte u, les éléments de g,(X)~ a des fonctions
holomorphes sur D=u(U) a valeurs dans E, il suffit de montrer que, pour
tout beE, il existe Yyeg,(X)™ tel que Y(a)=b. Identifions, comme
précédemment x et u(x), et considérons :

Ji=Sp2 0 So.
II est clair que f, — id quand k = + co. Soit :
V=21 (f,—id).

O :
" V3 (0)=2""1 (5,5 0)=0) =21 5,,,.(0).

On sait d’aprés la proposition 4.5 que I'application :

b - 5,(0)
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est dérivable en O et a pour dérivée 2id. Donc ¥, (0) tend vers b, quand
k- 4+o0..

Nous allons maintenant montrer que Y, (0) = 0 quand k - + 0. Soit B
une boule de centre 0 = < D, contenue dans I'image par u d’une boule adaptée
de centre u~1(0).

La formule de Taylor appliquée a (8/0x) s, au point 0 donne :

0 b 0 o? b
“5 5b/2<2k) ox == Sp2(0)— [ sb/z'(o)]( )

2

63
2 || 3 %o

b
sl 2"

Des inégalités de Cauchy, on déduit ’existence d’une constante K telle que,
pour tout k assez grand :

53
—sa»| <K
ax3 b/2 B
Or:
8 b .
5;3'»/2'(?)“"‘
et:

0 0 0
T Sy (0)= o (Sp/22 050)(0)= afk ).

D’ou, en multipliant par 2, on trouve :

IIbII2

“2\|/k(0) % 7 s/ (0). (b)” 7

A I'aide des inégalités de Cauchy, on déduit facilement du théoréme 4.4 que
(0/0x?) 5,2 (0) converge vers (3/0x%)s,(0) qui est égal a 0. Ainsi donc,
Vi (0) — 0.

D’aprés le théoréme 3.3, il existe donc Yyeg,(X)™ tel que y(a)=b. La
proposition est démontrée.

Nous pouvons maintenant montrer le théoréme suivant :
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THEOREME 4.8. — Soit (X, v) une variété normée symétrique. Soit a un point
de X, et soit G,,(X) le groupe des automorphismes analytiques isométriques
de X, muni de sa structure de groupe de Lie réel. Alors, I'application orbitale :

pla)

g g.a

est, au voisinage de 'identité, une submersion directe.

Démonstration. — L’application linéaire tangente & p (a) au point { id } est :
g(D) = T,(X),
V= Y(a).

D’aprés les résultats que nous avons démontrés, cette application est un
épimorphisme direct. On en déduit que p(a) est, au voisinage de I'identité,
une submersion directe.

On déduit du théoréme 4.8 les résultats suivants :

PRrROPOSITION 4.9. — Soit (X, v) une variété normée symétrique, et soit a un
point de X. Alors il existe un voisinage U du point a et une application
analytique réelle F : U — G,,(X) telle que :

(i) F(a)=id;

(ii) pour tout xe U, F(x).a=x.

Ceci entraine en particulier que X est homogéne sous I'action de G(X).

TutorEME 4.10. — Soit (X,v) une variété normée symétrique.
L’application :
X - G, (X),
a— s,

est analytique réelle. De méme, I’application :
XxX - X,
(@,x) —~ s,(x)

est analytique réelle.

Ainsi, ’'hypothése (iv) de [10], p. 44, introduite par W. Kraup est inutile et
peut-étre omise. Le lecteur intéressé trouvera dans [10], [11] et [12] de
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nombreuses propriétés des variétés normées symétriques. En particulier,
W. Kaup donne dans [12] une classification compléte des variétés normées
symétriques simplement connexes modelées sur un espace de Hilbert, ou plus
généralement sur un espace de Banach réflexif.
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