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LES AUTOMORPfflSMES ANALYTIQUES ISOMÉTRIQUES
D'UNE VARIÉTÉ COMPLEXE NORMÉE

PAR

JEAN-PIERRE VIGUÉ (*)

RÉSUMÉ. - Dans cet article, je généralise un certain nombre de propriétés du groupe des
automorphismes analytiques d'un domaine borné au groupe G(X) des automorphismes
analytiques isométriques d'une variété complexe normée X. Je montre en particulier un
théorème d'unicité, et je donne une caractérisation très simple de la topologie de G (X). J'étudie
ensuite l'algèbre de Lie des transformations infinitésimales de X. La fin de cet article est
consacrée à l'étude des variétés Données symétriques.

ABSTRACT. — In this papcr, 1 generalize somc properties of thé group of analytic
automorphisms of a bounded domain to thé group of analytic isometric automorphims of a
complex nonned manifold X. In particular, 1 provc an uniqueness Theorem and 1 givc a very
simple characterization of thé topology of G(X). 1 study aiso thé Lie algcbra of infinitésimal
transformations of X. Thé end of this paper is devotcd to thé study of normed symmetric
manifolds.

Introduction

L'étude du groupe G(D) des automorphismes analytiques d'un domaine
borné D de C" a été faite par H. CARTAN ([4] et [5]) qui a montré que le groupe
G (D), muni de la topologie de la convergence uniforme sur tout compact, est
un groupe topologique, et que G (D) peut être muni, de façon naturelle, d'une
structure de groupe de Lie réel, compatible avec sa topologie. En particulier,
ces résultats ont permis à E. CARTAN [3] de donner une classification complète
des domaines bornés symétriques de C".

W. KAUP [8] a montré que, si X est une variété analytique complexe de
dimension finie, munie d'une norme v sur le fibre tangent vérifiant certaines
propriétés, la plupart des résultats démontrés par H. CARTAN pour les
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50 j.-p. VIGUÉ

automorphismes des domaines bornés s'étendent au groupe G(X) des
automorphismes analytiques isométriques de X. [Le cas où D est un domaine
borné apparaît alors comme un cas particulier, à condition de munir le fibre
tangent T(D) àD d'une norme invariante par les automorphismes
analytiques de D : il suffit par exemple de prendre la métrique infinitésimale
de Carathéodory.]

Dans [14] et [15], j'ai étudié le groupe G(D) des automorphismes
analytiques d'un domaine borné D d'un espace de Banach complexe £. J'ai
muni G(D) de la topologie de la convergence uniforme locale, qui en fait un
groupe topologique complet; j'ai montré que G(D) a aussi une structure de
groupe de Lie réel, et que, en général, la topologie sous-jacente est plus fine
que la topologie de la convergence uniforme locale. Une partie de ces résultats
furent établis, de manière indépendante, par H. UPMEIER [13] dans le cas plus
général d'une variété banachique complexe X munie d'une norme v sur le
fibre tangent et du groupe G(X) des automorphismes analytiques
isométriques de X. On a obtenu ainsi un bon nombre de résultats sur les
groupes considérés, et on a étudié les domaines bornés et les variétés normées
symétriques (voir [6], [7], [9] à [12], [15] et [16]).

En ce qui concerne les variétés normées symétriques, W. KAUP, dans son
article [10] est obligé de supposer de plus que la variété X est homogène. Pour
se débarrasser de cette hypothèse technique, il est nécessaire de généraliser au
cas des variétés normées un certain nombre de résultats de mon article [15].
Ces résultats permettent, dans un sens extrêmement précis, de caractériser les
automorphismes analytiques isométriques de X par leur valeur en un point,
et par l'application linéaire tangente en ce point. De même, je donnerai une
caractérisation similaire pour l'algèbre de Lie des transformations
infinitésimales de X. Ces résultats qui sont nouveaux, même en dimension
finie, sont un outil important pour l'étude des variétés normées symétriques.
Comme application de ces résultats, je montrerai que toute variété normée
symétrique est homogène.

Les démonstrations s'inspirent dans une certaine mesure de celles de mon
article [15]. Cependant, il faut prendre quelques précautions supplémentaires
dans les calculs, et je pense qu'il sera agréable, pour ceux qui s'intéressent à
ces questions, d'avoir des énoncés précis valables dans le cadre plus général
des variétés normées.

[M. Wilhem KAUP m'a convaincu de la nécessité de ce travail, et je le
remercie de l'intérêt qu'il m'a manifesté.]
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AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMÉTRIQUES 51

1. Définitions et rappels (voir [10] et [13]).

Soit X une variété analytique banachique complexe que je supposerai
toujours connexe. Soit n : T(X} -^ X le ûbré tangent à X.

DÉFINITION 1.1. — On dit qu'une application :

v : TW-^R.

est une norme sur T(X) si v vériûe les propriétés suivantes :
(i) v est une fonction semi-continue inférieurement;

(ii) pour tout xeX, v\j- ̂  est une norme sur Ty(X)\
(iii) pour tout x e X, il existe un voisinage 17 de x dans X, un isomorphisme

analytique u de U sur un ouvert D d'un espace de Banach complexe JE, et des
constantes c et C strictement positives telles que, quitte à identiûer r(l7) à
D x £ à l'aide de la carte u, on ait, pour tout ycD, et pour tout veE :

c|Ml^vOM;)<c|M|.

Si X est une variété munie d'une norme v, on dit que (X, v) est une variété
normée.

Soient (Xi,Vi) et (X^v^) deux variétés normées. On dit qu'une
application holomorphe/: X^ -»- X^ est contractante si, pour tout xeX^
pour tout v e T,CX\), on a :

V2(7,(/).i0^v,(iQ.

Je noterai 3^\ (X^, X^) l'ensemble des applications holomorphes contractan-
tes de À\ dans X^. Soit îsom(X^,X^) le sous-ensemble des isomorphismes
analytiques de X^ sur X^ qui sont des isométries pour les normes v^ et v^.
Enûnje noterai G(X) l'ensemble Isom(X,X). Il est clair que G(X} est un
sous-groupe du groupe des automorphismes analytiques de -Y, et on dira que
G(X) est le groupe des automorphismes analytiques isométriques de X.

Remarque 1.2. — Si (X,v) est une variété normée, on peut déûnir la
longueur d'un chemin y : [0,1] -^ X de classe C1 par morceaux par la
formule :

L(y)= v(T(y(t)))dt.
J o
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52 j.-p. VIGUÉ

La distance d{x,y) de deux points x et y de X est défini comme la borne
inférieure des longueurs des chemins de classe C1 par morceaux d'origine x et
d'extrémité y. Bien sûr, à est une distance sur X, appelée distance intégrée de
la norme v. De plus, si v est continue, pour qu'une application/: X -^ X
soil une coniraciion, il faul et il suffu que, >/ xçX, >fyeX, on ait :

d(f(x)J(y))^d(x,y).

Exemple 1.3. — Si D est un domaine borné d'un espace de Banach
complexe £, on peut définir sur T(D) identifié à D x E une norme par la
formule :

OE(.v.r)=sup,^pJ/'(x).r|.

[^f(D,A) désigne l'ensemble des applications holomorphes de D dans le
disque-unité A <=C]. L'application a est une norme sur T(D)^D x £ au sens
de la définition 1.1 et je dirai que a est la norme de Carathéodory. Pour cette
norme, toutes les applications holomorphes de D dans D sont contractantes,
et tous les automorphismes de D sont des isométries.

2. La convergence uniforme locale

DÉFINITION 2 .1 .— Soit (X, v) une variété normée. Une carte u d'un ouvert
connexe U de X sur un ouvert d'un espace de Banach complexe E est dite
adaptée si et seulement si :

(i) u(U) est un domaine borné D de £;
(ii) u vérifie la condition (iii) de la définition 1.1.

On dit alors qu'une boule :

B(a,r)={xçX\d(a,x)^r],

pour la distance intégrée d, contenue dans l'ouvert de définition U d'une carte
adaptée (U, u), est une boule adaptée s'il existe une boule B^ (pour la norme)
de centre u(a) dans M (17), et un réel r^>r tel que la boule B(a,r^) (pour la
distance d) soit contenue dans U et que l'on ait :

u(B(û,r))c cB, c cu(B(û,r,))c cu(l7).

TOME 110 - 1982 - ?1



AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMÉTRIQUES 53

Rappelons qu'une partie A d'un domaine borné D est dite complètement
intérieure à D, et on note Ac: cD, si la distance de A au bord de D est
strictement positive.

Si/et ^€^f<.(Ar,X), et si B est une boule adaptée de X , je noterai :

W^)=sup^d(/(x),^(x)).

Si (17, u) est une carte locale adaptée d'une variété normée (X, v) sur un
domaine borné D, et si /eJf^»^) est suffisamment proche de la
transformation identique, uofou^1 est une application holomorphe définie
sur une partie de D à valeurs dans Z), et, par abus de langage, je la noterai
encore/.

UPMEIER [13] a montré, à l'aide du théorème des trois cercles d'Hadamard
et d'un raisonnement de connexité le :

THÉORÈME 2.2. - Soit (X, v) une variété normée, et soient Bi et B^ deux
boules adaptées de X. Alors, pour tout e>0, il existe r\ >0 tel que, pour tout
f€J^,(X,X),onait:

d^(f,id)<j} => ^(/,id)<e

[id désigne la transformation identique de X.]
On peut alors définir une structure de groupe topologique sur G(X), pour

laquelle une base de voisinages de la transformation identique est formée par
les:

l7,={/eG(X)|^(/,id)<e}. e>0.

J'appelerai cette topologie topologie de la convergence uniforme locale, et
UPMEIER [13] montre que G(X), muni de la structure uniforme gauche, est
complet.

THÉORÈME (d'unicité de H. Cartan) 2.3. - Soit (X, v) une variété normée.
Soit a un point de D, et soitfe J^^^)telle ̂ /(û) = a»et ̂  l'application
linéaire tangente T^(f) au point a soit l'identité. Alors/est la transformation
identique.

Démonstration. — Soit (17, u) une carte locale adaptée telle que ae U. On
peut trouver un nombre p>0 tel que la boule B(a, p) de centre a et de
rayon p (pour la distance intégrée d) soit contenue dans U. Comme
/ejf,(X-,X) et que/(û)==û, il est clair que/(B(û, p))c:B(û, p). Quitte à
transporter/par la carte locale u,/est une application holomorphe du
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54 J.-P. VIGUÉ

domaine borné u(B(û,p)) dans lui-même, telle que f(u(a))^u(a),
/'(u(û))=id. D'après le théorème d'unicité de H. Cartan pour un domaine
borné (voir [15], proposition 1.2. l),f\B{a .p)est ^a transformation identique.
Le résultat se déduit du théorème de prolongement analytique.

Nous allons montrer maintenant une version topologique du théorème
2.3. Soit (X, v) une variété normée, et soit (U, u) une carte adaptée de U sur
un domaine borné D d'un espace de Banach complexe JE. Soit a un point
de D. Si/€ Jfç (X, X) est telle que/(u ~1 (a)) appartient encore à 17, je noterai
encore/l'application Mo/ou"1 qui est définie sur un voisinage du point a
dans D à valeurs dans D. On déûnit alors f(à)eD, et/'(a)6JSf(£,£).

THÉORÈME 2.4. - Si une suite /„ de fonctions de ^^K,X) est telle que
/,(û) -» a,etquef^(a) -»- id, alors/„ -^ id pour la topologie de la convergence
uniforme locale.

Démonstration, — Montrons d'abord par récurrence sur q que :

lim^/;(a)=lim^/,o... o/Jû)=û.

Le résultat est vrai pour ç==l. Supposons-le démontré à l'ordre (ç—1), et
montrons-le à l'ordre q. On a :

jt/'s^ûX^t/îCûVr^ûM+^t/r1^)^).
Comme/;"1 est contractante, on a :

d(fî(a), a)^d(Ma), a)^d(fî-1 (û), û).

et d'après l'hypothèse de récurrence, cette quantité tend vers zéro.
Soit maintenant B (û, r) une boule pour la norme c c D, et supposons que

B(û, r) est contenu dans l'image par u d'une boule adaptée B^ de X. Du fait
que les/, sont contractantes, on peut trouver, pour tout entier q, un entier
n(q), tel que pour tout n^n(q), l'application/; soit déûnie sur B(a,r) à
valeurs dans D.

Soit FQ <r. Pour montrer que/, -^ id pour la topologie de la convergence
uniforme locale, il suffit d'après le théorème 2.2 de montrer que/, -+ id
uniformément sur B(a, y-o). Compte tenu des inégalités de Cauchy, il suffit en
fait de montrer que la dérivée p-ième/^û) -^ 0, pour tout p^2.

Comme dans [15], p. 215, on fait la démonstration par récurrence sur p> 2.
Supposons le résultat démontré à l'ordre (p— 1). Montrons-le à l'ordre p.
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Pour cela, montrons par récurrence sur q^ 1, que, pour tout q^ 1, pour
tout e>0, il existe UQ, tel que, pour tout entier n^Ho, on ait :

l(/S)(p)(û)-^)(û)l<£.

Le résultat est vrai pour ^==1. Supposons-le démontré à l'ordre (q— 1).
Montrons-le à l'ordre q. On a :

/î=/no/r1.
Dans le calcul de la dérivée p-ième de/S, tous les termes tendent vers zéro
quand n -^ -h oo, sauf peut-être deux. On a :

ll(/s)(p)(û)-/(„p)(/^l(û))o[(/^ly(û),...,(/^lr(^
-/n^r^^oar'r^ii-o.

Comme fî'l{a) -^ a, et à l'aide des inégalités de Cauchy, on termine
facilement la récurrence sur q.

Appliquons ce résultat avec, par exemple e=l. Pour n>no» on a :

^ww-qfyw^
D'après les inégalités de Cauchy, il existe une constante M telle que
II (/î)^ (û) II ^ M. On trouve donc :

11/^)11^^,

ce qui prouve que/^û) converge vers 0.
Nous avons les lemmes suivants :

LEMME 2 .5 .— Soit D un domaine borné d'un espace de Banach complexe £,
et soient B^ czB[ cB^ trois boules concentriques complètement intérieures à D
de rayons respectifs r^, r[, r^ avec 0<r^<r[<r^ Soit qeN*, et soit
/eJf(B2,D) tels que:

(i)/(Bi)c:B,;
(ii) pour tout i^q— 1, l'application f1 qui est définie par la relation de

récurrence f^f1"1 of se prolonge en une application holomorphe de B^
dans D.
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56 J.-P. VIGUÉ

Alors, il existe une constante K qui ne dépend que de r^, r[, r^ telle que, pour
toutxeB^, on a :

ll(/€M-x)-^(/(x)-x)||<JCîsup,.^,^J|/•-id||^||/(x)-x||.

Démonstration. — Soit h une fonction holomorphe sur B^ D'après les
inégalités de Cauchy, (fc-id) est (||fc-id||^)/(r2-ri)-Upschitzien sur B[.
Soit maintenant fej^ÇB^.D), et soit :

A=i(id+/-^/2+...-^/<- l).

On a alors :

ll/l-idllB^^£?=-llll/i-id||̂ <sup,.,,.,,.J|/i-id||̂ .

Soit x € BI . Comme/(x) € Bi, le théorème des accroissements unis appliqué à
la fonction (A-id) aux points x et y=f(x) donne :

ll(A(/(x))-/(x))-(fc(x)-x)||

^T^^P-l——.-ll^'-^IlB^II/W-^ll-

Or on a : /i(/(x))-/i(x)=l/ç(/<(jc)-x).

On irouve Imiilement :

||(^(x)-x)-^(/(x)-x)|| <——(sup,.^,^J|/i-id||^)||/(x)-x||.r^—ri

LEMME 2 .6 .— Soir (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte adaptée
de X sur un domaine borné Z). Soient B^ et B^ deux boules concentriques
complètement intérieures à Z), de rayons respectifs r^ et r^, avec 0<r^ <r^.
Soient a et b deux nombres réels tels que 0<a<l<b. Alors, il existe un
nombre réel a>0 qui jouit de la propriété suivante : sif€^c(X,X) et qe N
sont tels que, pour tout i^q-l, les applications f1 sont définies sur B^, à
valeurs dans D et que, pour tout i^q—1, on ait :

lir-idU^a.
alors, pour tout xçB^.ona :

?\\fq{x)-x\\^q\\f(x)-x\\^b\\f^x)-x\\,
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Démonstration. - Soit r[ tel que 0<ri <r[ <r^
Choisissons a>0 tel que v.<r[—r^, et que :

X a ^ n f f i 1 ^ - ! ) .\ b a )

Soit B[ la boule concentrique à B^ et B^, de rayon r[. D est clair que
/(Bi)cB'i. Le lemme se déduit immédiatement du lemme 2.5.

On en déduit immédiatement le :

LEMME 2.7. — Soir (X, v) une variété normée. Soit (17, u) une carte adaptée
sur un domaine borné D, et soit B une boule complètement intérieure à D.
Alors, il existe un nombre réel P>0 qui jouit de la propriété suivante : si
fe3^c(X,X) est telle que, avec les identifications habituelles, pour tout qe t^,
/ q est une application holomorphe de B dans D, et est telle que \\f9 —id \\y < (î,
alors /=id.

De façon précise, si on choisit une boule B^ concentrique à B, de rayon r^
strictement inférieur au rayon r de B, et deux nombres réels a et b tels que
0 < a < 1 < b, on peut prendre P = a, où a est le nombre réel strictement positif
dont l'existence est assurée par le lemme 2.6.

Le théorème 2.4 admet le raffinement suivant :

THÉORÈME 2.8. — Soit (X,v) une variété normée. Soit (17, u) une carte
adaptée sur un domaine borné D. Soit aeD, et soit B(u~l(a),r) une boule
adaptée de centre u~1 (a), contenue dans U. Alors, il existe un voisinage Vde a
dans D, et une constante K>0 tels que, pour tout fç^ç(X,X), tel que
f(a)eV, on ait :

^(u-(^)aid)^Ksup(||/(û)-û||,||/'(û)-id||).

Démonstration. — Soit B^ la boule de centre a complètement intérieure à D
telle que u(B(u~'l(a),r))cB^. Comme on sait que la norme sur X est
équivalente (à une constante multiplicative près) sur l'ouvert de la carte à la
norme de £, il suffit en fait de montrer (en identifiant/à uofou'1) que :

||/~id||^<Â:sup(||/(û)-û||J|/'(a)-id||).

Comme Bi est contenue dans l'image par u d'une boule B(u~1 (û), r^), on
peut choisir un voisinage V de a dans D et une partie A c: c D, de façon à ce
que, pour tout/€^f<.(^>^)te! QW./We V,f(B^) soit contenu dans A.
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58 J.-p. VIGUÉ

Faisons la démonstration par l'absurde. Pour chaque entier n, on choisit
f^e^,(X,X) tel que/Jû)€ Vei que :

ll/n-id|lB,>nsup(||/,(û)-a||J|/,(û)-id||).

Comme/^(Bi)cA, il est clair qu'il existe une constante M telle que
ll/n--id||^<M. Par suite:

sup(||/,(û)-fl||,||/,(û)-id ||)^0,

ce qui d'après le théorème 2.4, prouve que/, converge vers l'identité.
Choisissons maintenant une boule B^ complètement intérieure à D,

concentrique à B^, de rayon r^ strictement supérieur à r^ de B^.
Choisissons aussi deux nombres réels OQ et feo, tels que 0<ao<l<fco>

comme dans le lemmc 2.6. Soit a le nombre réel strictement positif dont
l'existence est assurée par le lemme 2.6. Comme, pour tout entier n,/, est
différent de la transformation identique, il existe, d'après le lemme 2.7 un plus
petit entier q^ tel que :

||/î~id||^>a.

Soit ^n=/î"- Du fait que ||g^-id||^>a>0, on déduit que la suite g^ ne
converge pas vers la transformation identique.

Montrons maintenant que g^ (a) =/;" (a) converge vers a quand n -^ -h oo.
D'après le lemme 2.6, on a :

ûoll/î-idllB^^II/n-idllB^&oll/î—idll^.

On en tire :

. ̂  H^n-idIlB. ^ fcpM,
'^bo 11/n-idlk ^ ll/n-idila/

où MI est une constante.
En appliquant une deuxième fois le lemme 2.6, on trouve :

ll/î^-ûll^^ll/^^-ûll,ûo
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AUTOMORPMSMES ANALYTIQUES ISOMÉTRIQUES 59

et en reportant la majoration de q,, on obtient :

b»M, ||/,(û)-û||
ll/î(a)-û|l< ûo 11/,-idll,,

Or,||/.(a)-a||<l/n||/,-id||,,.
On trouve finalement :

||/î(a)-a||^^1

ÛQ n

ce qui prouve que ^n(û)==/î(û) converge vers û.
Montrons maintenant que || ̂ ^(û)-id || converge vers 0 quand n -»• + oo.

On a :

^(û)=(/îy(û)=y„(/rl(û))o... o/^a).
Soit B' une boule de centre û, de rayon r'<r^. On déduit des inégalités de
Cauchy, qu'il existe une constante H telle que, pour tout xçB\ on ait :

l!/n(^-/n(û)ll==ll(/nM-id)-(/n(û)-id)||^ff||/^id||^||x-û||.

D'après ce que nous avons déjà démontré, on sait que, pour tout n assez
grand,/,, (û),/;i (û), . . . ,/î"'1 (a) appartiennent à B'. On en déduit que, pour
tout r^^—1, on a :

l l /^/^ûM-idII^II/^idILf^^^+l^,-.,,(̂ .̂ .ûo / n

On déduit alors du leœme 1.3.5 de [15] que :

||^(û)-id||^^l+||./-„-id|lJH^Ml-+l)-lT•-l.
L \ u{} / ' 'J

En reportant dans cette inégalité la majoration de q^ on trouve que :

||^(û)-id||-0.

D'après le théorème 2.4, ceci entraîne que g^ ^ id quand n ->• -h oo. Nous
avons trouvé une contradiction, et le théorème est démontré.
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Remarque 2.9. - Quitte à augmenter un peu la constante K>0, la
conclusion du théorème reste vraie en remplaçant le point a par un point b
appartenant à un voisinage W de a suffisamment petit.

Enfin, nous avons le :

THÉORÈME 2.10. — Soir (X, v) une variété normée. Soit (U, u) une carte
adaptée sur un domaine borné D. Soit aeD, et soit B(u~'l(a), r) une boule
adaptée de centre u "1 (a) contenue dans 17. Alors, il existe un voisinage Vde a
dans D, et une constante K > 0 tels que, pour toutfe G (X), pour tout g ç G (X)
tels quef(a) et g (a) appartient à V, on ait :

^-(a).r)(/^)<^SUp(||/(û)-g(û)||, |inû)-^(û)||).

Démonstration. - Soit B^ la boule de centre a complètement intérieure
à D, telle que ^(B^"'1^), r))cBi. Il suffit en fait de montrer que :

ll/-^llB,<^SUp(||/(û)-^(fl)||J|/'(û)-^(û)||).

On peut choisir deux sous-ensembles A^ <= cA^ c <=Z) et un voisinage Vde a
dans D tels que :

1 ° pour tout/€ G (X), tel que/(û) € VJ est définie sur A 2 à valeurs dans D;
2° pour tout/et geG(X) et tels que f(a) et g (a) appartiennent à V,

g~1 o/(Bi) est contenu dans Ai.
Quitte à diminuer encore un peu V, on peut appliquer le théorème 2.8 à

g ~1 o/ Il existe donc une constante K^ telle que, pour tout /et g e G {X), tels
que/(û) et g(a)e V, on ait :

ll<rW-id|lB^lSUp(||<rlo/(û)--û||, ll^-1 o/y(a)-id H).

Comme (^-1 o/)(Bi)cAi et qu'il existe une constante K^ telle que g soit
K^-lipschitzien sur A i, on a :

ll̂ /IlB ÎÎ W-idIlB,
^^Kisupdi^-^/^-ûll.ll^^o/y^-idil).

Il nous reste seulement à comparer :

supai^-w^-ûiiJK^wy^-idii)
et :

^P(\\f(a)'g(a)\\,\\ff(à)^gf(a)\\).
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II est clair que :

\\g-1 of(a)-a\\^\\f(a)-g(a)\\.

Étudions :

IKff'Wr^-idMI^W^/'^-idII

^^"WOî))»./''^)-^"1)'^))»./"'^)!)
+||(j?-lr(.(^W(«»-id||

^\\^l^ly(f(a))-^(|-lY^g(amf'^a)\\

+\\^c|~l}'(l|{tl}}»j'^t^}-{c|~l}'(lH^l))^|'{a}\\

Wl~'}'(j^'^))-{l|~l}'(g(a))\\ f'(a)\\

+\\(g~l}'(g(am.\\f'(a)-g'(a)\\.

Des inégalités de Cauchy, on déduit qu'il existe une constante K^ telle que
||/'(a)||^K3 et que \\^g~l)'^g{a))\\^K3. De même, il existe une constante
K.4. telle que {g~1)' soit X4-lipschitzien sur V. On a donc montré que :

||(0-lo/)'(a)-id||<K3K4||/(a)-^(a)||+i:3l|/'(û)-0'(û)||.

Finalement, on a montré que :

\\f-g\\s^K,K^sup(K^Ks(K^+ï))

xsup(\\f(a)-g(a)\\,\\f'(a)-g'{a)\\)

et le théorème est démontré.

3. Algèbre de Lie des transformations infinitésimales d'une variété normée
(X,v)

A chaque groupe à un paramètre réel d'automorphismes analytiques
isométriques d'une variété normée {X, v) :

RxX -» X,

(t,x)i-»/(t,x),
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est associé une transformation infinitésimale ^ :

X - T(X),

^^/(0,x),

qui est une section du fibre tangent. Soit 9 (X) l'ensemble des transformations
infinitésimales associées à tous les groupes à un paramètre réel
d'automorphismes analytiques isométriques de X. H. UPMEIER [13] a montré
que 9 {X) a une structure d'algèbre de Lie réelle normale complète. Une
norme sur g(X) peut être construite de la façon suivante : soit B une boule
adaptée de X, contenue dans l'ouvert de définition 17 d'une carte (17, u). Par
la carte u, T(U) s'identifie à u(U)xE, et la restriction à u(U) des
transformations infinitésimales peuvent être considérées comme des fonctions
holomorphes sur u{U) à valeurs dans £. On définit alors :

||̂ =sup |̂|̂ (x)||.

H. UPMEIER montre que, pour un autre choix de la boule adaptée B, on
obtient une norme sur Q(X) équivalente à la précédente.

La démonstration de ces résultats repose essentiellement sur la proposition
suivante, qui permet de trouver des transformations infinitésimales de X à
partir d'automorphismes analytiques isométriques de X.

PROPOSITION 3.1 [13]. - Soit f^eG(X) une suite d'éléments de G(X)
convergeant vers l'identité. Soit k^ une suite d'entiers convergeant vers l'infini.
Soit (17, u) une carte adaptée sur un ouvert borné Z). Supposons qu'avec les
identifications précédemment définies, il existe une boule adaptée B contenue
dans U telle que, la suite :

^=M/n-id),

converge vers une fonction analytique v|/o uniformément sur u(B).
Alors il existe une section ̂  € F (X, T (X)) du fibre tangent à X qui induit v|/o

sur B, et telle que ^feQ(X). De plus, ^^ converge vers x|x uniformément sur
l'image de toute boule adaptée contenue dans U.

A cette structure d'algèbre de Lie réelle sur 9 (X), correspond une structure
de groupe de Lie réel G^{X) sur G(X), et l'application :

G ^ ( X ) x X ^ X ,

(g,x)^ g.x.
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est analytique par rapport à l'ensemble des variables. Cependant, la topologie
sous-jacente est, en général, plus fine que la topologie de la convergence
uniforme locale (voir [14], [15], [13] et [16]).

La structure d'algèbre de Lie sur 9 (X) est précisée par les deux théorèmes
suivants :

THÉORÈME 3.2. — Soit (X, v) une variété normée, et soit (C7, u) une carte
adaptée sur un ouvert borné D d'un espace de Banach E. Soit a un point de D.
L'application @y :

Q(X)^ Ex .?(£,£);
^^(i(f(û).^(a))

est un isomorphisme d'espaces de Banach réels de Q(X) sur son image.
Démonstration. — Choisissons une boule adaptée B de centre u~l(a),

contenue dans 17. Pour tout ^eg(^), on peut trouver une suite
d'automorphismes isométriques /„€ G (X), et une suite d'entiers k^ tels que :

U/n-id) -^ ̂

uniformément sur u (B). [Il suffit de prendre/,, =/^ (1 /n, . ), où (t, x) ̂  f^(t, x)
désigne le groupe à un paramètre associé à la transformation infinitésimale
\|/€g(X) et fen=n]. D'après le théorème 2.8, il existe une constante K telle
que, pour tout entier n assez grand, on ait :

||/^id||^^Xsup(||^(a)-û||.||^(û)-id||).

On a de même :

l|fen(/n-id)IL(B)<^sup(||kJ/,,(a)-û)||,||^(/^(û)-id)||)

et quand n -> oo, par passage à la limite, on trouve :

(1) l|v|/||^)^^sup(||i|/(û)||,||v|/'(û)||).

L'application ©„ : Q(X) -»- E x JSf(£,£) est, de toute évidence, continue.
La formule (1) montre que, si \|/(û)=0 et si ^'(û)^, alors | | ^ H M ( B ) = O » et
d'après le théorème de prolongement analytique, x|/=0. Ainsi, €)„ est
injective. L'application réciproque est aussi continue, comme le montre la
formule (1). Le théorème est démontré.

Le théorème 3.1 admet le raffinement suivant :
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THÉORÈME 3.3. - Soit (X,v) une variété normée. Soit (17, u) une carte
adaptée sur un domaine borné D d'un espace de Banach complexe, et soit a un
point de D. Soit f^ une suite d'éléments de G(X) convergeant vers la
transformation identique. Soit \|̂  la fonction définie (avec les identifications
habituelles) par la formule :

Supposons que :

^^(A-id).

^(a) ̂  beE;
vMû) ̂  ff6JSf (£,£).

Alors il existe ^€Q(X) tel que ^(a)=b, ̂ (a)^g, et ^ converge vers ^
uniformément sur l'image de toute boule adaptée c: [7.

Démonstration. - Soient B(û,r)<= cB^r^c: cB^û^c: c=JD trois
boules concentriques de centre a complètement intérieures à D. Compte tenu
de la proposition 3.1, il suffit en fait de montrer que les i|̂  forment une suite
de Cauchy pour la norme de la convergence uniforme sur B. Soit
£k = sup^ II x|/^ - x|̂  \\y et il nous faut montrer que e^ -+ 0 quand k -^ + oo.

Pour m^k, on a :

(2) ^-^=2m(^-id)-2k(/r~id)-^2k(/2;-k-/k)•

Remarquons d'abord que, pour m et k assez grand (w^fc),/^" envoie B^
dans B^. En effet, on déduit facilement du théorème 2.8 et du fait que les suites
ll^./m^-ûll et ||2m(/„(û)-id)|| sont bornés, qu'il existe une constante
MI telle que, pour m assez grand, on ait :

11^-idH,^^.

Ceci prouve en particulier que, pour tout p^r^ :

^(B(û.p))ŒBfû.p+^V

Par un raisonnement de récurrence, on en déduit facilement que, pour m et k
assez grand,/2;" (Bi)cBa.

On peut donc écrire l'inégalité :

(3) ll^-^JB^2k||2w-k(^-id)~(/r-id)|lB+2k||/r-AllB.
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(û) Étudions d'abord le premier terme du second membre. Choisissons
deux boules B[ et B^ concentriques à B telles que Bc cBi c= cB^c cJB^.
D'après le lemme 2.5 appliqué aux boules B <= c B[ c B'/c c D, il existe une
constante X^ telle que :

(4) l^-^-idM/r-id)!!^! 2"-'
x(sup,.i,..,2--il|/,-id||^)||^-id||^

Étudions sup,.i 2"- t-lll^m~"id|lB"• Choisissons une boule B^' telle que
B'/ccB^ccBi'y

En appliquant une nouvelle fois le lemme 2.5 à cette situation, on trouve
une constante K^ telle que :

||(/,-id)-i(/,-id)||^<X2i(sup,.^,,,.J|/^-id||^)||^-^

Soit M^=sup^y^\\x-y\\.
On trouve donc :

H/.-idIl^fll^-idIl^d-hK.M^Xi^d+^M^).

Par suite :

il ri -du ^1(1-^1^2)
SUP»-1.....2"-t-lllJm-ldllBr^ —————2k—————'

En reportant ces valeurs dans (4), on trouve qu'il existe une constante K^ telle
que :

2kl|2n"k(^-id)-(/2;-k-id)llB< ̂ .

(fc) Étudions maintenant le second membre de (3). Pour cela, étudions
d'abord :

ll/2;'̂ )--/^)!! et IK/r)^)-/;^)!!.
On a :

II/^^-A^H^IK/2;'*^)-^-^^)-^!!
<ll(/^(û)~û)-2m'k(^(û)-û)||

+l|2m-k(^(û)-û)-(/,(û)-û)||.
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De même,

ll(/D'(û)-(/t)'(a)ll=l|((/2•"l)'(a)-id)-(/^(a)-id)||

<ll((/^)'(a)-id)-2•"-t(/„(a)-id)||
+l|2"'-*C/'«(a)-id>-(./t(ff)-id)||.

Du fait que a appartient à B, et des inégalités de Cauchy, on déduit qu'il
existe une constante K^ telle que :

sup(||(/r(a)-<^)-2m-t(^(a)-a)|l,

ll((/rl)'(û)-id)-2"-t(/„(a)-id)||)

^4ll(./T-id)-2•"-k(/,,-id)||,

et d'après le (a) :

<K -K3-^(2»)2-

D'autre part, d'après l'hypothèse du théorème, il existe une suite de
nombres réels T|» -» 0 tels que, pour m^k :

supd '̂-^/^-aM/^-a)!!,

^"^(/«(^-i^-^^^-id)!!)^^.

En regroupant ces résultats, on trouve que :

sup(||/r(û)-/»(a)ll, ll(/r)'(û)-/t(a)ll)< ̂ (K^4- +TI»)-

II est clair que/» et/^" convergent vers l'identité quand m et fe -» +00.
D'après le théorème 2.10, quitte à réduire un peu B, il existe donc une

constante K, telle que, pour m et k assez grands, on ait :

ll/^-/Jl,^5Sup(||/2-•l(û)-/^(a)||,

ll(/r)'(û)-/*(a)||)< H^^ +TI»)

TOME 110 - 1982 - ?1



AUTOMORPHISMES ANALYTIQUES ISOMÉTRIQUES 67

En regroupant (a) et (b), on trouve que :

£k=SUp^J|^-^||^ ^(X3+JC3K4X5)+X5 T|,.

6^ ->• 0, et le théorème est démontré.

4. Les variétés Données symétriques

DÉFINITION ET PROPOSITION 4.1 .— Soit {X, v) une variété normée. Soit a un
point de X, et soit sçG(X). On dit que s est une symétrie par rapport au
point a si s vérifie Yune des conditions équivalentes suivantes :

(i) s2=id, et a est un point invariant isolé de s;
(ii) s(a)=a,etT^(s)=-id',
(iii) ï7 existe une carte locale (17, u) définie au voisinage du point a, telle que

u(û)=0, et que, dans cette carte, s soit égale à (—id).
De plus, un tel seG(X), s^il existe, est unique. On rappelle la symétrie par

rapport au point a, et on le note s^. On dit alors que X est symétrique pur
rapport au point a.

Démonstration. — D'après le théorème 2.3, un automorphisme vérifiant
(ii) est unique. Il est clair aussi que (iii) entraîne (i) et (ii). La réciproque se
démontre facilement en construisant une carte locale au voisinage du point a,
dans laquelle s est linéaire (voir [15], p. 250).

DÉFINITION 4.2. — On dit qu'une variété normée (X, v) est symétrique si
elle est symétrique par rapport à tout point a de X.

DÉFINITION 4 . 3 . — On dit qu'une variété normée (X, v) est homogène si,
pour tout couple de points (a,b) de X, il existe fe G (X) tel que/(û)==b.

Il est clair que si (X, v) est une variété normée homogène, et si X est
symétrique par rapport à un point a, X est symétrique. Nous allons montrer
maintenant que toute variété normée symétrique est homogène dans un sens
très fort. Montrons d'abord le :

THÉORÈME 4 .4 .— Soit (X, v) une variété normée symétrique. Soit (U, u) une
carte adaptée sur un domaine borné D. Soit a un point de D, et soit B une boule
adaptée de centre u~1 (a) contenue dans 17. Alors, il existe un voisinage W du
point a et une constante K tels que, pour tout bçW :

. ll^-5j|^)fW-û|l.
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(Je note s,, rautomorphisme s^^y) On en déduit que l'application :

X -. G(X),

X h-»- Sy

est continue.
Démonstration. - En utilisant le fait que les éléments de G(X) sont des

isométries pour la distance intégrée d, et en remarquant que b est un point
ûxe pour s^, on peut trouver une boule B^ c c Z), de centre a, et un voisinage
171 du point a tel que, avec les identifications habituelles, pour tout be U^
s^Bt) soit contenu dans D. Soit B^ une boule concentrique c: cB^. Les
inégalités de Cauchy montrent qu'il existe une constante K^ telle que, pour
tout be l/i, s,, soit jKi-lipschitzien sur B^- De même, il existe une constante
K^ telle que, pour tout beU^s^ soit K^lipschitzien sur B^

Soit be 171 n B^ Étudions :

l|s,(û)-S^û)||^||s,(û)-5,(fc)||+||s,(fc)-S^(û)||

^A:J|û-fr||+||fr-û||^(^+l)||b-û||.
Étudions de même :

ll^(û)-^(û)||=||5,(û)-5,(fr)||.

car on sait que s;(û)= -id=s^(&). Par suite, \\si(a)-~s^(a}\\^K^\\b-a\\.
On est dans les conditions d'application du théorème 2.10, et le théorème

est démontré.

PROPOSITION 4 . 5 . — Soit (X, v) une variété normée symétrique, et soit a un
point de X. Alors l'application q>^ :

X ^ X,

x^s,(a)

est différentiable au point a et admet pour application linéaire tangente 2id.
Démonstration. — On peut faire le calcul dans une carte adaptée (17, u) sur

un domaine borné D. Supposons que u(a)=0, et (en identifiant x et u(x)), il
nous faut montrer que :

ll^(0)"5o(0)-2x|| _ ||5,(0)-2jc||
Ml HX||
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tend vers zéro quand x -*• 0, x^O.
On peut trouver une boule B(0, r)c cZ), et un voisinage V de 0, tel que,

pour tout xeV, s, soit définie sur B(0,r) à valeurs dans Z). Soit
BI (0, ri)c: cB(0, r). Soit xeB^nV. Appliquons la formule de Taylor à s^
au point x. On a :

«^^-^^^-(-idX-^ll^lls^ll^llxll2.

On déduit des inégalités de Cauchy qu'il existe une constante M telle que
H s^ ||̂  M, pour tout xeBi nK

Par suite :

||s,(0)-2x||^M||x||2,

et la proposition est démontrée.
Si geG(X\ et si (t,x) ̂ f^(t,x} est un groupe à un paramètre

d'automorphismes analytiques isométriques de X, associé à la transforma-
tion infinitésimale \|/ :

(t^^gU^g-^x))]

est aussi un groupe à un paramètre d'automorphismes analytiques de X , et je
noterai g.^i la transformation infinitésimale associée. Il est clair que
l'application :

9(X) - 9(X),

x|/ -^ g^

est un automorphisme linéaire de g(X).
De ces considérations, on déduit facilement la :

PROPOSITION 4 .6 .— Soir (X, v) une variété normée symétrique par rapport à
un point a de X.

La symétrie Sy définit un automorphisme linéaire involutifde l'algèbre de Lie
g(X). On en déduit une décomposition directe :

9(x)=9,(xre9.w-,
ou :

g.W^egWls..^^},

g,(X)-={<(»€8(X)|s^= -<)/}.
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Si on considère une carte locale udeX au voisinage du point a telle que u (û) = 0
et dans laquelle s^ soit linéaire, on a :

Q^{X}^ ={^egCX')|^ est une fonction impaire de x]
={^69W|x|/(û)=0};

9<,W = { ̂ f€Q(X) | ̂  est une fonction paire de x}
={^eQ(X)|^(û)=0}.

De plus, l'application :
9aW - T^X),

^ ̂  ^(û)

est un isomorphisme d'espaces de Banach réels de Qa(X)^ sur son image.
PRorosmoN 4.7. - Soit (X, v) une variété normée symétrique. Soit a un

point de X. Alors Inapplication :

9,(X)- ^7,(X).

^ ̂  ̂ (a),

définie dans la proposition 4.6, est un isomorphisme d'espaces de Banach réels
de 9,W- sur T,(X).

Démonstration. - Soit (U, u) une carte locale adaptée au voisinage du
point û, telle que u(û)==0, et que, dans cette carte, s^ soit linéaire (= -id).
Quitte à identifier, à l'aide de la carte u, les éléments de 9^ (X)' à des fonctions
holomorphes sur Z)=u(l7) à valeurs dans £, il suffit de montrer que, pour
tout beE, U existe ^€Q^(X)~ tel que ^(a)=b. Identifions, comme
précédemment x et u{x), et considérons :

fk^S^yOSQ.

Il est clair que/^ -^ id quand k -^ 4- oo. Soit :

^^^(A-id).

on a : ^((^^(s^W-O)^-1 s^(0).

On sait d'après la proposition 4.5 que l'application :

b -. s,(0)
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est dérivable en 0 et a pour dérivée 2id. Donc ^(0) tend vers h, quand
k -» +00..

Nous allons maintenant montrer que v|/k(0) ->• 0 quand k -^ + oo. Soit B
une boule de centre 0 c c: D, contenue dans l'image par u d'une boule adaptée
de centre u'^O).

La formule de Taylor appliquée à (ô/ôx) s^y au point 0 donne :

S ( b\ ô F ô2 1 / b \ 1^^^^^^^^-L^^^Jv?^
ii ii ii

^2 W^2' L ?

Des inégalités de Cauchy, on déduit l'existence d'une constante K telle que,
pour tout k assez grand :

ô3

jS»/y <JC.
3x3

Or:

idax^l?
et :

- ^S»/y(0)= ^(S^o5o)(0)= ^/*(0).

D'où, en multipliant par 2*, on trouve :

K
2^(0)- ^-s^(0).(b) < y -^-.

A l'aide des inégalités de Cauchy, on déduit facilement du théorème 4.4 que
(ô/ôx2)S|,,y(0) converge vers (ô/ôx^SotO) qui est égal à 0. Ainsi donc,
<MO) -^ o.

D'après le théorème 3.3, il existe donc ^€Q^(X}~ tel que ^(a)=fc. La
proposition est démontrée.

Nous pouvons maintenant montrer le théorème suivant :
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THÉORÈME 4.8 .— Soir (X, v) une variété normée symétrique. Soit a un point
de X, et soit G^(X) le groupe des automorphismes analytiques isométriques
de X, muni de sa structure de groupe de Lie réel. Alors, l'application orbitale :

r (Y\ p(fl) yG^(X)—A,

9^9'a

est, au voisinage de l'identité, une submersion directe.
Démonstration. — L'application linéaire tangente à p (a) au point { id} est :

Q(D) ̂  T,(X),
^ ̂  W.

D'après les résultats que nous avons démontrés, cette application est un
épimorphisme direct. On en déduit que p(û) est, au voisinage de l'identité,
une submersion directe.

On déduit du théorème 4.8 les résultats suivants :

PROPOSITION 4 .9 .— Soit {X, v) une variété normée symétrique, et soit a un
point de X. Alors il existe un voisinage U du point a et une application
analytique réelle F : U -^ G^(X) telle que :

(i) F(û)=id;
(ii) pour tout xeU, F(x).û=x.
Ceci entraîne en particulier que X est homogène sous l'action de G(X).

THÉORÈME 4.10. — Soit (X,v) une variété normée symétrique.
L'application :

X -. G^(X),

a h-»- s^

est analytique réelle. De même, l'application :

X x X -̂  X,

(a,x)^ s^(x)

est analytique réelle.
Ainsi, l'hypothèse (iv) de [10], p. 44, introduite par W. KRAUP est inutile et

peut-être omise. Le lecteur intéressé trouvera dans [10], [11] et [12] de
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nombreuses propriétés des variétés Données symétriques. En particulier,
W. KAUP donne dans [12] une classiûcation complète des variétés normées
symétriques simplement connexes modelées sur un espace de Hilbert, ou plus
généralement sur un espace de Banach réûexif.
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