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DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES
PAR

MicuiLe MASTRANGELO et DanieLe DEHEN (*)

RESUME. — Considérant le mouvement brownien standard X , () dans R?, nous désignons par
A un ouvert fin borné de R? et par f une fonction définie sur A et A valeurs dans R. Nous disons
que f est finement différentiable en un point x appartenant a A, de différentielle Vf (x) e £ (R%, R)
si, pour tout réel £>0, il existe un temps d’arrét T, P*-presque sirement strictement positif tel
que, pour tout temps d’arrét S<T,, nous ayons :

EX(If e X (S)=f () =V [ (X)X (S)=x]I. 1 X (S)—xlI""]<e.

Dans un article antérieur [10}, M. MASTANGELO a montré que si f est finement différentiable
sur un ouvert fin A4, alors, pour tout réel £ >0, il existe un compact K, < A, tel que la mesure de
Lebesgue de A\ K, soit majorée par ¢ et sur lequel f est différentiable (au sens de la norme), les
deux différentielles ainsi obtenues étant égales.

Nous établissons que si f est finement continiment différentiable, pour tout réel € >0, il existe
un compact K(g)c A, tel que les capacités newtoniennes de A4 et K(g) vérifient :
cap A—cap K(g)<g, et sur lequel f est différentiable.

ABSTRACT. — Considering the Brownian motion X ,(t) in ¢, we designate by A a bounded
finely open set of R* and by f a R-valued function on 4. We say that f is finely differentiable
at a point x of 4, with differential V f (x) belonging to Z (R*, R) if, for any real number £>0,
there exists a Markov time T,, P*-almost everywhere strictly positive such that, for any Markov
time S<T,, one has:

E* (1S X(S)~f(x)=-V /()X (S)-x]|. IIX(S>)-XII"I<£-

In a previous paper [10], we have proved that, if f isfinely differentiable on a finely open set 4,
there exists, for any real number £ >0, a compact set K, < 4, such that the Lebesgue measure of
A\K, is over-estimated by ¢ and on which f is differentiable (in the norm sense), the two
differentials thus obtained being equal. We prove that, if f is finely continuously differentiable
for any real number € > 0, there exists a compact set K (€) < 4, such that the newtonian capacities
of A and K (g) verify : cap A —cap K (¢) <g, and on which f is differentiable. :

(*) Texte regu le 24 mars 1981.

Michéle MASTRANGELO et Daniéle DEHEN, Université de Paris-VI, Mathématiques, Tour 45-
46, 4, place Jussieu, 75230 Paris Cedex 05.
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180 M. MASTRANGELO ET D. DEHEN

1. DEFINITIONS

(@) Reprenant les notations et définitions exposées dans (10], nous disons
qu’une fonction f, presque borélienne au sens de [11], définie sur un ouvert fin
borné A de R? et d valeurs dans R est finement différentiable en un point x de A,
de différentielleV f (x), appartenant a & (R?, R) si, pour tout réel e >0, il existe
un temps d’arrét T, P*-presque siirement strictement positif tel que, pour tout
temps darrét S< T, nous ayons :

EX[|f o X (S)=f(x)=V /()X (S)—x]| x | X (S)—x|I" "] <e.

(b) Sous les mémes hypothéses qu’en (a), nous disons que f est finement
continiment différentiable sur A si f est finement différentiable et si V f est
finement continue sur A.

Nous rappelons les principales propriétés suivantes (cf. [10]).

2. Propriétés de la différentiation fine

(@) Si f est différentiable en x € A, elle y est finement différentiable et les
deux différentielles sont égales.

(b) Si f est finement différentiable en xe A, alors elle y est finement
continue.

(c) La fonction f est finement différentiable en un point xe A si, et
seulement si, pour tout réel a.> 0, il existe un voisinage fin de x, V(x, o), tel
que, pour tout ye V(x, o) nous ayons :

IfO)-fx)=Vf(x)y—xl<ally=xI.

(d) Lorsqu’elle existe, la différentielle fine est unique.

Dans toute la suite, nous supposons que f est finement différentiable sur
l'ouvert fin A.

La démonstration classique permettant d’établir que les dérivées partielles
d’une fonction différentiable sont de premiére classe de Baire utilise la
métrisabilité de R?.

La topologie fine n’étant pas métrisable, la démonstration d’une propriété
analogue pour les différentielles fines est beaucoup plus difficile.

Dans [10]. nous avons montré que, si f est une fonction définie et finement
différentiable sur un ouvert fin A4, alors son gradient fin, V f, est mesurable
pour la mesure de Lebesgue sur A. Il n’apparait pas évident qu'’il soit borélien,
et encore moins de premiére classe de Baire.
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DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 181

Dans la suite, nous supposons que la fonction f est finement continiment
différentiable, c’est-a-dire que V f existe et est finement continue sur A.

Utilisant un résultat démontré par B. FUGLEDE dans [6}, nous pouvons en
déduire que f et V f sont de premiére classe de Baire, donc boréliennes.

3. THEOREME (propriété de Lusin pour les capacités)

Soit f unefonction borélienne définie sur un borélien A, contenu dans R?, dont
la capacité newtonienne cap A soit finie. Pour tout réel € strictement positif il
existe un compact L=L(g)< A, tel que cap A—cap L<e et tel que la
restriction f /L soit continue pour la norme sur R®.

Démonstration. — (a) Si f est borélienne sur A4, f s’écrit comme limite
uniforme de fonctions étagées sur A4 :

f = limn-o ® fn
avec :

fn=ZpeN A-ﬁla:,

ou les B? sont des boréliens, contenus dans A4, et vérifiant BEN Bi=Q si
P#4.

(b) Considérant f,, pour tout borélien B?(peN), il existe, d’aprés les
propriétés de capacitabilité, un compact K? < B? tel que :

cap BP—capK}{<g.272.27P.

Alors :
cap(U,en BE)—cap(U,en K§) <Y en(cap Bf —cap K3).
Par suite :
cap(U,en Kf)>cap A-27"e.
Or:

cap(U,en K2)=limy_ o nen  €aP(U,<n K5).
Par suite, il existe un entier N, e N tel que :
cap(U,<n, K§)>cap 4—€.27 1.

Nous notons K , le compact défini par :
K,= Up‘N, K¥.
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182 M. MASTRANGELO ET D. DEHEN

Nous voyons que :
cap A—cap K, <g.27!
et f,/K, est continue pour la norme.
(c) Nous effectuons maintenant la récurrence a I’ordre n. Nous supposons
construits des compacts K, K,, ..., K,_, vérifiant :
Vpe{1,2,...,n-2}: K,,;cK,cA4,
cap(K,)—cap(K,,,)<e.27?71,

et tels que f,/K, soit continue au sens de la norme.

- Lafonction f, est étagée sur le borélien K, _ ;, par conséquent, raisonnant
comme en (b), nous pouvons déterminer un compact K,< K, _, tel que cap
(K,-1)—cap(K,)<e.2™"et tel que la restriction f, /K, soit continue au sens
de la norme.

(d) Nousnotons L=,y K,. Par limite décroissante, le compact L vérifie
alors cap L=1im,_ . \ cap(K,), par suite :

cap A—cap L=(cap A —cap K,)
+ 2> nen(€ap (K,) —cap(K,.,)) <€ Y, 27 "<e.
Pour tout ne N, f,/K, est continue, donc aussi f,/L. Par limite uniforme,
nous pouvons déduire que f/L est continue.
4. NOTATIONS

Soit f une fonction finement différentiable en x € A.
A tout point x€ A et tout entier n, nous associons :

A, (x)=A,={yed |ly=x|I" | f )= f(x)=V f(x)y—x]|>n""}
et:
D,(x)=D,={yeA :|ly—x|I"'|fO)-f(x)-Vfx)-x]|=(n-1)""}.

Pour tout ensemble presque borélien C, nous notons e, le.1-potentiel
d’équilibre de C, enveloppe inférieure régularisée de ’ensemble des fonctions
1-excessives qui majorent 1 sur C.

L’ensemble A, est effilé en x, par suite, d’aprés le lemme XV, t. 69, de [11] :

lim, . €4 s)nB(x, n (X)=0.
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DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 183

Nous désignons par r,(x) le réel :
ra(x)=r,=inf[27" r,_; (x), sup{r>0: e, (). »(x)<27""2 .

et nous notons :
Ml(x)=U"E~[D,(x)n§<x, %)]

D’apreés la sous-additivité des réduites, on a :

eMl(x)(x)SE,SN 2_"-2 < l.

Ceciimplique d’aprés la remarque XV T 62 b)de[11] que M, (x)est effilé en x.

Utilisant le critére de Wiener, nous pouvons déduire du fait que M, (x) est
effilé en x, que :

cap[M, (x) n B(x, p)]
cap[B(x, p)]

-0 (p—0).

Or, utilisant la sous-additivité des capacités, nous avons :-
0<cap[4nB(x, p)l—cap[4 n B(x, p)\M, (x)] <cap[M, (x) n B(x, p)]
et :
0<cap[B(x, p)]—cap[B(x, p)\A4] <cap[4 n B(x, p)]
ou :

cap[B(x, p)n [ 4]
cap[B(x, p)]

-0 (p—0).

Nous pouvons donc conclure que :

cap[B(x, p)]—cap[4 n B(x, P\M, (x)] _

0 - 0).
cap[B(x, p)] °=0)

Ce qui nous conduit a la notation suivante pour tout x€ A4 :

R(x)=sup{n‘l :neN,Vp<n™!, peR,:

cap[B(x, p)]—cap[4 n B(x, p)\ M, (x)] <2_“,_,,} >0
cap(B(x, p)]
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184 M. MASTRANGELO ET D. DEHEN

et nous posons :
No(x)=1/R(x).eN.
Nous notons, pour tout x€ A, par M (x) I'ensemble :

M (x)=M, (x) " B(x, R(x)).

5. PROPOSITION
L’ensemble M (x) est un borélien effilé en x tel que :
cap[B(x, p) n A]—cap[B(x, p) n A\M (x)]
Supp>0
cap[B(x, p)]

et tel que V f(x) soit la différentielle de f — au sens de la norme — sur

ANM (x) :
Ve>0, 3p(e)>0, Vye[ANM(x)]nB(x, p(E)) :
L fO) =)=V fx)y—x]l<elly—x]l.

Démonstration. — Si p<R(x); alors :

} <2—4(d—2)

cap[B(x, p) n A]—cap[B(x, p) n A\M (x)]

<2—4(d-2)
cap[B(x, p)]

et,si p=2R(x)=R:

cap[B(x, p) n A]—cap[B(x, p) n AN\M (x)]
<cap[B(x, R)n A]—cap[B(x, R) n AN\M (x)]
<274@"Dcap[B(x, R)] <27*4" P cap[B(x, p)],

car, si A et B sont disjoints et si C = A alors, comme la capacité newtonienne
est alternante d’ordre deux et croissante, nous avons :

cap(A v B)—cap(Cu B)<capA—capC.
La seconde assertion de cette proposition se déduit immédiatement des
définitions.
Soit f une fonction finement continiiment différentiable sur I'ouvert fin A.
Utilisant le théoréme 3, nous savons que, pour tout réel €>0, il existe un

compact L(g)< A, vérifiant cap(A)—cap (L(g)) <t et tel que les restrictions, a
L(g), de f et V f soient continues.
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DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 185

Nous pouvons alors démontrer les propositions suivantes :

6. ProposiTiION
L’application r,=(x~~r,(x)), définie aux notations 4, est semi-continue
supérieurement sur les compacts L(g), € >0, introduits ci-dessus.

Démonstration. — Elle se composera de deux étapes :

(a) Si{x,} pen €St une suite de points de L (g), convergeant vers x et si r est
un réel positif, alors, pour tout neN :

A, (x) N B(x, 1) UyenMNps v An(x,) N B(xp, 7).
(b) Sur L(g), 'application r,=(x~»r,(x)), définie en 4, est semi-continue
supérieurement.
(@) SiyeA,(x)n B(x, r) alors :

LfO)=f(xX)=Vf(x)y=x]| _ _,

>n" 1
IHy=xll
Par suite il existe un entier N tel que, pour tout p=> N nous ayons :

If(y)-f(xp)—vf(xp)[y—xp] >n_1.
lly—x,ll

ly—x|l<r et

ly—x,ll<r et

Par conséquent :
A, (x) " B(x, r)=Upyen Npsn An(xp) N B(x)p, 7).

(b) Soit {x,, },,GN une suite d’éléments de L(g), convergeant vers un
point x. Si lim sup,.. r,(x,)>a>0, il existe une sous-suite, extraite
de {x,},.n telle que lim,_, 7, (x,)>a>0.

Pour simplifier les notations, nous écrivons la sous-suite { x,, },cn-

Il existe un entier N € N tel que, pour tout p=> N nous ayons r,(x,)>o. Il
s’ensuit que, pour tout p=N :
eA,(x,)r"\B(x’.ui(xp)gz_n-2~
Ce qui implique que, pour tout g=N :

-n=2
en,;NA.tx,)nmx,.a)(xq)<2 :

. Cgmme (y”“"’ﬂ,,zu Au(x,) A Blx,. ) Q)) est une fonction semi-continue
inférieurement pour la norme, ceci entraine que :

-n—-2
e(‘\,,;NA.(X,)f'\B(.\',.u)(x)sz .
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186 M. MASTRANGELO ET D. DEHEN

Par suite, par limite croissante :
€UNENNp> NAL(x,) N B(x,, 0 X)S27"7 2,
et comme, d’apres (a),
A,(x) " B(x, a)= Unen Npan 4a(x,) N B(x,, @),
nous avons :
€4,(x)nB(x, a) (x)<27"72,

par conséquent a est plus petit que r,(x) et :

ra(x)=1im sup,. . r,(x,).

8. PROPOSITION

Soit {x,} pen une suite de points de L(g) (introduit précédemment),
convergeant vers un point x, alors pour tout réel p=>0 :

M, (x) A B(x, p)> Nyen Upon My (x,) A B (x,, p).

Démonstration. — Nous allons montrer que M, (x)> N,n U, 50 M, (X))
Soit y € Mpen Upzn My (x,). Alors pour tout ne Nil existek, €N, et p, > n tels
que :

ly—x, lI<r, (x,)/2
et:
IfO)=f(x,)=Vf(x)=x])1Zlly—x, I/(k,—1).

Nous avons alors deux possibilités :

(1) y=x=yeM,(x);

(2) y#x. Alors il existe une suite cofinale telle que pour tout n, nous
ayons :

O<a=|ly—xlI/2<lly=x, Il <r (x,)/2<27%"".

Par conséquent la famille { k, },..y est bornée. En prenant éventuellement une
sous-suite et en choisissant kK =1lim infk,, nous pouvons supposer que pour
tout n, k,=k.

TOME 110 — 1982 — N°2




DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 187

Alors par passage a la limite, en utilisant la semi-continuité supérieure de
r,, NOUS avons :

ly—x|I<lim inf, , . 271 r, (x,)<r, (x)/2
et, en utilisant la continuité de fet V fsur L(g) :
If0)=f(x)=Vfx)y=x11Zlly—x]|l/k-1).
Par conséquent :

yeD,(x) n§(x, r.(x)/2)eM; (x).

9. PROPOSITION

Pour tout réel €>0, il existe un compact C (€)= L (€)= A et une constante

c(e)=c>0 tels que :
capA—capC(e)<e,

infR/C(g)=c(e)>0.

Démonstration. — L’application R définie aux notations 4 est strictement
positive en tout point x€ A. Par suite :

Ueso{R>c} nL(e)=L(e).
Ceci implique, par limite croissante que :
lim,,, 7cap({ R>c} n L(g))=cap L(e).
Il existe donc une congtante c(e)>0 telle que :
cap( { R >c(s)} I L(a)} )>cap L(e)—[e—cap A+cap L(g)].

Utilisant la capacitabilitt de {R>c(e)}nL(e), il existe alors un
compact C (g) vérifiant :
CEe)={R>c()}nL(e)
et:
capC(e)>capL(e)—[e—capA+capL(e)]=>capA—e.

10. ProPOSITION

L’application R=(x ~+R (x)) définie aux notations 4 est semi-continue
inférieurement sur les compacts C(€), €>0, introduits a la proposition 9.
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188 M. MASTRANGELO ET D. DEHEN

Démonstration. — Soit { x,},.y une suite de points de C(g) convergeant
vers un point x. Nous nous proposons de montrer que :

R(x)<lim infR(x,).
Notons R=lim inf R(x,). Nous savons que :
R>c(g)>0.

Par extraction d’une sous-suite, nous pouvons supposer que, pour tout
PeN, R(x,)=R (car lim,_ , R(x,)=R et {R(y): R(y)=c(e)>0} est
discret).

Alors, pour tout pe R, , nous avons :

cap[4 N B(x, p)\ M, (x)]
<cap[An(Uyen MpsnB(x,, )N (M, (xp))
<limy_ T cap[4 N (Nyan Blx,, p) [ M (x,))]
<lim inf,  , cap[4 N B(x,, p)n [ M, (x,)]
<lim inf, .. , cap[4 n B(x,, p) \ M, (x,)].
La fonction (x~»cap [4 N B (x, p)\ M, (x)]) est donc semi-continue

inférieurement, pour tout réel p>0. Sur R, xC(g) nous définissons la
fonction :

®(p, x)= cap[B(x, p)]—cap[A n B(x, p)\ M, (x)]

cap[B(x, p)]
®(0, x)=0,

st p>0,

Nous voyons que cette fonction est semi-continue supérieurement sur
R*% xC(e).

Supposons, par ’absurde, que R (x)> R, alors :
Vp<R(x): ®(p, x)<2741"2
et, pour tout p, il existe un p,€]R, R(x)[ tel que :

®(p, x,)>2744" D),

La suite p, admet un point d’accumulation py€[R, R(x)] et, par

extraction éventuelle d’une sous-suite, nous pouvons supposer que, dans
R* xC(g) :

(Pps xp)_—>(po, x) (p— o).
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DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 189

La fonction @ (p, y) étant s. c. s. sur R% x C(g), nous pouvons en déduire
que :
d>(pO’ X)lem supp-0w d)(pp9 x,)>2" -2

ce qui est contraire au fait que :
@ (pg, X)<274UW"2),

La proposition est donc démontrée.

11. THEOREME

Soit f une fonction définie et finement différentiable sur un ouvert fin A< R°.

Pour tout réel € >0, il existe un compact K (€)=K < A tel que les capacités
de A et K (g) vérifient cap A —cap K (€) <€ et tel que la restrictionde f a K soit
continiiment différentiable.

Démonstration. — Nous fixons le réel > 0.
Pour tout entier m>1 et tout réel n >0, nous notons :

Q(m,n)={xeC(e/2): YyeAnB(x,n)\M,(x),
IfO)—fx)-Vf(x)y=x]I<sm™t|ly=x|I}.
12. LEMME

L’ensemble Q(m, 1) est compact.

Démonstration du lemme. — Soit { x,}€Q(m, n), x, - x.
Nous savons d’aprés la proposition 8, que :

M, (x)n_ﬁ(x, M2 Nyen Up)NMl(xp)nE(xP’ n)

et donc :

AN B(x, n)\Ml(x)CUNEN np;NAnB(xpv n)\Ml(xp)'
Or, si :
. Y€Unen Mypsn AN B(x,, N)N\ M, (x,),

il existe un N eN tel que, pour tout p=> N, nous ayons :
£ O)=f (x,)=V f(x)ly=xJI<m™ |l y=x,]I.

Comme x, — x et comme f est continue sur C=C(g/2), ainsi que V f, il en
résulte que x appartient encore a Q(m, 1).
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190 M. MASTRANGELO ET D. DEHEN

Suite de la démonstration du théoréme 11. — Comme :
Un>0Q(m, n)=C(e/2)=C
et comme cette réunion est croissante, nous avons :
' capQ(m,n) »capC  (n \ 0).

Nous allons effectuer une construction par récurrence.

Comme U, @ (1, n)=C, et comme la réunion est croissante, il existe un
réel n(1)>0 tel que :

capC—capQ(1, n(1))<e.273...
Par récurrence, supposons construit Q (m, n (m)) vérifiant :
cap[NrZ{ @k, n(k)]—cap[Ni=, Qk, n(k))1<e.27""2.
Alors, comme la réunion croissante des Q (m+ 1, n) vérifie :

Un>0@(m+1, n)=C> Ny=1 2k, n(k))
=Un>o[@m+1, ) N7=y @k, nk)]=NF-1 @k, n(k)),

il existe un réel 1 (m+1) tel que :

cap[Ny=; @k, nk))] .
—cap[Q(m+1, n(m+1)) Ni=, Qk, n(k))]<e27™>.

Nous voyons alors, que, pour tout meN, :

cap[N7-; @k n(k))1=capC(e/2)—e. 3 7=, 27" "%
Nous notons K (¢)=K le compact :
K (&)= Nnen, @(m, n(m))=C(e/2).
Nous pouvons conclure par intersection décroissante de fermés que :
capK>capC—¢g/2=capK=>capA—e.
Pour établir la différentiabilité de la restriction defa K, il suffit de montrer

que la restriction f/C est différentiable en tout point de K.

Sif/C n’était pas différentiable en un point x € K, il existerait un réel o >0 et
une suite (y,),en contenue dans C et convergeant vers x telle que, pour
tout neN :

10D )=V f @)= >l =
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DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 191

Se limitant, éventuellement a une suite cofinale, nous pouvoné, utilisant la
proposition 11, supposer que, pour tout neN :

lya—xlI<R(x) et  R(@,)2R(x)/2.
Soit i) (Ent [10/a] + 1) le réel défini au début de cette démonstration nous

notons ) =inf [n (Ent [10/a]+1), R(x)/2).
Nous voyons alors que, pour tout neN :

B, 1)\ M, 0)=B0m 1)\ M),
et, poﬁr tout zeB (y,, ")\ M(©Y,) :
|f @)= f @)=V @) z=ydI<allz—y,lI/10.

~ Utilisant la continuité de V f sur C (€/2), nous pouvons supposer, en nous
limitant, éventuellement, 4 une suite cofinale des (y,) que, pour tout neN, la
norme ||V f(y,)—V f (x)|| est majorée par a/10.

Pour tout entier ne N, il apparait alors que, pour tout z€ A N B (y,, inf
(M, 27 ly,—x11))\ M (y,), nous avons la minoration suivante :
| f@)=f )=V f(x)[z—-x]I
2| fyn)—f(X)=V f(x)y.—x]|
=1 f@=f)=V SO z=yll
=V @)=V f(x)]z=y.l

2
Zagllz—xll—allz—xﬂ/lo

—al|z—x||/10=a]z—x|I/3.
Nous voyons que I’ensemble :
F=Uns~ Ann B[ym lnf(Tl, 2-1 "yn—x“)] \M(yn)

est contenu dans I’ensemble :

E={zeA @)= F )=V S @)z—x1> %luz—xu}.

Comme f est finement différentiable en x, E est effilé en x.
Pour simplifier les notations, nous supposons, dans la suite que la
dimension d est supérieur ou égale a 3. Le critére de Wiener s’écrit alors :

Y en 2" cap[E A {2"’"<||z—x|l<2"'~}]<°°-
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Si peN, il existe n>2p et N tels que 27" !<|yy—x|<27" et
27 lyy=xlI<n.
Alors :

By, 27 lywv—xl)={27" 2 <|| . —x|I<27"*1}.
Et nous avons la fninoration suivante :
A,.=2("'”“'2)cap[Fn{2"'<||z—x||<2'.'“ 1
+2"4=Dap[F A {27 1<l z—x[|<27"}
+20+DU=Dgap[F A {2777 2g]|z—x ]| <27 )
220" Dcap[B(yy, 27 lyw—x 1)\ M On)]-
Or, utilisant 1a proposition 3 et lefait que { yy }yen =C (€/2); nous pouvons

nous limiter & une suite cofinale de yy yn de maniére que, pour tout NeN,
nous ayons :

27! lyy—xll<c(e)<inf{ R(z) zeC(€) }.
Par suite, d’aprés la définition de R(x) donnée aux notations 4:

cap[AnB(y, 27 iyy=xI)\MON)]
=capB(yy, 27 lyy—xI1)1=27*“" cap[B(yy, 27 lyw—xI1)]
2(1 _2-4(4—2))(2—1 . “ yN_x" )d-2>(l _2—4(d—2))‘2(—n—2)(d—2).
Il en résulte que :
A, =(1-27414-2) 2-30d=2)
1l existe donc une sous-suite strictement croissante dans N telle que :

Y, en2" 4" Dcap[F {27}
<llz=xl|<27"}]2Y,n27 307D =27 7D

Cette série est donc divergente.

On obtient une contradiction avec I'inclusion F < E et le fait que E soit
effilé et le théoréme est démontré.

La proposition suivante donne un exemple de fonction finement
continiiment différentiable, qui n’est pas différentiable quasi-partout.

TOME 110 — 1982 — N°2




DIFFERENTIABILITE FINE ET CAPACITES 193

12. PROPOSITION

1l existe des fonctions, définies sur des ouverts fins AR, finement
différentiables sur A, dont la différentielle fine est finement continue sur A et qui
ne sont pas différentiables quasi-partout.

Démonstration. — Pour simplifier les notations, nous supposons d= 3.
Dans R? nous notons A I’hyperplan { x' =0}; il est connu qu’un hyperplan
n’est pas polaire. Nous désignons par A4 la boule de R?, centrée & I’origine et
dont le rayon est égal a 10.

Nous considérons la famille des boules fermées :
B (k ks ... k) (neN,, k,, ..., kpezé™ 1)

de centre ¢, =(x', x%, ..., x9),
x1=3.2"""2,  x2=k,27" ..., x"=k,.2""

et de rayon : r,=2"""1"8m4
Nous montrons, dans un premier temps, que :

C= Rd\ Une N kaoks, ... k,)EZ! B;,k,. . kg
est un voisinage fin de A. Pour cela, nous notons :
Dn = Ua,. R ATY Lot B;,. kg
Nous voyons que, pour tout xeA :
Y <2 Bcap[D, N (B(x, 2" ")\ B(x, 27" )]
Sz‘n 22-h+nl-3+8/d) < 94 2=n/3

Utilisant le critére de Wiener et la sous-additivité des capacités, nous
pouvons conclure que :
C = Rd \ Une N D n
est un voisinage fin de A.

Soit ¢ une fonction de classe € sur R, $=>0, ¢ nulle sur [ B (0, 1),
vérifiant @ (0)= 1. Pour tout entier ne N, nous notons @, (x)= ¢ (x/r,) et nous
considérons la fonction :

f(x)=z,.e~_(k,_k,_ ckyez P (x— Cl:',k,...k,)-

Comme les boules By, sont disjointes, la fonction f est définie sur R,
différentiable sur R\ A. Comme, de plus :

_md
) C=R \UneN..(k,...k,)eZ“‘ B/:',...k,
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est un voisinage fin de A, sur lequel f est identiquement nulle, f est finement
différentiable sur A et la restriction, 4 A, de V f est identiquement nulle.

Sur AN\ A, la différentielle fine est égale a la différentielle au sens de la
norme; elle est continue, donc finement continue. '

En tout point x de A, nous avons :
Vf(x)=0=Vf/C,

C étant un voisinage fin de x.

Par suite V f est finement continue sur A tout entier. _

Comme @ est nulle sur tB (0, 1) et égale & 1 en 0, il existe un point de
B(0, 1)ou||Ve||=1=||V @,||=>n. Par translation, dans toute boule By, ,
il existe un point ou ||V f||=>n.

Il en résulte que V f'n’est continue en aucun point de A, qui est négligeable
mais non polaire.

En tout point ¢, , nous avons :
f(cl:,. . .k,) = (pn(cI:,. . Jc,) =1

La fonction f n’est donc continue en aucun point de A; elle n’est donc
différentiable (pour la norme) en aucun point de A.

Cependant, pour tout réel £€>0, il existe un réel a>0 pour lequel le
compact K (g)=B (0, 10—a)\ {x'€]0, af } vérifie cap (4 \ K (¢)) <€ et la
restriction de f'a K (g) soit continiment différentiable.
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