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UNE DEMONSTRATION GEOMETRIQUE
DU NULLSTELLENSATZ ANALYTIQUE COMPLEXE

PAR

P. MAZET (*)

-RESUME. — Nous donnons une démonstration du Nullstellensatz de la géométrie analytique
complexe qui utilise la décomposition locale des sous-ensembles analytiques en revétements
ramifiés. Cette preuve, plus constructive que la démonstration usuelle, fournit un controle plus
précis de ’exposant et est valable en dimension quelconque (méme infinie).

ABSTRACT. — We give a proof of the Nullstellensatz in complex analytic geometry which uses
the local decomposition of analytic subsets into ramified covers. This proof, more
constructive than the usual one, gives a more precise control of the exponent and is valid for any
dimension (even infinite).

Les différents Nullstellensatz de la géométrie complexe sont des théorémes
qui assurent que la nullitt de ¢ sur un ensemble d’équation
fi=f,=...=f,=0entraine ’existence d’un entier N tel que ¢" appartienne
a I'idéal I engendré parf,, /s, ..., f,, ce qui revient & dire que I'idéal des @
nuls sur cet ensemble est la racine de I.

Les démonstrations classiques de ces théorémes sont de nature algébrique
et utilisent essentiellement le fait que la racine de I est 'intersection des idéaux
premiers contenant I (rappelons qu’en I’absence de propriétés noethériennes
ce point utilise I’axiome du choix). Ces méthodes ont le défaut d’étre non
constructives et donc de ne donner aucune précision sur ’entier N. En
particulier, en dimension infinie, ’anneau utilisé n’étant plus noethérien on ne
peut plus assurer, avec la démonstration « algébrique », ’existence d’'un N
valable pour tout @ car on ne sait pas si la racine de I est de type fini.

La démonstration que nous proposons ici est de nature géométrique et
fournit un entier N, valable pour tout @, qui est rattaché a des invariants
géomeétriques, a savoir des degrés de revétements ramifiés ou, ce qui revient au
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méme, des multiplicités. La démonstration « algébrique » est classique en
dimension finie, elle est donnée, par exemple, dans [6]; en dimension infinie on
pourra la trouver dans [5] pour les espaces de Banach ou dans [4] pour les
espaces localement convexes.

Pour plus de détails sur I'utilisation des revétements ramifiés et des
fonctions symétriques qu’ils définissent on pourra consulter [1], [2] et [3].

La notion d’espace analytique convenable avec ses principales propriétés
est exposée dans [4].

1. Rappels
1. Revétements ramifiés

Soient F et G des espaces localement convexes séparés (en abrégée.l.c.s.), Q
un ouvert connexe non vide de G, A une partie fermée de Q et X une partie de
Q x F; notons o le complémentaire de A dans Q et = la projection de X sur Q.
‘On dit que X est un revétement ramifié de Q avec A pour .ensemble de
ramification si et seulement si :

1. A est négligeable dans Q (c’est-a-dire que, pour tout U ouvert de Q, les
fonctions analytiques bornées sur U N o ont un prolongement analytique et
un seul & U). ‘

2. © est une application propre.

3. n~!(w) est un sous-ensemble analytique de @ x F.

4. Sur n~! (), = est localement un isomorphisme analytique.

5. X est I'adhérence de ' () dans Q x F.

Considérons un tel revétement ramifié; on peut toujours modifier 4 pour
supposer que I’ensemble de ramification est une hypersurface analytique
(d’intérieur vide) de Q. L’ouvert o est connexe et le cardinal de ™ ! (@) poura
dans o est une constante, c’est le degré du revétement ramifié.

L’ensemble X est un sous-ensemble analytique de Q x F qui admet une
équation T'(x, z)=0 dite équation canonique de X; la fonction T est &
valeurs dans I’algébre symétrique (complétée) de F, c’est un polynéme
unitaire en z dont le degré k est le degré du revétement. Pour tout x de Q,
T'(x, z)=0 a exactement k racines (comptées avec leur multiplicité) qui sont
simples lorsque x¢ 4; la multiplicité de la racine z est, par définition, la
multiplicité du point (x, z) de X.

L’ensemble X se décompose en une réunion finie de parties X, qui sont
encore des revétements ramifiés de Q lesquels n’admettent pas de
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décomposition propre comme réunion de revétements ramifiés. La famille des
X, est essentiellement unique, ce sont les composantes irréductibles de X.

Si f est une fonction analytique de X dans C (c’est-a-dire qu’elle est
localement la restriction d’une fonction analytique sur un ouvert de Q x F)
on définit la norme de f, notée N(f), en posant, pour x€eQ,
N (f)(x)= H f(x, z;) ot les z; sont les racines (répétées avec leur multiplicité)
de T (x, z)=0. Cette norme est alors une fonction analytiques sur Q dont le
lieu des zéros est évidemment la projection du lieu des zéros de f.

2. Espaces analytiques convenables

Soient Q un ouvert d’un e.l.c.s. E et X un sous-ensemble analytique de Q.
On dit que le germe de X en un point a de Q est convenable si ce germe est la
réunion d’un nombre fini de germes de revétements ramifiés; on dit que X est
convenable si, en tout point de Q, le germe de X est convenable.

Un espace analytique convenable est alors un espace analytique (réduit) qui
est localement isomorphe a un sous-ensemble analytique convenable.

On a la propriété de stabilit¢ des espaces analytiques convenables
suivante :

Pour tout espace analytique convenable X et toute fonction analytique f
définie sur X, lelieu des zéros de fest encore un espace analytique convenable.

Il s’ensuit que tout sous-ensemble analytique de définition finie d’un espace
analytique convenable est encore un espace analytique convenable. En
particulier les espaces analytiques (réduits) de dimension finie ainsi que les
sous-ensembles analytiques de codimension finie étudiés par Ramis [5] sont
des espaces analytiques convenables.

De nombreux énoncés valables pour les espaces de dimension ou de
codimension finie sont en fait valables pour tous les espaces convenables.
C’est le cas en particulier pour le Nullstellensatz comme nous allons le voir.

I1. Le cas d’une hypersurface d’un ouvert d’e.l.c.s.
1. Ouverts adaptés et théoréeme de Weierstrass

DEeriniTioN 11.1. — Soient E un e.l.c.s., Q un ouvert de E et f une fonction
analvtique de Q dans C. On dit qu’un ouvert non vide de Q est adapté a f s’il
existe une décompositionde E en F x G, avec dim G =1, pour laquelle I'ouver!
s’écrit U x D, U étant un ouvert connexe de F et D un disque ouvert de G tels
que U x D soit contenu dans Q et f ne s’annule pas sur U x 0D.
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Pour un tel ouvert adapté, si g est analytique au voisinage de U x D et
xeU, on déinit g, holomorphe au voisinage de D par g,(z)=g(x, z). En
particulier lafonction f, admet un nombre fini de zéros dans D dont la somme
des ordres est un entier n indépendant de x (parce que U est connexe)

On a alors le théoréme de division de Weierstrass qui affirme que, pour g
analytique sur U x D, il existe ¢ analytique sur U xD et ay, a4, ..., @y,
analytiques sur U telles que I’on ait :

V(x,2)eUxD, gx,z)=q(x, 2)f(x,2)+) 5257 a,(x)2".

En outre, pour xe U, on obtient g, et les a,(x) en effectuant la division (en
1 variable) de g, parf,.

On en déduit en particulier que, pour quedivise g sur U x D, il suffit quef,
divise g, sur D pour tous les x appartenant & un ouvert non vide U
puisqu’alors le principe du prolongement analytique implique la nullité
des a;.

2. Exposant et Nullstellensatz globaux

Considérons une fonction analytique f sur un ouvert d’e.l.c.s. et un ouvert
U x D adapté & f. Pour x e U, notons a(x) le maximum des ordres des zéros
de f, dans D. Pour étudier cette fonction « de U dans N. Faisons intervenir le
polynome de Weierstrass de f; plus précisément, si n est la somme des ordres
des zéros de f,, la division de z" par f fournit une relation :

"=¥1a,(x)2" '=q(x, 2) f (x, 2)

ol le premier membre est un polynome en z dont les racines sont exactement,
et avec la méme multiplicité, les zéros de f, dans D.-Remarquons alors que les
coefficients de ce polynome sont des fonctions analytiques de x et que, dans
I'ensemble des polynomes unitaires de degré n, ceux qui ont une racine au
moins d’ordre supérieur 4 un entier donné forment un sous-ensemble -
algébrique; on en déduit immédiatement :

ProrosiTioN I1.1. — Soit U xD un ouvert adapté a une fonction
analytique f. Le maximum des ordres des zéros de f, dans D est une fonction
semi-continue supérieurement de x; elle atteint son minimum sur le
complémentaire d’un sous-ensemble analytique de U. La valeur de ce minimum
s’appelle I'exposant de f sur U x D.
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Cette notion d’exposant permet d’énoncer :

TutoreME I1.1 (Nullstellensatz global). — Soit U x D un ouvert adapté a
une fonction analytique f dont Iexposant sur U x D est €. Alors pour que g
analytique sur U x D s’annule sur (U x D) n f~1(0) il faut et il suffit quef divise
g° sur U xD. :

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante, montrons
qu’elle est nécessaire. Si g est nulle sur (U xD)n f~1(0), pour xeU, gt
s’annule en tout point de D ou f, s’annule et ce & un ordre au moins ¢. Il
s’ensuit quef, divise g5 sur D chaque fois que a (x) =€. Comme cette égalité a
lieu sur un ouvert non vide, la conclusion découle du théoréme de division de
Weierstrass.

Remarque. — Dans I’énoncé précédent on ne peut pas remplacer € par
un entier strictement plus petit. En effet, U xD étant adapté a f,
(U xD)n f~1(0) est un revétement ramifié de U; ce revétement admet une
équation canonique T'(x, z)=0, ou T, est un polynéme en z dont toutes les
racines sont simples sauf si x appartient & ’ensemble de ramification.

Il existe donc un ouvert dense de U sur lequel T, n’a que des racines simples
et f, a au moins une racine d’ordre € dans D. Alors T est nul sur
(U xD)n f~1(0)et, pour que fdivise T", il faut quef, divise T} et donc n>e.

3. Exposant et Nullstellensatz locaux

On sait que ’anneau local 0, des germes de fonctions analytiques au point
a est factoriel. Cela permet de donner la définition suivante :

DEFINITION I1.2. — Pour ¢ non nul dans @, on appelle exposant de @ et 'on
note (@) le plus grand des exposants qui interviennent dans une décomposition
de © en facteurs irréductibles. Par convention on pose €(0)=1.

Pour f analytique au'voisinage de a on définit l'exposant de f au point a
comme lexposant du germe de f en a et on le note e(f, a).

On a alors : "

TueoreME I1.2 (Nullstellensatz local). — Soit ¢ un germe de fonction
analytique au point a d’exposant € (@). Alors, pour qu’un germe \ soit nul sur
@~ (0) il faut et il suffit que ¢ divise Y='®.

Démonstration. — La condition est évidemment suffisante, montrons
qu’elle est nécessaire. Cela est clair si ¢ =0 ou ¢ est inversible (on a alors
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€(p)=0), supposons donc que ¢ s’écrive @} .0%...¢% ou les ¢; sont
irréductibles, deux & deux non équivalents.

Soit f(resp. g) un représentant de ¢ (resp. ¥). Comme il existe une base de
voisinages de a formée d’ouverts adaptés & f(puisque ¢ #0), on peut trouver
un tel ouvert U x D sur lequel fet g sont définis et g s’annule lorsque fs’annule.
Si € est I’exposant de f'sur U x D, le Nullstellensatz global (th. II.1) affirme
quefdivise g* et donc que ¢ divise y*. Il s’ensuit que  est divisible par chacun

des facteurs irréductibles de ¢, donc par le produit @, .¢,. ... . @,. Ainsi
(@1.95. ... . 9,)® divise y*® et, par définition de €(¢), on a o;<e(p)
d’ou @ divise (@,.0,. ... . 9,)®; le théoréme en découle.

Remarques. — 1° Ici encore on ne peut pas remplacer €(¢) par un entier
strictement plus petit. C’est évident si =0 (avec la convention 0°=1) et
pour ¢ inversible. Lorsque ¢=07.¢%.....¢  on constate que
V=¢;.0,. ... . ¢,s’annule sur ¢~ (0) et que ¢ divise Y” si et seulement si
p2supa,=¢c(o).

2° Si f est une fonction d’une variable complexe, £(f, a) n’est autre que
’ordre du zéro de f au point a.

4. Lien entre exposant local et exposant global

Considérons une fonction analytique /et un ouvert U x D adapté & cette
fonction. Si V est un ouvert connexe non vide de U il est clair que ¥ x D est
encore un ouvert adapté a f; par ailleurs I’exposant de fsur U x D est le méme
que sur ¥ x D puisque (avec les notations du 1°) a.(x) atteint son minimum
sur un ouvert dense donc en des points de V.

Si maintenant on remplace D par un disque D’ plus petit mais tel que ¥ x D’
soit encore adapté a f'il est clair que a(x) est remplacé par un o’ (x) plus petit
et donc que I'exposant de f diminue.

Prenons alors un point a de U x D et notons &’ le minimum des exposants
de f sur les ouverts adaptés a f, relatifs 2 la décomposition E=F x G, qui
contiennent a. Il est clair que ce minimum est atteint pour un voisinage
adapté de a et donc pour tous les voisinages plus petits. Reprenant alors la
démonstration du théoréme II.2 on constate que, si ¢ est le germe de fena, et
V est un germe nul sur ¢ ~* (0) on a : @ divise y*. D’aprés la remarque qui suit
le théoréme on conclut €' =& (f, a).

Prouvons qu’il y a en fait égalité.

Dans la décomposition de E en F x G, a s’écrit (b, c); on peut toujours
réduire U et D de fagon a trouver un voisinage adapté V' x D’ de a tel que f, ne
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s’annule pas sur D'—{c}. Alors, si g analytique sur ¥ x D’ s’annule sur
(V xD)n f~1(0), le Nullstellensatz local assure que f divise g*‘/>® sur un
voisinage V' xD” de a contenu dans V' xD’. Cependant, si ¥V’ est pris
suffisamment petit f ne s’annule pas sur ¥V’ x(D'—D"’) et donc f divise g*¢ /* @
sur V' xD’. Autrement dit £, divise g¢(/>® sur D’ pour tout x de V’; le
théoréme de division de Weierstrass permet donc de conclure que f divise
g*/9 sur V'xD'. De la remarque suivant le théorémeIl.1 on déduit que
£(f, a) est plus grand que I’exposant de f sur ¥ x D’ qui, par définition, est
plus grand que &’; comme ’on a €' Z¢&(/, a), ces trois nombres sont égaux.

On a donc :

ProrosiTion I1.2. — L’exposant d’une fonction analytique f en un point a
ou son germe n’est pas nul est le minimum des exposants de f sur les voisinages
adaptés de a.

~ Avec les hypothéses et notations précédentes on conclut donc que
P’exposant € de fsur U x D est plus grand que tous les €(f, a) pourae U x D,
C’est-d-diree €' =sup, ., .p & (f, a). Cependant, si g est analytique sur U x D
est nulle sur (U x D)~ f~1(0), le Nullstellensatz local prouve que f divise g*
au voisinage de tout point de U x D donc sur U x D. La remarque suivant le
théoréme II.1 prouve donc € >¢€ et, par conséquent " =E¢.

En conclusion nous pouvons énoncer :

ProrosiTioN I1.3. — L’exposant d’une fonction analytique f sur un ouvert
adapté U x D est le maximum des exposants locaux € (f, a) lorsque a parcourt
U xD.

THeorEME 11.3. — Pour f analytique sur un ouvert Q d'e.l.c.s. la fonction
a~ &(f, a) est semi-continue supérieurement.

Démonstration. — Soit a€(, si le germe de fen a est nul on a e(f, x)=1
pour x voisin de a, sinon, d’apreés la proposition II.2, il existe un voisinage
U x D de a adapté af sur lequel I'exposant de f'est € (f, a). La proposition II.3
affirme alors que, pour be U xD on a &(f, b)<e(f, a) et le théoréme en
découle.

III. Le cas d’une hypersurface d’un revétement ramifié

Le passage des ouverts d’e.l.c.s. aux revétements ramifiés repose sur
I’énoncé classique suivant : .
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PropostTioN III. 1. — Soient Q un ouvert connexe nonvide dune.l.c.s. E, X
un revétement ramifié de degré k de Q, f et g des fonctions analytiques sur X.
On suppose que f n'est identiquement nulle sur aucune des composantes
irréductibles de X. Alors les énoncés suivants sont équivalents :

1. La fonction méromorphe g/f est localement bornée sur X.

2. Lajfonction méromorphe g /f vérifie une relation de dépendance intégrale
de degré k sur 0 (Q).

3. La fonction méromorphe g/f est entiére sur l'anneau O (Q).

Démonstration. — Prouvons 1 = 2. Notons Y le lieu des zéros de la norme
de f; ’hypothése faite sur f montre que Y est une hypersurface d’intérieur
vide, c’est donc un fermé négligeable de Q. Pour x¢ Y et 1<h<k, notons
6, (x)la h-iéme fonction symétrique élémentaire des k nombres g/f(x, a;) (o0
(x, a;);c; est 1a famille des k points de X qui se projettent sur x répétés avec leur
multiplicité). On a donc :

Ch(x)=z.r=1,m-n (Hie.lg/.f(x’ a‘));

et la relation évidente :

[letlglf (x, 2)=g/f (x,a)]=0  si (x,2)eX
s’écrit : pour (x, z)e X, x¢ ¥ : |

lg/f (x, 2N+ 2% (= 1)* op () [/ (x, 2)*~*=0.

Si 1a fonction g /f est localement bornée sur X, il est clair que les fonctions
o, sont localement bornées sur Q; elles se prolongent donc en des éléments,
encore notés o,, de O(Q). La relation précédente se prolonge donc par
continuité aux points de X ou f'ne s’annule pas pour donner une relation de
dépendance intégrale de degré k sur O (Q) pour la fonction g/f.

L’implification 2 = 3 est évidente; prouvons 3 = 1.

Partons donc d’une relation (g/f)"+a, (g/f)""'+...+a,=0, ol les g;
sont dans @ (Q). Soit (x, z) un point de X; on peut trouver o voisinage de x sur
lequel les n fonctions a,, a,, ..., a, ont un module borné par un réel M.
Alors, pour (x, z)e X tel que f(x, z)#0 et xew, on a :

glf (x,2)=—a,(x)[g/f (x,2)] ' —... —a,(x)[g/f (x, 2)] "
et donc, ou bien |g/f (x, z)|<1, ou bien :

. lglf (x, 2)I<lay(x)|+. .. +]a,(x)|<n M.
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Dans tous les cas on a |g/f (x, z)|<1+nM, d’ou le caractére localement
borné de g/f.

Remarque. — L’énoncé 1 est local; pour le vérifier au voisinage d’un point
(x, z) on peut donc remplacer Q par un ouvert U x D adapté 4 la norme de f
(puisque celle-ci n’est pas identiquement nulle au voisinage de x). Dans ce cas
on peut utiliser la proposition suivante :

ProrosiTiON II1.2. — Avec les notations de la proposition précédente, soit
U x D un ouvert adapté d la norme de f. Pour que g [f soit localement borné au-
dessus de U x D il suffit qu’il existe un ouvert non vide V de U tel que, pour tout
x de V, g/f soit localement borné au-dessus de { x } x D.

Démonstration. — Supposons donc g/f localement bornée au-dessus de
{x} x D pour tous les x appartenant a ¥ ouvert non vide de U. Reprenant la
démonstration de la proposition précédente nous voyons que tout revient a
prouver que les fonctions o, définies en dehors de Y ont un prolongement
analytique sur U x D. Pour cela remarquons que, pour x¢ Y, on a :

N U)'ch(x)=2,lcl.lll-h [I—L‘e.lg(x9 ai)'ni¢.lf(xa a;)]
(ou N(f) est la norme de f).

Il s’ensuit que N (f).o, est une fonction localement bornée; elle admet
donc un prolongement analytique s, défini sur tout Q. Nous sommes ainsi
ramenés a prouver que N (f') divise chacune des fonctions s, sur (U x D).
Compte tenu du théoréme de division de Weierstrass il suffit de prouver que,
pour x€ V, la restriction de N (f) & { x} x D divise chacune des restrictions
des fonctions s,. Or, comme U x D est un ouvert adapté a8 N (f), pour xe V,
N (f) ne s’annule qu’en un nombre fini de points sur { x } x D et donc, puisque
g/f est localement bornée sur {x} x D, les fonctions symétriques o, sont
analytiques sur {x} xD en dehors d’un fermé négligeable et localement
bornées. On conclut qu’elles se prolongent analytiquement & {x} xD et la
relation s,=N (f).c, prouve que N (f) divise s, sur {x} xD.

Nous pouvons alors donner un Nullstellensatz global pour les revétements
ramifiés.

THtorEME I11.1. — Soient Q un ouvert connexe non vide d'une.l.c.s., X un
revétement ramifié de degré k de Q et [ un élément de O (X).

On suppose que f n’est identiquement nulle sur aucune des composantes
irréductibles de X et qu’en tout point de Q I'exposant de la norme de f est
majoré par un entier €. Alors, pour tout g de ©(X) nul sur f~*(0)on a :

1. La fonction méromorphe g*/ f est.localement bornée sur X.
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2. Il existe des éléments a,, a,, ..., a, de O(Q) tels que I'on ait :
g"‘=2:‘p<ka,-g""""-f"-

En particulier f divise g** dans O (X).

Démonstration. — -Remarquons tout d’abord que I’implication 1 = 2 de la
proposition III.1 prouve qu’ici I'on a 1= 2.
Nous nous contenterons donc de prouver I’énoncé 1.

Soit a un point de Q; on peut trouver une droite affine passant par a
transverse a lafois 3 N (/)™ (0) et 4 I'ensemble de ramlﬁcatlon du revétement
ramlﬁc On en déduit que a appartient & un ouvert UxD adaptéa lanormede
S pour lequel, si xeU, {x} xD n’est pas contenu dans ’ensemble de
ramification de X. Comme a est arbitraire, il nous suffit de prouver que g*/f
est localement borné au-dessus de U x Detdonc, d’aprés la proposition III.. 2,
il suffit de montrer que g*/fest localement borné au-dessus de {x} x D pour
tout x dans un ouvert non vide ¥V de U.

-Remarquons alors que la proposition II.3 et les hypothéses faites sur
’exposant de la norme de f font que I’exposant de N (f) sur le voisinage
adapté U x D est inférieur ou égal 4 €. De la proposition II. 1 on conclut donc
qu’il existe un ouvert non vide ¥ de U tel que, pour xe ¥, N(f') ne s’annule
sur { x} x D qu’a des ordres inférieurs ou égaux a ¢; autrement dit, pour xe ¥,
I'exposant de la restriction de N(f) & { x} x D est majoré par €.

Nous allons prouver que pour tout x de V, g*/f est localement borné au-
dessus de { x} x D. Or, au-dessus de { x} x D, X est encore un revétement
ramifi¢ de degré k et la restriction de f/ ne s’annule sur aucune de ses
composantes irréductibles puisque la norme de cette restriction est la
restriction & { x } x D de N (f) et n’est donc pas identiquement nulle. En outre
I’exposant de cette norme est majoré par €. Nous sommes donc ramenés,
aprés restriction, 4 prouver le théoréme dans les cas ou Q est un disque
{x}xD, cest ce que nous supposerons désormais. L’ensemble de
ramification de X et I’ensemble des zéros de N (/) sont alors des ensembles de
points isolés. Comme I’énoncé & prouver est local nous pouvons supposer en
outre que Q est un disque dont le centre est le seul point qui puisse étre un
point de ramification ou un zéro de N(f).

En outre, quitte a faire une translation nous pouvons supposer que ce
centre est 0.

Décomposons alors X en ses composantes irréductibles X ; et notons =x; la
projection de-X; sur Q. Comme X, n’a pas de point de ramification en dehors
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de0,n; ! (Q— {0})est un revétement non ramifié¢ du disque pointé Q— {0};
si son degré est k; il est donc isomorphe & un disque pointé A;— {0} par un
isomorphisme 6; qui vérifie n,00,(¢)=r*. Comme =; est propre, 0; est
localement bornée et se prolonge donc en une application analytique, encore
notée 6, de A, sur X ; en particulier nr; ! { 0} se réduit au point a;=6,(0). (On
peut dire aussi que X, est de dimension 1 et que 6, définit une normalisation de
X;.) Comme N (f) ne s’annule pas en dehors de 0, f 0, ne peut s’annuler
qu’en0, soit p; ’ordre de ce zéro (p;=0si f <6;(0)#0). On a alors, pour ¢ = 0,
| fo0;(t)| ~A;|t|” et donc, pour x = a;, xe€ X, | f(x)| ~A4;|n;(x)|"". En
faisant le produit pour tous les x de n; ! (z) et toutes les composantes X ; on
obtient : pour z = 0, | N (f)(z) | ~(IT 4%)| z|*, il s’ensuit que ’exposant de
N(f)enO0, quiest’ordre du zéro de N (f) en 0, vaut X p,. Cela prouve Z p;<¢
et, en particulier, chaque p; est inférieur a €.
Prouvons alors que g/ f est localement borné sur X.

Il suffit de le faire pour chacune des restrictions aux composantes
irréductibles; comme c’est évident au voisinage des points ou f ne s’annule
pas, il suffit de prouver que la restriction & X ; de g°/f est bornée au voisinage
de a; lorsque f(a;)=0, c’est-a-dire p;#0. Dans ce cas g(a;)=0 et donc g9,
s'annule en 0; on en déduit, au voisinage de 0, une majoration
|g00;(t)| <B|t|.Ils’ensuit |(g°/f)0,(t)| <C|t|*PsiC>B%/A,et|t|assez
petit. Comme p; est inférieur a €, (g°/f) o 0, est borné au voisinage de 0 et la
restriction de g%/ f & X, est donc bornée au voisinage de a;, ce qui termine la
démonstration.

Remarque. — Les a; qui interviennent dans ce théoréme sont des fonctions
de la variable dans Q. Il s’ensuit que si f et g sont des restrictions a X de
fonctions analytiques définies sur un ouvert U de Q x E on peut trouver ¢
analytique sur U telle que g*— ¢ soit nulle sur X.

IV. Le cas d’un sous-ensemble de définition finie
dans un espace analytique convenable

THEorEME IV.1 (Nullstellensatz). — Soient X un espace analytique
convenable et f,, f,, ..., f, des éléments de O (X); on pose :

Y={xeX|f,(x)=f2(x)=...=f,(x)=0]}.

Alors il existe € application semi-continue supérieurement de X dans N telle
que :
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Pour a dans X et ¢ dans I'anneau local y0, des germes en a de fonctions
analytigues sur X, ¢ est nul sur le germe de Y au point a si et seulement si ¢*'®
‘appartient a I'idéal engendré par les germes au point a de f,,f,, ..., f,

Démonstration. — Quel que soit £(a), il est clair que, si *® appartient &
P'idéal engendré par les germes des f;, ¢ est nul sur le germe de Y au point a.

C’est donc la propriété réciproque que nous devons montrer. Cela va se faire
par réductions successives.

1. Réduction au cas n=1

Supposons le théoréme établi pour n—1 fonctions et pour 1 fonction.
Posons :

X'={xeX|fix)=fo(x)=...=f,_,(x)=0}.

La donnée X, f,,f,, .. .,f,-, fournit donc une application ¢’ s.c.s. de X dans
N. Par ailleurs X’ est encore un espace analytique convenable et la donnée de
X' et dela restriction 2 X’ de f, fournit une application ¢’ s.c.s. de X’ dans N.
Prolongeons £” en lui donnant la valeur 0 sur X—X'; ¢"’ est encore s.C.s. ainsi
que le produit e=¢’.€”. Montrons que ’application ¢ a la propriété voulue
pour la donnée X, f,, 15, ..., [ s

Soient donc a dans X et ¢ dans 40, nul sur le germe de Y au point a.

Sia¢ Y, il est clair que * ® appartient a I'idéal engenidré par les germes des
Ji puisque celui-ci est trivial.

Supposons donc ae Y. Comme Y= {xe X'| f,(x)=0 },la propriété de e’
prouve que la restriction a X' de ¢*'@s’écrita f, ,ou f, désigne le germe
en a de f, et a est le germe en a d’une fonction analytique sur X '; ce germe est
donc la restriction d’un élément de 0, encore noté a. Ainsi ¢° @ —a f, est

un élément de 0, nul sur le germe en a de X'.
La propriété de €' prouve que (¢* '’ —a £, )*® appartient a Iidéal engendré

par les germes en a de f;, f5, ..., fo.—,. En développant I’expression
(0 —af, " on obtient bien que ¢* =@ appartient a Iidéal

engendré par les germes en a de fi, f5, ..., [,

‘Raisonnant alors par récurrence sur n, nous voyons qu'’il suffit d’établir le
- théoréme lorsque n=1. Nous supposerons donc désormais n=1 et nous
écrirons f pour f,. -
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2. Réduction au local

Supposons que X soit la réunion d’une famille (X ;),.; d’ouverts de X et que,
pour chaque indice 7, on ait établi le théoréme pour X et la restriction de f &
X, dans N.

Prolongeons chaque ¢, en lui donnant la valeur + oo en dehors de X € est
encore s.c.s. Comme les X; recouvrent X et g; est finie sur X, I'application
e=inf ¢ est s.c.s., a valeurs dans N et il est clair qu’elle posséde la propriété
voulue par la donnée X, f.

3. Réduction au cas d’un revétement ramifié irréductible

Supposons que X soit la réunion de deux sous-ensembles analytiques X' et
X" et que le théoreme soit établi pour les données X', f'|x et X", f|x-; on
dispose donc d’une application s.c.s. €' (resp. £') de X' (resp. X"’) dans N.
Prolongeons €'(resp. ¢”’) en lui donnant la valeur 0 en dehors de
X' (resp. X"'). Il est clair que €’ et &” sont des applications s.c.s. de X dans N
ainsi donc que leur somme e =¢’+¢’’. Montrons que € a la propriété voulue
pour la donnée X, f.

Soient donc a dans X et ¢ dans ,0, nul sur le germeenade Y. Sia¢ X",
comme X"’ est fermé on a ,0,= 0, et donc ¢*@ =" appartient a I'idéal
engendré par le germe de f. De méme, la conclusion est évidente si a¢ X';
supposons donc ae X' n X" Alors la restriction de ¢ a2 X' est nulle sur le
germe de Y~ X'; on en conclut que ¢**) est divisible par f/ dans ,0,.
Autrement dit il existe o dans 40, tel que ¢*‘—a f soit nul sur le germe de X'
en a. De méme on peut trouver B dans ,0, tel que ¢¢' @ —B S est nul sur le
germe de X" en a. Il s’ensuit que le produit (¢ @ —a f') (¢*'@ -B S)estnulsur
le germe de X' U X' =X, donc est identiquement nul. Autrement dit on a :

(p‘ (a) — (pt'(u) X (pc"(a) - (d(p‘“‘") + B(pt’(a) —_ aﬂ£ );

et @*'@ appartient bien a I'idéal engendré par le germe de f.

Comme la restriction au local permet de limiter la démonstration au cas ou
X est une réunion finie de parties ouvertes de revétements ramifiés (puisque X
est convenable), en utilisant le résultat précédent on se raméne au cas ou X est
un ouvert de revétement ramifié. Toujours a I’aide de la réduction au local, on
se raméne alors au cas ou X est un revétement ramifié de base connexe et, en
utilisant le résultat précédent il ne reste plus qu’a prouver le théoréme pour
chacune des composantes irréductibles de ce revétement ramifié.
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4. Fin de la démonstration

Compte tenu des réductions précédentes, nous pouvons supposer que X
est un revétement ramifié irréductible de Q ouvert connexe d’e.l.c.s. et que
n=1.0n aalors Y=/"1(0) ou f €0 (X)et, comme X est irréductible, deux
cas peuvent se présenter.

—Y=X :Dans ce cas f est identiquement nulle et il est clair que I’on peut
prendre pour ¢ ’application constante 1.

— Y#X :Comme X est irréductible Y est d’intérieur vide dans X. Soit a
un point de X, notons k (a) la multiplicité de a dans n~* (n(a)) (ou = est la
projection de X sur Q). Il existe alors un voisinage X’ de a dans X qui est un
revétement ramifié¢ de degré k (a) de Q' voisinage ouvert connexe de n(a). La
restriction de f 4 X' n’est identiquement nulle sur aucun ouvert non vide de
X', sa norme est donc unefonction analytique N (f) non nulle. Notons £(a) le
produit de k (a) et de I'exposant au point n (a) de N (f). La semi-continuité de .
I’exposant (¢f. th. I1.3) permet, quitte & restreindre Q’', de supposer que
'exposant de N (f') atteint son maximum au point n(a). Le théoréme III.1
prouve alors que, si ge® (X') est nul sur ¥ n X', g*® est divisible par f dans
o(X").

Par ailleurs, la définition de k (a) prouve que X’ N ™! [r(a)] se réduit au
point a; il s’ensuit que, si @ décrit une base de voisinages ouverts et connexes
de a dans Q', X’ n ™! (0) décrit une base de voisinages de a dans X', donc
dans X. On obtient ainsi une base de voisinages de a qui sont des revétements
ramifiés dont le degré est toujours k (a) et pour lesquels le germe en n(a) de la
norme de f ne change pas ainsi donc que son exposant. Le résultat précédent
s’applique donc pour tous ces voisinages, ce qui prouve :

si @ € y0, est nul sur le germe de Y au point a, ¢*® est divisible par le germe
en a de f dans ,0,.

Il reste & prouver la semi-continuité de € (@) lorsque a varie dans X. Or, si
x€ X' on a clairement k (x) <k (a) et donc le revétement ramifié & considérer
pour définir £(x) est une partie de X'. Il s’ensuit que la norme de f qui
intervient est un diviseur de celle considérée lorsque x=a; son exposant au
point & (x) est donc inférieur a celui de la précédente norme au point n(x)et,a

Jfortiori, au point n(a). Ces majorations prouvent £(x)<¢&(a) et donc la semi-
continuité. .
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