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SUR LES ELEMENTS INVERSIBLES
DE L’ALGEBRE DE HADAMARD DES SERIES RATIONNELLES

par CurisTopHE REUTENAUER (*)

‘RESUME. — On caractérise les éléments inversibles de I'algébre de Hadamard des séries
rationnelles en une variable. On étudie ensuite les diviseurs de zéro dans cette algébre.

ABSTRACT. — We characterize the invertible clements of the algebra of rational power series in
one variable. Then we study the divisors of zero in this algebra.

1. Introduction

L’ensemble des séries rationnelles (i.e. des séries Y,,04,X" qui sont
quotients de deux polynomes) est clos pour le produit de Hadamard, noté © :

T a0 bx")=Y abx".

Muni de ce produit, cet ensemble devient une algdbre, appelée algébre de
Hadamard des séries rationnelles, dont I’élément neutre est la série :

1
=¥

L’objet de cette Note est de caractériser les éléments inversibles de cette
algébre. On remarque tout d’abord qu’une série géométrique, i. e. une série de
la forme :

aYA"x" " (a,AeK,r#0)
est inversible si elle n’est pas nulle; en effet son inverse est :

a1 YA,

(*) Texte regu le 14 mai 1981, révisé le 28 septembre 1981.
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226 C. REUTENAUER

Par ailleurs, étant données p séries :
Sa(x)=2.>oai,.xt 0<i<p,
appelons emboitement de ces séries la série :

zanx'=2p<i<p—1 x'S;(x?)
(autrement dit, pour 0<i<p-1et n>0, a;,,,=q, ,).

Il n’est pas difficile de voir que si les séries rationnelles S;(x) sont toutes
Hadamard inversibles, alors la série S(x) I’est aussi. Nous démontrons ici la
réciproque :

Si une série rationnelle est Hadamard-inversible, elle est égale a un
emboitement de séries géométriques.

Ce théoréme avait déja été démontré par Benzagrou [1] (th. 2, p. 229) dans
le cas de la caractéristique nulle, par des méthodes d’analyse complexe. Nous
le démontrons ici par une méthode algébrique (et élémentaire), ce qui nous
permet de I'établir en caractéristique quelconque. La méme méthode nous
permet de caractériser les diviseurs de 0 de I'algébre de Hadamard et met en
évidence le rdle particulier joué par les séries rationnelles dont les péles
engendrent (multiplicativement) un groupe abélien libre.

‘Remarquons encore que ce théoréme est en quelque sorte dual du probléme
du quotient de Hadamard de deux séries rationnelles : il s’agit de montrer que
si Y a,x" et Y b,x" sont deux séries ratlonnelles telles que les a,/b, soient
dans Z, alors la série ) (a,/b,) x" est ratlonnelle Citons A ce sujet les travaux
de PoLya [4], Pisot [3], BENzagHOU [l] BERsTEL [2] et enfin POURCHET [5], ou
il annonce la solution définitive de ce probléme.

2. Préliminaires
Soit K un corps commutatif. Une série rationnelle est une série formelle :

S=Y ax"eK[[x]] -
telle qu’il existe des polyndmes Q #0 et Pe K [x] vérifiant :

(1) PS=0Q.
Sans restreindre la généralité de ce qui suit, on peut toujours supposer :
1) deg(P)<deg(Q),

c¢ que nous ferons dans la suite.
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ELEMENTS INVERSIBLES DE L'ALGEBRE DE HADAMARD 227

La rationalité de la série S est alors équivalente 4 chacune des conditions
suivantes :

(2) Il existe k>0 et des éléments a,, ..., a, de K, o, #0, tels que :
Vn20, @, =08y44-1+ ... toa,

(3) Il existe une matrice inversible 4eGL,(K) et une forme linéaire @
sur 4, (K) telles que :

Vn20, a,=¢@(4").

Cette derniére condition met bien en évidence le fait que la somme et le
produit de Hadamard de deux séries rationnelles est une série rationnelle; en
effet si :

a,=¢(4"),  b,=Vy(B"),
alors :

a,b,=(0®V)(4®B)")

et A®B est une matrice inversible si 4 et B le sont. Pour la somme, on
considére la matrice somme directe de A4 et de B.

Lorsque K est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, il est
bien connu que la rationalité de S est encore équivalente a la condition :
(4) 11 existe r=>0, des éléments non nuls A,, ..., A, de K, des polynomes
Py, ..., P,eK][1] tels que : '

Vn?o, an=21<i<r Pa("))vf

11 est bien connu que l’expression ci-dessus, qu'on appelle un polynome
exponentiel, est unique si S est donnée.

Ceci peut se formaliser de la maniére suivante : considérons le groupe
multiplicatif A=K*=K\ O et I’anneau K [1]; nous.construisons la K[]-
algébre de A, notée K[7][A), i.e. 'ensemble des combinaisons linéaires :

E=Y,.,P,()A, P,eK[1].

Un élément de K[f][A] sera appelée un polynéme exponentiel. Si
F=Y Q,()A est un autre polynome exponentiel, or définit comme
d’habitude, la somme E +F et le produit EF par :

E+F=Y,A(P,()+ 0, (1)),
- EF:ZAEA(Z‘WFLP”QV))‘“
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228 C. REUTENAUER

ProposITION 1. — Si K est un corps algébriquement clos de caractéristique
nulle l'application : '

P : Z.EA Pl )""Zmoanx"
définie par : )

Vn20, a,=Y,.P(n)A"
(ot la somme est effectuée dans K) réalise un isomorphisme de K-algébres
de K [11[A) dans Palgébre des séries rationnelles.

Preave. — Que @ est une bijection découle de I’existence et de I'unité du
polynome exponentiel, comme rappelées ci-dessus.

Soient E=Y P, (t)A, F=Y Q, (¢)A des éléments de K [f][A]
et G=E+F=YR,()A, H=EF=) §,()\
‘Alors :
R,=P,+0,, S$i:=Y,..P.0.
Notons ¢ (E), le coefficient de x" dans ¢ (E). ‘Alors :

Q(G)=Y R, (m)A"=Y P,(n)A"+Y 0, (n)\"=@(E), + @ (F),,

PH),=YS,(MA" =Y, A" Y., P (1) 0, (n)
=Y. Pu(m)p*Q,(n) " =0 (E), o(F),

D’od :

¢(E+F)=¢(E)+o(F) et o(EF)=9(E)O¢(F). O
Lorsque K est un corps de caractéristique non nulle (méme algébriquement
clos) il n’y a pas en général existence et unicité du polynome exponentiel.
Pour y pallier, nous utilisons la notion de série géométrique : c’est une série de
la forme : ’

S=g),,0b"x"(@aeK, be K\O).

Nous appellerons série semi-simple une série qui est somme de séries
génométriques. Désignons encore par A le groupe multiplicatif K*. On a
alors la proposition suivante (simple application de la formule de van der
Monde) : '

ProrosiTiON 2. — L’application :
- ¢ ZAEAPA)"HZ:BOauxn’
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ELEMENTS INVERSIBLES DE L'’ALGEBRE DE HADAMARD 229

définie par :
Vn=0, a,.=erAPx7»

réalise un isomorphisme de K-algébres de K [A) dans I'algébre de Hadamard des
séries semi-simples.

Preuve. — Que ¢ soit un homomorphisme résulte des mémes calculs que
ceux de la preuve précédente. La surjectivité est aussi évidente. Soient
Ay ...y A, des éléments de A distincts deux a deux et py, ..., p,eK tels
que :

Yn20, Zl(i(mpi)"?=0'
Alors :
pl + ... +plll=0

PiM+ ... +pur,=0
PIATT 4 L 4p,ART=0,

ce qui est un systéme de Cramer en les p;, qui sont donc tous nuls. Donc @ est
injective. [J

L’intérét en caractéristique p de ce résultat est illustré par les considérations
suivantes : étant données g séries ;=) ,,0a; x"(0<i<g—1), I'emboite-
ment des séries S,,. . ., S,_, est la série S = Z A, X" AVEC ;4 0n=0; 4 g0 =0; » Si
0<i<g—1etn>0. Autrement dit a,=a; ,sim=i+gn(division euclidienne
de m par q).

ProrosITION 3. — On suppose que K est de caractéristique p non nulle et
algébriquement clos. Toute série rationnelle est égale a un emboitement de
séries semi-simples.

Preuve. — Soit S = P/Q une série rationnelle ot P et Q sont des polynomes
dans K [x] tels que deg (P) < deg(Q). Décomposons cette fraction rationnelle
en éléments simples : S est donc combinaison linéaire de séries de la forme :

1
=m’ (r=1).

Soit s et k des entiers naturels tels que r+s=p*. Alors :

_ (I-Ax)  (1-Ax)

T Ax)P" T 1—APrxPk =(1=Ax)* Y, 50 A" X,
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230 C. REUTENAUER

ce qui montre (puisque s<p*) que T est égal 2 un emboitement de séries
géomeétriques, donc semi-simples. Cette propriété étant préservée par passage
a une combinaison linéaire, il en est de méme pour S. O

3. Résultats

THEOREME 1. — Si une série rationnelle est Hadamard-inversible, elle est
égale a un emboitement de séries géométrigues.

Remarque. — Les séries qui sont emboitement de séries géométriques sont
déja apparues dans un autre contexte; en effet un théoréme de P6LYA affirme
qu’une telle série est caractérisée (dans le cas de coefficients rationnels) par le
fait qu’iln’y a qu’un nombre fini de facteurs premiers qui interviennent dans
la décomposition de ses coefficients [4].

Preuve. — (i) Soient i et g des entiers naturels et § : K[f][A] = K [t] [A]
I’application K-linéaire définie sur les monémes par :

V(P()A)=0(1)u

avec P(t)eK[f], A, peA et Q(t)=A P(i+qt), p=A"

¥ est un homomorphisme de K-algébres comme on le vérifie aisément (il
suffit de la faire sur les monomes).

(ii) Soit maintenant E et Fe K[f][A] et A, le sous-groupe de A engendré
par les éléments de supp(E)usupp(F) (ou supp(} P,(f)A) désigne
I’ensemble des A tels que P, #0). A, est un groupe abélien de type fini, donc
isomorphe au produit d’un groupe fini (disons de cardinal g) et d’un groupe
abélien libre de type fini. Par conséquent le sous-groupe A, de A, engendré
par les A?(AeA,) est libre. Par suite, les supports de Y (E) et y(F) sont
contenus dans A, et Y (E), Y (F)eK[{][A,]

Sil’on suppose EF =1, alors  (E) Y (F)=1 et comme A, est libre, les seuls
éléments inversibles de K [#][A,] sont delaformea),aeK,AeA. Onadonc
V(E)=aA. .

(iii) Soient S et T deux séries rationnelles telles que SOT=),.,x". On
peut toujours supposer que K est algébriquement clos.

Supposons d’abord que K soit de caractéristique nulle. Soient E et
FeK|[{[A] tels que @(E)=S, @(F)=T (notations de la proposition 1).
Alors EF=1.

Soient S=) a,x". Alors la série ;=) a,, ,,x"est égale 2 ¢ (Y (E)) comme
on le vérifie immédiatement. Or y (E)=a, donc S, est une série géométrique
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et le théoréme est démontré dans ce cas. Lorsque la caractéristique n’est pas
nulle, la proposition 3 montre qu’on peut se ramener au cas ou S et T sont
semi-simples. Mais alors, on raisonne comme ci-dessus, moyennant la
proposition 2. [

Nous caractérisons maintenant les séries rationnelles S, 7 telles que
SOT=0.

THEOREME 2. — Soient S=Y a,x", T=Y b,x" deux séries rationnelles telles
que SOT=0. Il existe alors un entier q=1 et wune partition
{0, ...,qg—1}=10J tel que :

{nla,#0}<cI+gN,
{n|b,#0}=J+¢gN.

Preuve. — Nous ne le démontrons qu’en caractéristique non nulle (voir la
remarque ci-aprés). On peut, d’aprés la proposition 3, supposer que S et T
sont des séries semi-simples. Reprenons les notations de (i) et (ii) dans la
preuve du théoréme 1. On a alors Y (E) ¥ (F)=0. Comme A, est libre, K [A,]
n’a pas de diviseurs de zéro et I’on en déduit y(E)=0 ou Y (F)=0. Ceci
prouve le théoréme. O

Le théoréme ci-dessus est, en caractéristique nulle, conséquence immédiate
du théoréme de SKOLEM-MAHLER-LECH (¢f. [6]) affirmant que pour une série
rationnelle Y a,x", l’ensemble {neN|a,#0} est réunion finie de
progressions arithmétiques de méme raison. Ce résultat n’est plus vraie en
caractéristique p, comme le montre ’exemple suivant (ibid.) :

S=Y,50((0+1)"—6"—1)x",

ol 6 est transcendant sur le corps a p éléments. On a cependant le corollaire
suivant au théoréme 2 (qui ne dépend pas de la caractéristique).

COROLLAIRE. — Soit N=A U B une partition telle que A={n|a,#0},
B={n|b,#0} pour des séries rationnelles ¥ a,x" ety b,x". Alors A et B sont
réunion finie de progressions arithmétiques de méme raison.

Remarque. — Considérons la famille des séries rationnelles définies de la
maniére suivante : une série S est dans cette famille si les poles de la fraction
rationnelle associée 4 S engendrent un groupe (multiplicatif) abélien libre et si
de plus, lorsque la caractéristique est non nulle, S est semi-simple (en d’autres
termes, si ses poles sont simples). Les techniques employées ici suggérent que
cette famille joue un réle particulier dans I’étude des coefficients des séries
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232 C. REUTENAUER

rationnelles. Il découle en effet de ce qui précéde que toute série rationnelle est
égale 4 un emboitement de telles séries. En fait, J. P. Bezivin a montré qu’on
peut (en caractéristique nulle) se ramener au cas ou le polynéme exponentiel
est lui-méme un polynome en 7 et en les A, (et ou ils sont multiplicativement
indépendants). Par ailleurs il obtient d’autres résultats sur la structure
multiplicative de I’algébre de Hadamard (communication personnelle).
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