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OPERATIONS GEOMETRIQUES
EN COBORDISME COMPLEXE

PAR

MichiLe AUDIN (%)

REsUME. — On trouvera dans cet article une construction géométrique d’opérations en
cobordisme complexe qui relévent les puissances de Steenrod, des propriétés de ces opérations,
et, chemin faisant, une démonstration géométrique (c’est-a-dire sans calcul de nombres
caractéristiques) du théoréme g:le Mischenko.

ABSTRACT. — This paper contains a geometric construction for some complex cobordism
operations which lift the Steenrod powers, some properties of these operations, and, by the way, a
geometric (i.e. without any computation of characteristic numbers) proof of Mischenko’s
theorem.

Introduction

Ce travail prend sa source dans I'interprétation des opérations internes de
tom Dieck en cobordisme non orienté en termes de singularités donnée
dans [5] et [1]. Dans le cadre non orienté (et pour le nombre premier 2), les
opérations externes de tom Dieck se laissent bien décomposer en opérations
internes ([3], voir aussi [10]). La description a I’aide des singularités de
morphismes de fibrés vectoriels réels est possible parce que 1’espace projectif
réel infini est le classifiant BZ/2, ce qui permet d’utiliser le fibré en droites
réelles universel en lieu et place des actions du groupe Z/2 des constructions
classiques d’opérations cohomologiques.

(*) Texte recu le 26 juin 1982, révisé le 15 avril 1983.

M. AUDIN, Université de Paris-Sud, Centre d’'Orsay, Mathématique, Batiment 425, 91405
Orsay Cedex.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE — 0037-9484/1983/235/$ 5.00
© Gauthier-Villars



236 M. AUDIN

Cet article se compose de trois parties :

— les paragraphes 1 et 2, ou I’on utilise le calcul des classes de cobordisme
complexe représentées par les singularités de morphismes de fibrés vectoriels
complexes [1] pour définir un « analogue S! » des opérations internes en
cobordisme non orienté; )

— les paragraphes 3 4 5, ou I’on étudie des propriétés des opérations ainsi
définies;

— les paragraphes 6 et 7, qui sont une généralisation : on construit, pour
tout nombre premier p, des opérations internes au cobordisme complexe, qui
relévent les puissances de Steenrod en cohomologie mod p.

11 n’est sans doute pas inutile de préciser le lien de ces constructions avec le
grand classique de tom Dieck [3]. Dans [3] sont construites les célébres
« opérations externes de tom Dieck ». Comme U,(BZ/p) a de la torsion
d’ordre p" pour tout n [2], on ne peut pas, par slant-produit, en déduire des
opérations internes ([3], § 20, [9]). Dans un dernier paragraphe ([3], § 21),
tom Dieck définit aussi rapidement de nouvelles opérations, internes cette
fois, qui relévent les puissances de Steenrod (et dont il ne démontre pas
d’autres propriétés). Nos opérations 6/ sont assez proches des opérations u{,
de ce paragraphe, il est d’ailleurs facile d’expliciter les relations entre ces deux
objets. Dans cette optique, un des intéréts de 1’approche géométrique
développéeici — particuliérement de I'utilisation de la formule du fibré excés
de Quillen ([7], prop. 3.3) dans la démonstration du théoréme 7.1 — est de
mettre en lumiére des rapports entre les deux types d’opérations de [3].

Insistons encore sur le point de départ géométrique de notre travail. Nous
utilisons la description de Quillen du cobordisme [7] : une classe de
cobordisme est représentée par une application d’une variété dans une autre,
et une opération associe a un tel objet un objet du méme type (tant que I’'usage
de coefficients n’est pas nécessaire). C’est alors la description géométrique des
opérations 6/ au paragraphe 2 qui permet de démontrer au paragraphe 5 les
« relations d’Adem ». Pour démontrer, au paragraphe 4, « la formule de
Cartan », on a aussi besoin du théoréme de Mischenko [6] qui explicite les
coefficients, dans U*(pr)®Q, du logarithme de la théorie U*. Or, au
paragraphe 3, pour calculer I’action des opérations sur U* (pt), on est amené
afaire une remarque géométrique trés simple; on en déduit des relations entre
divers éléments de U*(pt), dont la plus immédiate est précisément le
théoréme de Mischenko. On en trouvera donc ici une démonstration
élémentaire.
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OPERATIONS GEOMETRIQUES EN COBORDISME 237

0. Notations

Si X est une variété et xe U'(X), alors on peut représenter x par une
compositionf: Z g X x R?™ ¢ - X, ou Z est une variété, f est propre, m est
assez grand et le fibré normal de I'inclusion Z ¢ X x R2™~ ¢ est un fibré
* vectoriel complexe de rang complexe m sur Z, appelé v7. On note alors
x=f,1[7].

P"(C) désigne I’espace projectif complexe de dimension n. et O (1) le fibré en
droites canonique (celui dont la fibre au-dessus de la droite / de C"™* est la
droite duale /* de /), e est la classe d’Euler et t=e(0(1)) € U2 (P"(C)).

1. Définition des opérations 6’

Soit f, 1€ U'(X), avec fibré normal V7, soit j un entier relatif intérieur ou
égal A m, et soit p : X x P"~J(C) — X la premiére projection.

ProposITION 1.1. — L’élément p,(fx1),e(Vi®O(1)) de U*2i(X) ne
dépend que de x=f, 1.

DEFINITION :

0'(f, 1)={”*(f x1),e(J@O() i j<m,

0, sinon.

On a ainsi défini, pour tout entier relatif j, une opération de degré 2.

Si { est un fibré vectoriel complexe de rang m sur une variété Z, définissons
des classes a'({)e U?!(Z) [1] par :

eC®0(1)eU?™(Z xPN(C));  UZxPY(C)=U*2)[A)/"*";
e(C®0O(1))=Zam " *() x *.
I est clair que les o' ne dépendent pas de N assez grand, sont des classes

caractéristiques stables, naturelles et multiplicatives pour les fibrés vectoriels
complexes, et que a'({)=0 pour I>m+1, et a™({)=e(}).

PROPOSITION 1.2. — O/ est une opération stable et naturelle de degré 2},
associée a la classe caractéristique ¥ ;5o p,. o' **.

La classe de cobordisme de P*(C) est ici désignée par p,, p,e U2 *(p1).
I'isomorphisme de Thom permettant d’associer a chaque classe caractéristi-
que stable une opération stable [4].
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238 M. AUDIN

ProposiTiON 1.3. — Le diagramme :
o

v*(-) U**3(-)
-ul lu
H* (=5 2/2) —Z ge+21(—; 7))

ou p désigne la réduction, est commutatif.

Démonstration. — Voir plus généralement le théoréme 7.1.

2. Description géométrique des opérations 6’ et applications

¢
3 n
Si\A / est un morphisme de fibrés vectoriels complexes au-dessus

d’une variété Z, définissons la singularité £ (¢)= {(x, I)|1 est une droite de
ker @, } contenue dans le projectifié P (%) de . Si ¢ est générique, Si(p)est
une variété munie d’une application n : £ () — Z (la restriction de la
projection P(£) — Z). Le théoréme suivant est démontré dans [1].

THEOREME 2.1. — Dans U*(Z), on a n,1=),,,p, 0’ *(n—E), ou
Jj=rgn—-rgt+1.

COROLLAIRE 2.2. — 84(f, 1)=f,n,1, ou n : £ (@) > Z est la projection
et @ est un morphisme générique €™ — v du fibré trivial dans le fibré
normal de f, au-dessus de Z.

ProposITION 2.3. — (i) Si le fibré normal v} def : Z — X admet un inverse {
de rang n sur Z, et si j< —n+1, 09(f, 1) se représente par :

PC®e " ")zl x.

(1) Si f : Z— X admet un fibré normal de rang complexe m, alors
0"(f, 1) =1, e(V}); si f est un plongement de codimension 2j. dont le fibré
normal est complexe, alors 87(f, 1)=(f, 1)* et 8'(f, 1)=0 pour I2j+1.

Démonstration de (i) (description de ’action de 87 pour les petites valeurs
de j). — Considérons le morphisme nul :

§n®s—n_—1+1 v 0.

.,
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OPERATIONS GEOMETRIQUES EN COBORDISME 239

Sa singularité est P({@¢e~""7*!). Suspendons-le par I'identité pour obtenir
gmmi*! =§"®e""‘j”®v}‘fl—:v7. Alors 87(f, 1) est I'image dans X de

SWe1)=E' W =P@e ")

Démonstration de (ii) (description de 6 pour les grandes valeurs de j). —
" (f, V=f,Epy.a™ (v =f, a™(v)=f,e(v]) daprés la propo-
sition 1.2 et les propriétés des classes a; on peut aussi le voir directement
a I'aide du corollaire 2.2 : 8™(f, 1) est représentée par la singularité d'un
morphisme g 3 v™: c’est exactement les zéros d’une section (transverse si @
est geénérique) de v7, soit la classe d’Euler de v}. De méme, si f est un
plongement, on a d’une part 8/(f, 1) =f, e(v}) comme on vient de le voir, et
d’autre part, par naturalité, on peut supposer que f est l'inclusion de la
section nulle dans I'espace total de v, mais alors f,e(v)=(f,1)*. lyala
aussi un argument plus géométrique qui permet en outre, sif est une
immersion  fibré normal complexe, d’évaluer la différence 8/(f, 1) —(f, 1)* :

LeMME 2.4. — Si f est une immersion d croisements normaux de
codimension 2j f : Z — X, dont le fibré normal v’ est complexe, soit M,(f)
la sous-variété de Z xZ définie par : M,(f)={(x,y)eZ xZ‘.\‘;éy et
f(x)=f(y)}. Alors,p : M,(f) = Z la restriction de la premiére projection est
munie dune orientation complexe et représente donc un élément

my(f) e U*I(Z); de plus 07 (f, 1) =(f, D* —f, my(f).

Démonstration. — L’hypothése « croisements normaux » force M,(f) a
étre une sous-variété de Z x Z, le fibré normal de p est p* v/, donc il a une
structure complexe naturelle. L’argument classique (i.e. sans hypothéses
« complexes ») a la Whitney fonctionne encore pour montrer que :

f*f l=my(f)=e(v,)eU*I(Z).
Alors :
8(f, D=frev)=(f, D> =f,my(f).

(Si f est un plongement, M, (f) est vide.)

Notons que si X est un point et Z une variété presque complexe de
dimension 2n, le fibré complexe TZ convient pour { :
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240 M. AUDIN

CoroLLAIRE 2.5 (action sur U*(pr)). — Si Z est une variété presque
complexe de dimension 2n :

() sij<—n+1,8/(Z)=[P(TZ@e™ """ )]eU~2""2(p1),

Gi) sin>1, 8"(Z])€2Z=Z=U°(pi).

Démonstration de (ii). — On applique 1.2 4 6" : U~2"(pt) - U°(p1), en
remarquant que le noyau de p : U%(pr) = H%(pt; Z/2) s’identifie a 2Z.
Remarquons que 6~ /(pr)=p;(j=0).

3. Une remarque et des applications

Pour calculer 8/ sur U*(pt), on est donc amené & considérer des projectifiés
de fibrés vectoriels. Commengons donc par une remarque géométrique :

ProposITION 3. 1. — Soient 1 un fibré en droites complexes sur une variété X
et j un entier naturel. 1l existe un difféomorphisme (respectant les structures
complexes) au-dessus de X :

Xx P/(C)———=P((+1)n),

Ny

ou (j+1)n est la somme de j+1 copies du fibré m.

Démonstration. — X x PJ(C)={(x, d)|x€ X, d est une droite de C/*' },
P((+1)n)=P(m®e’*")={(x,2)|xeX, 2 et une droite
dans n,®C/*!}. L’isomorphisme F est défini par F(x, d)=(x, n,®d).

En particulier, si X =P/(C) et n=0(1), j+1)n=TPI(C)D¢e*, et donc :

COROLLAIRE 3.2. — P(TP/(C)@¢!) est difféomorphe, par un difféomorphi-
sme respectant la base P(C), a P/(C) x P/(C).

Remar’que. — Bien eméndu, le cas des projectifiés réels est analogue. Voir
dans [2] et [5] des démonstrations du fait que P(TP/(R)@®¢') est cobordant a
PI(R) x P{(R).

La proposition 3.1 dit en particulier que les deux variétés considérées
représentent la méme classe de cobordisme dans U ~2/(X). En appliquant le
théoréme 2.1 au morphisme nul (j+ 1) n — 0, nous savons que la classe de
cobordisme de P((j+1)n) est Y, op,.0 /%), oi{ est un inverse
de (j+1)n. La proposition 3.1 dit donc en particulier que:
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OPERATIONS GEOMETRIQUES EN COBORDISME 241

Y0Py 0" I ¥(©)=p;.1. En particulier, si X =P"(C), désignons par u la
classe d’Euler du fibré n, ue U?(P"(C)); la relation précédente s’écrit :

pil+Yma Py i mu™=p;.1,

ou P, ; . estun polynome i coefficients entiers en les p,, a,,, les a,, étant les
coefficients du groupe formel F de U*. En effet, si A, . . . A, sont les éléments
symboliques dont les fonctions symétriques élémentaires sont les classes de
Conner-Floyd de {, a~/**({) est le coefficient de ¢"*/~* dans [[}., F(A;, 1),
et donc : .

Zr>oPk-a-j+k(§)=Z:.=o Z/,+‘..+r,-m, si+...+s,rkmntj Pk @y 5 .. .G A

Le terme correspondantam=0est p;. 1, et lesfonctions symétriques des A;
s’expriment universellement en fonction de u. Donc, on a :

TheiPrymi=0  soit P, ;=0
(j=0,n21, 1<m<n),

‘les u™ étant indépendants. On obtient ainsi des relations entre les a,, et les p,
dans U*(pt), par exemple :

CoROLLAIRE 3.3. — (i) Vj=0, Y450Px-ay, 1 + ;-1 =0, autrement dit :

1 .
. =Y 500i- X*
z)oauxl prl
(théoréme de Mischenko [6]).
(i) vj=0, 2Z(>opk-az.1+j-k=(j+2) Zr+:*k=j+2pkalrals'
Démonstration. — Cest le calcul des relations P, ; , pour n=1(i) et

n=2(ii). Par exemple, pour n=1, on a u*=0 et donc le calcul est
extrémement simple :

Zk;opk«d_j+k(§)=17j' 1-(+ 1)(2;01’1(-01, 1 -bj-k) u.

CoROLLAIRE 3.4. — Si & est un fibré vectoriel complexe de rang j+ 1 sur une
variété X de dimension (réelle)<2, la classe de cobordisme de P(E) dans
U~24(X) est égale a celle de X x P¥(C).

Démonstration. — £E=n @ ¢’, ou  est un fibré en droites. Soit x= —e(n).
On calcule la classe de cobordisme de P(£) comme plus haut et on obtient :

YusoPr- 0 (=) =p; 1+, 50Pk-01. 14 ;) X=p;. 1 d’aprés 3.3(i).
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242 M. AUDIN

THEoRrEME 3.5. — (i) Si j< —n+1, 8/(p,)=[P(TP"(C)®e""*1)];
(ii) Sij=0,07(p)=p3;
(iii) Sij>0,877(p,)=p,p;
(iv) 8"(p,)=(—1)"C3,eZ=U°(p1).
Démonstration. — (i) est 2.5.
(i) est conséquence de 2.5 et de 3.2.
(iii) 67 7/(p,)=[P(TP*(C)®¢e’)|=p, p; d’aprés 3.4.
(iv) 8"(p,)=f,e("), ou f: P"(C) - pt est ’application constante et (" le
fibré normal de P*(C),d’aprés 2.3. Onae({")=c"({") est le terme de degré n
dans 1/(1+2)"*!, soit (—1)"C5, 1" et f, 1"=1.

4. La formule de Cartan

Le théoréme de Mischenko (3.3(i)) permet aussi de démontrer :

THEOREME 4.1 :
ej(xy)=Z'eZ, I, m, neN allalmpn9j+l+m+"_r(x) 9'(}’)

Démonstration. — Appelons B’ la classe caractéristique stable associée a 6/,
B/=Y»0p:- o/ ¥ Ilest équivalent de montrer que, pour tous fibrés vectoriels
complexes £ et 1, on a :

BIEBN) =Y, m nen.rez @1 181 mPaB/ ™ "7 (E) BT (M).

Le théoréme résulte alors des deux faits suivants :
Fair1. — a/=Y,,.a, ,B/**
Fait2. — JE@®N) =), 0/~ ()" ().

Le fait 2 est clair, démontrons le fait 1 : on a a résoudre le systéme linéaire
infini : Bi=Y,,,p 2’ **(jeZ). Or, il est facile de voir qu'un systéme
Yi=Yus0bi X4 (bo=1) s’inverse en x;=Y,,0a, ;.1 OU les a, sont définis
par ) a, X*=(} b, X*)~! au sens de la multiplication des séries formelles. Le
fait 1 résulte alors du théoréme de Mischenko. On obtient aussi :

ProrosiTiON 4.2. — Soit g : X — Y une application propre munie d’une
orientation complexe; soit v, son fibré normal stable, et soit x€ U*(X). Alors :

07(8y X) =214 m= ;84 (%' (V) O™ (x)).
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Démonstration. — Si x=f,1, 8/(g, x)=07((gof), 1)=(gof), B’ (V,.p).
Veur=V,@f*v,, donc :
6’(g, x)=2<>0pkgtft ajﬂ(\’f@f* v,)
=Y i>0Pi8s Loz (V) f, & ¥72(v)))
=3k 130,0e2Pk 81 184 (@7 (V) 87474 (x))
=T,28,(@ (v,) 87" (x)),

en utilisant encore une fois le théoréme de Mischenko.
5. La composition 8’00’

La description géométrique de 0/ en termes de singularités permet
d’évaluer la composition 0'007. En effet, si xeU'(X), x=f,1, le
corollaire 2.2 exhibe une variété ! () et une application fon : £!(¢) = X.
Ecrivons : :

8/(x)=g,1 alors 9’09’(X)=2>opkg*a'”‘(va).
Le calcul de v, en fonction de v est facile; on obtient par exemple :
THEOREME 5.1 (relations &’ Adem généralisées) :

(%) 0'08/(f, 1)=f,(Xsupey=jri(CiZBT
+(=1)'"PYCIZBIN X, X X )mod 1,

ou X, =c*(v 1) est la k-iéme classe de Conner Floyd et :
I=(ty...1,...)<=Z][ty...t1,...]=U*(p1).

Démonstration. — 07(f,1)=g,1, ol :

$1(p) == P I(C)xZ

J”
: z-1.x
et @ : €"7/*1 — v7 est un morphisme générique.
Soit { un fibré complexe de rang K sur P™~/(C), représentant le fibré
normal de P™~#(C). Appelons ¢ : P" J(C)xZ — P"~J(C) la premiére
projection. Alors :

virt K=t (g* 6 (D ®p* V) Dg* LDp* vY)
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244 M. AUDIN

est un représentant (de rang complexe 2m+ K) du fibré normal de g. Si on
calcule mod1 :

o', )=g, 2 (v,)=g,c'(v,) modI

(il est clair, par définition des classes a, que a'=c'mod]I).
Il suffit donc de calculer g, ¢'(v,) :
g‘ "i(\'y)=.’* I’* (Zr*s+t=1c'(q* 0(1) ®P‘ V_f) ‘.s(‘[‘ ‘:) ("(I" Vf) i‘ l)

Rappelons que i, 1=e( 0(1)®p*v,) (C’est essentiellement ce que dit le
théoréme 2.1).

Notons t1=e(0(1))e U*(P™~#(C)); on a c*(§) =(—1)*C%,_ ;.. *, et donc
g, ¢'(v,) modI est I'image par f, du coefficient de ™~/ dans :
Zr+s+t=l«z;=0 Choreg€ v 19 (-1)
: XCh_ i VI moc™ (V) ).
Donc :
8« C‘(V,)—=-2¢+,.+,=,¢jf,,(XQX,X,,) x2r+s=l-l(—I)SC::;C;-#:'
Zr+s=l—r(_I)SC::;C;—j+s=Zr+s=l—r(-1)’ C:u_—qq C:n-j-n
est le coefficient de x'~*~7 dans (1+x)""9/(1 +x)™"i*1, soit :
Cizt=¢  si j—g—130,
(=Di-r-eciize si j—g-1<0.

On en déduit la proposition (N.B. Dans la formule (%), il y a toujours un des
deux coefficients binominaux qui est nul.)

Appelons o, ; 'opération de Landweber-Novikov associée a la classe
caractéristique stable ¢. ..c*. On sait [4] que 0,0 G s’exprime en fonction
des o, , par une relation a coefficients dans Z. A I'aide de 2.5(ii), on en
déduit :

COROLLAIRE 5.2. :

6100,=Y gupaye;e1(Ci2B21+(=1)'"P 7 CiZ821) 6,4, mod 2.

6. Les opérations 6).
Désignons dans la suite par p un nombre premier (éventuellement égal a 2).
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OPERATIONS GEOMETRIQUES EN COBORDISME 245

Soit{, le fibré de rangp—1 sur P"*?~1(C) défini par:
£,=0(1)®...80(p—1). Notons, pour tout i, [{](X) la i-iéme série formelle

itérée du groupe formel F de U* : [[J(X)=X+X...+ X (i termes). Soit
enfin t=e(0(1))e U2(P"*~V(C)). On a donc :r ’
e@) =TT O =(p=1) 17~ 1+ ..
Désignons par A un anneau qui sera :

— Z,,); le localisé de Z en p, ou Z/p si p=3;
— ZoulZ/2sip=2.
(p—1) ! est inversible dans A. En particulier, I’élément :

X
o, (X)= — .
»(X) [TI69)
existe dans (U*(p?1)®A)[[X]]. En utilisant un spectre de Moore ou une
théorie a singularités, on peut considérer U*(—; A4). En particulier :

U*(p)@A[[]=U*(P=(C))@A4=U*(P*(C); 4).

Dans la suite, on définit les opérations 8/ : U'(X) - U'*2/¢r=1(X; 4).
On continuera a représenter les éléments de U‘(X) par des applications a
orientation complexe f: Z — X.

Définition. — Si x=f, 1€ U'(X) et v} est le fibré normal complexe de f :

Pa(fx 1), [(1 x07 ) e(vI®E,)] si j<m,
0, sinon,

67 (x) ={

oulefibré £, est pris sur P~ *=1(C); 0, =0, (1)e U (P~ D *=1)(C); 4)
etp: X x Pm=N~1)(C)— X est la premiére projection.

PROPOSITION 6. 1. — (i) 8/ (x) ne dépend que de x (et pas des choix de fet m),
0J définit une opération naturelle et stable de degré 2j(p—1) :
8, U*(—)->U**2itr=(—; 4)

(i) Si f : Z— X admet un fibré normal v} complexe de rang m,
0, (fu D=pf,e(v))P~ ', et ;i f est un plongement de codimension 2j dont le
fibré normal est complexe, 0} (f, 1)=p(f,1)P ot p : U*(—) = U*(—; A) est
induit par ’homomorphisme évident Z — A.
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Démonstration. — (i) est clair par définition de w,.
(Le produit (1 x 0} ~/) e(vVI®E,) est défini :
U*(Z x P (= 1)(C); A)@U*(Z x Pim= ) (r=1)((C))
- U*(Z x Pm= D=1 (C); 4).)
(i) Si j=m, alors I'usage des coefficients A est superflu; §, est sur
P°(C)=pt,etdonce(VI®E,)=e(vT)?~!, de plussi fest un plongement, par

naturalité on peut supposer que X est I’espace total de v/, et f I'inclusion
de la section nulle, mais alors fu e (v,)? ™' =(fu 1)".

Remarquons que si p=2 et A=Z, on a 6=60".

7. Le rapport avec les puissances de Steenrod

Désignons par p et p, respectivement les réductions :
U*(-)-H*(—;2), U*(—;A)—-H*(-;Z/p).
THEOREME 7.1. — Le diagramme :
U*(-) ﬂ..UuzJ(p—n(_; A)
[ Ba
H*(=;2) Z=H**20~1(;Z/p)

est commuzatif. ou P est la j-iéme « puissance » de Steenrod pour le nombre
premier p (on contient que P'=Sq* si p=2).

Démonstration. — Comme 6/ et PJ sont stables, il suffit de montrer que
M, 0)(x)=P/p(x) quand x=f, 1, avec f: Z —» X un plongement avec fibré
normal complexe v‘f de rang i (alors xe U?(X)).

(a) Evaluons p, 6} (x) :

Ha8,(0)=p P (fx 1), (1 x @) /) e(Vi®E,)
1 L
=P!(f’<1)r{[(7—_1)—,] [Tz Zheo <"”‘(v',)(1t)"},

ou , désigne I’homomorphisme de Gysin en cohomologie a coefficients Z /p, c*
la réduction mod p de la k-iéme classe de Chernet te H2 (P~ = 1)(C), Z /p)
la réduction de la classe d’Euler de ¢0(1).
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En effet, en cohomologie, e(Vi®0 (1))=Y i~ c'~*(v}) (I)* par définition
des classes de Chern (e(C(/))=!t, et de méme, p,@,=1/(p—1)!). Donc :

BB (X)=(=1)"Tp, (T15.. .(p—1)f,
[¢—H (Vf)~ - -Ci—k"‘(Vf)] fat- ko)
=(-1)""J Z(,+.A.+k,_,-(i—j)(p—l) k.. (p=1)f, [‘j_k'(\’f)- . -‘J—k"‘(Vf)l

En effet :

_ (a, si m=(i—j)(p—1)=dim Pi-P@=(C)
p:(at )={0, sinon.

(b) Evaluons Pipx : Soit E une sphére de dimension impaire assez
grande (par rapport a 2(i—j)) et E — B le quotient par I’action de Z/p.
Soit ue H*(B; Z/p) le générateur : u=e({) ou { est le fibré en droites
complexes associé au revétement E—B. Alors P/ux est (& multi-
plication  par(—1)'"/ prés) le coefficient de u‘~9®~1  dans
P(ux)eH*(X xB, Z/p) [8]. Or P(ux)=pP*x, ou P est 'opération
externe de tom Dieck définie par :

E x 2, (Z%) 222 Lo E x5, (X7)
l*
BxX

P x=A*(1 x4,fP), 1(c’est bien défini car on a supposé que la codimension
de f est paire).

Comme on a supposé que fest un plongement, E x ; ,(Z?) et B x X sont des
sous-variétés de E x ;,, (X ?) et P x est donc représentée par leur intersection
transverse, sous-variété de B x X. L’intersection ensembliste de E x ;,,(Z?) et

B x X est B x Z, les deux sous-variétés ne sont pas en position générale, mais
leur intersection est lisse. Le fibré « excés » de cette intersection :

T(E % 2,(X ") (T(E x2,,(Z")+T(Bx X))  (fibré sur BxZ),
s’identifie a :
C®... e H®Vv).

On peut utiliser la proposition 3.3 de [7] : A*(1 xz,,f), 1, I'intersection
transverse, se représente par la classe d’Euler du fibré « exces »; on obtient
donc :
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(%) P x=(fx1),e(V,@CD... O 1)

et:
pPx=(1 xf),(T1h.. (p=1)rid~h(Vh). . .7k (Vi) ufit o Hhey),
comme dans le calcul précédent. On a alors :

P"“X:(_l)'-l Z")*‘ +k,-1'(l'-f)(l’—|) lk‘ M (p_ ly(’-‘f!

x(dh (V). ..k (v)),
d’ou le théoréme 7.1.

COROLLAIRE 7.2. — SixeU™2"®"D(pry(n=1) et A=Z,:
0;(x)epZ<=Z,,=U°(p)®Z,,
Démonstration. — On applique 7.1 a:

8y : U271V (pt) > U (pOHR®Z =L,y

Remarque 1. — La description (x) de P* x, quand x est représenté par un
plongement est essentiellement le « lemme-clé » de Quillen ([7], prop. 3.12).
Cette description est une des sources de la définition des 8/ : la projection
B x X — X a un Gysin essentiellement nul, puisque le cobordisme de B est
concentré en codimension paire, B est de dimension impaire et donc ’oubli
U*(B) = U*(pt) est zéro pour x <dim B. On ne peut donc, & I’aide du Gysin
de B x X — X, définir des opérations internes a I’aide de P**, mais ceci donne
I’idée de remplacer B par un espace projectif complexe, ce qui est fait dans la
définition de 6/. En plus, (x) indique le lien entre les opérations externes de
tom Dieck et les 84, (donc aussi les n;, de [3]. § 21).

Remargque 2 (lien avec les opérations nf,j de Tom Dieck [3], § 21). — Si g™
est un fibré vectoriel complexe de rang m sur Z, la formule :

(l x O)I,(t)ﬂ;-j) e(C"'@ép) =2k>0 'Y:,(jp- 1)-k(C;u) t",

dans U2™P~1)(Z x P®(C); A), définit des classes:caractéristiques (stables)
Y5, (€™ eU?**(Z, A) pour tout entier j, avec :
75.;6M=0 si k>m(p-1),

e@@m’!

m(p=1)crm) __ ;
LA v
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On a alors :
(1) si x=£,1eU(X),
05(x)=Teno fu (Y451 T4V ) pye U2~ D(X; 4)

(2) si x=f,1eU?!(X), tom Dieck définit n2/(x)e U?'*2i(X;4), qui,
avec nos notations, peuvent s’écrire :

n i) =/, (v}, (v ).

Cette remarque explique pourquoi les 6/ ressemblent beaucoup aux
opérations 2/ P~V de [3], et en quoi elles sont différentes : la formule (1) ne
fait pas intervenir le degré i de x, et c’est pourquoi nous n’avons pas eu a nous
restreindre & UP*(X) pour les définir.

Remarquons pour finir que si xe U2{(X), pu, 8 (x) et p,n27®?~1(x) ne
différent que par p, @,(1)' " /=(—1)""eZ/p, et donc :

pm2 P () =(=1)"" T, 8 (x)=(—= 1)~ Pi(ux) [3].

(Je remercie le rapporteur de m’avoir incitée a préciser, dans cette remarque,
les relations de mon travail avec [3].)
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