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OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES
EN COBORDISME COMPLEXE

PAR

MICHÈLE AUDIN (*)

RÉSUMÉ. - On trouvera dans cet article une construction géométrique d'opérations en
cobordisme complexe qui relèvent les puissances de Steenrod, des propriétés de ces opérations,
et, chemin faisant, une démonstration géométrique (c'est-à-dire sans calcul de nombres
caractéristiques) du théorème de Mischenko.

ABSTRACT. - This paper contains a géométrie construction for some complex cobordism
opérations which lift thé Steenrod powers, some properties of thèse opérations, and, by thé way, a
géométrie (i.e. without any computation of characteristic numbers) proof of Mischcnko's
theorcm.

Introduction

Ce travail prend sa source dans l'interprétation des opérations internes de
tom Dieck en cobordisme non orienté en termes de singularités donnée
dans [5] et [1]. Dans le cadre non orienté (et pour le nombre premier 2), les
opérations externes de tom Dieck se laissent bien décomposer en opérations
internes ([3], voir aussi [10]). La description à l'aide des singularités de
morphismes de fibres vectoriels réels est possible parce que l'espace projectif
réel infini est le classifiant Bill, ce qui permet d'utiliser le fibre en droites
réelles universel en lieu et place des actions du groupe 27 2 des constructions
classiques d'opérations cohomologiques.

(*) Texte reçu le 26 juin 1982, révisé le 15 avril 1983.
M. AUDIN, Université de Paris-Sud, Centre d'Orsay, Mathématique, Bâtiment 425, 91405

Orsay Cedex.
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236 M. AUDIN

Cet article se compose de trois parties :
— les paragraphes 1 et 2, où l'on utilise le calcul des classes de cobordisme

complexe représentées par les singularités de morphismes de fibres vectoriels
complexes [1] pour définir un « analogue S1 » des opérations internes en
cobordisme non orienté;

— les paragraphes 3 à 5, où l'on étudie des propriétés des opérations ainsi
définies;

— les paragraphes 6 et 7, qui sont une généralisation : on construit, pour
tout nombre premier p, des opérations internes au cobordisme complexe, qui
relèvent les puissances de Steenrod en cohomologie modp.

Il n'est sans doute pas inutile de préciser le lien de ces constructions avec le
grand classique de tom Dieck [3]. Dans [3] sont construites les célèbres
« opérations externes de tom Dieck ». Comme U^ (BZ/p) a de la torsion
d'ordre p " pour tout n [2], on ne peut pas, par slant-produit, en déduire des
opérations internes ([3], § 20, [9]). Dans un dernier paragraphe ([3], § 21),
tom Dieck définit aussi rapidement de nouvelles opérations, internes cette
fois, qui relèvent les puissances de Steenrod (et dont il ne démontre pas
d'autres propriétés). Nos opérations 9^ sont assez proches des opérations n^
de ce paragraphe, il est d'ailleurs facile d'expliciter les relations entre ces deux
objets. Dans cette optique, un des intérêts de l'approche géométrique
développée ici — particulièrement de l'utilisation de la formule du fibre excès
de Quillen ([7], prop. 3.3) dans la démonstration du théorème 7.1 — est de
mettre en lumière des rapports entre les deux types d'opérations de [3].

Insistons encore sur le point de départ géométrique de notre travail. Nous
utilisons la description de Quillen du cobordisme [7] : une classe de
cobordisme est représentée par une application d'une variété dans une autre,
et une opération associe à un tel objet un objet du même type (tant que l'usage
de coefficients n'est pas nécessaire). C'est alors la description géométrique des
opérations 6j au paragraphe 2 qui permet de démontrer au paragraphe 5 les
« relations d'Adem ». Pour démontrer, au paragraphe 4, « la formule de
Cartan », on a aussi besoin du théorème de Mischenko [6] qui explicite les
coefficients, dans l7*(^r)®Q, du logarithme de la théorie U*. Or, au
paragraphe 3, pour calculer l'action des opérations sur U* (pt), on est amené
à faire une remarque géométrique très simple; on en déduit des relations entre
divers éléments de U * ( p t ) , dont la plus immédiate est précisément le
théorème de Mischenko. On en trouvera donc ici une démonstration
élémentaire.
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OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES EN COBORDISME 237

0. Notations

Si X est une variété et xcU'ÇX), alors on peut représenter x par une
composition/ : Z c; X x R2 w"'; -»• AT, où Z est une variété,/est propre, m est
assez grand et le fibre normal de l'inclusion Z ç Z x R2 w-l est un fibre
vectoriel complexe de rang complexe m sur Z, appelé v^. On note alors
x=/,l[7].

P" (C) désigne l'espace projectif complexe de dimension w, et G ( 1 ) le fibre en
droites canonique (celui dont la fibre au-dessus de la droite / de C"^1 est la
droite duale /* de /), e est la classe d'Euler et t=e(0(l))€ l/^P^C)).

1. Définition des opérations 9-'

Soit/^ 1 € t/*(JO» avec fibre normal v^*, soit 7 un entier relatif intérieur ou
égal à m, et soit p : X x P^^C) -»• X la première projection.

PROPOSITION 1.1. - L'élément ^(/xl)^e(v7®ff(l)) de U^^ÇX) ne
dépend que de x ==/^ 1.

DÉFINITION :

^ ( f n^^1)^^®^1)) si J^
u* ) {0, sinon.

On a ainsi défini, pour tout entier relatif y, une opération de degré 2j.
Si Ç est un fibre vectoriel complexe de rang m sur une variété Z, définissons

des classes a^Qe U2 \Z) [1] par :

^(WaWeC/^ZxP^C)); U * ( Z x P N ( C ) ) ^ U * ( Z ) [ [ t ] ] / t N ^ ;
^^(l^Sa^^Oxr11.

Il est clair que les o^ ne dépendent pas de N assez grand, sont des classes
caractéristiques stables, naturelles et multiplicatives pour les fibres vectoriels
complexes, et que 0^(0=0 pour /^w+1, et a'"(0=e(Ç).

PROPOSITION 1 . 2 . — 6j est une opération stable et naturelle de degré 2j\
associée à la classe caractéristique ^^o/^-01'^-

La classe de cobordisme de P^C) est ici désignée par p^ p^ U~1 k(pf).
risomorphisme de Thom permettant d'associer à chaque classe caractéristi-
que stable une opération stable [4].

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



238 M. AUD1N

PROPOSITION 1.3. — Le diagramme :
ejl/*(-)———ï———[/^(-)

f/»(-;Z/2)——Ï^——H»^(-;Z/2)

où p désigne la réduction, est commutatif.
Démonstration. — Voir plus généralement le théorème 7.1.

2. Description géométrique des opérations 6j et applicationst—,.
Si \^ / ^ est un morphisme de fibres vectoriels complexes au-dessus

Z

d'une variété Z, définissons la singularité £1 (<p) = {(x, l) | / est une droite de
ker (p^ç} contenue dans le projectifié ?(!;) de ^. Si <p est générique. S1 (q>) est
une variété munie d'une application n : £1 (<p) -»• Z (la restriction de la
projection P(Ç) -» Z). Le théorème suivant est démontré dans [1].

THÉORÈME 2.1. - Dans l7*(Z), on a n^ l^lj^o/^a-7'''^ -^), où
y=r^Ti-rg^+l.

COROLLAIRE 2 . 2 . — O^/^ 1) =/^ TI^ 1, où n : î1 (<p) -^ Z ^f /û projection
et (p ^r MW morphisme générique e " 1 ' - 1 ' ^ 1 ^v"f du fibre trivial dans le fibre
normal def, au-dessus de Z.

PROPOSITION 2.3. — (i) Si le fibre normal v^î def : Z -^ X admet un inverse ^
de rang n sur Z, et sij^, —n +1, O-^/^ 1) se représente par :

PKee"''"^1)-^-^.
( i i ) Si f : Z -» X admet un fibre normal de rang complexe w, alors

^"'(.y* l)=/*^(v'?); sl f est un plongemenî de codimension 2j\ cioni le /ihré
normal est complexe, alors O^/^ 1)=(/,,, l)2 et Q1^ 1)=0 pour l^j+1.

Démonstration de (i) (description de l'action de Qj pour les petites valeurs
dey). — Considérons le morphisme nul :

^©E-"-^1—————^.
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OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES EN COBORDISME 239

Sa singularité est ?(;;©£"""J+1). Suspendons-le par l'identité pour obtenir

gm-j+i^çn^g-n-^i^^^^» ^j^g 9^^ l) est rimage dans X de

îi(^®^)=£^)=P(Çe£"""^1).
Démonstration de (ii) (description de 6^ pour les grandes valeurs dey). -

e"^ l)=^(S^k.aw+k(v^)=^am(vp=^^(v7) d'après la propo-
sition 1.2 et les propriétés des classes a; on peut aussi le voir directement
à l'aide du corollaire 2.2 : O^/^ 1) est représentée par la singularité d'un
morphisme e1 -^ v?; c'est exactement les zéros d'une section (transverse si (p
est générique) de v^, soit la classe d'Euler de v^. De même, si/ est un
plongement, on a d'une part O^C/* 1) =/^ é?(vp comme on vient de le voir, et
d'autre part, par naturalité, on peut supposer que/est l'inclusion de la
section nulle dans l'espace total de v^-, mais alors/^ ^(vy)=(/^ 1)2. Il y a là
aussi un argument plus géométrique qui permet en outre, si/ est une
immersion à fibre normal complexe, d'évaluer la différence 6 J (/^ 1 ) - (/^ 1 )2 '-

LEMME 2.4. - Si f est une immersion à croisements normaux de
codimension 2j / : Z -^ X, dont le fibre normal v} est complexe, soit M^(j)
la sous-variété de Z x Z définie par : M^(f)={(x,y)eZ x Z \ x ^ y et
f(x)=f(y)}. Alors,? : M^(f) -^ Z la restriction de la première projection est
munie d'une orientation complexe et représente donc un élément
m^(f)€U2 ̂ Z); de plus O^/, !)=(/, 1)2 -/„ m^/).

Démonstration. - L'hypothèse « croisements normaux » force M^(f) à
être une sous-variété de Z x Z, le fibre normal de p est p * v}, donc il a une
structure complexe naturelle. L'argument classique (i. e. sans hypothèses
« complexes ») à la Whitney fonctionne encore pour montrer que :

/^i-^œ^v/)6172^2)-
Alors :

ÔW)^^)^/,!)2-/^/).

(Si/est un plongement, M^(f) est vide.)
Notons que si X est un point et Z une variété presque complexe de

dimension 2n, le fibre complexe TZ convient pour ^ :

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



240 M. AUDIN

COROLLAIRE 2.5 (action sur U*(pt)). - Si Z est une variété presque
complexe de dimension In :

(i) ^^-w+l^^ZD^^rzeE-^^^el/-2"-2^);
(ii) sin^l^y^çlZcZ^U^pt).
Démonstration de (ii). - On applique 1.2 à ô" : U~2 " ( p t ) -r U°(pt), en

remarquant que le noyau de n : 17°\pt) -» JFf°\pt\ Z/2) s'identifie à 2Z.
Remarquons que O'^^O^^O'^O). •

3. Une remarque et des applications

Pour calculer 6j sur l7* (pt), on est donc amené à considérer des projectifiés
de fibres vectoriels. Commençons donc par une remarque géométrique :

PROPOSITION 3 .1 .— Soient T| un fibre en droites complexes sur une variété X
etj un entier naturel. I l existe un difféomorphisme (respectant les structures
complexes) au-dessus de X :

XxP^C)——î:——P((/-H)TI),

où (7-(-1) r| est la somme dej+1 copies du fibre T|.
Démonstration. - X xP^O^Qc, d)\xeX, d est une droite de C^1},

P(U^^^)5SP(r}(S€^l)-{(x,Q)\xeX, Q est une droite
dans r|,®C^1}. L'isomorphisme F est défini par F(x, d)^(x, r\^®d).

En particulier, si X =?•'(£) et T1=^(l),0'+l)rlS^Pj(C)®£l, et donc :

COROLLAIRE 3.2.- P(^PJ(C)©el) est difféomorphe, par un difféomorphi-
sme respectant la base P^C), à P^C) x P^C).

Remarque. — Bien entendu, le cas des projectifiés réels est analogue. Voir
dans [2] et [5] des démonstrations dufait que P(^P•/(IR)©£1) est cobordant à
P^'WxP^IR).

La proposition 3.1 dit en particulier que les deux variétés considérées
représentent la même classe de cobordisme dans U ~2 ̂ X). En appliquant le
théorème 2.1 au morphisme nul (74-1) T{ ->- 0, nous savons que la classe de
cobordisme de P(C/-hl)r() est L^o^-a'^^O» oui; est un inverse
de(j-^l)r\. La proposition 3.1 dit donc en particulier que :

TOME 111 - 1983 - N° 3



OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES EN COBORDISME 241

Ij^o^k'a'^^O^j'l- Eu particulier, si-X^P^C), désignons par u la
classe cTEuler du fibre r|, ue [72(Pn(C)); la relation précédente s'écrit :

^•l+S^l^j.m^^.l,

où ?„ ^ „ est un polynôme à coefficients entiers en les p^ a^y les ûy, étant les
coefficients du groupe formel F de U*. En effet, si À.i . . .^ sont les éléments
symboliques dont les fonctions symétriques élémentaires sont les classes de
Conner-Floyd de Ç, a-^^Ç) est le coefficient de r"^^ dans n?»i F(^ 0,
et donc :

L^^oPk'^- J+k(0=ZIn=0 1.7l+...+r,-m,J,+...+^+À^-n+y^ûr,J,• • •^.j,^'- • • ̂ 'n-

Le terme correspondant à w==0 est p^ 1, et les fonctions symétriques des \^
s'expriment universellement en fonction de u. Donc, on a :

En.i^.^-O soit P,,,,,=0
(7^0, w^l , l<w$w),

les M" étant indépendants. On obtient ainsi des relations entre les a^ et les;^
dans U*(pt), par exemple :

COROLLAIRE 3.3. — (i) Vy^O, ^j^o^k-0!, i-^-j-k^O» autrement dit :

^x•-î->•pl•}f'
(théorème de Mischenko [6]).

(ii) vy^o^^^o^-^.i^.-^O'+Z)^^,-.^^!^^,^,.
Démonstration. - C'est le calcul des relations Pn.^», pour 72=l(i) et

/î=2(n). Par exemple, pourw=l , on a ^=0 et donc le calcul est
extrêmement simple :

L>o^•a~J ' 'k(0=/7rl-C/'+l)(L>o^•ûl.l-.^-k)K.

COROLLAIRE 3.4. — Si £, est un fibre vectoriel complexe de rangj~\-1 sur une
variété X de dimension (réelle)^!, la classe de cobordisme de P(^) dans
U~2 W est égale à celle de X x P^C).

Démonstration. - î, = r\ © 87, où T| est un fibre en droites. Soitx= —e(J}).
On calcule la classe de cobordisme de P(^) comme plus haut et on obtient :

L^o^•a~J4 '<c(--rl)==^,.l+(^^o^•ûl.l.,-k)^=^.l d'après 3.3 (i).

BULLETIN DE LA SOC 1FTF MATHÉMATIQUE DE FRANCE



242 M. AUDIN

THÉORÈME 3.5. - (i) sij^ -72+1, e^^^rp^oee^^1)];
(ii) S/./^0,e^(p,)=pj;
(iii) S/y>0,9-J(/?l)=/?^,;
(ivîe^J^-irC^eZ^0^).

Démonstration, — (i) est 2.5.
(ii) est conséquence de 2.5 et de 3.2.

(iii) e-^O^P^P^ee7)]^!^^d'après 3.4.
(iv) O11^)^^"), où/: ?"(£) -^r est l'application constante et Ç" le

fibre normal de P"(C), d'après 2.3. On a z(Ç") = ̂ "(Ç") est le terme de degré n
dans l/O+O^^soit^l^C^et/,,^!.

4. La formule de Cartan

Le théorème de Mischenko (3.3(i)) permet aussi de démontrer :

THÉORÈME 4.1 :

Qj^y)-L.zJ^,^a^a^p^l^n-r(x)QF(y).
Démonstration. - Appelons ̂ 'la classe caractéristique stable associée à 6-',

PJ = S^o^c • ̂ j^k^ I1 ̂ t équivalent de montrer que, pour tous fibres vectoriels
complexes ^ et T{, on a :

P^eT^)=L.n.,-N.^eZ^^,^P^<+————r(^Pr(T^).

Le théorème résulte alors des deux faits suivants :
Faitl. - a^^o^P^.

Fûz/2. - ̂ ©11)=]^^-^)^).
Le fait 2 est clair, démontrons le fait 1 : on a à résoudre le système linéaire

infini : P^ij^o^ka^C/6^). Or, il est facile de voir qu'un système
.^Zfe^k^ky^1) s'inverse en x^Y^^a^y^^ où les a^ sont définis
par ̂  ûfc X^ ==(^ ék X1')"1 au sens de la multiplication des séries formelles. Le
fait 1 résulte alors du théorème de Mischenko. On obtient aussi :

PROPOSITION 4.2. ~ Soit g : X -» y une application propre munie S une
orientation complexe, soit Vg son fibre normal stable^ et soit x € U* (X). Alors :

e^.^^^^.^^a^v^e-M).
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OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES EN COBORDISME 243

Démonstration. - Si ;c=/^l, e^^e^o/)^ l)=^o/)^(v^).
v^/=v^©/*v^donc :

eJte^)=^^^J*a^k(v^©/<tv,)
-L^^^LezOc0^)/,^^-0^))
=L,/.o,^^^^,(aû(v,)9^k-fl+iW)
^z^Wv^e^Cc)),

en utilisant encore une fois le théorème de Mischenko.

5. La composition 6lo6j

La description géométrique de 9-' en termes de singularités permet
d'évaluer la composition 6^06 j . En effet, si xcU'ÇX), x^f^l, le
corollaire 2.2 exhibe une variété S1 ((p) et une application/o n : S1 ((p) -^ X.
Écrivons :

e^(x)=^l alors eJo9JW=^^^^a^k(v,).

Le calcul de Vg en fonction de Vy est facile; on obtient par exemple :

THÉORÈME 5.1 (relations cTAdem généralisées) :

(*) e^e^^D^d:,^.^,.,^.:^!
^,^-p-,C;:g:pX,XpX,)modI,

OM Xk=ck(vy) est la k-ième classe de Conner Floyd et :

J=(r,...^...)ŒZ[^...^...]=l7*(^).

Démonstration. - 9^ 1)=^ 1, où :

S1^) <=L P'-^OxZ

g z—^x
et (p : e"1"^1 -^ v'? est un morphisme générique.

Soit ^ un fibre complexe de rang K sur ?"'"-'(£), représentant le fibre
normal de P^OC). Appelons ^ : PW-J(C) xZ -. P^-^C) la première
projection. Alors :

^^'^,*((^^(i)0^^)^^^^v7)

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



244 M. AUDIN

est un représentant (de rang complexe 2 m-h X) du fibre normal de g. Si on
calcule modl :

8^ l)^^)^^) modl

(il est clair, par définition des classes a, que a^c^modl).
Il suffit donc de calculer g^ ^(v^) :

^^(v^^/^^.^^^^ç^oxa^v^^^oc^^v^^i).
Rappelons que ^ !=(?( 0(l)®p*Vf) (c'est essentiellement ce que dit le
théorème 2.1).

Notons t^eWWçU^P^^C)); on a ̂ (O^-l^C;..^,^, et donc
g^ c^Vy) modl est l'image par/^ du coefficient de t^-i dans :

Ir^^i^oC^^-^v^t^l)5

x C^.,,, ̂ ^(v^Œ:^ c—^) r")).
Donc :

^^(V^^l^n.^^^^^^x^,,^^-!)5^:^1,.,,,

^,„„(-1)SCS:;C„,,„=^„,.,(-1)5C^CS„,„

est le coefficient de x l ^ t ' q dans (l+^F-^Al+x)'"-^1, soit :
{C^\ si y-ç-1^0,
[(-l)1-'-^;:^? si y-^-KO.

On en déduit la proposition (N.B. Dans la formule (*), il y a toujours un des
deux coefficients binominaux qui est nul.)

Appelons (^...,^ l'opération de Landweber-Novikov associée à la classe
caractéristique stable c11... c**. On sait [4] que o, o Oj s'exprime en fonction
des cr,, ,, par une relation à coefficients dans Z. A l'aide de 2.5(ii), on en
déduit :

COROLLAIRE 5.2. ''

^^^Z^p^^^^Ç^^-^'^^^^P^T^od2-

6. Les opérations Q^.

Désignons dans la suite parp un nombre premier (éventuellement égal à 2).

TOME l l l - 1983 - N° 3



OPÉRATIONS GÉOMÉTRIQUES EN COBORDISME 245

Soit^ le fibre de rang^-1 sur P^-^C) défini par:
^=^(1)©... ©^(^-1). Notons, pour tout i, [(KX) la Même série formelle

itérée du groupe formel F de U* : [i\(X)^X^-X... +X(i termes). Soit
F F

enfin ^^(l^el/^P^-^C)). On a donc :

^-n^i1 Mœ^-l) ! ̂ "^ .. .

Désignons par A un anneau qui sera :

— Z(P); le localisé de Z en p , ou Z//? si pïï\
— Z ou Z/2 si/?=2.

(p—1) ! est inversible dans A. En particulier, l'élément :

^^n^w)'
existe dans (U'tl(^0®A)[[-X^]. En utilisant un spectre de Moore ou une
théorie à singularités, on peut considérer U*(—, A). En particulier :

l7*(^0(g)A[[r]]=C7*(POC(C))®A=[/*(POO(C);A).

Dans la suite, on définit les opérations ô^ : U^X) -^ U^2j(p~l)(X; A).
On continuera à représenter les éléments de l/*(X) par des applications à
orientation complexe/ : Z -» X.

Définition. — Si jc=/^ 1 e U^X) et v^ est le fibre normal complexe de/ :

aj(^jP^fxlWX(ùrj)eW^ si J^
' ^^O, sinon,

oùleflbré^estprissu^P<m~ J ) (p•- l )(C);(ùp=©p(0€l70(P (m~ ; ) (p" l )(C);A)
et p : X x p^"^ (yl}(C) -^ ̂  est la première projection.

PROPOSITION 6.1. — (i) 6^(;c) ne dépend que de x (et pas des choix de fet m),
Wp définit une opération naturelle et stable de degré 2j(p— 1) :

6i: L/ l ( t(-)^l71(t+2J<p- l )(-;A).

(ii) Si f : Z —^ X admet un fibre normal vT complexe de rang m,
^C/» l)=P/»^(v7)p~ l ; ^r si f est un plongement de codimension 2j dont le
fibre normal est complexe, 6^ l)^^^!)1'où p : U*(-)-^ U * ( - , A) est
induit par rhomomorphisme évident Z -» A.
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Démonstration. — (i) est clair par définition de o)p.

(Le produit (1 xœ^)e(v^(8)^) est défini :

l7*(ZxP<m-•/)(p-l)(C);A)®l/llt(ZxP(w<rJ)^-l)(C))
-^ U*(Z xP0"-^-1^); A).)

(ii) Si 7= m, alors l'usage des coefficients A est superflu; Çp est sur
p° (C) =/?r, et donc ̂ (v"®^?) = ̂ (v^)p '1 , de plus si /est un plongement, par
naturalité on peut supposer que X est l'espace total de Vp et / l'inclusion
de la section nulle, mais alors/» e (v/V1 =(/* 0^-

Remarquons que si p=2 et A =Z, on a Q^Q^

7. Le rapport avec les puissances de Steenrod

Désignons par \JL et ̂  respectivement les réductions :

^(-^^(-îZ), U ^ - , A ) ^ H ^ ( ^ , Z / p ) .

THÉORÈME 7.1. — Le diagramme :

U*(-) ̂ l/^2^-^-;/!)
t* \^A

^(-îZÏ^H^^-^C-îZ/^)

est commuta f if. où P3 est la j-ième « puissance » de Steenrod pour le nombre
premier p (on contient que P^Sq23 si p=2).

Démonstration. - Comme 9^ et Pj sont stables, il suffit de montrer que
^A ̂ pW^P^ix) quand x=/^ 1, avec/ : Z -^ X un plongement avec fibre
normal complexe v} de rang i (alors xeU2 '(X)).

(û) Évaluons ^6^(x) :

MiOc)=H^(/xlUl xœ.-^^vy®^)

^t^xl)•{[(72î)TJ"J^f-ll B=o ^-^v})^)^,

où ; désigne l'homomorphisme de Gysin en cohomologie à coefficients Z//?, ck

la réduction modp de laÂ:-ième classe de Chern et te H2 (P0"j} (p'"1 ̂ C), Z/p)
la réduction de la classe d'Euler de 0(1).
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En effet, en cohomologie, ^(v^®^(/))=^,ocj~k(v})(/r)k par définition
des classes de Chem (^(<F(/))=/r, et de même, H^œp=l / ( /?—l) !). Donc :

MiW^-ir^ (S^...(^-i^-1/,
[c'-^(v^).. .c^-^)] ̂ + • • •^-1)

-(-ir' L.....^-o-^-i) l'1- • .(^^[^(v/).. .^-(v,)].

En effet :

pAan. \a, si ^(j-^-^dimP0"^-1^)
l 0, sinon.

(b) Évaluons P^x : Soit E une sphère de dimension impaire assez
grande (par rapport à 2 (i^j)) et E-^B le quotient par l'action de Z//?.
Soit uçH2^, Z / p ) le générateur ; u^e(Q où Ç est le fibre en droites
complexes associé au revêtement E ^ B . Alors PJ^lx est (à multi-
plication par (-l)1"^ près) le coefficient de i/^-^'^ dans
P(^.v)€jf*(XxB,Z/^)[8]. Or P^U^HP^X, où P6511 est l'opération
externe de tom Dieck définie par :

Ex^(Z^^^Ex^(V)
A

BxX
[3]

P®*1 x = A* (1 x 2/p/'p)^ 1 (c'est bien défini car on a supposé que la codimension
de/est paire).

Comme on a supposé que/est un plongement, £ x ̂  (Z^) et B x X sont des
sous-variétés de £ x ̂  (Xp) et P"1 ̂  est donc représentée par leur intersection
transverse, sous-variété de B x X. L'intersection ensembliste de £ x ̂ (Z^) et
B x X est B x Z, les deux sous-variétés ne sont pas en position générale, mais
leur intersection est lisse. Le fibre « excès » de cette intersection :

TÇEx^X^/ÇTÇEx^Z^-^TÇBxX)) (fibre sur BxZ),

s'identifie à :

(^©...®ÇP~ l)®v}.

On peut utiliser la proposition 3.3 de [7] : A*(l x^/)^ 1, l'intersection
transverse, se représente par la classe d'Euler du fibre « excès »; on obtient
donc :
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(*) P^^XI^V^®...®^-1))

et :

HP^^l x/).(Sl^.. .0?-l)^c^(v}).. .c'-^v})^ -^),

comme dans le calcul précédent. On à alors :

p^x=(-l)i-^L^...^„-o-^-l)lAl.••^-^-l/t

x(c<-^(v})...c•^-(v»),
d'où le théorème 7.1.

COROLLAIRE 7.2. - SixeU-^^^Çp^Çn^^etA^Z^:

9;(;c) €^ Z c Z^ = U° (/K)®Z^.

Démonstration. — On applique 7.1 à :

e"p : c;-211^-1^)-. i7°(^)®z^=z^.

Remarque 1. - La description (*) de P^1 .y, quand ^ est représenté par un
plongement est essentiellement le « lemme-clé » de Quillen ([7], prop. 3.12).
Cette description est une des sources de la définition des ^p : la projection
B x X ->• X a un Gysin essentiellement nul, puisque le cobordisme de B est
concentré en codimension paire, B est de dimension impaire et donc l'oubli
^* W -^ U* (pt) est zéro pour * < dim B. On ne peut donc, à l'aide du Gysin
de B x X -» X, définir des opérations internes à l'aide de P®", mais ceci donne
l'idée de remplacer B par un espace projectif complexe, ce qui est fait dans la
définition de 9^. En plus, (*) indique le lien entre les opérations externes de
tom Dieck et les 6p (donc aussi les Kp de [3], § 21).

Remarque 2 (lien avec les opérations ̂ \j de Tom Dieck [3], § 21). - Si ^w

est un fibre vectoriel complexe de rang m sur Z, la formule :

(Ixœ/r)-^^^®^)^^^;/;-1^^^)^

dans U2 ̂ -^(Z xP°°(C); A), définit des classes, caractéristiques (stables)
Y^-CTe U2 k(Z, A) pour tout entier y, avec :

Y^CT-0 si k>m(p^l\

ptr^p'1vw(p-i)/r*"\— "va '___• P < J v ' / K/^i) r^"
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On a alors :
(1) si^lel/m

9iw=^o^(y^^l)+k(v/))^^l'2J(p'l)?A)
(2) si x^leU2i(X), tom Dieck définit n2pj(x)€U2^2j(X,A), qui,

avec nos notations, peuvent s'écrire :

^^(^^(y^iCv/)).
Cette remarque explique pourquoi les 9^ ressemblent beaucoup aux

opérations n ^ ( p ' ï ) de [3], et en quoi elles sont différentes : la formule (1) ne
fait pas intervenir le degré / de x, et c'est pourquoi nous n'avons pas eu à nous
restreindre à U^ÇX) pour les définir.

Remarquons pour finir que si xçU2i(X), ^9^(x) et H^-7^"1^) ne
diffèrent que par ^œ^W^^—iy^eZ/;?, et donc :

^^'^"^(^-(-ly^e^M^c-iy^p^^) [3].
(Je remercie le rapporteur de m'avoir incitée à préciser, dans cette remarque,
les relations de mon travail avec [3].)
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