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GENERATEURS DE L’ALGEBRE #(G)*
AVEC G = SO(m) OU SO,(1,m —1) ET K = SO(m — 1)

PAR

ABDEL-ILAH BENABDALLAH

RESUME. — Soient G = SO(m) ou SO(1, m — 1), K = SO(m — 1) et ¥(G)* I'algébre réelle des
opérateurs différentiels sur G invariants par les translations a gauche de G et les translations a
droite de K. On démontre, en exhibant dans I'algébre symétrique un systéme explicite de
générateurs, que %(G)X est engendrée par les centres de (G) et de #(K).

ABSTRACT. — Let G = SO(m) or SO(1, m — 1), K = SO(m — 1) and let ¥(G)* be the real
algebra of differential operators on G, left invariant by G and right invariant by K. We show
that #(G)X is generated by the centers of 4(G) and #(K).

Introduction

Soient G un groupe de Lie connexe, K un sous-groupe compact de G, 7 une
représentation irréductible de K d’espace V, E le fibré homogéne associé a la
représentation =, I'(E) I'espace des sections C® de ce fibré, C*(G, V)" I'espace
des applications C* de G dans V  vérifiant :  f(gk) = n(k~")f(g),
(g€ G, ke K), et enfin 2, I'algébre complexe des opérateurs différentiels sur E
invariants par l’action naturelle de G sur I'(E). Rappelons que I'(E) est en
correspondance bijective avec I'espace C*(G, V)" Cette correspondance sera
notée ~ dans la suite. . ‘

Soient aussi #(G) (resp. #(K)) I’algébre réelle des opérateurs différentiels
sur G (resp. sur K) invariants par les translations a gauche de G, (resp. de K)
et %(G)X la sous-algébre de #(G) formée des éléments de #(G) qui sont

(*) Texte regu le 7 juin 1982, révisé le 10 mai 1983.
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304 A.-1. BENABDALLAH

invariants par les translations 4 droite de K. On note #(G)® C (resp.
#(K) ® C) la complexifiée de I'algébre #(G) (resp. %(K)), (#(G) ® C)X le
commutant de #(K)® C dans #(G)® C et enfin dn la représentation
infinitésimale de &, J le noyau de dn dans #(K) ® C et J* = §*(J) ou S* est
I'anti-automorphisme principal de #(K) ® C.

MINEMURA ([3]) a démontré le résultat suivant : pour D € (#(G) ® C)X soit
w(D) I’élément de 2, défini par

WD = Dii (ueT(E)).

Alors Ker p = (%(G) ® C)* N (%(G) ® C)J* et l'application pgx définie a
partir de u par passage au quotient est un isomorphisme d’algeébres. Ce
résultat nous montre que I'étude de 2, se raméne i celle de (%(G) ® C)X.
Nous nous proposons dans ce travail de calculer explicitement les générateurs
de l'algébre réelle #(G)* dans le cas ou G est le groupe SO(m) ou SO4(1, m — 1)
et K le sous-groupe SO(m — 1), (m > 3). Ces générateurs sont des générateurs
de lalgébre complexe (#(G)® C)X. Nous démontrons qu’il y a (m — 1)
générateurs, constitués par les générateurs du centre de #(G) et du centre de
4(K). En particulier nous en déduisons que I'algébre #(G)X est commutative.

I. Notations et rappels

(1.1). — Soient e, ..., e,-, la base canonique de R™, R™~! le sous-espace
de R™ ayant pour base e, ..., e,_;, G = SO(m) le groupe des transforma-
tions orthogonales de R™ de déterminant 1 et K = SO(m — 1) le stabilisateur

de e, pour l'action naturelle de SO(m) sur R™. L’algébre de Lie SO(m) de

SO(m) (resp. SO(m — 1) de SO(m — 1)) qui est constituée par les matrices
antisymetriques, munie de la forme bilinéaire symétrique positive non
dégénérée

BX,Y)= —%tr (X,Y), (X,YeSOm)),

s'identifie canoniquement a I'espace euclidien A2R™ (resp. 4 A’R™ ) et on a
la décomposition directe orthogonale

AR = ey AR™ ! @ A2R™1,
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GENERATEURS DE L'ALGEBRE #(G)X 305

Moyennant ces identifications, tout élément X de SO(m) s'écrit
X=eAX,+X, (X,eR" !, X,e N°R""}),

de plus pour ke SO(m — 1), on a
Ad(K)X = eg AKX ) + N KX ).

Identifions I'espace vectoriel G = SO(m) et son dual algébrique par la

forme B. Soit S(G)X I'algébre des fonctions polynomiales sur G, invariantes
par la représentation adjointe de K. On sait que les espaces vectoriels S(G)X et
%(G)X sont isomorphes par I'application symétrisation A qui vérifie :

MP,P;) = MP)MP,) + MQ), (P, P,€S(G)"),

avec Q€ S(G)X et d°Q < d°P, + d°P,.
Il est facile de voir que si S(G)X admet r générateurs P,, ..., P,,alors #(G)X

admet M(P,), ..., MP,) comme générateurs. Donc I'’étude des générateurs de
#(G)¥ se ramene a celle de S(G)X.

(1.2). — Générateurs du centre #(SO(m)).
Pour m = 2n, on pose

P,(X) = det (X — Aidgae) (X €SO(2n))
= A"+ @XM "2 4+ L+ 6y (XA 4 L+ det(X),
LX) =|XA...AX[|?=|X"?, (1<p<n-—1),
1,,(X) = (X"®* (* étant 'isomorphisme de A>"R?" avec R).

Les fonctions polynomiales a,, et 72, (1 £ p < n) sont invariantes par la
représentation adjointe de SO(2n). Un calcul direct montre que pour t
appartenant a 'algébre de Lie du tore maximal de SO(2n),

L0 = (p)az,0t), (1< p<n—1),
13,(5) = (n))? det (2).

Donc, pour tout X eSO(2n), on a

1,)(X) = (P)%ay(X), (1< p<n-—1),
12,(X) = (n)? det (X).
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306 A.-L. BENABDALLAH

De méme, pour m = 2n + 1, on pose

P\(X) = det(X — Midgass) (X €SO@2n + 1))
= —[A2"*! 4 by(XA-t
F o+ b (XA 4 by (XOA],
J3X) = |X™%, (1< p<n)

Comme précédemment, on a, pour tout X € SO(2n + 1)),
T 24(X) = (p!)b3,4X).

Les fonctions polynomiales (72 p)1<p<n (TESP. (._fz )1 €p<a) CONStituent donc les
générateurs de S(G)¢, avec G = SO(2n)(resp. G = SO(2n + 1))(cf. par exemple
[4] page 302).

IL. Générateurs de #(SO(m))5°™-V
Dans toute la suite, on identifie, sauf mention du contraire, I'algébre de Lie
de SO(m) 2 \2R™ et I'algébre de Lie de SOm — 1) a A>R™~ 1.
(2.1). — Soit X e SO(m). On a, d’aprés (1.1),
X=eANX,+X, (X,eR" !, X,e PR},
Pour m = 2n, posons

I (X) = | X5*)?, 1<Sp<sn-—-1,
Ip41(X) = IX;AX83 O0<p<n-—1,
Izn—l(X) =(X1/\X(z"-”'\)‘;

etpour m=2n+1,

J2p(X) = | XEM)1%, I1<psn-1,
J2n(X) = (X3V)*,
J2pe1(X) = IX, AXEM? 0<p<n—1.

(2.2). PROPOSITION. — Les fonctions polynomialesF,, . .., F,,_, définies sur

SO(m) par
FX)=I(X) 1<i<m-1,XeSOm)), si m=2n,
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cﬁntmrsﬁns DE L’ALGEBRE #(G)* 307
FX)=J(X) (1<i<sm-—1,XeSOm)), si m=2n+1,

sont algébriquement indépendantes.

Preuve. — 11 faut montrer que si P(&,, ..., &.-;) €st un polynéme
vérifiant

P(FI(X), cees F,,.: 1(X)) =0, pour tout X eSO(m),

alors P est identiquement nul. Nous démontrons cette proprié€té par une
double récurrence portant sur le degré de P et la « dimension » m.

Pour d°P = 1, la proposition est triviale quel que soit m. Pour m = 3 et
m = 4, la proposition est bien connue (¢f. [5] p. 35 dans le cas m = 4).
Supposons-la donc vraie pour tout polynéme P, quand la « dimension » est
inférieure ou égale 3 m — 1 et pour les polyndmes P de degré inférieur ou égal
a r,quand la « dimension » est égale & m et démontrons la proposition pour
les polynémes de degré r + 1, quand la « dimension » est égaled m. Il y a deux
cas a considérer suivant la parité de m.

17 cas : m =2n
11 faut montrer que, si P&,, ..., £,,-,) est un polynome de degré r + 1
vérifiant

PI(X), ..., I5,-4(X)) =0, pourtout X eSO(2n),

P est identiquement nul.

Pour ZeS0O(2n)
0 X1 i Xom—1
- X 0 X12 coevnnns Xy.2n—1
Z= - X12 :
: . X2n-2,2n-1
— Xzp-y — X12m-1 -+ —X2p-224-1 O

associons Z’ € SO(2n — 1) obtenue a partir de Z en annulant la derniére ligne
et la derniére colonne. J(Z’), ..., J;,-2(Z’) sont les générateurs de

S(SO(2n — 1))5°@3*=2) 1] est clair que, pour Z € SO(2n) tel que
X2p-1 =Xy 201 = oo0 =X3p-320-1 =0,
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308 AL BENABDALLAH
ona

1(2)=J/Z), (<p<2n-3),
I3,-2(2) = "%n-Z(Z’)
I3.-4(Z2) = 0.

Soit PE,, ..., £2,—1) un polynome de degré r + 1, tel que :

P1,(2), ..., 1;,-1(Z)) =0, pour tout ZeSO(2n).
En particulier pour x;,_; = X; 20—1 = ... = X2p-2,24-1 =0,
PULZY, .., Jan-sZ), T oZ), 0) = .
Le polyndme G défini par
Gy « o Ugp-3, Uzn—1) = Py, .- ., Uggo3, Usn—2, Uzn-1);
vérifie
GJ(Z), ..., am-2(Z),0)=0.

D’aprés I'hypothése de récurrence, J,(Z), ..., J2,-2(Z’) sont algébrique-
ment indépendants. Donc,

Gluy, ..., Ugp—y) = Uz H(uy, ..., uzp—y),
ou H est un polynéme. Comme
Gluy, .. Ugp-3, — Uzp—2, Uzp—1) = G(Uy, ..., Ugp—3, Usp—1)

le polynome H vérifie la méme propriété. Par conséquent, il existe un
polynome H,, tel que

H(ul’ ey “Zn—l) = Ho(“p ey u2u—3’ u%n—29 “2»—1)'
Ainsi,
P(me oo Gan1) = Ean-1Hol&y, - o5 E2n-1)s

avec d°H, < d°P. On applique maintenant ’hypothése de récurrence a H,. Il
s’ensuit que P est identiquement nul.

2°cas:m=2n+ 1.
La démonstration est identique a la précédente.
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GENERATEURS DE L’ALGEBRE #(G)X 309

(2.3). PROPOSITION. — Soient X et X’ deux éléments de SO(m) vérifiant les
conditions suivantes :

IX)=I(X") (1<I<m-—1), si m=2n,
JIX)=J{X) A<l<
Alors, il existe ke SO(m — 1), tel que X’ = kXk™1.

m—1) si m=2n+1,

Preuve. — La proposition est trivialement vraie pour m = 3 comme, on
peut le vérifier facilement. Supposons qu’elle soit vraie a 'ordre m — 1 et
démontrons-la a 'ordre m. Il y a deux cas a considérer, suivant la parité de m.

17 cas :m=2n

a) Supposons X, # 0.

Légalité I,(X)=I,(X"), Cest-a-dire || X,||*> = | X}||>, implique qu’il
existe ueSO(2n — 1), tel que u(X,)= X};. Soient X% = Nu~'(X,) et
X"=e,ANX,; + X5. Alors,

X" = egAu~ (X)) + Nu}(Xy) = Ad@™ Y[eoA X + X3]
= Ad@ H)X".

Le probléme revient donc 4 démontrer que X et X” sont conjugués par un
élément de SO(2n — 1). Pour cela, nous allons montrer que X, et X3, qui

appartiennent 4 A2 R2"~! = SO(2n — 1), vérifient 'hypothése de récurrence.
X,

Posons E = R*"~1 ¢
f1= X4

——et E, = €. E se décompose en somme directe
orthogonale

E=Re, @ E,,
d’ou les décompositions suivantes en somme directe orthogonale

NPE=¢ AN[NP1E]® NPE,, (1
"NPHUE =g A[NPEJ® NP*1E, (1
AZII'IE = elA[/\zn—ZEl]‘
Les éléments X, et X, qui appartiennent a A? E, se décomposent en
X2=81A)’1+Y2 (Yl EE!, Y2 e/\zEl),
X;=¢,ANY; +Y; (Y €E,, Y;e NE)).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



310 A1 BENABDALLAH

Ona:
X8 = pe, A\, AYE DA+ YEY, (ISpsn—1), (¥
Sll\XgA = 81/\ YgA,
d’ou,

XlAXQA = XlA YgA.

Par suite, on a, .
Xy AXEM = 11X, Y3
= |1 X, IY2A,

du fait que Iy, y(X) = L4 1(X’) = I54,(X"); donc,
IYEMI2 = |Y2A2, Cest-d-dire J,(X,) =J(X3), (1< p<n-—2),

et

IX3M12 = p? [T AYPDA|2 4 | YEA)?
= 1X5A1?  (du fait que 1,,(X) = I,(X") = I,,(X"))
= P IY;AYE A2 4 Y2

D’ou,
IV AYE~DA2 = YA YDA 2 e
Jap-1(X3) =J3p-4(X3) 1< p<n-2)
Maintenant, d’aprés 1’égalité (), on a :
ENXG VA =g AYPDA,
soit encore, en multipliant les deux membres par | X, ||,

X, AX™DA = X, A Yy~ DA
=X, AX537""%  (du fait que I, ,(X) = I,,-1(X"))
= Xl A Y'z(n_l)A.

Ceci entraine que

1A _ -1A
Yo-UA =y DA,
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GENERATEURS DE L’'ALGEBRE 4/(G)* 311
Donc
Jan-2(X3) = J3,-5(X3),
et
I AYS™DA2 = | YL AY 082 he. Jp-3(X3) = J20-3(X5).
Ainsi,
JiXp) =J(X3), (1<1<2n-2)

On applique 'hypothése de récurrence & X, et X3. Il existe ve SO(2n — 2),
telle que

X;=0vX,p" 1L
‘Définissons we SO(2n — 1) sur E, en posant

we,) = g4,
wx)=v(x) si xeE,.

Alors,
wX,) =X, PwX,)= Nwe,AY, + Y;)=¢,AY] + Y5,
et
AdWX = NP weoAX, + X)) =eANX, + X3 =Adu H)X".
D’ou
X =AduowX.

b) Si X, =0, alors X = 0, du fait que I,(X) = I,(X’). Donc, X = X, et
X’ = X’ appartiennent a SO(2n — 1), avec

T X)=J,/X), 1<p<n - 1).

Il est bien connu que dans ce cas X et X’ sont conjugués par un élément de
SO(2n — 1).

2°cas:m=2n+ 1.

La démonstration ne présente aucune difficulté. Elle est analogue a la
précédente. Elle est laissée au soin du lecteur.
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312 AL BENABDALLAH
(2.4). THEOREME. — Soit F une fonction ﬁol ynomiale sur SO(m) et vérifiant
F(kXk™') = F(X), pourtout keSO(m—1) et XeSO(m).
Alors, il existe un polynome G d (m — 1) variables, tel que

F(X)=G(II(X)’ ) Im-’l(X))9 si m=2n,
FX)=GUX), ...;Jm—1(X)), si m=2n+1.

Preuve. — Le théoréme est trivialement vrai pour m = 3, comme on peut le
vérifier aisément. Supposons qu’il soit vrai a 'ordre m — 1 et démontrons-le a
I'ordre m. Il y a deux cas a considérer, suivant la parité de m.

17 cas : m = 2n.
Nous allons montrer, dans une premiére étape, qu’il existe «e N et un
polyndéme G,(&,, ..., &;,-1), tels que

BX)F(X) = G(I}(X), ..., I1a-1(X)) (%),

puis dans une seconde étape, qu’il existe PeN et deux polynomes
0&2, - -, Eap-2) et HE;, ..., Ezp-y), tels que
QUI(X), .. ., I2p—2(X)F(X) = HU(X), ..., I35-4(X)).

Ceci étant admis, démontrons le théoréme :
Le polynome

Qﬂ(&z’ &4’ e §2n-2)Gl(§l9 LA ] &211—1) - &?H(&l, RS ] &2»—1)

est identiquement nul, lorsqu’on fait la substitution §; = I)(X). D’aprés la
proposition (2.2), les (J{X)); <i<2s—1 sont algébriquement indépendants.
Donc ce polynome est identiquement nul; ce qui entraine que le polynéme
Gy(E&,, ..., Esq-y) est divisible par £}, c’est-a-dire

Gl(gl’ HRE ] E.v2n-l) = E.v:G(éb sy an—l)’

d’ou la conclusion d’aprés I'égalité ().

(2.4.1). — 1°¢ étape :

Comme SO(2n) = N*R*" = ¢, AR 1@ A2R?""!, on peut consi-
dérer F comme une fonction polynomiale sur R*"~! x A2R2"~1, Soit
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GENERATEURS DE L'ALGEBRE #(G)* 313

X =(X;,X;)eR*™ ! x N2R>*1, 1l existe keSO(2n — 1), tel que X,
=Kk X,| e,). Alors,

F(X,, X5) = F(I X, e1, X3),

avec X5 = N2k~ Y(X,). Posons .
X =|X,lleghey + X5 = Nk HegAX, + X))

Les éléments X et X’, étant conjugués par un élément de SO(2n — 1),ona

I(X)=I(X)), Q1<i<2n—1).

Posons E = R>""! et E, = e}. Alors,

E=Re,®E, et NE=e,AE,®NE,.

L'élément X, de /A2 E se décompose en
Xy=e, AY, + Y,

Soit s une transformation orthogonale de R?"~2, de déterminant égal 4 — 1
et

L’élément k’ appartient 4 SO(2n — 1). On a alors

F(X,, X;) = F(IX,l e, X3) = FiK'(IX ]l ey), N K'(X3))
= F(= X lle), X3), ()

avec

X5 =NKX;)=NK@E,AY, +Y,)
= —eAs(Y) + N s(Yy))=e,AY; + Y,

ol on a posé
Yi=—s(Y), Y;=NsY,).
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314 A.-1. BENABDALLAH

F étant polynomiale, il existe des fonctions polynomiales uniques G;,
définies sur A2 E, telles que

F(Xy, X5) = F(I X, |l ey, X3) = ¥, I X, 1 G{X?)
=F(— I1X,l e;, X3) = 2, (—= D* | X, |*G{X3) (k)

d’aprés I'égalité (). Il est clair, que pour chaque i, la fonction G; est
invariante par SO(2n — 2). Appliquons I’hypothése de récurrence aux G,.
Donc, pour chaque i, il existe un polynéme F;, tel que, pour tout Ze /N E,
'on ait

G(Z) = F{J(2), . .., J2a-2(2)).
Ona
J2,(X3) = | Y2A)?, A1<ps<n-2),
Jan-2(X3) = (Y~ DAY,
Jape1(XD) = IHAYPA,, O<p<n-2).
Sachant que Y} = — s(Y;) et Y; = A2 5(Y,), il s’ensuit que

J25(X72) = J2,(X3), 1<p<n-=2),
JZn—Z(X;) == Jz--z(X'z).
Jop+1(X3) =J3p4s(X3),  O<p<n-2)

Donc, pour chaque i, on a
Gi(X;) = FI(JI( ;)’ RS ] ‘]2n°2(X;))
= F{J(X3), - .., J2n-3(X2), — J2a-2(X?)).
Par suite, d’aprés I'égalité (Ye¥), on a

F(Xy, X3) = Y1 X I1MFJA(X3), .., Jon-2(X3))
= 2u(= DM IX, 1M FAI(X3), -, J2a-3(X3), = J20-2(X2)),

ce qui entraine que F s'exprime comme un polynome de
Jy(X3), - Jan-3(X2), NX112 1Xi0J2n-2(X32), J3a-2(X3). Calculons
maintenant les J,(X3) en fonction des I,(X).

(1) On a,
XPA = pe, A\Y, AYS™D + YA,
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GENERATEURS DE L'ALGEBRE #(G)* 315
par suite,
IXPM2 = P2 I, AYS DA + | Y3412,
C’est-a-dire
LX) = p?Jap-1(X2) + Jp(X3), 1< p<n-—1).
(2) On a,
e NXPA=¢, NYEA,
d’ou,
X AXEI2 = I1X 02 Y5 12,
C'est-a-dire,
LperX) = 1X,117J,)X2), A< p<n—1)

De (1) et (2), on déduit que

1 Ipiy(X
Jp-iXD) = [Izp(X) - —ﬁ]

(3) On a,
X{rm0A = (n — e, AV, AYS™DA 4 YE~DA;
d’ou,
X5~ DA = (n — 1) | Y, AYS™DA2 4 || YE- VA2,
Cest-a-dire,
Ipp-o(X') = Ipp— (X)) = (n — 1)*J - 5(X3) + I3, 2(X3).
(4) On a,
e, NX~VA = ¢ AYP™ VA,
d’ou,
1X,) ey AXS" DA = X, AXY A = X, e, AYETDA,
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316 AL BENABDALLAH
Ceci entraine que
(X AXE™DA4 = X, ([ (YS DY),
c’est-a-dire,
Ipp-y(X) = 11X || J 20~ 2(X2).

Par suite,

B,_(X
JanesX3) = i

— | I, (X)) — =—=—5~].
w17 [ A VAT
En résumé, F(X) s’exbrime comme un polynome en les variables

Iy(X) Ip-3X) 13,-41(X)
LX) 7 LX) T LX)

II(X)9 CECIEY IZn-l(X)’

Ainsi, il existe aeN et un polynome G,(&,, ..., E,,—1), tels que
KX)F(X) = Gy (X), ..., I35-1(X)).
(2.4.2). — 2™ étape :
Soit X € SO(2n). X se décompose en
X=¢AX, +Y, (X,eR¥*!, YeSO@2n—1)).

Il existe une base orthonormale de R*"~! g, ..., €,;,_,, telle que la
matrice de I'application Y s’écrive relativement a cette base :

D,

T . 0 ql’
Y = D,_.,|, avec D;= ]
0 - ai 0

Dong, il existe ke SO(2n — 1), tel que
kYk-l = Y’ = z:’;ll ai€2,~_1/\ 82,'.

Posons

Xi=k.X,=Y27!xje, et X =e,AX;+Y;=NkX).
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On a
F(X)=F(X')= F(X}, Y.

Soient T le tore maximal de SO(2n — 1) et N(T)le normalisateur de T dans
SO(2n — 1); exprimons que F est invariante par N(T). Posons

Sj=x'2§_1+x,23 (1<]$n-—1).
1) Il existe te T, tel que

— -1 ’
t. Xi = Zj=1 \/S_jezj..l +X2,,_182n_.1.

Dongc,
F(X)=FX}, Y)= F(\/ S1€81+ ...+ \/Sa-182p-3 F X3p-1825-3, ¥).

2) Pour t;€T,
2i—1

ti=|oo B 2i—1, (1<ig<n—1),

ona:
LYt t=Y
t(Q=1 \/§;€2j—1 + X3p-1E20-1) =
=818+ ... +/Si-18-3 — \/5_1521—1

+ ...+ Su-182u~3+x’2n—182n—1’

ce qui entraine que la fonction F ne dépend en fait que des variables
Sys oo es Speits Xon—ys gy . oy Uy, C'est-a-dire,

F(X) = P(S,El + ...+ S._1£2n-3 + x'z,,_lez,,_l,d.l, “e ey U.,,).
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3) Pour w;e N(T),

( 2i

1 :

W, = -1 2, agigsn-y,

ona:
wi . (521 S€aj-1 + X2n-1820-1) = 2521 S€25-1 = X2n-1820-15
W‘-Y,Wi_l = alall\ez 4+ ...+ a,-_lsz,-_;,/\ eZi_z
— o€ NEy; + . 0 1€, 3 NEg, 3.
Donc
P(Sie; + ... + Sp-1€2n-3F Xop-1820-1> Xys - - o Opy) =
= P(Slsl + ...+ S"_lezn_3 - x/z,,_lsZ._l, Gl, c ooy =™ d.,-, e ooy G.,,_l).
11 s’ensuit, que pour toute famille (n,); <;<n-1, aVecCN; = £ 1,0na:
P(Sla SR Sn-li x’2n-1, QLyy oo ey an—l) =
= P(Sh ceey Sn-l, l_[:';-ll T]ix’Zn—h N1y - - nn—lan—l)-
Ainsi,
FX)=ZA;, i (Sy, -+ Sp-p)af ... a:-_-;x’z":_l
=ZA;, 0,81, s SpoMY - Tl,i,"_';

in gy T
My oo Mg ey o anix?n

pour toute famille (n,); <;<,-1, avec N; = + 1. Donc,
ng .ok o] =1

pour toute famille (;); <;<n-1, avec N; = + 1. Ceci est équivalent a dire que
iy + ip ..., In—1 + iy sont tous pairs. Par suite, si i, est pair, i,, ..., i,-, sont
tous pairs et, si i, est impair, iy, ..., i,—, sont tous impairs. Il s’ensuit qu’il
existe deux polynomes R, et R, des variables S,, ..., S,_,;, &3, ..., a2_,,

uniques, tels que I'on ait :
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F(X) = Rl(sla M Sn-la df, ] f-la x'zf.—l) +

-1 2 2 2
+ x,2n-l H?=l aiR2(sl: ey Sn—l’ Qys o oey Op—y, xin—l)‘

4) Pour w;e N(T),

2i—1 2j-1
1, J:
18 :
.0 0...1 0...]2i-1
01 01
W = : . : N s (I<J’1<'9J<n—l),
. 1
i 0..00 0...]2—1
0 1 00
Co1
‘1
on a
D,
.Dj’
win’Wi;l = 'D"
.Dn-l
0
s, 1 [s: ]
0 0
S, S,
WU Si = SJ
S, S;
bx’Zn—l_ _xIZn-l_
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Dongc, pour toute permutation s de 1, ...,n—1,ona

R{Ss(1)s + - > Satn—1)s “3(1), s agm-l), x’z%-—l) =
=R,‘(Sl, ey S,,-l, C!f, c ey df-l, x’zi_!), (l= 1, 2).

Si (s)1<p<n-1 désignent les fonctions élémentaires symétriques de

2 2
af, ..., 0;_;,0na

1Y?4)2 = (pY*s,, (1< p<n—1).

Sachant que || X1||?> = || X, un calcul direct montre qu’on a aussi
IXTAY |2 = 3521 of [IX, 1% = S;,
”Xlx A YIzA”2 = (2!)2 Zi(jaiza_)?[uxlllz - Sij], (Sij =8+ Sj)9
X5 AY™PA|2 = (p!)? 21 Sip<...<ip<n—1 aiz, cee a?,[lanllz - Si....i,,],
(S =S8, +...+85,), 1<p<n-1,

i1eip

X{ANY DA = (p — )X 10y ... 0y & AES A ... AEgy_ .
D’ou,
XIAY I = (n — D)Ixy, - [[I21 o5
et
o IXAYODYR
R (VR V) XN
Les S; vérifient les (n — 1) équations linéaires suivantes :

[(X, A Yo~ DAy
(n=DYs,-y ~

VTS =1X,0% = x35-1 = 1X,1% -

2
ZI Siy<..<ip<n—1%i; - - uizpsip...i,,
= [IX, 12 NP2 = IX, A YPA2)(p) ™2, (1< p<n—1).
Le déterminant associé a ce systéme est, au signe pres, égal a

D= l—ll Si<j$n-l(ai2 - a})-

D est une fonction antisymétrique. Par contre le discriminant D? est une
fonction symétrique. Donc D? s’exprime comme un polynome des variables
NY)3, ..., Y®—DA2
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Posons :

| X, A YA

(n=1Ys,_, ’

apey = [IX 2 IYPA2 = I X AYPAPI(P) 72, IS p<n—1).

a, = ||X1||2 -

Alors,

§; = II)’ 2;11 fij(a%a cees af—l)aj (¥)-

-

Revenons maintenant a la fonction polynomiale F. Nous avons démontré
en 3) et 4) qu’il existait deux polyndmes uniques, R, et R,, des variables
Siy oo Sy, 0f, L 02oy, X2, vérifiant

2 2 ’2
Ri{Sa1ys -+ Satm—1)» Ha(1)s -+ +» Agn-1)» X2n—1) =
= Rl'(Sl7 . Sn—l’ a%, ooy Cl,z,_l, x’zzn-i), (i = l, 2),
pour toute permutation c€ ,_, et tels que 'on ait
F(X)=Ry(Sy, ..., Sp_y, 03, ..., 02 1, x2_})

2 -1 2 2 2
+ X501 L1211 GRSy, -y Spoy, 01, o, Oy, X5 1)-

Considérons le polynéme R; (i = 1, 2), comme un polyndme en la variable
x%_y. I existe des polyndmes uniques R;; des variables
Sy .., S,_1,af, ..., a2, tels que I'on ait

2 2 2
Ri(sl5 ERE) Sn—l5 AYs - oey Uy gy X2p—1

=Y, RifSy, -y Spoys0d, @i X, (1=1,2)

Pour chaque couple (i, j), R;; vérifie : pour tout permutation ce &

n—1»s
RifSoi1y -+ > Sotn—1)» %1y -« -+ Bon=1) = RifSy, -0y Spops 0d, .o 7))
Soient S =(S,, ..., S,-}) elo= (&g, ..., ®,_,). Posons
gifS. ) = RifSy. ..., Spoyy 03, oo, 02 1y).

Pour chaque couple (i, j), g;; est une fonction polynomiale, invariante par le
groupe symétrique &,_,. Pour:

U= (U, .oy Uy )y 0V=(Ugs o eesUpap)s oo s W=(Wy, oo, Wey),
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on pose
¢, (1) = Zu,

P51, v) = Zup,, (i # k),
@3(u, v, w) = Zuw, (i, k, | distincts deux a deux),

Qp-1u, v, ..., w)=Zup, ... w, (lesindices sont distincts deux a deux).

Alors d’aprés [5], pour chaque couple (i, j), g;; est un poiynéme de
@1, .--> ®,—y, OU On a substitué dans les @;, les variables u, v, ..., w
par S, o, dans toutes les combinaisons possibles. Remarquons que

IX(AY|2 =Y, [IX12 = 8] = 3,07 Y,4;5,
= Zdtpa-jzsp = (pZ(S’ C!),
1X; AYPA)? = (p!)221$i<...<i,,<n-l o ... “-'2,,[||X1||2 =S,

= (pZa? ... o2 [Z { Si.]
i #<

= (p!)z(Pp-o- 1(S, o ... G.).

Remplagons S,, ..., S,-, par leurs valeurs données par I’égalité (yk) dans
©2,(S, ..., S). On obtient :

1
025, -2 ) = 5z Vapled, oo o).

Comme @,, et D? sont invariants par le groupe symétrique &, _,, \,,, l'est
également. Par conséquent, {,, s’exprime comme un polyndome en les
variables | Y||2, ..., [YPA12, ..., 1Y~ VA2 Pour ¢,,44(S, ..., S)(p = 2),
on obtient

1
(P2p+1(S, BN ES DL \|’2p+l(u§’ cees U-.?— 1)

V2,41 €St antisymétrique. Donc ¥4, = D . 6,,,, 00 0,,,, est symétrique.
Donc 8,,,, s’exprime en un polyndme des variables || Y||2, ..., [Y®"~ VA2,
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Par suite,

1 -
(p2p+1(sa R S) = B‘z? 92p+1("Y"29 vy " Y(n l)A"Z).

Remplagons S, ..., S,_, par leurs valeurs données par I'égalité (y¢) dans
le reste des invariants. Pour les mémes raisons que précédemment, ces
invariants  s'expriment en des polynomes des  variables
IY]2, ..., |Y®~ VA2, quotientés par D élevé & une puissance paire. En
conclusion, pour chaque couple (i, j), R;; s’écrit

Gif1y(X), ..., I54-1(X))

Rij(SlJ ceey S"..l, a%, c ey a3_1)= DZBU N

ou G;; est un polyndme et B;; un entier; et, en définitive, sachant que

D* = Q,(IYI% ..., 1YY"~ VM) = Q)(Ix(X), . . ., I2s-5(X)),
F s’écrit :
F(X) . QUIAX), ..., Ipp-5(X)) = HU(X), ..., I25-1(X)),
ou H est un polynéme et B un entier.
2cas:m=2n+1.

La démonstration est semblable a la précédente et ne présente aucune
difficulté nouvelle.

(2.5). COROLLAIRE. — L’algébre #(G)X, avec G = SO(m) et K = SO(m — 1),
est engendrée par les générateurs du centre de %(SO(m)) et les générateurs du
centre de %(SO(m — 1)). En particulier, cette algébre est commutative.

Preuve. — Si m=2n, soient XeSO(2n) et X =e,AX; + X, sa
décomposition canonique. Alors,
XPA = peo AX AXP~VA 4L X2A (1< p<n),
(X™)* = n(X, AXT™UN* ().
D’ou

IXPANZ = p? IX  AXE™DA2 + 1 XEM1%
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c’est-a-dire
.5.1) 1,(X) = p2L,—(X) + J(X;), (1< p<n),
et
1,4X) = nl,_(X)

d’aprés (y¢), d’ot la conclusion dans ce cas. Sim = 2n + 1, un calcul analogue
au précédent montre que

(25.2) J 2 X) = p2yp i (X) + 1,4X5), (1< p<nm),
et

J 2o X) = 25 (X) + [ (X )]

III. Générateurs de %(SOy(1, m — 1))50m-1

(3.1). — Dans R™ muni de la base canonique €, e, ..., €,-,,(m = 3),0on
considére la forme bilinéaire symétrique non dégénérée

B(x7 Y) == xOyO + Z;l;ll xpyp’ (X = prep’ y= ZyPeP)‘

Soient
-1 0...0 i 0 0
0 0
S= ) J= . ’
Idgm — 1 o Idgm -1
0 0

SO(1,m — 1) = {AeSL(m, R); 'ASA =S}, SOy1, m—1) la composante
connexe de Idgm dans SO(1, m — 1) et K = SO(m — 1) le stabilisateur de e,
pour laction naturelle de SOg(1, m — 1) sur R™ L’algebre de Lie

SOy (1, m — 1) de SO(1, m — 1) est :
SO(1,m—1)={XeM(mR),'XS +SX =0}.

Notons E,(p # q) la matrice d’'ordre m dont tous les éléments sont
nuls sauf celui d’indice (p, q) pris égal a 1. Les matrices Y, = E,, + E,,,
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(p=1...,m—1) et X, =E, —E,, (p<q; p,g=12,....m—-1)
forment une base de SOq(1, m — 1). Pour
XeS0(l,m—1), X = Z;';,‘ x,Y, + z,s,,(,,s,,,_lx,,,x,q,

posons :

Xl = im=-ll x,-e,-GR"'_l, X2 = Zl <p<q$m_1xmep/\eqe A2 Rm—l.

Soient les fonctions polynomiales sur SOy(1, m — 1) définies par :
(3.1.1). — Sim = 2n,

I5X) = — pP*IX, A XE™ VM2 + X332, (1< p<n),
I)X) = n(X, AXE DN,

(3.12). —Sim=2n+1,

Tp(X) = = PPIX;AXE VM2 4 X3, (1< p<n).

(3.2.). THEOREME.

(i) Les fonctions polynomiales 7;,, (1< p<n), (resp. 7’2,, l<p<n
constituent les générateurs de l'algébre réelle S(G)® avec G = SOy(1,2n — 1)
(resp. G = SOy(1,2n)).

(il) L’algébre réelle U(G)* avec G = SOy(1,m — 1) et K = SO(m — 1) est
engendrée par les générateurs du centre de U(SOy(1, m — 1)) et les générateurs
du centre de %(SO(m — 1)). En particulier, cette algébre est commutative.

Preuve.

(i) Soit P un élément du centre de 'algébre S(SO4(1, m — 1)). Comme
S(SO(m, C)30™O = §(SO(1,m — 1))S%(1-m~1) & C, P appartient a

5(80(m, C))*°™© = §(SO(m))**™ ®C.

D’aprés (1.2), P est un polynome a coefficients complexes de 72,,, (I1<p<n
-1, - i72, si m = 2n, (resp. de 72,, (1 < p<n)sim=2n+ 1) considérées
comme fonctions polynomiales sur SO(m, C). Identifions 'algébre SOy(1, m
— 1) & l'algébre G* = {JXJ; X €S0q(m, R)}. Alors, d’aprés (1.2), (2.5.1) et
(2.5.2), les restrictions des fonctions polynomiales 72,,, (1< p<n) - 172,,, si
m=2n (resp.jzp,(l < p < n)sim=2n+ 1)d G* sont réelles et égaleséi’zp,
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(1< p<n)sim=2n(resp.a 7’2,, (1 < p < n)). Donc P est un polynome a
coefficients réels de 73,, (1 < p < n)si m=2n (resp. 7’2,, (I<p<snsim
=2n+1).

(i) On a #(G)*°"~ 1P @ C = #(SO(m,C))*°™~1-€) pour G = SO(m, R)
ou SO(1, m — 1). D’aprés (2.5) et ce qui précéde, il est clair que tout élément
de #(S0(1, m — 1))~ 1R est up polynome réel des générateurs du centre
de #(SOy(1, m — 1)) et du centre de #(SO(m — 1, R)).

(3.3) REMARQUE. — La commutativité de 'algébre #(SO(m, C)50"~1-©
résulte aussi de [2].

BIBLIOGRAPHIE

[1] J. DIXMIER. — Algébres enveloppantes. Gauthier-Villars, 1974.

[2] J. DIXMIER. — Sur les représentations de certains groupes orthogonaux, C.R.A.S., 250, série A,
(1960), p. 3263-3265.

[3] K. MINEMURA. — Invariant differential operators and spherical sections of a homogeneous
vector bundle. Preprint, (1978).

[4] S.KoBayasHL — K. NoMizu, Foundations of differentiel geometry. Volume II, Interscience
publischers, 1969.

[5] H. WEYL. — The classical groups. Princeton mathematical series, 1973.

TOME 111 - 1983 - N°4



