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SUR LES SOMMES DE DEDEKIND
ATTACHEES AUX GROUPES DE CONGRUENCE

PAR

Y. DRIENCOURT (*)

RESUME. — Nous étudions les propriétés de la fonction nr attachée a un sous-groupe de
congruence I’ de SL(2, Z) ainsi que les propriétés des « sommes de Dedekind » qui
interviennent dans la formule de transformation delognr. Nous présentons plus
particuliérement le cas des sous-groupes I'(N) et T'o(N).

ABSTRACT. — We study the properties of the function nr attached to a congruence subgroup I'
of SL(2, Z) to gether with the properties of the so-called ‘‘Dedekind sums” which appear in the
transformation law of lognr. We exhibit more especially the case of the congruence
subgroups I'(N) and I'y(N).

1. Introduction

La premiére formule-limite de Kronecker dit que :

n

lim, ., , [y'z( e, o)lcz+d I‘z'——]

s—1
=2n<y—log2—%logy—210g|n(z)|),

ou z=x+iy appartient au demi-plan complexe supérieur, y désigne la
constante d’Euler et 1 la fonction de Dedekind définie par :

T](Z)=€" iz/12 ::ol(l_eznnz)
pour Im(z)>0.
Il résulte en particulier de la formule de Kronecker que siI’on prend comme
branche uniforme du logarithme :
Tiz

5i3 +Y % (détermination principale de log(1 —e?""%)),

(*) Texte regu le 7 janvier 1982, révisé le S avril 1983.
Y. DRIENCOURT, Université de Paris-VII; U.E.R. de Mathématiques, 2, place Jussieu, 75251
Paris Cedex 05.
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374 Y. DRIENCOURT

on a la formule :

logn(oz)=logn(z)+ %log(cz +d)+mniS(o)

pour tout c=( f z)eSL(Z, Z), oit I'on a posé :
a+d .
S(o)= —2———sgn(c) +s(d| N si c#0
b  l-sm@ . .,
12_d+—4_—— sl c=

s(d, | c|) désigne la somme de Dedekind définie par :

5@, 1c)=3}L, (( ))((f))

«x))=‘x—[x]-% si xéZ,
0 si xeZ

DEeDEKIND a donné dans [1] un certain nombre de propriétés arithmétiques
de ces sommes, qui n’ont cessé d’étre étudiées et généralisées par la suite,
notamment par RADEMACHER ([2] entre autres). Parmi ces propriétés, celles
qui caractérisent les sommes de Dedekind — si 'on y ajoute le fait que
5(0, 1)=0 — sont les suivantes : pour ¢#0, (c,d)=1ona:

ou I’on a posé :

(s.1) s(d, c)=s(d, c) si d=d'(c),
(s.2) s(d, —c)=s(—d, ¢)=—s(d, c),
(s.3) ° s(a. c)=s(d. ¢) si ad=1(c¢).

1 1/c d 1
(s.4) s(d, c)+s(c, d)=—z+ﬁ<3+z+a>

si ¢>0 et d>0
(voir [2] ou [3] par exemple).
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SOMMES DE DEDEKIND ET GROUPES DE CONGRUENCE 375

On peut y ajouter deux autres propriétés remarquables :
(s.5) s(nd, nc)=s(d, ¢) pour tout entier n=>1,
(s.6) s(pd, ¢)+Y 2L s(d+mc, pc)=(p+1)s(d, c)
pour tout nombre premier p.

Récemment Knopp [4] a montré que la propriété (s.6) n’était qu’un cas
particulier de la formule suivante :

(S -6 b”) Zazé-—n. $>0 Zﬂ mod d s(ad+ BC, 8() = 0'()1) S(d, C)a

o (n) désignant la somme des diviseurs de n. La preuve de Knopp repose sur le
fait que les opérateurs de Hecke agissent sur la fonction logn par
multiplication par le facteur o(n). Voir également a ce propos Parson [13],
GOLDBERG [14] et AposToL-VU [15].

En modifiant de fagon évidente la formule de Kronecker, on peut
considérer qu’elle donne le terme constant du développement au voisinage du
pole s=1 de la série d’Eisenstein :

Yr Im(yzy, T=PSL2,2), T, ={< (1) '1’) neZ }
attachée a 'unique pointe parabolique du groupe I'=SL(2, Z). Dans [5]
GoLDsTEIN remplace SL(2, Z) par un groupe fuchsien quelconque et obtient
ainsi une formule-limite formelle donnant le terme constant, dans le
développement au voisinage du pole s=1, de la série d’Eisenstein associée a
une pointe parabolique quelconque de ce groupe. Comme dans le cas
classique, il intervient dans le terme constant une fonction analogue a logn
qui se transforme par certaines substitutions, la loi de transformation faisant
intervenir des sommes arithmétiques comme dans le cas du groupe SL(2, Z).

L’objet du présent travail est 1’étude des propriétés de la fonction n
associée au groupe I'(N) (le résultat principal figure au paragraphe 7),
I’extension de ce résultat aux groupes de congruence, et, enfin 1’étude des
propriétés arithmétiques des « sommes de Dedekind » attachées aux groupes
I'(N) et T'y(N). Les méthodes pour obtenir le développement de Fourier des
séries d’Eisenstein reposent essentiellement sur les raisonnements classiques
de Hecke et Maass (les calculs dans le cas du groupe I'(N) sont en partie
effectués dans [5]). Dans le cas du groupe I'y (), la « somme de Dedekind »
s’exprime a partir des sommes de Dedekind classiques en fonction de la
décomposition de N en facteurs premiers. On peut alors obtenir certaines
formules arithmétiques généralisant les propriétés rappelées ci-dessus. Pour
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376 ’ Y. DRIENCOURT

obtenir ’analogue des formules (s. 6) et (é .6 bis) nous avons utilisé I'idée de
Knopp évoquée plus haut.

L’auteur tient a remercier M. F. Vignéras, J. F. Michon, D. Barsky et
G. Lachaud pour de nombreuses conversations a ce sujet. Enfin il exprime sa
reconnaissance 3 D. Zagier pour plusieurs suggestions trés intéressantes ainsi
qu’au referee dont les commentaires trés utiles lui ont permis d’améliorer
sensiblement le texte initial.

2. Rappel des résultats généraux

Si ' désigne un sous-groupe discret de SL(2, R)/{ +1} possédant un
domaine fondamental de volume fini, on définit la série d’Eisenstein relative a
la pointe %; de I par :

1) E;(z, S)=qul',-\l' Im(o; ' 02)°

oull;={cel|o(x)=x%, } et ou ’on a choisi o; appartenant a SL(2, R) telle

que :
-1 1 n
ci(c0)=x; et o !'T0;,= 0 1 ,neZb.

On peut supposer, quitte a remplacer I par 6; ! I'6,,.que la pointe %, n’est
autre que oo et que son stabilisateur dans I est :

1 n |
Fw—{(o l),neZ}.
On peut développer :

() E(z, )= rIm(o2)’,
en série de Fourier :

E(z,5)=) mezn(s, y) €2 7m=

ou I’on a posé ([6], p. 16).:
) 5 an(s, ¥)=2n|m|* V2T (s) 1y 2K (1) 2RIm|¥) 0, (s) (m#0)
3

l =y'+oe)y' ™" (m=0)

TOME 111 — 1983 — N° 4



SOMMES DE DEDEKIND ET GROUPES DE CONGRUENCE 377

avec :

‘pm(s) =ch-2 szd ez rimd/c

<c>0, dmodec, <* *>el')
c d

y=nl/2 I'(s-1/2)

(p(S r(s) Po (S),

© e—z riut

Ks_1/2(2n|u|)=2'1n"|u|”2"‘l"(s)J (-[1+—1),dt-

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 2.1 (GOLDSTEIN). — Avec les notations précédentes, soit :
o
Po(8)=—7 +B+0(s-1)
le développement de @, au voisinage de s=1. On a alors :

. 1 o 1 1
hm’”’[z_n E(z, s)— m] =5B—a logZ—a(z logy+210glnr(z)|>
ou :

) log Tlr(2)=% vol (T\ H) (% —n Y=, ¢,(1)e? )

a b
érifie, tout o= r:
vérifie, pour tout & (c d)e

1
log nr(oz)=lognr(z)+ 3 log(cz+d)+miSr(o)

ou Sp-(o) est un nombre réel ne dépendant pas de z.

C’est ce nombre réel Sp(o) que I'on appelle la « somme de Dedekind
attachée a I’ ». On sait également [5] que 1 vérifie les conditions de
régularité aux pointes de I'. Le résultat suivant permet de préciser le
comportement de 1 au voisinage des différentes pointes dans le cas d’un
sous-groupe arithmétique (i. . commensurable a SL (2, Z)).

PropPoSITION 2.1. — Si I est un sous-groupe arithmétique de SL(2, R), la
fonction N\ définie ci-dessus posséde un zéro a la pointe o et ne s’annule en
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378 Y. DRIENCOURT

aucun autre point du demi-plan, y compris aux pointes non équivalentes a oo.

Preuve. — Plagons nous d’abord dans le cas d’un sous-groupe I" d’indice
fini p de I'(1)=SL (2, Z). On pose :

r)=vi.,To;
et on utilise le fait que,siI'nI' =T, ona:

Zroro Im(02) =Y Xroar Im(oo;2)°

En écrivant la formule-limite pour le sous-groupe I" dans le membre de droite
et en identifiant, on obtient facilement la relation existant entre n| et 0, a
savoir :

) n"(z)=]—[$‘=, Nrl120:

ou I’on note :
flio=1(o, 2)"*det(c)*? f(c2),

. a b
J(o,2)=cz+d i o-—(c d)'

La formule (4) montre clairement que N, posséde & 1'cc un zéro d’ordre :

-gl? vol(I'\\H) = §“; vol(T(1)\\H) = %,

On écrit ensuite (5) sous la forme :

(6) n"(z)/nr(2)=no,¢1 Nrliy2 O

Le développement de 1 au voisinage de la pointe 6, co étant de la forme :
nr |l/2 O',~=€2m9‘z Z:=0am ez ximz

avec 0<6,<1.

On en déduit, en identifiant les développements a 1'co des deux membres
de (6) :

0,=0 pour tout i tel que o;#1,

ce qui montre que I'ordre du zéro de N, au voisinage de toute pointe non
équivalente a oo est nul.

TOME 111 — 1983 — N° 4
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Si maintenant I' est un sous-groupe de SL(2, R) tel que I'=T"(1) N T soit
d’indice fini dans I'(1) et dans T, on obtient, par le méme raisonnement que
ci-dessus :

T\F(Z)=H%‘=1 nl"|1/2 C;
silr'=U%.,Io,.
Soit alors % une pointe de I' et 4eI'(1) telle que A(c0)=%. On a :
Nrly A= l‘[%‘= (e ly)2 o)lm.

Le premier membre posséde un zéro si et seulement si il existe i tel que

Mr |y, 0; Aenait un, autrement dit si et seulement si o; A (c0) est équivalente,
modulo I'', & la pointe c0 ce qui signifie que A(c0) est équivalente
a oo modulo I,

3. La formule-limite pour I'(N)

Soit .

1“(N)={<Z Z)GSL(Z, Z), a=d=1(N) et b=c=0(N) JL

Onnote I'(N) son image dans SL(2, R)/{ £1}. C’est un sous-groupe normal
de SL(2, Z)/{ +1} et le stabilisateur de oo est {((1) n;V ); neZ } Il nous

faut donc considérer la série :

@) Yr. Fm Im(oz)*=Ey(Nz, s)
ou
: N~ 0 N*UZ 0

(®) r<N>=( . N,,z)r(m( 0 o
et

(N L,
)] Ey(z, 5)= —(2-2 N7 Y, ez =1, cxony, a= 1y V'l €z +d| 2,
ou

1 si N=1 ou 2,
S(N)‘{z si. N>2.
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On suit la méthode de Maass [6] pour obtenir le développement en série de
Fourier de Ey(Nz, s), en écrivant d’abord :

n
(10) Ey(Nz, S)=Z,’zv-1,(a, N)=1 ( +-af.m-nw) %(2?)) EY ,(Nz,5)

N

ou

O(N _
(11) El‘i,a(z’ 5)= S(T) N~ Z;:ouv),d-a(zv) y'lcz+d| s

et donc

E;',(NZ, S) = s%v—)

y { Ydmamyd 2 S+ Y w0, cm0) Yamawy |ENz+d|72° }

En appliquant la formule sommatoire de Poisson, on a :

Z{!a(N) Ich+d|-23
=N"2 :yl—Zchll—Zc Lezé:im(a-chx)/NI(s, 2nlclym)

I(s, v)= J._ CES)E

Enisolant le coefficient d’ordre zéro du développement en série de Fourier, on
obtient :

avec
||w du

(12) E n(NZ S)—§—(‘N—)y {L-a(N) d-z"

- 25 _ *o  du
+N 2’}’1 2 Z-O(N).c#(! 'cll Zs'[ (u )

+N—2 syl—Z s Zc-O(N),c'lO 'cll—ls 2"”‘0 e2 ximcernmu/N I(S, znlclym) }

Dans le dernier terme, on intervertit les sommations, puis on rameéne la
sommation sur ¢ & ¢>0, enfin on pose n=mc. On obtient finalement :

(13) Ey(Nz, s)=ao(, 5, N)+ Y npoan(y, 5, N) €2 "im>
avec

14 N 1-s du
(14) a,(y, 5, N)=y'+y " 0p o(s) . @FIr

TOME 111 — 1983 — N° 4
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ou
19 o ol9)= 8(»7)»7""“;(‘2 )‘)H,.N( _piny
et

(16) a,(y,s, Ny=8(N)N~2sy'~*
+ o (n)
ngl-l.(a.N)-l< =1, nam1(N) E;r,—) I(s, 2mmy)

cos(2nma/cN)
X Zt>0, cmO(N), c|m _C!s_—l__

Pour pouvoir appliquer le théoréme 2.1, on calcule le développement de
®n,0(s) au voisinage de s=1 en posant :

On.05) = = +By+0(s—1)

et en utilisant les développements suivants :

1 p? Zlogp
= 1- 1
=T 17-1[ -1t

2

L@9=" +20@6-D+...

\ - 6 127'(2
dou §(25) ’=?—?—%—%(s—l)+...

(@2s-1)= +y+0(s—-1)

( 2(s—1)
ou y désigne la constante d’Euler

N1=4s=N-3[1-4(s—1)logN+...]

pour trouver :
17) ay= 27 8(N) {N*TLw(1=p ™2},
(18) By= 5 8(N){N* [Lyw(1—p~2)} !

_8@ 108P
{y 2logN ) EIN }

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



382 Y. DRIENCOURT

Reste a obtenir la valeur de log nr-(v). On utilise pour cela la relation :
I(s, 2nmy) =2 |my|*~ V2T (s)"* K,_,,,(2®| m]| y)

et on compare avec la formule générale ([7], p. 16) pour avoir :

(19) an@, s, N)=2°|m|*" 2T ()" Y2 Koy, 2 m|y) Qp m(s),

ou :

(20) On m()=8(N)N"2* T, @ =i

‘o p(n) cos(2mma|cN)
X =L ma=lN) ST >0,cx0(N) cim T oTs=T

Pour obtenir la valeur de log Ny, on part de la formule générale :

iz

1 + 2 rimz
lOg"lr'(zv)(z)— m Z_TN Zm=1 on.m(l) e .

On a facilement :

1

1 n? _
E onm(D)= 3 N l_]le(l 4 %) Z»o,mouv) z

n
xﬂv-l.(a.N)-x( =1(N) Ergz—)) cos(2mma|cN)

En posant c=m/d, on obtient :

iz
log NMran(2)= v

PN [hw-p™)
may 6 wt=p

€2 nimz

X z;fx <Zdlm, >0, mia=oN) AN (d)> m

ou :
N + o0 p'(n)
(21) AN(d)=Za=l,(a,N)-l =1, na=1(N) _nT Cos(znad/N)'

On pose enfin m/d=kN, d’ou :

eZuidez

: 2
iz T
IOgnl"(N)(Z): —41taN 6 X I-L,m(l —P_z) Z::i Z;:i An(d) %
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SOMMES DE DEDEKIND ET GROUPES DE CONGRUENCE 383

que I'on peut re-écrire sous la forme :

(22) 108T]r(1v)(2)— T 6 l—IplN(l —P—z) Z; An(d) log(1— — g2midNg),
Revenant au groupe F(N), on pose naturellement :
(23) lognr ) (z) =lognrw(z/N)

et par le changement de variable z — z/N, on peut maintenant écrire la
formule-limite pour I'(N) :

THEOREME 3.1 (GOLDSTEIN). — Soit :

8(N) ._ y
Ey(z, 5)= 5 N~*¢ Zc,d)sl,c!O(N),dzl(N) I—:glj—

Ona:

. 1
hms—*l[-z—n EN(z, S) 2(s )]
1 N 1
=§ By +ow 108\/2_ ““N(z 108Y+2l°8|‘]r(N)(z)|)

pour les valeurs de ay, By et lognr, données respectivement par (17), (18) et
(23).

4. Calcul des sommes de Dedekind

On part de la formule :

iz 2 nirdz

Tra N 6 FL.N(I— T XTI A®) Y

Puisque A, (8) ne dépend que de la classe de 8 mod N, on peut écrire :

lognrw(2)=

. 2
iz n -
lognrw,(2)= TN 6 [T~nd=p~?

eZM‘r(ﬂ-i»lN)z

"Z::; 3=1 An(B) Z;:o -

_ e Ay(B) &
6 l_],,m(l-P D DAY Nr =g

41m N
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b

Soit o=(‘: d)eF(N). On sait que :

1 .
lognrw) (02) =lognrey (2) + 3 log(cz+d)+miSrw)(0)

de telle sorte que :

1 1
Sran(0)= T Im { l‘)g"'lr(N) (cz)—lognrp(2) - 3 log(cz+d) }

Ecrivons donc que :

z2+2z

24 =
(24) Imlognry,(2) Sy

1t2
-1 [lind-p"2

1 rf 4]
ng-x Av(B) 3/3 7(19Q~r - l?am)’

ou on a posé Q=e? *z,
Premier cas. — c#0.
On suit la méthode originale de DeDEKIND [1] en posant :

z=—§+w »>0),
d’ou :

cz=

ola

i
+Ez;

et en écrivant que :

) a i
(25) Sr(N)(G) = E llmy_,o Im { lognr(N) (‘E + Ez’}']‘)

d . 1 .
, - IOgT]r(N) ( - ‘E + ly) - 5 lOg(lC}’) }
On a facilement : ’

(26) Im log(icy) = g sgn(c)

1° Calcul de :
lim,_,Imlog -+ i
y—=0 Nrwy c =y y

TOME 111 — 1983 — N° 4



SOMMES DE DEDEKIND ET GROUPES DE CONGRUENCE 385

on écrit :
rp ‘Arp » -
@7 9" _ 07 _ AR
I_QrN I_Q,N l_VNngr l_VNrQaNr
avec :
V=e-2vey, Q,=e? "l

Quand y — 0, ¥ — 0 également, et par suite (27) tend vers zéro. Comme le
montre DEDEKIND [1] on peut intervertir la sommation et le passage a la
limite, ce qui donne :

. a i a
(28) lim,_,, Imlognr, (; tay ) T ZnNayc’

2° Calcul de :

. d .
lim_ o Imlognry, -2 +iy ).

Ona:

Q* [ S 0;"°
@ g Tgw -\ TRy TG
avec :

W=e—2 uy’ Ql=e—2 xil/c.

Moyennant intervertion de la sommation et de ’opération y — 0, on obtient a
la limite pour (29), si r est un entier tel que QY #1 :

rg Q-rﬂ
30 Ql - 1
( ) I_erN I_Ql-rN'
En vertu de la relation : 1/(1—x)= —1/n Y }Z] jx’ si x est une racine n-i¢éme
de 1, (30) s’écrit :

1 . ) i
- m IJlel](Q’lUN+p)_Ql UN+B))

et donc :
o o
OV ogr T
2i .. dr . : )
= —I?ll— el sm[Z_u -CL(_;N+B):| si QY #1.
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386 Y. DRIENCOURT

Dans le cas ou Q)'=1,0na:

rp rp Wwre
1gQ”’ - f@w = o (@),

On étudie alors la quantité :

(32)

1
1—-WhNr Z:“l Axv(B) wre (Q;’_Ql—r’)

= 1_——%’"—' A=l m=1B(®) Zp=1 Wtcos(2maB/N)(QP— Q1 "P),

ou on a posé :

(33) B@ =5 e EP.
or

Th=i QP - 07 ) cos(2map/N)

1—w 1 1 1 ~ 1
ST | TS We T I=wer T We  I—We "

ou u=2mnia/N et v=2mird/c (somme de quatre progressions géométriques).
D’ou :

rp nré
(34) lim,_, ZLxAN(B)[ A Q— ]

1-0% 1-oW
1 1 1 1 _ 1
_—2' Zu-l.(a,N)-lB(a) I:l_eu—v - l_eu+v + l_e—(u*v) 1—e ¥*Y
i o fdr a . fdr o
=N Z'f-x‘m.m-n B(a) ’};}J{sm ZRJ(T ——N)+sm 21[](-C—+ I_V-)}

2 nrdj 2 oy
2’., (@ Ny=1 B(2) ZN sm( - )cos( N )

Finalement, en regroupant les résultats obtenus, a savoir (31) et (34), on a :

. d
(35) lim,_.,Im lognr(N)(-— -+ iy)

d H
=~ g s hwa-r ) 525 20
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SOMMES DE DEDLKIND ET GROUPES DE CONGRUENCE 387
ou :
1 g lel=1;gin 2 ¥ (i . QN
WZ;:;AN(B)ZJ=1 ]sm2u;-(}N+B) s1 Q1 #1

(36) H(N=
Z-, jAy()sin(2nrdijc) si QY =1.

On remarque alors que pour Q) =1, c’est-a-dire pour r multiple de
’entier ¢/N, la premiére formule donne H(r)=0. En effet :

YK_1 cos(2nap/N) sin 21zdr (JN+B)
= '41_ N_ 1 (e2RoB/N | g=2miab/N) (g2ridrble _ g=2nidibic)
i

représente la somme de quatre progressions géométriques dont les sommes
sont nulles car (et@*@/N@ridr/NN — 1

On peut donc écrire :

PP

H(r) H, (r) Hz(rc/N)

Z NZ-&-CD

ou H, et H, désignent respectivement la premiére et la deuxiéme formule
définissant H (r).

Compte tenu de la formule :

ZM, sin2nrx

= —n((x))

on a finalement :

6y 20

= - oo i T 'JAN(ﬁ)((‘-:UN‘*'B)))

n
- Py N 1JAN(])<(
Posons alors

d
(38) sud, =53 4 ((; (jN+B))>-

Z|~.

))
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En regroupant les résultats (25), (26), (28), (35) et (37), on a :

THEOREME 4.1. — Soit c=<‘; :)el"(N). La « somme de Dedekind »

St (o) est donnée par :

a+d 1
! A Naye 3 sgn(c -—l—Lw(l—P %)

[ T jA No)(( ))+sgn(c)2,=,AN(B)sN.a(d,lcl)]

Sran(0)= <
si ¢#0,
_Lt s =0
47 Nay

1 b

A En effet dans ce dernier cas, on a c=<0 i

), b=0O(N) et on obtient

facilement le résultat annoncé.

5. Propriétés des sommes partielles Sy ,

Nous donnons maintenant quelques propriétés des sommes :

sup@ 0=55z 2 (Zow+m)),
ry,5(d, C)=z;;<l>(<‘§ (JN+B)))

que nous définissons a priori pour ¢>0, c=(N) et 1 <B<N. Rappelons
d’abord quelques propriétés élémentaires dont nous aurons besoin (voir [2]
par exemple) :

(39) (>))=(xz)) si x,—x,€Z,
(40) (=x)= =),
(41) Y51 ((%)) =0 pour tout entier d,

d’ou en particulier :

(42) s(d, c)=Y5- ,-((%))
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Plus généralement, on a :

43) o1 ((] +x))=((x)) pour tout xeR.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates des
définitions :
(44) Sy.p(—d, c)= ~sn,p(d, ) et ry,p(—d, ¢)=—ry p(d, c)
(45) SN, ﬂ(d) C) =S\, ﬂ(d’y C)
et:
rv.p(d O)=rypd, ¢) si d=d(c)
(46) S, pa(d, €)=5n,m p(nd, ¢) pour tout diviseur n de N;

47) A=1 co’s(z"l?ﬂ)((?)) 0 pour tout (a, d)e N2,

La derniére s’obtient en remarquant que dans la somme, les termes
correspondant a4 =N et B=N/2 éventuellement, sont nuls, puis en
groupant les termes correspondant aux valeurs B et N —p.

@i
rn,p(d, =N Yo jmpm <( ?j ))

c’est immédiat en écrivant c=N ¢’ et en utilisant (39).

LEMME 5.1 :

THEOREME 5.1 :

rn. p(d, c)=N<(‘11V—B)> si (c,d)=1.

Soit en effet a tel que ad=1(c). Posons c=Nc¢' :

e, 0=N 5334((2on+p))

=N 5% (( (adj+ aB >>> car (a,c)=1
=N Z?;b«}(j-% ‘i,—B)) car ad=1(c')

_ dp . s

=N <(W)) d’apreés (43).
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THEOREME 5.2. — Pour tout entier n>1ona:

Iy, p(nd, nc)=ry, 8(d, ©)

-1
sN,B(nda nC)=S~. B(d, C)+ n 2 rN.‘B(d, C)

dou en particulier :

Sy, p(nd, nc)=sy 4(d, c)+N —5 ((ﬂ;-)) si (c,d)=1.
En effet on a :

et g0)= o 1530 ((S0n+m))
=g Zteb Tiasteep ((S0n+m))

= 5211(( oN+b)))
+ o Stbke o(( oN+B))).
LEmMME 5.2 :

$w,0(d, €)= TiZeljapar ((’ )) ((i]))*(g B g) e ((‘i—j))

On écrit d’abord :

zizs((20n+m)) =5 Zsow+m((2av+))- § a0

Ensuite, en posant c=Nc', on a :
sc3' O +B)((2n+9)))
-5t Tiske N+ (2N +))
=N iz on+8 ((Lum+m) o sizaie ¥ (S v )

=N Z'olﬂﬂ(N)-’(<dJ))+ cN {‘7_1 T "B(N)«?))
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En utilisant le lemme 5.1, on obtient donc :

sx.5(d, ©) . % ( ( g ))+ <z_v_2—_1 _g) ol ((i-’))
et (25 em(2)

THEOREME 5.3. — sy p(d, ¢)=sw,5(a, ¢) si d=1(N), ad=1(c).
En utilisant le lemme 5.2 et le théoréme 5.1, on écrit :

woargim (D) () -1)(2)
e ()G

car a=1(N) et a inversible mod c.

o ()2 ()

=sy.p(a, ¢).

THEOREME 5.4. — Ona :

C

En effet on a d’abord :

un(d )=Y52b L ((gg‘(’““,l)))
-2 () (%))
() e

=s(dN, ¢)
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et ensuite :

Z':=l sy,8(d, ©)

=s(d, o)+ = Z}-o«—))“ d8=1B -w-um(( . ))
=s5(d, C)—% B=1B 2 % ,-p(N) ((%)) par (41).

CoOROLLAIRE. — Si(d, c)=1,0na:
N-1 N
X5=1 w.p(d, ©)=5(d, )~s(dN, ©) = — s(d, N).

C’est immédiat en utilisant le théoréme 5.1 et la définition (42) de s(d, N).

6. Applications numériques

Pour N=2, 3, 4, 6 le calcul direct de ay, By, py(j) et lognrx, permet
d’exprimer Ny, a I'aide de la fonction ) classique. Le calcul des sommes de
Dedekind en résulte alors facilement, mais on peut également les obtenir a
partir du théoréme 4.1 et du corollaire du théoréme 5.4.

N=2:
n(2z)?
n@ °’

St 2 5)= S -sm@ {3 42504, 161>~ s(dlcn}
N=3:

Nre(2)=

n (3 2)3 }1/2

ﬂr(s)(2)={ ~)

Q

Sru)(c Z)=“;cd 1sgn(c){ +35Gd, |cl)- s(dlcl)}

N=4:

4 2
Nrw(2)= % =MNre(22)

Q

o % )= 5 s +2504d. 1e)-st2 1)}
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N=6:

e n*(22)n°G2) Mre)(2) Nrefz)

S a b =a+d 1
o\ ¢ g) o T30

x {-;—+s(d, le])+6s(64d, |c|)=35(34, |c])-25(24, |¢|) }

7. Les propriétés de .y,

La formule (22) montre que :
(48) Nroy(2) =¢* [Jas1 (1 — gy,
ou:
2 miz 1

2
n -
g=e" ", )\=m—a_,,’ PN(d)='6—I_L.|~(1—P %) An(d).

On sait déja [5] que Ny, est une forme modulaire, avec systéme multiplicatif
€® St (0), de poids 1/2 pour le groupe I'(N). En particulier nr, est
réguliére aux pointes.

En fait, on peut aller plus loin concernant les propriétés de m,. C’est
’objet du théoréme que nous allons maintenant démontrer.

THEOREME 7.1. — mr, est une forme modulaire de poids 1/2 pour le
groupe T'(N), a coefficients rationnels, qui ne posséde aucun zéro dans le demi-
plan Im(z) >0 ainsi qu’aux pointes d 'exception de . De plus Sp,(c)€Q
pour tout 6 €' (N), en particulier il existe un entier positif M tel que nfiy, soit
une forme modulaire au sens usuel.

Preuve. — A cause de la proposition 2.1, il suffit de prouver la derniére
assertion, qui résulte du fait que n? Ay(d)eQ, ce que montre le calcul
suivant :

Posons d=(N, d)d’ et N=(N, d) N' et regardons A (d)=By-(d') comme
une fonction sur G(N’)/{ £1} (ou G(N’)=(Z/N’Z)*) dont le dual est
I’ensemble des caractéres pairs mod N'. En tant que telle, By, est somme de sa
« série de Fourier » :

By.(d)= Z; pair, ymod N’ BN' W x@),
ou :

) -
By.(x)= o) Yaeony 1) Bn(8) x (8)-
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En remplagant B.(5) par sa valeur, on a :

1
BN'(X)=W zgl-n,(a, N)=1 E\a!l(N) u—(zl G(X: a),

ou I’on a fait apparaitre la somme de Gauss :

G(x, a) =Zs modN’mez’mwN'-

G, a)=x(a)G(x)

puisque (e, N')=1, on obtient :

En utilisant la relation :

N (X.) (N ) Za N)=1 X(a) Zﬂll(N) u(n)
_ G(—) n’ ( X(P) )-l
oL T\ P )
d’ou finalement :

(49) Ay(d)=By(d)

1 G(x) & _x(»)
= o) Zzpnr {mod N’ Z(—Z——:) )nplN(l . )

11 résulte de (49) que n? Ay (d) € Q. En effet, on a la formule suivante ([8], par
exemple) :

2
(50) L@, 0= fﬁ, G@Bss -

ou fest le conducteur de y :

1
Gy - Bz,,=7 Z{ﬂx(a)f232<%>
et :
(52) Bz(X)=X2—X+%.

Or il est clair que B, , e Q(y) et que (B, ,)° =B, ,. pour tout o€ Gal (Q/Q),
d’ou le résultat.
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Remarquons qu’on peut calculer 4, (d) de la fagon suivante : Si x =1, le
caractére principal, on utilise le fait que :

G (xo) =n(N’).

Si y # %, SOit fson conducteur et , le caractére primitif mod finduisant y. Si
(f, N'/f)>1, on a G(3)=0. 1l suffit donc de considérer les caractéres pour
lesquels (f, N'/f)=1. On a alors la décomposition :

(53) x(@)=121(a)x2(9)

ou y, est le caractére principal mod N’ /f, ce qui entraine la décomposition des
sommes de Gauss :

) N’ N’
(54) G(X)=G(X1)G(X2)X1<NT) =G(Xl)u(7) 11(7‘)-

En utilisant la formule :

2
T G)M,(X) si yx estprimitf,

(55) L(, X)=f

ou :
(56) M3 (1) = Y moas X (@) @
on obtient finalement pour A, (d) la formule suivante :
6pu(N’) —2y-
57) Ay(d)= —p )t
(57) Ay(d) WI_LIN(I P )
1 s (N
*ram Do)

’

- N Y
xzxmodf. % pair, 3 primitiIX(d’)x( _) MZ(X)—IHPIN(I_ x;zp) )

f

Ceci nous permet de simplifier I’expression de Sp,(c) donnée par le
théoréme 4.1, a 'aide des formules établies au paragraphe 5. On note
d’abord que, grace au lemme 5.2 et au théoréme 5.1, on a :

(58) Sw,(d, )+ n_;(d, O)=1y_,(d, )+ N - 2J ((%))
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ol on a posé :

o e o=Sab((E)(E)

On en déduit facilement I’expression de Sy, (o) (pour ¢(o)#0) :

1 p
(60) Sran(0)= 2?‘;_‘_;_,2_"“_ —sgn(c) {z + }gﬂpn(l) ty,;(d, |cl) }

Citons enfin quelques relations simples vérifiées par les nombres py, (), dont
nous aurons besoin par la suite :

En utilisant la propriété bien connue des caractéres, a savoir :
Teeax(0)=0 si x#xo,
on a d’abord la relation :

R(N/N, d)

o NIV, &) "

(61) J=1 PN() =N+ 4 modn, @, Ny>1

ainsi que le montre un calcul simple.
On en déduit que :

si N=1(2) :
1
X ()=-3,

si N=0(2) :

(62)

N
P~(7)= -1 et Y2 pn()=0.

On a également :
(63) Pov(@)=pn()) si q|N.

Il est intéressant de relier lafonction 1y, & desfonctions connues par ailleurs.
C’est I’objet du lemme suivant :

LeMME 7.1. — Avec les notations précédentes, on a :
(64) nrw(@=n®2) [T n(g) (N2) py(j)Sn(j)
=n(Nz)*? mﬁllzlen. 1IN2) py(J)On ()
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ou:

65) n ({,) (2) =g V/VBUIN) le. wmicy(1 =) 1’1'l> Lom a1 = Pia))

(la notation est celle de Schoeneberg [9)) :

(66) By, j(D=Yaez(— 1) ¢V (n+j/N-1/2)?

‘1

©67) ,s~0)=)§ si. N=0@Q) et j=N/2,
1.

" sinon.

Preuve de la premiére égalité. — On peut écrire Ny, sous la forme :

Nrw(2)=¢"""*n(Nz) I—E’;: nd-j(N)(l —q%) oy U)

d’ou, en introduisant n NOE
(v)
A=N/24=(N /D5 P N (VBN ) By GIN)
Tren (2) =g 2, N n(N2) [T ) VD) P (DB ().

Le résultat s’ensuit grice a la relation :

Wl o . 11 i
©8) TH pu() BaGINISW() =2 % = = = 2 (N [Ln(1 =p™3)=2)

qui se démontre comme suit : on calcule :
(69) 27511) Ay(j) B,(J/N)
_ l N - Nt aiIN eZIiMj/N
=3nz Za-l.(a.N)-l Z,n-umli(n)” XZ;‘=0 Lot Zn#o “mI
N - -
T’ Y@=t Lamt B RT2 Y e _aym™?

N
= e Ek!—l(N)k_.z le n(n)

N
T 2n?
d’ou la relation cherchée en tenant compte de :
1 N-j J
(70) B,0)=% et B,( N’):B,(ﬁ).
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La deuxi¢me formule peut se démontrer a partir de la premiére. On écrit
d’abord, en utilisant (62) :

Nraoy (z) =1 ( N 2)3/2 n}ﬁlgl [q(NIZ) By (JIN) n ( N z)
X I-L-my)(l —q% ]‘L;j w( —g)PN OO,
Ensuite on obtient le résultat cherché grace a I'identité :

(71) gNPB.UID 1 (Nz) l'[a.,-m)(l —q% nd‘ (=g .
=Y, ez(—1)q"? n+ UGN -2
R €

que 'on peut déduire du triple produit de Jacobi par une série dc
changements de variable appropriés.

Nous pouvons utiliser (64) pour donner quelques indications sur I’entier M
du théoréme 7.1 en nous servant des propriétés des fonctions n .
' h
démontrées dans [9] : soit en.effet 8 un dénominateur commun des nombres
Pn(j)8x()). En posant comme dans [9] N, =12N?/(6, N),on a :

a bN
72 N., = N“ ’ =
(72) ﬂ({))(NGZ) n({))(o Nz), o <c/N d )

"\ (N2).

)

M (02) =€ ™35 (cz +d)" ¥ i, (2).

On en déduit :

On sait que 12S(c’)eZ. Comme d’autre part 12| N, il en résulte que :
(73) Nk (02) =(cz+d)"* i (2)

b
d

Pour terminer, voici un tableau des valeurs de p, (j) pour N <15, compte
tenu du fait que py (N —j)=py (j).

Pour connaitre plus précisément I’entier M du théoréme 7.1, il serait
évidemment intéressant de pouvoir préciser le comportement du

dénominateur de py (/) enfonction de N, mais I’auteur ne sait pas répondre a
cette question pour l'instant.

pour tout o=(‘: )GF(N).
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TABLEAU
Valeurs de py(j)
Joee 0 1 2 3 4 5 6 7
N
2L 1 -1
3. 1 -1/2
4 ... 1 0 -1
S 1 1 -3/2
6 ......... 1 1/2 -1/2 -1
T .o 1 3/2 -1/2 -3/2
8 ... 1 1 0 -1 -1
9 ... 1 3/2 0 -1/2 =32
10 ......... 1 1 1/2 -1/2 -1 -1
11 ..., 1 19/10 2/5 -1/10 -11/10 -8/5
12 ......... 1 1 1/2 0 -1/2 -1 -1
13 ......... 1 75/38 13/19 6/19 -15/19 -37/38 —65/38
14 ......... 1 7/6 5/6 1/6 -1/6 -5/6 -7/6 -1
15 ......... 1 13/8 5/8 3/4 -3/8 -1/2 -5/4 -11/8

8. Extension aux groupes de congruence

Les résultats précédents concernant le groupe I'(N) s’étendent sans
difficulté a2 un groupe de congruence. Soit en effet I', un sous-groupe
de SL(2, Z) contenant I'(N). Posons :

(74) r=UT(N)o,

Le méme raisonnement qu’au paragraphe 2 conduit a la formule :

(75) @ =11 rm 209"
et on a le résultat suivant :

THEOREME 8.1. — m est une forme modulaire de poids 1/2 pour T'y, a
coefficients rationnels, qui ne posséde aucun zéro dans le demi-plan Im(z) >0,
ainsi qu’aux pointes d 'exception de . De plus S (o) € Q pour tout ceT;.

Preuve. — La rationnalit¢ de S (o) provient de la formule de
transformation :

1
Nr,ly20= l_ll-‘= 1(Mrw 11/26:0) v

=[Tt-1 (el vi00)"™  avec y;€T(N)

1 =i =13 i
=1'[:'=1(e“s”"’"‘)ﬂr(m|1/2 o) h=¢ 7' 7 r(m(v.)nn (2)

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



400 Y. DRIENCOURT
d’ou :
1
(76) Sr,(0)= m YiciSra(v)eQ.

Notons ici qu’a partir du théoréme 8.1, on peut obtenir facilement une
démonstration du théoréme de Manin-Drinfeld :

CoROLLAIRE. — Soient I'y un groupe de congruence, et »' deux pointes non
équivalentes pour T . Si on désigne par i* le plongement (envoyant o sur 0) de

la courbe modulaire X r, dans sa jacobienne, alors il existe un entier positif m tel
que :

mi*(x—x')=0.

Preuve. — En termes de diviseurs, il suffit de montrer qu’il existe une
fonction rationnelle sur X dont le diviseur est précisément m(x —x').

Au vu du paragraphe 2 on peut poser :
)]

Tll",, x=MNs"T, 0>

si % est une pointe de I'; et ceSL(2, Z) telle que 6(c0)=x. Soit :

(78) f=r|r,,u|1/2 0”/11r..x'l1/z o'~

Montrons qu’il existe un entier m positif tel que f™ soit une fonction
rationnelle sur X . On a en effet la formule :

-1 _ -1
nl‘..xll/zc |1/271 —Tlr.,xlx/zo' Y1

= -1 -1
=Nr,.xl126~ " ¥, 00

= Wi -t -1
_e"‘sr,‘x(o 7,0) T\r,‘xlxlz c~ L.

Larationnalité de S; , montre alors qu'il existe un entier rationnel m, tel que
m, St «€Z. De méme pour x’, ce qui permet d’en déduire l'existence d’un
entier m tel que f™ soit invariante par I';. Pour conclure, il suffit de
remarquer que Tr ,|,,; 6~ ' posséde un zéro en x et ne s’annule pas aux
autres pointes, et que ’ordre de ce zéro est celui du zérode n,-1r,,a 1’ 0,
donc de celui de ny a 1’ oo puisque [67' T, o : T(N)]=[I', : T(N)].
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9. Le cas du groupe I';(N)
Appliquons maintenant les résultats qui précédent au groupe I'y(N). Il est

clair que :

1 -
(79 Er w(z, 5)= 3 Zc,d)-l,c-O(N) ylez+d|™%.

On cherche son développement de Fourier en I’écrivant sous la forme :
S

1 <~
Ero(N)(Z, 5)= 3 Zux.u. N)y=1 Zr.d)-l.cIO(N). d=a(N) [cz+d>

Posons :

1 ¥y
Eg, (2, 5, N) =§ Zc,d)-l, cmg(N), dmh(N) TCZ—‘*'dTE .

On a la formule suivante ([S], par exemple) :
(80) E, ,(z,5 N)=a,,, .0, N)+Y 0 G o 30 S N) e2mims/N,

ou :

1 o (n)
ay, 0 n(Ys S, N)=§ Z}Ln,w,m-x( +-l,na-1(N) %)

-

, _ s [T du
X[Y B (a8) Yamancwy 14172 + 9" 75 Yemagy 1€I' 72 j (u2+1)‘:|

avec

1 si g=O0(N),

0 =
w(®) {0 sinon
et
e +o u(n)

G, g, 4(2, 5 N)= N 2.-1(-. Ny=1 ( =1, na=1(N) ’;F)

2my cos(2mmah/cN)

X 1<S, N ) Y im0, cx £ag(N) —Q T

avec

+ @ eiuvdu
I(s, v)='[ m

- X
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A TP'aide de ces formules, on obtient finalement :

Ero(N)(Z, s)=ao(y, S, N)+E"‘°(N).m#0 QN (.‘v. S. N) e:)‘im.\‘/N

avec

- . tx d
®1) a(, 5, N)=y"+)* ‘<P~.o(s)J-m. ARV
ou

2s5—1
(82) ¢~.o(S)=¢(N)N'25——C(C(;S)) [Ln(t=p~297*
et

Jd=s \

(83) a.n(y,s N)= yN I<s, 21;;ny>§(2s)‘1 [Lin(—p- 25!

1-2s TN 2nma
>(chm.c>0.(:10(!\l) c Zp-l_(u_ N)=1 COS VCN .

Il en résulte (¢f. [7], p. 16) :

B O nn(6)= 5 297 [Lin(1=p797"

2nma
: 1-2 N
XZ|m,r>0,c-0(N) Cc s Za-l.(a. N)=1 COS( oN .

On pose ensuite :

o
(PN.O(S)=ﬁ+ﬁN+. ..

et on calcule ces deux constantes en utilisant les développements suivants :
N725=N"2{1-2(s—1)logN+...}
6 £'(2)

C(zs)“l———;? Z—m(s—l)‘*'.
§(2s—1)=§ﬁ+y+..., v Cte d’Euler
1 p? logp
l—p’“_pz—l{l 2p2_1(s~1)+...
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d’ou :

(85) oy 3"( ){N2 [Lint=p2)}-1,

®6) By= 2 (N2 [t —p~5)} !

v logp }
—logN - —-
{ g C(Z) ZIN p*—
on peut donc écrire maintenant :

niz
IOST\r,,(N)(Z) 12cp(N) N? l_]plN(l -p7?)

27””& Tim:
(p(N) YR=t Deim, e»0,cmON) = E,_,(u Nyt Os< = ) grime/N

On remplace ensuite ¢ par cN, m par mN et on pose m = cd. On obtient alors :

1Ogﬂr,,w)(z) lznl(zN) Nzl—lplN(l -p7?)

+ o 21tad ricdz
(p(N)z z Zt’xv-l.(a.N)-l COS( N )ez d

que I'on peut écrire :

IOgT]r,(N)(Z)— 12 (N) Nzl—IplN(l p-2)+(P(N) Z CN(d)lOg(l ernd:)

ou

CN(d)'—‘Z:-n,(u, N)=1 g

est la somme de Ramanujan, dont nous utiliserons, dans les calculs qui
suivent, les deux expressions suivantes (cf. [10], p. 238) :

(87) en(d)= 514, 5n H(N/8)3,
__o(N)
(88) en(d)= SN IN, &) R(N/(N, d)).

En tenant compte du fait que :
N? - -
o(N) I—L’IN(I -p~%)=N npw(l +p” ) =wn,

ou py désigne I'indice de I'y(N) dans SL(2, Z), on a donc :
89 niz + o0 2 ridz
(89) log nr,w (2)= M +Y05 Un(d)log(1—e )
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avec

cx(d)

(90) Yn(d)= o™

et on a obtenu le résultat suivant :

THEOREME 9.1. — Soit :
S

1 . y
Er, (2, S)=§ Yle. =1, emO(N) [cz+d[>®’

la série d'Eisenstein pour le groupe T'o(N). On a :

! o
lim,_, I:ﬁ Er, (2, 5)— Tsi—ﬁ]
1 1
=3 By —anlog2—ay '2‘108}’+2108|Tlr0(~>(2)| ,

ou oy, By et log nr, vy sont donnés respectivement par (85), (86) et (89).

On sait que la fonction log N v, se transforme par le groupe I', (N) suivant
la formule :

1 .
log nr vy (02) =log nr,w)(2) + 3 log(cz+d)+miSr, ) (0),

. b\ ——— )
ouc= <j d>€ [o(N) et St v, (o) désigne la somme de Dedekind attachée

au groupe I'j(N). Des calculs similaires a ceux effectués au paragraphe 4
conduisent a la formule suivante :

d 1 1 . dj
%; W=7 Sgn(c)—[; Yi=17¥n()) ((ﬁ-))
(él) Sr,m(0)= -;—sgn(c) ZI;=1 Vn (B) sw, 5(d, |C|):| si. ¢#0,

b )
D KN si ¢=0,

ou py désigne I'indice de 'y (N) dans SL(2, Z) et sy, 3(d, | c|) est définie par :
(d
sn.p(d, |c])=Y Ly %(( ZUN+ B)))-
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Nous allons voir que le calcul effectif de nr, v, permet d’exprimer St (y, 4 I'aide
des sommes de Dedekind classiques.

Les propriétés de nr ).

Le calcul suivant montre comment N, v, s’exprime a I"aide de la fonction n
classique :

ProposiTioN 9.1. — ngW) =] T]an n(d2)* ™.
En effet on a, a I'aide de (87) :

@(N)log Nr,™

= TN [Lin(=p™ )+ Ti ev(@log(1—e? ")

TUZ

=15 Zax @ RON/D+TIE Tan ann(N/Dd log(1 =)

‘IUZ

12 Zledzp(N/d)+Z:=ml Z«HN u(N/d)log(l-—ez""'"’)

=ZA|N [nldz +Z: ml log(1 —e? mndz)] dl.l(N/d)

=Y, nlogn(dz) du(N/d).

Le calcul de nr v, nous permet immédiatement de déterminer la somme de
Dedekind Sp v, :

ProposiTION 9.2. — Si (‘CI Z)el‘o(N), ona:

b a bd
d) *(N) B‘”a“w/s)s< /8 d)

S(C Z) (11-2+d sgn(c){ +s(d, |c ])}

si (“ b)eSL(.’Z, 2).
c d

Nous pouvons apporter quelques précisions concernant le théoréme 8.1
danslecasde I, (N), en particulier sur I'entier M tel que ny! , soit uneforme
modulaire au sens usuel.

[N~

92) Smm(

ou

Q
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Tout d’abord si N=p est un nombre premier, on a :

P
93) ntl= 1‘;(-’(’;2))—- ~f(2)

-1

. 0
t =
€t s1 on pose w (p 0

), on obtient :
14
=p-(p*1)4 pxi(1-pya Tl (2) )
g n(pz)
Or on sait [11] que pour p> 3, n?(z)/n (pz) est une forme modulaire de poids

fl(p— 12w

(p—1)/2 et de « caractére » (s ) On a donc :

_ d _ )
* i =(5 )Tt

a b
pour tout o=<c d)ero(p).

Dans le cas général, notons :
N=[Ti-1p¥ et N'=[Ti- "

On a le résultat suivant :

ProposiTION9.3. — (W) est une forme modulaire de poids(1/2) (N /N")
pour T'o(N) si r=3 ou bien si r=2 avec p, 23 et p,=3.

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre r, en commengant
par le cas d’un entier sans facteur carré. Si r=3, c’est facilement vérifiable a
l'aide de la proposition 9.1 et de la formule (94).

Pour N=[]/-, p; on pose N, =[]i-,p; et on écrit que :

(N) — " (Ny) o (Ny)py
“Fo(m(z)‘“ro (Ny) (z)‘n,-o (Ny) (p12),

a I'aide de la proposition 9.1 par exemple. Si ceI'((N), on peut écrire

=Y, 'c'v,, 'yp‘=<1:)l (1)) et o’'el’,(N,) et supposant le résultat vrai

pour N, on constate aisément qu'il est vrai pour N. Dans le cas général, on
écrit :

Nr,m(2)=f(N'z2)

ou f est de poids (N/N’)/2 pour I'y(N/N") d’aprés ce qu’on vient de voir. Le
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résultat s’ensuit aussitot en écrivant comme précédemment c=y5.! o’ Y-
avec ¢'eI'((N/N') si ceI((N).

Reste a traiter les cas particuliers en calculant par exemple les sommes de
Dedekind pour N=2, 3. On obtient ainsi :

09 macn=Erdtio@. o=(f §)eTo.
(96) N2, (02)=(cz+d)* niy (2), c=<‘c’ 3)51‘0(3),
O nbaed=Erafniee.  o=(2 ;)ero®.
8 nitP o= i @, o=(5 ;)eroeo)

10. L’action des opérateurs de Hecke sur log 1 v,

Rappelons d’abord que I'opérateur de Hecke agissant sur les formes
modulaires de poids k est défini pour tout n par :

(99) T f@)=n""" Yasen 550 Lomoasd™"S (az; B)’

d’ou en particulier :

T(p) S =P*" (D) 4P Lot | (Hm )

p
Rappelons également les formules :

(100) TP T(P) f=T (P ) f+p ' T (P f, r=1,
(101) T,(mn) f=T,(m)T,(n)f si (mn)=1.
Dans le cas du groupe de congruence I'y(N), nous utilisons, comme dans

[12], les opérateurs suivants, en distinguant selon qu’'un nombre premier,
noté p (resp. g) est premier avec N (resp. divise N) :

(102) Tr(p) f(2)=p"* f(pz)+p™ ¥ 3025 (2:"‘)’
(103) U¥(g) f(z)=q k2 Y a1 (:-;m)
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Suivant I'idée de Knopp, nous nous proposons d’examiner I’action des

opérateurs Tg(p) (resp. U§(q)) sur lognr . Puisqu’il n’y a aucune
ambiguité nous les noterons simplement T'(p) et U (q) dans tout ce qui suit.

Auparavant donnons quelques propriétés immédiates de la fonction Yy,
définie par (90), dont nous aurons besoin par la suite :

ProposiTioN 10.1. — (i) Yy (pd)=Vyn(d) si (p, N)=1;

(i) Yy, (pd)=Vn (@)

(iii) Yy,(d)=0si p|N et (d, p)=1;

(V) ¥n,(d)=—(1/(p—1))¥n(d) si (p, N)=1.

Les propriétés (i) et (ii) résultent immédiatement de la définition de Yy (iii)
résulte du fait que p(Np/(Np, d))=0 puisqu’alors Np/(Np, d) est divisible

par p?. Enfin (iv) provient de la multiplicativité « restreinte » desfonctions ¢
et pu.

. TutorEME 10.1. — Soient p un nombre premier tel que (p, N)=1 et q un
nombre premier divisant N. On a :

(104) () T(p) 10§, 0 (2) =(p+1) 108 Tir,00(2)+ 55 (P— it

(105) (i) U(q) lognr,w(2)
“ ) = log nro(N) (2) + q ]08 nl‘o(N/q) (Z) - IOg nro(N/q) (qZ)

i X 1
+2—4(q—1)u~ si glIN (V)

T .
(106) (i) U(q) log Nr,™ (2)=qlog Nr,w/q (2)+ Ez(q -y St q’ |N.

Preuve. — Rappelons que :

T[iZ e2 Rricdz
log Nr,m(2)= EP'N_Z:;I Yy (d) Z:Dﬂ -
d’ou :
1) -1
T(p) lognr v (2)= M [PZ+Z+ ILT:I
© © ez Ricdpz _ e2 ricd (z+ m)/p
-Yi ‘I’N(d){}:c=l - +3r20 Y50 P }'

(') La notation g|| N signifie : g| N mais g*tN.
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or

_ ; 0 si pted,
p—1 ,2 micdm/p _
Ln=oe {p si plcd.

On écrit donc :

iz i
T(p) lognr ) (2)= 1 uv(p+1)+ 3 (P=Dpy

2 ricdpz eZ wricdz/p }

-3 ‘l’N(d){Zg;l ¢ +p z:ix’md c

4

iz T
=(p+1) - u~+2—4(p—1)u~

eZ Ricdpz

_Z:O=1¢N(d) Z?;x

4

e2 wicdz

4 Zfﬂ Yy (pd) Z:;l

c

e2 nricdz

—Z?ﬂ \l’N(d) 220=1

4
82 micdpz

+z:°=1 Yy (pd) Z?ﬂ

c
En utilisant la proposition 10.1(i) il reste :

T(p) lognr,w(2)

iz - eZRicdz i
=(p+1) [Tz—uN_z:o=l ¥n (d) z¢=1 _c_]+ 'Z‘Z(P—I)PN,

d’ou la premiére relation.
Dans le cas ot g| N, on a Yy (gd) = Yy ,(d) d’aprés la proposition 10.1(ii)

et le calcul précédent montre que :

Tz i , 2 ricdz
U(g) log nr,w)(2)= 5w+ 55 (¢ = D v = 23= 1 ¥y (d) T, :

c

e2 nicdz 6’2 ricdqz

+ 2 de1 Ungg(d) Ty

—q Z:c= 1 \I"N/q(d) Zf= 1

¢ c

d’ou la deuxiéme formule puisque la somme des deux derniers termes
représente exactement :

qlog Nr,x. () —10g Nr,(v/g)(42).
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Dans le cas ou ¢?| N, on a de plus :

log nr, ) (2)=log Nr v/ (42)-
En effet :

nigz N -
log Nr,wp ()= Tg- _q— I, wp(1+p 1

+Z‘;’= 1 Un o (d) log(1 — g2 midaz)
= % N Hp]N(l +p_ 1)+z:c=l \llN(qd)]og(l _e2 m'dq:)

niz .
- 1_2uN+Z:°=1 Yy (d) log(1 —e? ™i4%)

en remarquant que si g2 | N alors Yy (d) =0 pour(d, g) = 1 comme le montre la
proposition 10. 1 (iii).
Ceci termine la démonstration du théoréme.

COROLLAIRE. — Si(n, N)=1,0na:
T(n)log nr ) (z)=0(n) log nr,w(z) + K (n, N)

ou o (n) désigne la somme des diviseurs de n et K(n, N) une constante réelle ne
dépendant que de n et de N.

Ce résultat provient évidemment de (i) et des propriétés des opérateurs de
Hecke rappelées plus haut. La constante s’introduit du fait que ces opérateurs
n’opérent pas ici sur des fonctions périodiques a proprement parler (voir a ce
propos la note de Knopp [4], bas de la page 5).

11. Propriétés des sommes de Dedekind attachées & I (N)

Nous allons maintenant définir la somme o, (d, ¢) comme I’analogue de
s(d, c) dans le cas classique et étudier ses propriétés arithmétiques. Nous
supposerons désormais ¢ > 0, ce qui n’est pas une restriction, pour ne pas trop
alourdir les notations. On a donc :

a b\ _ a+d 1
(107) sro(,,,(c d>=_17?””_{2 +on(d, c)}

c’est-a-dire, pour (c, d)=1 et c=0(N) :
1 .
(108)  oy(d, )= p Z7=1f‘l’~(j)<<%)>+zg=1 Vn(B) sy, p(d, ).
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De méme, il résulte de la proposition 9.2 la formule suivante, toujours pour
(c,d)=1¢et c=0(N):

1
(109) ow(d, €)= oy Tawn(N/8)s(@, o)

Remarquons que oy (d, ¢) n’est définie que pour (¢, d)=1 et c=0(N). Nous
aurons besoin malgré tout dans les formules qui vont suivre de parler de
ox(d, c) pour (c, d)> 1. Aussi nous convenons de définir oy (d, c) dans ce cas
par la formule (109). Cette formule montre que :

(110) oy(nd, nc)=oy(d, c)

pour tout n> 1, en raison de la propriété similaire des sommes de Dedekind
classiques s(d, ¢). Mais il n’en est pas de méme si oy est définie par (108) :

l'obstruction provient du terme 1/c¢ Y J. j¥y(j)((dj/N)) puisque :
Z’L 1 Unv(B) SN, p(d, c)

est invariante par (d, c) — (nd, nc) pour tout n>1 a cause du théoréme 5.2 et
de (47).
Donc, si{c,d)>1,ona:

- 1
(11) ow(d )= oo Y sin S1(N /8) s(dB, c)

mais seulement :
Vwen oy ({9 N o
(112) oy, 0= I Zj=l JYn () N +ZB=1 Wn(B)sw. pld’s )

ou ¢'=c/(c, d), d=d/(c, d), a condition que ¢’ =0(N).
Nous sommes maintenant en mesure de donner les propriétés des sommes
Oy (ds C).

THEOREME 11.2. — Soient ¢>0 tel que c=0(N) et d tel que (c, d)y=1. Ln
désigne par q un nombre premier divisant N. On a alors :
(i) on(d, )=on(d', ¢) sid=d (c);
(ii) oy(—d, ¢)= —on(d, c);
(ili) oy(nd, nc)=oy(d, c) pour tout n>1;
(iv) ox(a, c)=oy(d, ¢) si ad=1(c);
(V) asun 550 Loz On(ad+Pe, 8c)=0(n) on(d, ¢) si (n. N)=1:
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(Vi) Y4bon(d+me, gc)=0n(d, c)+q0,,(d, c)—On,e(d, c/q) si gl N;
(vii) Y &% on(d+mc, gc)=qon,,(d, c)=qon(d, qc) si ¢*|N.

Les formules (i), (ii) et (iii) résultent immédiatement des définitions et de la
remarque qui précéde.

La formule (iv) résulte de (109) et de la formule similaire vérifiée par les
sommes de Dedekind classiques puisque ad=1(c) implique ad=1(c/8) pour
tout diviseur & de N. )

Pour démontrer la formule (v), on commence par prouver un lemme qui
généralise une propriété vérifiée par les sommes de Dedekind s(d, c).

LeMME 11.1. — Soit p un nombre premier tel que(p, N)=1. On a alors, sans
restriction sur ¢, d :

CN(pda c)+zgn—=}) ON(d+mca P‘-') =(P+ 1) OnN (da C)'

En effet, on part de la relation, valable pour c et d quelconques :
s(pd, ¢)+Y h_bs(d+mc, pc)=(p+1)s(d, c)

etonremplacgdpar dd ou 3 | N. L’expression s(dd + mc, pc) ne dépend que de
la classe de m mod p. 1l en résulte, puisque (p,8)=1, que :

YE_os(dd+me, pc)y=Y 24 s(8(d+mc), pc).

La relation cherchée s’ensuit immédiatement a I’aide de la formule (109). La
méthode la plus simple pour établir (v) consiste & suivre [13]. On regarde
oy (d, ¢) comme une fonction f du quotient d/c, ce qui a un sens a cause
de (iii), cette fonction vérifiant de plus f((d/c)+1)=f(d/c) en raison de (i).
On peut alors écrire le résultat du lemme sous la forme :

a1 10)s(2)=ews(2)  powr p.M=1

Puisque fest de période 1, on peut utiliser les propriétés des opérateurs de
Hecke rappelées au paragraphe 10, que I’on écrit maintenant sous la forme :

(114) T(p'"*)f=T(p)T(p)f[-pT(p'"N)f si I>1,
(115) T(mn) f=T(m)T(n)f si (m, n)=1.
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On prouve d’abord la relation :
d d
116) 75(£) =0t (%)

par récurrence sur / 4 'aide de (114)[puisque (116) est vraie pour /=0
trivialement et /=1 d’aprés le lemme] en tenant compte du fait que o vérifie
également :

o(p'*)=0(p) o(p)—po(p'™).
La relation (116) jointe a la multiplicativité de T'(n) et de o(n), permet
d’obtenir (v).

Avant de démontrer (vi) remarquons d’abord que si(d, c)=1et g| N, alors
(d+mc, gc)=1 pour tout m puisque ¢ | c également. Par suite o est donnée
par la formule : :

on(d, C)'—‘-}_ 'f=1f‘l’~(i)' ((%))"‘ngl Yn(B) sy, p(d, ©).

Pour simplifier, nous poserons :

(117) sid9=1 -0 (%))
(118) on(d, )= 5=1Vn(B)sn,p(d; ©).
On obtient facilement :

(119) 2 on(d+mc, gc)=ox(d, ¢)
car .

c=0(N) = (((—‘1*——]:;'6)—'—’-)):((%)) pour tout m.

Calculons ensuite Y 4.}, oy (d+mc, gc) dans I’hypothése ou ¢ || N. Pour cela,
on écrit :

(120) Y52l on(d+mc, go) =3 5% Un(gB) Tzl sn.p,(d+mc, 4C)

+Za.q)-| Yn(B) Z:n;lo sn,p(d+mc, gc).
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La premiére somme du deuxiéme membre s’écrit, compte tenu de (46) et de la
proposition 10.1(ii) :
oo Unig(B) T4 Swje, p(adt qme, gc)
=¢ 251 Yn,g(B) Snsg. a(‘]d gc) par (45)
=q Z =1 ‘l’N/q(B)sN/v s(d, c)+N 3 Z” 1 ¥nsg (B) ((%))
par le théoréme 5.2
=qGIIV,/q(d’ C) par (47)

Ecrivons maintenant la deuxiéme somme du deuxiéme membre de (1 20) sous
la forme :

i 0=1VUn(B) Tah T J (((d_+mc)q#+_ﬁ)))

qc
=Y 5. 0=1Un(B) Y13} ] 3.=o((M¢;—m qﬁ» par (39) c=0(q)

. . d(jN +B)
—Z(a @=1 Vv (B) ch J m=o(<'—'q‘c_' q ))

car P est mversible mod g

=Y 0=1Yn(B) LI ——(( UN +B)>> par (43)

=Zw' =1 \y,,,([i){s,,,_,,(d, c)+Nq—2— ((%))} par le théoréme 5.2.

Or Y s o=1Vn(B) (dB/N))=0 comme on s'en apercoit aisément en
groupant les termes correspondant aux valeurs f et N—f (puisque
(B, 9y=1=(N—B, g)=1). On obtient donc :

b= ,WN(B)Z “osn.pld+me, g0)=Y 5 o=y Un(B)sn.p(d, ©)
—Zp 1WN(B)SN p(d c)— qul \VN/q(B)SA 'y .;(qd c).

Ceci montre déja que :

(121) 2 on(d+me, gc)=c"(d, c)+qoi,,(d, ¢)—on,,(qd, c).

Par ailleurs on a :

¢
(122) 4oy, (d, c)=0n/, <d, ;])-
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Tenant compte de (119), on a donc I’égalité (vi).
Dans le cas ou ¢*| N, on part de (120) en remarquant que :

Y5 =1 Un(B) T4Y sy, p(d+me, gc)=0

puisque Yy (B) =0 d’aprés la proposition 10.1(iii) vu que ¢*| N et (g, B)=1.
On a donc immédiatement :

(123) m=00n(d+me, gc)=qon,,(d, c).
Reste a voir, d’apres (119) que :
(124) oy (d, c)=qon,(d, c).

Pour cela on écrit :

sid =1 TG ((F))

— 9 <Ny . djq
=< jilj\lln(JlI)((-ﬁ))

puisque Vy()=0 si (j, =1

. dj
=2 T e ) (<,—{,"—))

D’ou finalement : =q0y,,(d, c).

124, Gy (d+me, ge)=qon,(d, ©).

Les mémes raisonnements, basés sur le fait que Yy (j)=0 si (j, ¢)=1,
montrent que ’on a aussi :

(125) On,4(d, c)=0ox(d, gc)
dans le cas ou ¢*|N (remarquer que (d, gc)=1 si (d,c)=1!) d’ou la
formule (vii). ’

Remarque. — Le théoréme 10.1, qui nous a permis de « deviner » les
formules (v), (vi) et(vi), montre que T(p)lognr(z) (resp.
U(q)lognr,w(z) siq|| N, resp. U(q) log nr w)(2) si ¢*| N) se transforme par
le groupe I'y(N) de la méme fagon que (p+1) lognr v, () si(p, N)=1:

(resp. log Nr v (2)+¢10g Niryw /) (2) — 108 Nir, /) (92) si q|IN
resp. logNr wp(2)  si ¢*|N).
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Nous aurions pu également déduire les formules en question de ce fait, en
adaptant la preuve que Knopp donne dans le cas classique. Celle-ci repose sur
le calcul explicitt de T(p)lognr,w(yz) (resp. U(g)lognr,w(y2))
pour yeI'y(N), rendu possible par le fait suivant : si a, b, d sont des entiers
vérifiant ad=n,d>0;0<b<d—1 alorsil existe y' e SL(2, Z) et des entiers a’,
b’ et d' tels que a'd'=n, d' >0 et 0<b’'<d' —1 vérifiant :

a b _,al b/
0 )7 "\o a

b . . e
décrit I’ensemble des matrices soumises a ces

a
de pl
e plus quand (0 d

al ’
0 d
occupent, il reste a prouver que 1’on a toujours y'€I'o(N), ce qui résulte

immédiatement des calculs. Cette méthode est toutefois beaucoup plus
longue.

conditions, il en est de méme de ( . Dans les différents cas qui nous

12. Propriétés des sommes de Dedekind attachées au groupe I'(N)

On peut se poser la question de savoir si, dans le cas du groupe I'(N), il
existe des propriétés analogues pour les sommes de Dedekind qui lui sont
attachées. La réponse est oui, mais en partie seulement, ce qui est
probablement di au fait que nous ne disposons pas dans ce cas d’une formule
permettant d’exprimer ces sommes a l’aide des sommes de Dedekind
classiques.

Posons donc, pour ¢>0, c=0(N) et (¢, d)=1:
(126) o}(4, c)=% N1 JAN() ((%)) +Y8=1 Av(B)sn.p(d, ©)

ou ’on rappelle que : )

‘o 2
(127) AN(B)=Z,£-I.(G.N)-1< =1(N), n=1 u—'Enz—))cos mxB.

On a alors :
THeorEME 12.1. — (i) o¥(d. ¢)=co¥(d', ¢) si d=d'(¢):

(il) of(—d, c)= —o%(d, c);
(i) of(a, c)=0%(d, ¢) si ad=1(c) et d=1(N);
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(v) o¥(pd, c)+Y Ly ok(d+me, pc)=(p+1)ok(d, c) si d=1(N) et
p=1(N).

Remarque. — 11 n’y a pas ici de fagon raisonnable de définir 63 (d, ¢) pour
(c, d)>1. Notons toutefois que la deuxiéme somme qui intervient dans le
membre de droite de (126) est invariante par (d, c) — (nd, nc) pour les mémes
raisons que dans le cas de I'(N) (théoréme 5.2 et (47)). (i) et (ii) sont claires
et (iii) provient du théoréme 5.3. (iv) provient du fait que, si logn.,, est
défini par (22),on a :

(128)  T(p) lognrw(2)=(p+1) lognrw(2)+i(p—1)/8nay

si p=1(N).
En effet, il suffit de reprendre la démonstration du théoréme 10.1(i) et de
remarquer que si p=1(N) alors :

Ay(pd)=Ax(d),

ce qui est immédiat d’apres (127).

Pour prouver (iv) nous ne voyons pas d’autre moyen que d’utiliser la
méthode de Knopp : (128) signifie que T(p) log ny, et (p+1) log nr vy se
transforment de la méme fagon par le groupe I''(N).

Aussi calcule-t-on I’expression :

T(p) lognrmw(y2)—T(p) lognr e (2)
_( a b/N

pour :

g >eF'(N)

a 'aide de la propriété rappelée ci-dessus, a savoir que si a, B, & sont trois
nombres positifs tels que ad=p et 0<PB< p—1, alors il existe trois nombres
positifs a’, B’, et 8’ vérifiant les mémes propriétés et une matrice y’
de SL(2, Z) tels que :

a B a b/N\ _(a b'\(fo P
0 8)\eN d ) \c da)\0 &)
Dans notre cas il faut vérifier que a’=1(N),d =1(N) et enfin ¢'=0(N?) si on

fait I'hypothése supplémentaire que a b €I'(N). Orona:
P P ¢

d
aa+PcN=a'a’,
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d’ou ag=a'a’(N) et donc a’=a(N) puisque « (resp. ') est égala loupet
que p=1(N).

De méme 8cN=a'c’ implique ¢'=0(N?) puisque (p, N)=1. Enfin
dd=c'B'+d &' implique d=d’(N) pour les mémes raisons que dans le cas
de a. Par suite, on a :

, _ , Z4+m
T(p) log Ny (vz) =log nrw) (¥’ p2)+ Y525 log nr ) (v... 7 )

avec 7', v,(0Sm<p—1) dans I''(N). On utilise alors la formule de
transformation pour log nr(y, pour obtenir, tous calculs faits (voir le détail
des calculs dans [4]) :

T(p) log nry(v2) — T(p) log nr)(2)

R . atd mi
= 3 (p+1Dlog(cNz+d)+i(p+1) m 3

—ni [0',?, (pd, o)+ Y22} of(d+me, pc)]

et la comparaison avec :
log N v (v2) —log N (2)
nous fournit la relation cherchée.
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