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PROPRIÉTÉS DE DÉCOMPOSITION
POUR LES ENSEMBLES DE SIDON

PAR

J. BOURGAINC11)

RÉSUMÉ. - On démontre que l'étude des ensembles de Sidon dans les groupes [LZ )̂, où (n )̂
est une suite bornée d'entiers, se ramène aux groupes n^ )̂» °ù ̂  cst une puissance du nombre
premier p. Dans le cas particulier où les n, sont produit de nombres premiers distincts, tout
ensemble de Sidon est réunion finie d'ensembles indépendants. On montre que dans le cas
général, k étant un entier fixé, un ensemble de Sidon A se décompose en K(A, k) parties
n'admettant pas de relations non-triviales de longueur k. En particulier, tout ensemble de Sidon
(aussi non-dénombrable) est réunion finie d'ensembles qui tendent vers l'infini.

SUMMARY. - It is shown that thé study ofthe Sidon sets in groupes ofthe form f^ Z(^), where
(rij) is a boundcd séquence of intcgcrs. reduces to thé groups n Z(p''), wherc ff is a power of a
prime/». In case thé numbers ̂  are simple products of distinct primes, each Sidon set is a finite
union of independent sets. In général, if k is a fixed intcgcr, any Sidon set A décomposes in
K<A, k) subsets admitting no non-trivial relation oflenght k. In particular, cach Sidon set (aiso
uncountable Sidon sets) arc finite unions of sets tending to infinity.

1. Introduction

Dans cette note, G sera un groupe Abélien compact. Une partie A du
groupe dual G est appelée un ensemble de Sidon si pour une constante C et
pour toute suite finie (o^ç^ de scalaires, on a

ZyeA IM ̂  C ||̂  0,Y||c(0)

On notera 5(A) la plus petite constante C ayant cette propriété. Les ensembles
de Sidon peuvent être caractérisés par des conditions probabilistes ou

(*) Texte reçu le 12 avril 1983, révisé le 29 septembre 1983.
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422 J. BOURGAIN

arithmétiques. Les caractérisations probabilistes (voir [6], [7]) reposent sur le
résultat suivant de Rider.

1.1. PROPOSITION. - Soir (e^eA une suite de variables de Bernoulli et
supposons qu 'il existe une constante C telle que pour toute suite finie (o^g^ de
scalaires, on a

^ |o,| ̂  CE IlLv^WlIw)

Alors S est un ensemble de Sidon et S(A) ̂  K(C), où K(C) ne dépend que de C.
Rappelons que A <= 6 est quasi-indépendant si la seule relation de la forme

ETC^ ^Y = 0 où A est une partie finie de A et où ^ e { - 1, 0, 1} est la
relation triviale ^ = 0 pour tout y ^ 0. Le problème de savoir si tout
ensemble de Sidon est une réunion finie d'ensembles quasi-indépendants est
ouvert. Énonçons deux résultats dans cette direction.

1.2. PROPOSITION (voir [4]). - Les ensembles de Sidon dans les groupes
G^-Y[Z{p), où p est un nombre premier, sont réunion finie d'ensembles
(vectoriellement) indépendants.

1.3. PROPOSITION (voir [7]). — Une condition nécessaire et suffisante pour
que A c ô soit Sidon est que toute partie finie A de A contienne une partie
B c: A, telle que B est quasi-indépendant et \B\ > ô |A|, où 8 0 est une constante.

La proposition 1.2 est une conséquence du lemme combinatoire de Rado-
Hom ([2], p. 73).

La proposition 1.3 caractérise les ensembles de Sidon (en général) par une
condition arithmétique.

Nous présenterons dans la section suivante un principe de décomposition
pour les ensembles de Sidon qui mène en particulier à l'extension de la
proposition 1.2 dans le cas où p est un produit simple de nombres premiers.
Dans la deuxième section, on montrera que sous certaines conditions
(vérifiées par les Sidon) une partie A c: 6 admet une décomposition en
ensembles n'admettant pas de relations non-triviales de longueur fixée. Ceci
répond à la question (6) et partiellement à la question (4) dans [3] p. 171.

1 Une propriété de décomposition pour les ensembles de Sidon

Nous démontrerons le résultat suivant.

2.1. PROPOSITION. — Soit A c (S un ensemble de Sidon et considérons pour
tout y 6 A une décomposition y = Y + y " [Y e G, y " e ô). Alors A = A' u A" tel
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que A' (resp. A") sont réunion finie d'ensembles A, (resp. A;) où pour chaque a
les caractères (Y\e\i (resp. (y")yeA,') sont distincts et forment un ensemble de
Sidon.

On utilisera un corollaire du lemme de Siépian sur les processus Gaussions
(voir [l], p. 1-96) et de [5] (chap. III, lemme 1.1).

2.2. PROPOSITION. - Soient (y^gj, (y^-ej des suites finies dans ô
(admettant la répétition) et (a^cj, (P^çj des scalaires. Supposons F inégalité
suivante satisfaite pour tous se G, te G :

(L N2 lï^) - ̂ W2 < C(L IP^I2 W - y/r)!2)^2

Alors

E II 2>A-ïf II C(G) ^ C,C E II L^A-^ II C(G)

où C\ est une constante numérique.

Démonstration de 2.1. — On montrera l'existence d'une décomposition
A = A' u A" telle que pour tous scalaires (cXy)^ç^ on ait

LeA' 1^1 ^ C^EH^^ ̂ Y\\cw et S,̂ » |a,| ̂  C^EII^^^.a./'llc^)

On voit en effet que chaque élément y' (resp. y " ) ne s'obtient que pour un
nombre borné d'éléments y de A' (resp. A"). Cette remarque et la
proposition 1.1 mènent donc à la décomposition voulue de A' et A".

Soit (û^e^ une suite de scalaires fixés. Puisque clairement, pour yeA et
5,reG

lï(5) - y(r)l ̂  \Y(s) - Y(t)\ + |y'(s) - y"(r)|

on trouve

(S|^|2 |y(5) - y(t)\2)112 ̂  ̂ /2(S \a,\2 |y'(5) - yWI2 + S |û,|2 |y-(5) - r(t)\2)^2

En usant de la proposition 2.2, on déduit

^A)-1!^! ̂  E |[S£^y||c(G) < Ci ̂ EUSe^y'^ ̂ a,r\\c^

ou (^yeA et (^)-Y€A sont des systèmes indépendants de variables de Bernoulli,
définies sur un espace D.
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424 J. BOURGAIN

Appliquons le théorème de Hahn-Banach afin d'obtenir un élément Ç de
l'espace LS(G)(I>) t.q. 11^11 = 1 et pour tout y 6 A

^e^Y^+^^Y^-^C^Ar1

En posant ô^1 == 2^/2CiS(A), on trouve bien A = A' u A" t.q.

K ^ 6 y ® Y ' > 1 ^ 8 A et Ki^e^Y^^pouryeA'.

Posant ÇA = 2 SA 1, on obtient la décomposition annoncée.
La proposition 2.1 a le corollaire suivant (cf. [2], p. 50, question 3.3 et [8]

p. 26).

2.3 PROPOSITION. - Soit A c: (Ci x G 2)un ensemble de Sidon. Alors A est
réunion finie d'ensembles A, t.q. pour tout a et pour i = 1 ou i = 2, Tt^a ̂
injective et 7C,(A,) ̂  5ïûtow rfûw (î,(î^ étant la projection naturelle de (G^ x G^)
sur G,).

Il est bien connu que si G est un groupe Abélien dont les éléments sont
d'ordre borné, G s'obtient comme produit direct fini de ces p-groupes G(p),
chaque G(p) étant produit direct fini de groupes de la forme FI !(?'). Dans ce
cas aussi, la structure des ensembles de Sidon de 6 n'est pas comprise.

La proposition 2.3 permet clairement de ramener le problème de
décomposition en parties quasi-indépendantes aux groupes G(p), donc aux
groupes IIZ^) pour une puissance fixée du nombre premier p. En usant de
la proposition 1.2 on obtient une réponse partielle.

2.4. PROPOSITION. — Soit n un produit de nombres premiers distincts.
Alors tout Sidon dans G, G = TlZ(n) est réunion finie d'ensembles quasi-
indépendants.

Remarque. - II est possible d'adapter l'argument de Radon-Horn ([2]),
p. 73) afin de démontrer directement qu'une condition (Jî.) (comme défini
dans [2], p. 73) implique la conclusion de la proposition 2.4. En fait, ce
résultat'était déjà connu de N. Varopoulos (cf. [8]).

3. Décomposition de certains ensembles
en parties sans relations de longueur fixée

Pour A <= ô = F, posons pour tout entier / = 1, 2, . . .

Sf{A) = {^ ^Y; ̂  = - 1, 0. 1 et ̂ |y ^ 1}
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et

^(0, A) = | {(^ e { - U).l }^; ^ 1̂ 1 < / et L,^Y = 0}

Nous supposerons pour commodité que O^A. Convenons d'appeler
A /-indépendant si Jî/0, A) = 1 (c'est-à-dire la seule relation — 1, 0,1 de
longueur ( est la relation triviale).

Nous allons démontrer la propriété suivante

3.1. PROPOSITION. — I I existe une fonction <S>(1, C) t.q. si A c: F satisfait

|S,(A)nA|^C|A|

pour toute partiefinie A de F, a/ors A est réunion de <D((, C) parties (1 •+• {^quasi-
indépendantes.
Ce résultat s'appliquant aux ensembles de Sidon (voir [3], p. 73), on obtient

3.2. PROPOSITION. — Tout ensemble de Sidon est réunion finie d'ensembles
l-quasi-indépendants, pour tout entier l.

Afin de démontrer proposition 3.1, on usera de quelques propriétés
combinatoires simples.

Soit Pi [A] l'ensemble des parties de A de cardinal /.

3.3. LEMME. — Soient I , A des ensembles finis et l un entier positif. Soit {B^çj
un système de parties de PI [A], t.q. pour tout ici :

|B,| = K et n n n' = <() pour n ̂  n' dans B,

Pour 0 < 8 < - fixé, il existe /' c 7, A' c A t.q.
5

œ \n>^\i\
(ii) lA^ôlAI

(iii) | {neB,.; n c A } \ > [S2^] pour tout i c i ' .

Démonstration. — Soit Q = [5 |A| ] et fixons i e l. Pour A' e Pc [A], posons

<p(^) = Z«eB< n,^ x^'w
BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE
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où x dénote la fonction indicatrice. Si on munit Q=PQ[A] de la mesure
de comptage, on a

fW-l\

^••^-v'IAP
e<

d'où

[ (p -XÔ^
Jn

et de même, puisque les membres de B, sont mutuellement disjoints

f ^^Ky+KiK-l)^21

Jn

Si K 521 ̂  1, on voit que Pn[(p > X 821] > -, c'est-à-dire que la condition

(iii) est vérifiée avec une probabilité > -. Le lemme en résulte immédiatement.

Démontrons maintenant la propriété suivante

3.4. LEMME. — Supposons A c F vérifiant l'hypothèse de la proposition 3.1.
Fixons une partie finie FQ de F et posons (l et K étant des entiers fixés)

AQ = { y e A ; yeS^A) pour au moins K parties disjointes A de FQ }

Alors

^Aoi^cx-^iroi.
Démonstration. — Appliquons le lemme 3.3 où J = Ao, A == Fo et où pour

yeAo

B^={n€P,[ro] ; 7e5^)}

(qui contient au moins K éléments disjointement supportés).
Posons S == K~1121. On obtient donc Ao c: Ao et Fo <= Fo t.q.

(i) |Aol>^|Aol

TOME 111 - 1983 - N° 4
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(u) iroi<8|roi
(ni) Ao c= S^Fo).
D'où par hypothèse

JIAJ ̂  lAnS^o) ̂  CIFol ̂  CX^Hol

ce qui est le résultat annoncé.

Démonstration de la proposition 3.1. — II est clair qu'on peut supposer A
fini. On peut donc considérer une partie minimale Ao de A n'admettant pas
de décomposition en <î>(f, C) parties /-quasi-indépendantes, si on suppose
A non-décomposable. Par hypothèse, pour tout yeAo, il existe une
décomposition de Ao\ { y } en K = <!>(/, C) parties disjointes (1 -+• Q-quasi-
indépendantes Ay^, .... A^jç et pour tout k = 1, ..., K on a yeS^(A^^)'
D'où :

Ao Œ { y e S; y€Si(A) pour au moins K parties disjointes de Aç }
Puisque le lemme 3.4 donne l'estimation

lAol^cjr^iAol
il suffira de choisir

(DO C) > (2C)21

afin d'obtenir la conclusion de la proposition 3.1.
Une partie A c r tend vers l'infini si pour toute partie finie £ de F il existe

une partie finie F de A telle que y 'y ' ^ i E pour tout y ^ Y dans A\F. En usant
de la remarque p. 112 (c) [3] on déduit de la proposition 3.2 pour / = 4 (ce qui
répond à la question (6) p. 171 de [3]); le corollaire suivant :

3.5 COROLLAIRE. — Chaque ensemble de Sidon est la réunion finie
d'ensembles tendant vers l'infini.
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