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CONSTRUCTION D’ELEMENTS DANS =3 (BU (2))
PAR

NIiGEL RAY et LioneL SCHWARTZ (*)

RESUME. — Dans cet article on construit géométriquement des éléments de n3 (BU(2)) ne
provenant pas de n% (B T2) par I'application induite par le plongement T2 U(2) d’un tore
maximal. _

ABSTRACT. — In this article one gives a geometric construction of elements belonging to
#% (BU(2)) and which are not in the image of 7% (B T2) via the map induced by the inclusion
T2 ¢ U(2) of a maximal torus.

L’objet de cet article est de construire des éléments de =3, (BU (2))
(homotopie stable du classifiant du groupe unitaire U(2)) qui ne provien-
nent pas de 73, (B T2) (homotopie stable du classifiant du tore T2) par
I'application j« induite par un plongement T> g U(2) d’un tore maximal.

En termes géométriques, on cherche des variétés framées de dimension
2k munies d’un fibré vectoriel complexe de dimension 2. Et, on demande
que ce fibré ne puisse se scinder, a2 bordisme framé de la variété prés, en
somme de deux fibrés en droites complexes.

On rappelle que pour des théories homologiques telles que Hq (—),
K¢ (=), U« (=)... ot 'on a un isomorphisme de Thom, I'application j«
considérée est surjective.

On démontrera ici seulement I'existence de ces éléments. La preuve de
ce qu'ils ne proviennent pas de 73, (B T?) est faite dans [10] et repose
uniquement sur des méthodes algébriques.

Dans le paragraphe 1, on rappelle ce qui est nécessaire de ([10] ou [2]).

(*) Texte regu le 20 juin 1983, révisé le 10 novembre 1983.

Nigel RAY, University of Manchester, Department of Mathematics, Manchester M13 9PL,
England; Lioncl SCHWARTZ, Université Paris-Sud, Mathématiques, batiment 425 GR 21 du
C.N.R.S., 91405 Orsay Cedex.
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450 N. RAY ET L. SCHWARTZ

L Rappels et notations

On notera K, (—) la K-homologie complexe et K¢ K la coalgébre des
coopérations de cette théorie.

Si V est un espace, xe€ K¢ (V) sera dit primitif pour la coaction si
celle-cil’envoiesurx ® 1 € Ko (V) ®, Ko« K(voir [1]).

Il est facile de voir [1] que tout élément a € n§ (V) s’envoie par ’homo-
morphisme de Hurewiczk : n3 (V) — K, (V) versunélémentk (a) primitif
pour la coaction. Dans la suite, on dira primitif pour primitif pour la
coaction.

Rappelons maintenant ([3], [9]) que K, (CP®) s’identifie naturellement,
en tant qu’algébre de Pontryagin, a I'algébre des polynémes numériques E
définie comme suit :

E={P(X)eQ[X]/P(n)eZ,VneZ}.

Cette algébre admet pour Z-base les polynémes
Ci=X(X-1)...(X—i+1)/i\. En rappelant que K°(CP®)=Z[[T]] ou
T=mn-—1 (n désignant le fibré de Hopf), on a les produits de Kronecker
suivants :

<C‘x, Tj>=5i,p Vi, j=0.

A partir de 14, il est facile de voir que K, (B T?), ou B T2=CP> x CP>,
s’identifie naturellement, en tant qu’algébre de Pontryagin, a I’algébre des
polyndmes numériques en deux variables X et Y; soit E, définie par :

1) E,={P(X,Y)eQ[X, Y)/P(n,m)eZ,Vn,meZ}.

Il est clair que :
E, 2E®,E.

Il nous faut maintenant décrire K, (BU (2)) de maniére analogue, on a
la:

ProposiTION 1([2], [10]). — Le Z-module K, (BU(2)) est naturellement
isomorphe au sous Z-module de Q[X, Y] engendré par les polynémes tels
que :

(i) P(X,V)=P(Y,X),
(2) (i) P(n,n)eZ,VneZ
(i) 2P (n,m) e Z,Vn,me Z.
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CONSTRUCTION D'ELEMENTS DANS 7t3 (BU (2)) 451

L’application ju : Ko (B T2) - K, (BU (2)) est celle qui, ¢ P (X, Y), asso-
cie 1/2(P(X, Y)+ P(Y, X)).

On va maintenant décrire les éléments prmntlfs dans K,,(V) pour
V=BU(2)etV=BT2Onala:

ProposiTioN 2 ([2], [10]). — Les éléments primitifs dans K,,(V) sont
ceux qui s'écrivent u" P(X,Y), ou :

(i) ueK, (pt) estI’élément de Bott;

(ii) P(X,Y) eQI[X, Y]est unpolynéme homogéne de degré total nen X, Y;

(iii) le polynéme P vérifie (1) si V=B T2, vérifie (2) si V=BU(2).

On notera H, pour l'algébre des polynomes numériques homogénes en
deux variables; on notera HS, pour le Z-module des polynémes en deux
variables, homogeénes, vérifiant les conditions (2). On graduera H, et HS,
par le degré des polyndmes en posant d° X=d° Y=2.

I1 résulte des propositions 1 et 2 qu’on a un diagramme commutatif :

n% (B T?) A H,

5 (BU (2)) X HS,

ou k est 'homomorphisme de Hurewicz.
L’application s associe 1/2(P(X,Y) +P(Y, X)) a P(X, Y) eH,. Toutes
les applications sont graduées.

Il résulte de la suite spectrale de Atiyah-Hirzebruch que k est un
isomorphisme aprés tensorisation par Q.

On rappelle alors que :
ProrosiTioN 3[10]. — Le polynome (1/2) X" Y"((XY?*—X?Y)/2)?de HS,
n’est pas dans 'image de s, ceci pour tout n>0.

Dans la suite, on notera X, cet élément. On notera P, (X,Y) pour
(X*Y—XY?/2. On va montrer que X, provient de =3 (BU (2)) pour

n=1(4);onaurale

THEOREME 4. — Leséléments X4, | € W ex+16 (BU (2)), k =0, ne provien-
nent pas de 7, .16 (B T2) par Papplication J» induite par un plongement

T2 g U(2).
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452 N. RAY ET L. SCHWARTZ

La preuve est obtenue en examinant le diagramme (3).

Les éléments ainsi construits ne sont pas de torsion. On sait également
[2] que X, ne provient pas de 15, (BU(2)).

Avant de passer a la construction de ces éléments, il faut fixer quelques
notations. Si on note k¢ ( —) la K-homologie complexe connexe, il y a un
homomorphisme de Hurewicz :

a: ka(—‘) ""Ht(")

qui factorise ’homomorphisme de Hurewicz h de 7§ ( —) vers He (—); en
fait, on a le diagramme commutatif :

s (-) 2 He(-)

ks (=)

L’homomorphisme de Hurewicz k : n3 (—) — K« (—) étant en fait a
valeursdans ks ( —).

Les groupes k,,(V), pour V=B T2, BU(2) sont facteurs directs des
groupes K,, (V) et les éléments primitifs appartiennent d-k,, (V).

Il sera utile de connaitre I'image par a de u®. [(X?> Y—XY?)/2]ekq (B T?)
dans Hg (B T?).

Si on note x;e€ H,;(CP*®) un générateur, alors :
a(u'.X)=i'x, ou u.Xek,(CP);

et donc :

_xy?
a ( u. X—zY—z———X—Y—- ) =x,®x; — X, ®x,.

On va commencer par décrire un élément de = (B T?) qui, par k,
s’envoie sur P, (X, Y) dans H,.

II. Description d’un élément dans 7 (B T?)

On décrit un procédé fournissant un élément de = (B T?) détectant
P, (X, 7). K. H. Knapp a donné une autre construction de cet élément [6).
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L’espace projectif complexe CP? a un plongement C® dans S’. En fait,
on a le résultat suivant [8] :

il existe un plongement C® de deux copies de CP? dans S7 tel que chaque
CP? est rétract par déformation du complémentaire de I'autre exemplaire.

On peut également plonger CP? dans S de la maniére suivante : CP?
est le cone de I'application n : S3 — S2, le cylindre de cette application se
plonge dans le joint S®*S2=S5%. En plongeant S dans S7, on obtient
aisément un plongement du cone.

Notons L7 un voisinage tubulaire d’un des CP? contenu dans S’. Son
bord AL est une hypersurface lisse M.

Le complémentaire de I'intérieur de L7 dans S’ se rétracte par déforma-
tion sur I'autre exemplaire de CP? plongé dans S”. On notera DL I'adhé-
rence de S”—L; on a alors :

MS=LNDL.
On sait alors que ’on a une équivalence d’homotopie :

IMS~XLVvIDLvVS.
L’algébre de cohomologie H* ( M®) est décrite comme suit :

H?>(M%)=Z @ Z, ayant pour générateurs o provenant de H2 (L)
et B provenant de H>(DL),
H*(M%)=Z®Z,
H® (M®) =Z,
H'(M® ={0} sinon pour i>0;

et on a les relations :

«’*=0, B*=0,
aZ B=_QBZ,
(M), ?B)=1

Les deux premiéres relations proviennent de relations similaires dans
H* (L) et H*(DL). La seconde et la troisiéme relations proviennent de la
dualité de Poincaré et d’une convention de signes. On a alors :

LEMME S. — La variété M® munie de sa trivialisation d hypersurface et
de Tapplication (o, B) dans B T? représente un élément de n (B T?) qui,
par k, s’envoie sur :

P,(X,Y)eH,.
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454 N. RAY ET L. SCHWARTZ

Preuve. — On désignera par x et y les deux générateurs ordinaires de
H?(B T?). Soit [M¥), la classe fondamentale de M® en homotopie stable,
déterminée par sa trivialisation d’hypersurface :

[M®], € 7§ (MS).
On veut montrer que, en notant f pour I’application (a, ) :
ke fe (M%) =P, (X, ) €H,.

On calcule alors les produits de Kronecker suivants en homologie :
Sa (IMOD), X2 > =([M€), @ > =0,
Cfa(IMO]), X2y > =(IMF), o2 B) =1,
Cfa (IMOD), xy? > =(IMS), af? = —1,
Cfa (IMO]), 3 > =< [M€), B* > =0.

Ceci nous dit que :
ho fe (IM®)) =fu (IM®]) =x,®@x, —x,®x, € Hs (B T?).

Or, P,(X,Y) s’envoie sur x,®x, —x,®x, par 'homomorphisme de
Hurewicz a : kg (B T2) — Hq (B T2); comme cette application est injective,
on a le résultat.

La variété M® ainsi construite a une caractéristique de Euler y (M) =6.
Son fibré tangent n’est donc pas instablement trivialisable. Dans la suite,
il sera nécessaire d’avoir un modéle M® a fibré tangent instablement
trivialisable. On I'obtient par chirurgie a partir du modéle M® initial, en
attachant des anses de dimension appropriée : Dans une carte (un ouvert

" de M® isomorphe a R® suffisamment petit) de MS, on enléve trois copies
de S?x B* et le long des bords S2xS* on recolle des anses B>x S3.
Puisque 'on a supposé que tout se passait dans une carte, la variété
obtenue est encore une hypersurface plongée dans S’.

Cette construction correspond également a plonger dans S’ deux copies
de CP? v S3 v §3 v §3 et a répéter la construction qu'on a faite avec
CP2.

L’hypersurface ainsi obtenue, que I'on notera encore M®, a méme algébre
de cohomologie que la précédente, sauf en dimension3 ou Ton a:
H3 (M%) =Z°. Lapplication (a,B) : M® — B T? est encore définie et le
lemme 5, demeure vrai.
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CONSTRUCTION D’ELEMENTS DANs 13 (BU (2)) 455

On remarquera également que la chirurgie ayant été faite dans une
carte, on peut supposer que I'application (a, B) sur la variété de départ
était, sur cette carte, constante. Ceci permet d’étendre cette application
aussit6t au nouveau modéle.

On a maintenant y (M®) =0, et M® divise S” en deux sous variétés dont
elle est le bord. Soient K et DK

On a aussi le champ v de vecteurs donné par un voisinage collier de
M?¢ dans K7, c’est-a-dire M® x Ic K" (I=[0, 1]).

0K" = M$

0 1
Choisissons maintenant une trivialisation du fibré tangent & S7 : soit
0: TS” 5 S"xR’. Le champv détermine alors une application
f,: M® — S donnée par :
LK) =0(v(k)/|[o(k)|D, VkeMs.
On a alors le :

LEMME 6. — Il y a une extension :

telle que : f,~pt.

Preuve. — Par construction f,* TS®= TM®. Mais x (S®) =2 et x(M®) =0.
Les applications de M® dans S® sont classifiées, 3 homotopie prés, par
leur degré d’apreés le théoréme de Hopf. La naturalité de la classe de Euler
nous donne alors f, ~pt.

Choisissons alors une homotopie a zéro, H: M®xI — S® avec
H(—,0)=pt et H( ;1)=f, et définissons f, comme étant H dans le
voisinage collier. Il est maintenant facile d’étendre f, a tout K’ par :

(k) =pt,  Vk¢M®x(0,1]
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456 N. RAY ET L. SCHWARTZ

Puis, on a ’homotopie & zéro :

G (k, t)=pt, k¢ M®x(0, 1]
{ G ((m, u); t) =H (m, ut) sinon.

On a alors G(—; 0)=pt, G(—; 1) =7,

COROLLAIRE 7. — Le fibré tangent TK' admet une trivialisation par des
champs v,v,, . . .,vg OU vy, . . ., Vg restreignent a une trivialisation de TM®
et v étend la normale extérieure de M°®.

Preuve. — La démonstration du lemme 6 nous permet d’étendre le

champ v en un champ sans singularités sur tout K. L’application f, est
alors déterminée par la formule :

Tk =0(o(k)/|lo(k) ), VkeK.

Considérons alors dans TK” un orthogonal du sous fibré engendré par v.
Ce fibré est par construction isomorphe au fibré f* TS® qui est, d’aprés
le lemme 6, trivial. On en déduit le corollaire.

En définitive, on a donc la donnée d’une variété a bord K’ plongée
dans S7. Le bord M® de K’ posséde deux classes de cohomologie a, B

telles que MS . B T2 détecte I'élément P, (X, Y) e H, et a provient de
H?*(K).

Enfin, on a sur K’ un champ v sans singularités étendant la normale
extérieure de MS. On a aussi 6 champs v, 1<i<6, sans singularités. Les
champs v, v, 1 <i<6, fournissent une trivialisation de TK". Les champs
v, 1<i<6, restreints 4 MS, trivialisent TMS.

III. Construction d’un modéle pour X,

On commence par construire une application Z/2 équivariante de
M®x M® vers B T2, ou Z/2 agit par permutation sur chaque facteur. Il
est facile de voir que, étant données deux classes de cohomologie dans
H?(M?$), soient uet v, Papplication :

M6 xMG (v®1+18v, l@u+v01); B Tz

est Z/2-équivariante (en utilisant le fait que B T est abélien).
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On choisira u=p, v=a—p. L'élément détecté par M x MS, muni de
cette application dans B T2, dans H, en degré 12, est :

R(X,V)=(-P, (X, V) +XY’-Y*) (P, (X, D) +X* Y- X°).

On voit cela en faisant des calculs de produits de Kronecker analogues a
ceux du lemme 5.

On est réduit & savoir quand (1/2) X*Y"R(X,Y) provient de
n3 (BU (2)).

En effet :
donc,
P,(X, )X*-P, (X, V) Y?

5 .

%X"Y"R(X, Y)=—-%X"Y"P§(X, )+X" Y

Le deuxiéme terme du membre de gauche provient de n§ (BU (2)). Par
la proposition 1, il provient de X"*3. Y". P, (X, Y) e H,; or, cet élément
provient d’un élément de n3 (B T?) obtenu comme produit de Pontryagin

"(dans n$ (B T2)) de lélément donné par le lemme 5 par I'élément
X"*3. Yens,.s(BT?).
11 suffit alors de considérer le diagramme (3).
Le lieu des points fixes pour I'action de Z/2 dans M®x M® est la

K .
diagonale M® g M®x M®. Soit V un voisinage tubulaire de la diagonale
dans M® x MS.

Comme TM?® est trivial, on a :
V=MS x BS.

La trivialisation du voisinage tubulaire est obtenue comme suit : la
variété M®x M® a son fibré tangent trivialisé par les champs de vecteurs
Pt v; et p3 v, 1<i, j<6, images inverses des v; par les projections p, et p,
sur le premier et le second facteur.

La diagonale a son fibré tangent trivialisé par la restriction des champs :

o' =ptv+piv, 1<i<6
Son fibré normal est trivialisé par les restrictions des champs :

v, =pt v,—p3 v, I<i<e.
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458 - N. RAY ET L. SCHWARTZ

Ceci fournit la trivialisation du voisinage tubulaire V.

A
L’application M® g M®x M® — B T2 borde a zéro. En effet, elle est
égale a :
M® 8 BS' A BT?

par construction. Or, d’aprés la premiére partie de ce paragraphe,
a provient d’une classe a’e H2 (K); on a donc :

Ms z le
C)) N

) ¢
ce qui donne le bordisme cherché.

. Remarque. — Ceci explique le choix u=p, v=a—p fait plus haut.
On peut alors, en utilisant la trivialisation de dV, former :

N12=MSx M6 —V Ugs o6 S° x K.

Remarquons d’abord que le groupe Z/2 agit sans points fixes sur N*2. En
effet, action de Z/2 sur MSx M® réduit sur dV=~S5x MS a I'action
antipodale sur S°.

Considérons la variété :

M4u+12=(sz)u x(sz)nxz/z le,

ou Z/2 agit sur N'? ainsi qu'il a été dit, et sur le facteur de gauche par
permutation des facteurs.

On va montrer qu’il existe une application de cette variété dans BU (2),
telle que si cette variété a son fibré tangent stablement trivial, la classe
détectée, dans H, en degré 4n+12, est (1/2) X Y"R(X, Y).

La construction de N2 nous permet d’étendre I'application :
g=(P®1+1®(a—p), I®B+(a—B)®1)

de M®x M vers BT? en une application g’ de N'? vers B T2 Plus
précisément, formons un bordisme de la maniére suivante :

Soit M®x M®x1\UB®xK’, I1=[0,1], 'union étant faite le long de
BSxMSx{1}=Vx{1} et de B®x M®cB®xK". Modulo un redresse-
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CONSTRUCTION D’ELEMENTS DANS 7 (BU (2)) 459

ment des angles, on obtient un bordisme de M® x M® 4 N'2. Par ailleurs,
(4) implique aussitdt que I'application g s’étend a tout ce bordisme.

Par ailleurs, Textension peut étre supposée équivariante. 1l suffit pour
cela de disposer d’une rétraction équivariante de D x K7 sur D® x M®
Uwms K. Le groupe Z/2 agissant de maniére antipodale sur le facteur D,
une telle rétraction est facile a construire.

Il reste & voir que le fibré tangent de ce bordisme peut étre trivialisé et
on aura montré que :

MSxM® & BT? et N'24 BT?
représentent le méme élément de n3, (B T3).

Il faut d’abord préciser quelle trivialisation on met sur T( M x M®); on
choisit celle donnée par les champs v;", v;7, 1<i, j<6.

Le champ v;" s’étend a tout le bordisme grice aux constructions du
paragraphe II : considéré sur la diagonale il est égal, 3 un multiple scalaire
prés, au champ, image directe A« (v;), A : M® — M® x M® est la diagonale,

_et on sait que ce champ admet un prolongement a K’ également noté v,

On note encore v;” I'extension obtenue.

Les champs v;” servent a trivialiser V, ils s’étendent a tout le bordisme
en utilisant les champs coordonnées sur BS, soient 9/0x;, 1<i<6. On
notera encore v; le champ obtenu.

Enfin, le champ paralléle a la direction I sur M® x M® x I se prolonge
grace au champ v sur K'.

On vérifiera que ces champs déterminent en tout point une base de
I'espace tangent au bordisme. Par construction, ils donnent la trivialisation
de départ sur M® x M. On a donc le résultat.

Ce qu’on vient d’écrire ne donne a priori qu’'une trivialisation stable de
TN'2, On aura besoin d’une trivialisation instable. On va donc en écrire
une directement (en fait, elle est équivalente a celle donnée stablement).
Rappelons que : ’

N2=MSx M®—¥ Ugs, 6 S*x K.

Les champs v s’étendent de maniére analogue a ce qui a été dit plus
haut. Il reste a étendre les champs v;. Définissons au point
(Ay...Ng, k) €S*x K', ZA} =1, un champ ; par :

0 7}
5 =M+ — =N ZA, — ).
(5) W;=A; U ox, 1( ’ax,.>

x
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460 N. RAY ET L. SCHWARTZ

Cette formule n’est autre que la décomposition en un point x de S"!
d’un vecteur u € R" en sa composante radiale paralléle a x et sa composante
tangentielle orthogonale a x :

u=ax+ao, {(x,®)>=0.

Mais on remplace x par le champ v du paragraphe I dans la formule.

11 est alors facile de voir que, 4 un multiple scalaire pres, o; étend v; .
On notera encore v; I'extension obtenue. Les champs v;” trivialisent sur
S5 x K’ le fibré p* TS’®@R v(p : $>x K — S° est la projection). D’ou I'on
déduit que les champs v;' et v;", 1<i<6, trivialisent le fibré TN'2.

L’involution sur N'2, qu’on notera t, agit sur ces champs par :
»q

{t(v.-*)=v,-*

t(v])=—v;.

(6)

Ceci résulte des définitions.

Notons M!? la variété N'2/1. Soit £ le fibré en droites réelles associé au
revétement a deux feuillets N'2 —» M'2, c'est-a-dire : N'?x 5, R - M!?
ou le générateur de Z/2 agit sur R par multiplication par —1. Il résulte de
ce que I’on vient de dire que I'on a le :

LemMME 8. — Le fibré TM'? est isomorphe d 6E@6 R.
Ceci résulte de (6).
+12

Rappelons qu’on définit la variété M*"

M4n+ 12=(S2)nx (SZ)nxz/2 Nll;

par :

le groupe Z/2 agissant a gauche par permutation des facteurs.
On peut énoncer le :
THEOREME 9. — (i) Il existe une application t, : M*"* 2 vers BU(2) telle

que si M*"* 12 est stablement parallélisable I'élément de 73, , ., (BU (2)) ainsi
construit s envoie par k sur :

%X" Y"R(X,Y) €Kspi12 (BU(2)).

(ii) M*"*12 g5t stablement parallélisable dés que n=1(4).
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V. Preuve du théoréme 9

On va commencer par construire I'application t,. On rappelle que I'on
a g’ : N*? - BT?, Z/2-équivariante. Soit alors h, I'application de (S%)"

vers BS! définie par :

S¥x ... xS8¥xX=Xx Bl x BS! mult gg1

~ —

n fois n fois
x étant un générateur de H? (BS').
Soit alors I'application :
g; : N4n+ 12=(S2)n X (SZ)u X N12 - Ezz x BTZ,
définie comme suit.
" Soit :
(5,5,m) €(SH"x(S?H)"x N*?,  5,5€e(S?", neN'2
L’image de cet élément sur la composante EX,=S® est T(n), ou on
désigne par T une application de N'? dans EX, classifiant I'involution 1
sur N'2. Sur la composante B T2, c’est h,(s). h,(s’). g’ (n), le produit étant
celui de BT2 Cette application est Z/2 équivariante (on met sur
EX,=S* laction antipodale et on rappelle que BT? est abélien). On
a donc une application rf, :

M4n+12=(sz)nx(s2)nx1/2 N12 :'l, EZ;XI,ZBTZ.

Mais le terme de droite est isomorphe a BN ( T2), ou N ( T?) est le normalisa-
teur d'un tore maximal de U(2)[7]. En composant avec

BN(T? & BU (2) induitepar N(T?) s U(2),onobtient :

\ t,: M**12 o BU(2).

On a alors le diagramme commutatif suivant :
hnxhpxg'

N4n+ 12 B 'n'z
l \ j
M‘"+12 BN (T3 - BU (2)
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L’application [ est induite par le plongement T2 g N(T?2); I'application n
est la projection de N*"*1? sur M*"*12x N4*+12/r Mais r, ([N*"*12))

=2[M*"*1?] tant en homologie qu’en K-homologie, donc :
2.ma.(r) « (M) =my.(r,) ». s ((N***12));
ce qui donne en K-homologie, grice a la commutativité du diagramme :

ma (1,) s ([M*"*17])

XY (P (X, Y)-XY*+Y?) (P (X, V) +X°Y-X°),

N | -

car
my.la. (b, x by xg) s (IN**12))

=X"Y"(P, (X, Y) —XY>+Y?) (P, (X, V) + X2 Y- X°).

Ceci donne la premiére partie du théoréme.

Pour la seconde partie, on sait que M*"*12 est stablement parallélisable
si et seulement si 2n p+ TM*'?2 est stablement trivial [5}, ou p est le fibré
en plans réels sur M'? défini par :

szlllez —_ MI.Z’

le groupe Z/2 agissant sur R? via la représentation dans O (2) qui, au

) 01 ., .
générateur, associe la matrice ( 1 0 ) Le fibré p se scinde en la somme

du fibré £ et d’un fibré trivial de dimension 1. On est donc réduit,. grace
au lemme 7 a savoir quand (2n+6) & est trivial.

Onale:

LeEMME 10. — Le fibré en droites réelles & sur N'? est classifié par une
application de N'? dans RPS.

Le lemme donne la fin du théoréme 8 car @(RPG);Z/S, et donc
M*"*12 est stablement parallélisable dés que 8|2n+6, soit n=1(4).

Preuve du lemme. — 1l nous faut montrer que [Iapplication
T: N'? 5 §°, commutant a l'involution © sur M!? et a lapplication
antipodale sur S peut étre prise a valeurs dans S6. Pour cela, on utilisera
une construction due a Haefliger.
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La variété M® initiale nous est donnée avec un plongement dans R’<S”;
plus précisément, on a un plongement de K’, avec 0K’ = M®, dans R’.

Alors, & deux points distincts p et g de M®, considérés comme points
dans R, on peut associer I'élément p—g/||p—q|| de S°®.

R'I

R‘I

SG
r—q
llp—all

" Ceci nous fournit une application T: M®x MS—V - 5S¢ satisfaisant
aux propriétés requises. Il faut I'étendre maintenant a N!'2, Pour cela,
examinons T sur 9V =S5 x MS. L’application T y est décrite comme suit :
soient (m, m’) e dV; la trivialisation du voisinage tubulaire de la diagonale
nous permet d’écrire (m, m’) sous la forme :

mYsho) avec I|A|*=L

R7

M6

Zxv(n)
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Alors, T est donnée par : (n, Zf Av) - 2f A v;(n) e S =R7; les
champs v; étant ceux du II pris au point n (on peut les supposer orthonor-
maux en tout point).

Mais, comme c’est K’ qui est plongé dans R’=S7—{pt} et que les
champs v; sont définis sur tout K7, la formule précédente se prolonge
comme suit sur S*x K7 :

T: S3xK’ — SScR’,
(M 2}"1'2=1a k) = ZA; v; (k).

Donc, on a étendu T en une application Z/2-équivariante de tout N'? vers
§6. D’ou le lemme.

V. Remarques

K. FELALI a montré dans [4] que X, € HS? provient de n}s (BU(2)) par
des calculs de différentielles dans la suite spectrale de Atiyah-Hirzebruch.

Le cas des éléments X, pour n#1(4), n>0, n’est pas tranché. Evidem-
ment, 2 X, provient de n3 (BU(2)).

On peut conjecturer par contre que, si P(X,Y) e HS, provient de m%
(BU(2)) et si P(X,Y) ne comporte pas, dans sa décomposition au sens
de [10], de termes (1/2) X*Y"P,(X,Y), alors pour tout h assez grand
X*"Y*P(X,Y) eHS, provient d'un élément de ni (BU(2)) qui provient lui-

méme de 13 ( B T?). )
D’autres éléments [10] peuvent étre également intéressants a étudier.

Un travail analogue peut étre fait pour B T? et BU (p), p premier distinct
de 2.
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