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SUR LA CLASSIFICATION DES IDEAUX PRIMITIFS
DES ALGEBRES ENVELOPPANTES

PAR

C. MOEGLIN et R. RENTSCHLER (*)

RESUME. — Soient G un C-groupe algébrique affine connexe et g=Lie G.

THEOREME : Soient t un idéal de g, I et Q des idéaux primitifs de U(g) et U(1) tels que
INUW)=N,ecYQ et H le stabilisateur de Q dans G. Alors tous les idéaux primitifs J
de U (Lie H) avec JNU(t)=0Q et Ind(J, (Lic H) 1 g) =1 sont conjugués sous H.

COROLLAIRE. — La « classification » surjective de DUFLO (f, ) = I, , des idéaux primitifs
de U (g) (Acta Math., 1982) d l'aide des formes f de type unipotent sur g et de certains idéaux
primitifs de U(g(f)) est injective modulo G-cojugaison.

On montre le théoréme dans un cadre un peu plus général et on donne dans le dernier
paragraphe une réciproque partielle de I’application de DuFLo.

ABSTRACT. — Let G be an affine algebraic connected C-group and let g=Lic G..

THEOREM. — Let t be an ideal of g and let I and Q be primitive ideals of U(g) and U (t)
such that INU(t)=N,,6YQ- Let H be the stabiliser of Q in G. Then all primitive ideals J
of U(Lie H) with JN\ U (t)=0 and Ind (J, (Lic H) 1 g) =1 are conjugate under the action of H.

CORROLARY. — The surjective “classification™ (f, &) = 1, . of the primitive ideals of U(g)
given by DUFLO (Acta Math., 1982) using linear forms f of unipotent type on g and certain
primitive ideals & of U(g(f)) is injective modulo conjugation by elements of G.

The Theorem is proved in a slightly more general framework and in the last paragraph
we construct a partial inverse of DUFLO’s classification map.

(*) Texte regu le 21 mars 1983. .
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4 " C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER
Introduction

Dans cet article on démontre une conjecture de DuFLo sur la cons-
truction des idéaux primitifs des algébres enveloppantes que nous allons
énoncer aprés avoir rappelé les résultats la suscitant [3).

Soient g une algébre de Lie algébrique définie sur un corps k, algébrique-
ment clos de caractéristique O et I un idéal primitif, alors DuFLo montre
que l'on peut obtenir I & partir de la donnée d’une forme linéaire f
sur g de type fortement unipotent et d’un idéal primitif § de I'algébre
enveloppante de la sous-algébre de Lie de g stabilisant f.

Duflo a conjecturé que I'orbite du couple ( f, &) sous I'action du groupe
algébrique adjoint de g est uniquement déterminée par I'idéal primitif I.
Nous démontrons cela aprés avoir amélioré [S], 4.7 par le théoréme
suivant :

(le corps de base noté k est supposé algébriquement clos, de caractéristique 0
et Talgébre enveloppante d’une algébre de Lie a est notée U (a)).

THEOREME. — Soient g une algébre de Lie, G le groupe algébrique adjoint
de g, définis sur k, et t un idéal de g; soit I un idéal primitif de U (g) dont
on note P Tintersection avec U(t); alors il existe une unique G-orbite,
notée Q, dans P'ensemble des idéaux primitifs de U (t), vérifiant :

soit Q€, alorson a :

nth’YQ=P'

On fixe un élément Q de Q; on note H le sous-groupe de G stabilisant Q et
b lalgébre de Lie de H; alors il existe une unique H-orbite, notée ', dans
Pensemble des idéaux primitifs de U (b), vérifiant :

soit S e, alorson a :

SNUWM=P,
NyecYWU@HN=I (ic ind(S HhTg)=D.

Grace a [5], 4.7, il nous suffit de démontrer I'unicité de I'orbite Q’,
unicité qui résulte du résultat plus général que nous allons énoncer aprés
avoir introduit quelques notations :

Soient G un groupe algébrique irréductible, U une k-algébre unitaire de
type fini et V un U-module a droite. Soit a (resp. f) un homomorphisme
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IDEAUX PRIMITIFS : 5

du groupe G dans le groupe End,_,, U (resp. End, V) et on suppose que
Pon a les propriétés suivantes :

e I'action de G dans U (resp. V) est rationnelle (i.e. U(resp. V) est un
G-espace vectoriel réunion de sous-G-modules rationnels de dimensions
finies).

o U®k’ est nocthérienne a gauche et a droite pour toutes extensions de
corps k’ du corps k.

e a et B sont compatibles au sens suivant :

VYueU, veV, yeG,ona:

B (ve)=B (M) v(a(y)u)
Soit Q un idéal rationnel de U (i.e. Q est un idéal premier de U et le
centre de 'anneau des quotients de U/Q est réduit a k). On pose :
H={yeGla(n)Q2=0},
P=N,.62(1)Q,

et on note S I'ensemble des éléments de U/P non diviseurs de 0.

Soit N un sous-U-module de V contenant VP; on dit que N vérifie la
condition (C) si quel que soit s€S, on a :

N/VP={veV/VP|VYeG, v(a(y)s)eN/VP}.
Le résultat principal de ce travail est d’établir la bijection suivante :

PROPOSITION. — En plus des hypothéses et notations ci-dessus, on suppose
queTona:

MNyeaB() VQ=P.

Alors, soit M un sous-module de V; on suppose que M vérifie les
propriétés (H,) :

M est H-stable;

M contient VQ;

M vérifie (C);

V/M est un ' V/Q-module fidéle.

(H,)

On note ¥ (M) le plus grand sous-V-module de M stable par G et alors
Y (M) =:..4 vérifie les propriétés (H,),

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



6 ! C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

M est stable par G;
M contient VP;
H2) ) 4 vérifie (C);
V/.4# est un U/P-module fidéle.
Et réciproquement, soit .4 un sous-U-module de V qui vérifie les
propriétés (H,); on note ® () le sous-U-module de V, tel que :

O (H)>VP;
®(#)/VP={veV/VP|3 seS|V yeG, v(a(y)s)e(4VQ)/VP}.

Alors le sous-U-module ® () vérifie les propriétés (H,) et Pon a :
DPo¥Y=Id=¥Y-0.

Au chapitre 4, on construit une application réciproque a celle de
Duflo [3], IV et on donne quelques propriétés de I'ensemble des idéaux
primitifs d’une algébre enveloppante.

1.

1. 1. Dans ce chapitre, nous allons démontrer la proposition énoncée a
la fin de I'introduction dont on adopte les notations, c’est-a-dire G, U, V,
o B, O, H, P, S. On remarque que I’on peut supposer que 'on a P=0 en
remplagant éventuellement V par V/VP et U par U/P; c’est ce que nous
ferons et S est donc un sous-ensemble multiplicatif oréen de U. On
note K(G) (resp. K(G/H)) le corps, ensemble des fonctions rationnelles
de G (resp. G/H), d la représentation réguliére droite de G dans K(G) et !
la représentation réguliére gauche de G dans K(G) et K(G/H). On identifie
K(G/H) au sous-corps de K(G) ensemble des €éléments invariants par d (H).
On muni U® K(G) de la structure de K(G)-algébre prolongeant naturelle-
ment celle de k-algébre de U® 1 (identifiée a U) et V@K (G) de la structure
de U® K (G)-module a droite prolongeant naturellement celle de U-module
a droite de V®1 (identifié a V).

1.2. Soit W un k-espace vectoriel sur lequel le groupe G agit de fagon
rationnelle. (On note p le morphisme de G dans End, W.) Alors, il existe
un endomorphisme de K(G)-espace vectoriel noté p, de WQK(G) défini
par la relation suivante :

pw i wi®N =27, Wif; = Y, (W) i(N=2]_,w;f;(),

quel que soit I'élément y de G ou les fonctions f, . . . f, sont définies.
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IDEAUX PRIMITIFS 7

On fait d’abord W=U; comme a(G) est un sous-groupe de End, _,,, U,
on voit que p; est un endomorphisme de K(G)-algébres; puis on fait
W =V; quels que soient u dans U®K(G) et v dans V®K(G) on a :

By (0) By () =py (v0).

Remarquons tout de suite, pour pouvoir I'utiliser au paragraphe 1.4,
que py coincide avec P'action du point générique p de G(K(G)) défini
en [5], 2.2, cela se voit par spécialisation.

1.3. LEMME. — Soient W, p, py comme en 1.2; on identifie W a W®1
dans WR®K(G) etona:

(i) Le K(G)-morphisme py est un K(G)-isomorphisme.
(ii) Soit YeG, alorsona :
(i), uw(p(Y)®d()=1d®d(Y),
(i), pw 1dR!())=p(MSI(Y)-
(iii) Soit A un sous-k-espace vectoriel de W, stable par G, alors, on a :

Hw (/' ®K(G))=H# ®K(G).
(iv) Soit N un sous-k-espace vectoriel de W; on pose :
A =MNyecP(MN,
etona:

Hw (N®K(G)NW=A"

(v) Soit N un sous-k-espace vectoriel, H-siable, de W, alors on pose :
N, 1=nmw (N®K(G)) N\ (WRK(G/H))

et en tant que K (G)—es;_)ace vectoriel, py (N®K(G)) est engendré par N, ;.
(i) Comme I'action de G dans W est supposée rationnelle, il existe un
K (G)-endomorphisme, noté py, de W® K (G), caractérisé par la relation :

py QL wi®N=2_ WS <= Y, W) i()=21, W f;(),

quel que soit I’élément y de G ou les fonctions f, . . . f7, sont définies.
Et on vérifie facilement que I'on a :

Hw By =l by =1d.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



8 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

(ii) Soient we W et yeG; on écrit py (W) sous la forme :
hw W)=Y wi®f;

il est clair que les fonctions f3, . . ., f,, sont partout définies; soit : y* un
élément de Geton a:

Yo wi®d() fj=1d®d (1)) py (W)€ WRK(G),
Y Wi @ N=p@ W=P¥) P ()W,
Cest-a-dire :
Hw (p (7) W) =1d®d (7)) nw (W).

Et (ii), se déduit de cette égalité par K (G)-linéarité.
La démonstration de (ii), est analogue.

(iii) est connu.

(iv) On pose momentanément :

N '=uy (NQK(G) N W.

Grice a (ii),, on voit que A4 est stable pour I'action de G; on utilise
alors (iii) et (i) qui donnent I’égalité suivante :

Hw' (¥ ®K(G))=AH"®K(G).
L’inclusion de #”®K (G) dans N® K(G) en résulte, c’est-a-dire :
NN
et puisque A" est G-stable, on a méme :

N'ecH.

L’inclusion de & dans A" est une conséquence immeédiate de (iii), ce
qui termine la démonstration de (iv).

(v) Par hypothése, le sous-K(G)-espace vectoriel N® K(G) de WRK(G)
est stable pour I'action de H définie par p®d; grace a (ii),, on voit que le
sous-K (G)-espace vectoriel py (N®K(G)) est stable pour l'action de H
définie par Id®d et (v) résulte alors de [1], 4.5.7.

1.4. Rappelons que nous avons établi en [5], 2. 10, I'existence d’un
isomorphisme de corps, noté ici @, entre le ceeur, noté C, de U (i.e. le
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IDEAUX PRIMITIFS 9

centre de I'anneau des quotients de U) et le corps K(G/H), caractérisé par
la propriété suivante (cf. [5], 2. 5 (ii) et (iii)) : on pose :
2,=r(@®K(G)

et alors @, est engendré par I'ensemble des éléments sc®1—s®@(c), ou ¢
appartient a C, s appartient 4 S et sc appartient & U. Suivant 13(v), on
pose :

V0, =nr(V@®K(G) N (VQK(G/H)).

1.5. LeMME. — (i) Soit A" un sous-U-module de V et on suppose que A~
est stable sous Taction de G; soient v un élément de V et s un élément de S
tels que Ton ait :

VseA.
Alors il existe un élément s’ de S avec la propriété suivante :
VyeG, v(@(y)s)eAN.

(ii) Soient N un sous-U-module de V, et n (resp. s) un élément de V
(resp. S); alors on a TI'équivalence suivante :

np, L ()eN®K(G) < VyeG, n(a(y Y)s)eN.

(i) Soit E le sous-k-espace vectoriel de V engendré par I'’ensemble des
éléments B(y) v ou y appartient & G; alors E est nécessairement de dimen-
sion finie. Comme 4~ est stable sous I'action de G, pour un ensemble de
générateurs e de E, il existe un élément x de S dépendant de e et vérifiant :

exeN.

La propriété de Ore permet alors de choisir un élément s* de S qui
veérifie :

Es'cH.
On a donc :
VveG, (B(mv)set,
d’ou I'assertion (i) du lemme :

VyegG, o_((a('y“))s’)e./V.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



10 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

(ii) Soient n, s des éléments de U et S respectivement; si on suppose
que pour presque tout élément y de G, I'élément n(a(y™')s) de U est
dans N alors on a aussi cette propriété pour tout élément y de G; I'assertion
de (ii) est alors immédiate par spécialisation.

1.6. LEMME. — Soient N et & des sous-U-modules de V; on suppose
que N (resp. &) est stable pour Tlaction de H (resp. G) et que N
contient VQ. On pose :

N'={veV|3seS|v(a(y)s)eN, VyeG},
L' ={veV|3IseS|v(a(y)s)eL, V7eG}.
1l est clair que N’ est un sous-U-module de V stable par H et contenant VQ.

On adopte les notations (VQ),, (cf. 1.4), N, (cf. 1.3(v)), & (cf. 13(iv))
et N, ,, A/ (analogues obtenus en remplagcant N par N’).

On pose :
X={ve VQK(G/H)|3 seS, vse £ +(VQ),, }.

(i) On considére le cas ou & =N et on a alors :

N,

— ’
w1SX=Ng,.

(ii) On suppose, en outre, que lon a :

NyecBM VQ=0.

et on a alors :

P’ est le plus grand sous-U-module de V stable sous laction de G est
inclus dans p; ! (XK (G)).

(i) Soit_XK(G) le sous-K(G)-espace vectoriel engendré par X dans
V®K(G). Soit yeG; d’aprés [5], 2.8, 0on a:

B ®1() (VQ2),=(VQ),.
Il est clair que ’on a aussi

B ®IFY) S=S,
BT (¥ ®K(G)=A @K (G),

ce qui montre que I'action de G dans V ® K(G) définie par B ® ! laisse
stable XK (G). De 1.3 (ii),, on en déduit que le sous-K(G)-espace vectoriel
uy ! (XK(G)) de V ® K(G) est stable pour P'action de G définie par Id ® I.

TOME 112 — 1984 — N° |



IDEAUX PRIMITIFS 11

D’aprés [1], 4.5.7 cela entraine I’existence d’un sous-k-espace vectoriel,
noté N’ pour le moment, de V vérifiant la caractéristique suivante :

N’ @ K(G)=py ' (XK (G)).

1l est facile de vérifier qu’en fait N’ est-un sous-U-module de ¥V qu’il
contient ¥Q. En outre XK(G) est stable pour l'action de H définie par
Id ® d; de 1.3 (ii),, on déduit que N’ en tant que sous-k-espace vectoriel
de ¥V ® K(G) est stable pour I'action de H définie par B® d ce qui est
équivalent au fait que N’ est stable par I'action de H définie par B. On
adopte la notation N}/, de 1.3(iv) et on a donc :

N/ =X.

Pour terminer la démonstration de (i), il ne nous reste plus qu’a démon-
trer I’égalité de N’ et de N”. Soit donc n” € N”; alors la propriété de Ore de S
et la définition de X, montrent qu’il existe se S vérifiant :

By (n")se (N (VQ),,) K(G) = py (NQK(G)).
En appliquant p, ! et le lemme 1. 5(ii), on obtient I'inclusion de N” dans N'.
Réciproquement, soient n’e N’ et s€ S et on suppose que I'on a :
VyeG, na(y !)seN.
D’aprés le lemme 1. 5(ii), cela équivaut a :

n g (5)e N®K(G),
eta:
By (n’)seN,.

Cela montre que I'inclusion de N’ dans N” est équivalente a I'inclusion
de N, dans XK(G)=N,,, C’est-a-dire aussi (grace a 1.3(v)) a celle de N,,,
dans X, inclusion que nous allons maintenant démontrer.

Soit x : =Z:':1 4;®f; un élément de N, ;. On utilise la propriété de Ore
de S pour fixer un élément s de S tel que I'on ait :

(¢ a été défipien 1.4) :

s '(f)eU pour i=1,...,n
Et on a I'égalité suivante :

(*) xs=37_ 4 (s®fi—so {(®DN+Y:  uso  (HB

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



12 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

D’aprés 1. 4, elle montre que I’'on a :
xse(VQ),,+V.

Or, il est clair que N, est un U® K(G/H)-module a droite, I'élément xs
de V®K(G/H) appartient donc 4 N,,, et que N, contient (VQ),,. Par
suite, on obtient :

Yo mGo  (/)®1EN,, NV.

En tenant compte de 1.3(iv), (i. e. I'inclusion de N,, NV dans A) et en
revenant a (%), on constate I’assertion annoncée : ’

N, =X

et termine la démonstration de (i).
(ii) On note & le plus grand sous-U-module de V inclus dans
1y ! (XK(G)) et stable sous 'action de G. D’aprés 1.3(iv), on a :

IF=XK(G)NV=XNYV.
D’apreés la définition de X cela veut dire que I'on a :
T={ve Vfi seS, vse Z+(VQ),, }.
Or, d’aprés 1. 3(iv) et I'hypothése du lemme, on a :
VAR, cVNVQ,=N,cB ) V2 =0.
L’inclusion de .# dans V, montre alors que I'on a :

I={veV|3IseS, vse L},
Et le lemme 5 permet alors d’établir I'égalité de & et de .#".

1.7. LeMME. — On suppose que Ton a (\,.¢B(y) VQ =0. Soit M un
sous-U-module de V; on suppose que M vérifie les hypothéses (H,) de
Pintroduction et on note ¥ (M) le plus grand sous-U-module de M stable
par G (i.e. ¥ (M)=.# dans les notations de 1.3 (iv)); on a alors :

(i) V/¥ (M) est un U-module fidéle.

(i) ¥ (M) vérifie (C).

(i) Soit F I'idéal de U tel que V/¥ (M) soit un U/F-module fidéle; il est
clair que F est inclus dans Q et que F est stable sous I'action de G; on a
donc F égal 0, c’est-a-dire (i). _

TOME 112 — 1984 — N° |



IDEAUX PRIMITIFS 13

(ii) Reprenons les notations du lemme 1.6, M’, # =¥ (M) et 4"
Puisqu’on a supposé que M vérifie (C), I'égalité de M et M’ est claire; elle
entraine I’égalité de .4 et de 4’ d’aprés 1.6(ii), ce qui est équivalent a
I'assertion de (ii) : # =Y (M) vérifie (C).

1.8. LEMME. — On suppose que Ton a (\,.cB(yY) VQ=0. Soit £ un
sous-U-module de V; on suppose que & vérifie les hypothéses (H,) de lintro-
duction et on définit ® (&) comme dans Tintroduction, c’est-d-dire (avec les
notations du lemme 1.6) :

O (L)=(L+VQ).

Alors, on a :
(i) V/® (L) est un U/Q-module fidéle;
(ii) ®(2) vérifie (C).
(i) Soit F I'idéal de U tel que V/® (&) soit un U/F-module fidéle, on
pose :
f=nyeGG(Y)F‘
Par définition, on a :
VFc(Z+VQ),
ce qui d’aprés le lemme 1. 6(ii) et avec ses notations, entraine I'inclusion

suivante :
VFcZ.

Puisque nous avons supposé que & vérifie (C), il est clair que &’ et &
sont égaux; comme V/Z est un U-module fidéle par hypothése, nous
venons de prouver la nullité de #. Il est clair que F contient Q et I’égalité
de F et de Q résulte alors de [5], 2. 12, d’ou (i).

(ii) est évident d’aprés la définition de ®(.%).

1.9. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION DE L'INTRODUCTION
Grice aux lemmes 1.7 et 1.8, il ne nous reste plus qu'a vérifier les
égalités :
Po¥P=¥-0=Id

Soit ¥ un sous-U-module de V; on suppose que .Z vérifie les
hypothéses (H,) de I'introduction et on a défini X comme au lemme 1.6;
alors, d’aprés 1.3(v), puis 1.3(iv)et 1.4, 0on a:

®(L)=pn""(X,,K(G)).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



14 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

Le lemme 1. 6(ii) montre alors que la restriction de ® aux sous-U-modules
de V qui satisfont aux hypothéses (H,) vérifie W ®=Id. De méme le
lemme 1.6(i) et 1. 3(v).montre que la restriction de ¥ aux sous-U-modules
de V qui satisfont aux hypothéses (H,) de [Tlintroduction, vérifie
P-¥=Id

1.10. REMARQUE. — On suppose qu’il existe un sous-groupe unipotent N
de H avec la propriété suivante :

Pensemble des éléments N-invariants de U/Q est réduit au corps k.

(i) Alors un sous-U-module M de V vérifie les hypothéses (H,) Tintroduc-
tion si et seulement si M est H-invariant, M contient VQ et M est différent
deV.

(ii) En outre, I'application ® prend la forme suivante :

soit .# un sous-U-module de V qui vérifie les hypothéses (H ,) de l'introduc-
tion, alors ®(#) vaut H+VQ.

Sans restreindre la généralité, on suppose que 'on a M, ¢ (Y)Q =0 et
on rappelle que puisque N est un groupe unipotent agissant rationnelle-
ment dans V/M et dans U/Q, on a :

(*) tout sous-k-espace vectoriel non nul et N-invariant de V/M ou
de U/Q contient un élément N-invariant non nul. En particulier I'idéal Q
de U est maximal.

(i) I1 est clair que pour démontrer (i), il suffit de prouver qu’un
sous-U-module M de V qui est H-invariant, qui contient VQ et est différent
de V, vérifie aussi :

V/M est un U/Q module fidéle (ce qui résulte immédiatement de (*)).

M vérifie la condition (C) (ce que nous allons maintenant démontrer).

On pose :

M ={veV|3seS, va(y)seM, VyeG},
c’est un sous-U-module, H-invariant de V. On suppose, tout d’abord, que

le quotient M’/M est non nul et on fixe un élément m’ de M’'—M dont
I'image dans M’/M est un élément N-invariant (cf. (*)). On pose :

E={ueU|mueM}.

Il est clair que E est un sous-k-espace vectoriel, N-invariant de U, et
que E contient Q; en outre, par définition de M’, I'inclusion de Q dans E
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est stricte. Alors (*) et 'hypothése (U/Q)" =k montre que 'on a :
Eok+0Q.

On déduit de cela que m’ est un élément de M, ce qui est la contradiction
cherchée.

(ii) Soit # comme dans I'énoncé de (ii); on sait a priori, d’aprés la
définition de ®, que 4 +VQ est inclus dans ® () et d’aprés 1.9
que ®(#) est différent de V; on applique donc (i) 8 4+ VQ et on voit
que ce sous-U-module de V vérifie la propriété (C). Par définition de la
propriété (C) et de ®, on termine la démonstration de (ii).

1.11. Nous allons terminer ce chapitre en étendant la proposition de
Pintroduction au cas de groupes non irréductibles, ce qui nous servira
pour construire une application réciproque a I’application de DuFLo (voir
chapitres 3 et 4). On ne suppose pas que I'on a M, 2 (y) @ =0 mais on
suppose que Q est un idéal k-rationnel de U (cf. [5], 1. 1). Soit T un groupe
algébrique et on suppose que T agit dans le k-espace vectoriel V et dans
la k-algébre U par automorphismes respectant les structures et que les
opérations dans U et dans V sont compatibles pour la structure de
U-module de V. Pour simplifier les énoncés, on suppose aussi que G est
un sous-groupe distingué de T et que le quotient T/G est un groupe fini.
On note les actions de T et de G dans U (resp. V) sans lettre grecque. On
note T, le sous-groupe de T qui stabilise I'idéal Q. On garde la définition
de ® donnée dans I'introduction. On suppose que I'on a :

n"GGY VQ=VP.

1.12. LeMME (notations et hypothéses de 1.11). — Soit A un sous-U-
module de V qui vérifie les hypothéses (H,), alors on a :

q’(n'ert.l)=n,51“t¢(.l).

Soit T un élément de T} remarquons I'égalité de t P avec T Ann, V/t .4
et que cet idéal de U est G-stable. On pose :

X=(MNiert4)+VQ,
T'={teT|tP=P},
Y=(MNiert4)+V0Q,
Z=0(N,crTH),
E={seS|(Y/VP)yscX/VP,V yeG}.
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16 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER
Montrons d’abord que E est un ensemble non vide, ce qui prouvera que
Pon a XcYcZ et I'égalité :

o(n"r'tl)=°(ngertl)-

Puisque T/G est un groupe fini, il est clair que I'ensemble des sous-modules
distincts (t ), r est fini et on fixe un sous-ensemble T* de T— T, fini
tel que 'ensemble desidéauxde U { Ann, V/t 4 }, . - coincide avec 'ensem-
ble des idéaux de U { Anny, V/t 4 },, 7. Soit T un élément de T”; on fixe un
€élément s, de U qui vérifie :

s.€S N (Anny V/t 4 P)/P.
Soit v un élément de G; I'élément ys, de U vérifie aussi la méme propriété,
ie.:

vs.€S N (Ann, V/1 .4 P)/P.
On pose :

s=nt¢ T"s"

etona:

yseSN((I., . Aoy V/r #)+P)/P, VyeG.

Cela montre que I'’ensemble E contient s et donc est non vide. Montrons
maintenant que I’'on a :

ﬂ,;r‘t.l=ﬂ“nt.ll,
ce qui terminera la démonstration :
Soit T un élément de T’; d’aprés [5], 2. 12, les idéaux Q et 1 Q appartien-

nent i la méme G-orbite; soit y un élément de G vérifiant yQ=1Q. On a
donc :

t(t"'y1)etGNT,

et, puisque .# est G-invariant, on .a aussi :
tM=1(1" ) M

ce qui prouve I’assertion.
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1.13. ProposITION. — Soient T, T, des groupes vérifiant les
hypothéses 1.11. Définissons ® comme dans lintroduction et ¥’ comme
étant T'application qui @ un sous-U-module de V associe le plus grand sous-U-
module, T-invariant qu’il contient alors ® et ¥’ sont des applications récipro-
ques Tune de Tautre de T'ensemble des sous-U-modules de V qui sont de la
Jorme N, r T A ou M vérifie les hypothéses.(H,) et Tensemble des sous-U-
modules de V qui sont T,-invariants et qui vérifient les hypothéses (H,).

Soit M un sous-U-module de V qui vérifie les hypothéses (H,) de
I'introduction; on note par la méme lettre un élément de V et son image
dans V/Petona:

L AnnU V/ntchtM=ntlTl(AnnU V/IM)=Q9
e soient seS et ve V des éléments vérifiant :

v(YS)ENier, TM/VP, VyegG,
d’ou:

t(v(ys))eM, VteT,, VveG,
c’est-a-dire :
t()(tyt™ ) t(s)eM, VieT,, VyeG.

Puisque M vérifie (H,) et que G est distingué dans T et que S est stable
par T, I'élément tv de V appartient & M quel que soit T dans T,. D’od:

v€Nier, TM.

On vient donc de montrer que le sous-U-module de V égal 4 Nier,T™M

vérifie les hypothéses (H,). Grace aux lemmes 1.8 et 1.12 on voit que
I'image par ® de I'ensemble des sous-U-modules de V de la forme
M erTH (00 A vérifie (H,)) est incluse dans I'ensemble des sous-U-
modules de V qui vérifient (H,) et qui sont T,-invariants. D’aprés 1.9
etl1.12, ona:

VO(NiertM)=\ser, TYO(H)=H.

Réciproquement, soit M un sous-U-module de V qui vérifie (H,) et qui
est T,-invariant; on pose :

A=Y (M).
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18 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

C’est un sous-U-module de V qui vérifie (H,) et on a, d’aprés 1. 12 et 1.9 :
d’(ﬂt er? “) =M

c’est-a-dire :

Y (M)=, ;14 et OV (M)=M.

D’ou la proposition.

2.

2.1. Ce chapitre va servir & démontrer le théoréme annoncé dans
Pintroduction. Soit a une algébre de Lie; on note U (a) I'algébre envelop-
pante de a et Prim U(a) I'ensemble des idéaux primitifs de U(a). Soit b
une sous-algébre de Lie de q; on note t,, 'unique automorphisme de U (b)
qui 4 xeb associe 1/2 trad, (x) + x.

2.2. On reprend les notations g, t, G, I, P, du théoréme de I'introduc-
tion; comme nous 'avons déja dit grace a [5], 4.7, il suffit de démontrer
I'unicité de . On fixe Q (et donc H et ) comme dans I'’énoncé du théo-
réme. On pose :

V=U(a)
U=U();

on note S '’ensemble des non-diviseurs de 0 de U/P.

L’action adjointe de G dans U et V est rationnelle et respecte les
structures algébriques de U et de V. En outre, comme V est un U-module
libre, il est clair que I'on a :

n‘yeGY VQ= V(m.'e(;'YQ)= VP.

Les hypothéses générales de la proposition de I'introduction sont donc
vérifiées et on adopte ses notations.

2.3. LeMmME (notations de 2.2). — Soit E un idéal de U (h); on suppose
queTona:

ENU=0.
(i) Le U/Q-module V|/VE est fidéle.
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(ii) On suppose que E est une intersection didéaux primitifs de U (b),
coupant chacun U en Q, alors VE vérifie (C).

On pose :
w=U().

Et faisons d’abord la remarque suivante -

Le théoréme de Poincaré-Birkov-Witt [2], 2.1, montre que V est un
W-module libre a4 droite ayant une base contenant 1 et que W est un
U-module libre a droite ayant une base contenant 1.

(i) Soit F un idéal de U; on suppose que I’'on a :

VFcVE.

D’aprés ce qui précéde, on obtient :
F=FU, VENU=ENU=Q.

Cela démontre (i).

(ii) On note avec ~ I'image d’un élément ou d’un sous-ensemble de U,
¥V ou W dans le quotient U/P, V/P ou W/P.

Soient {E; };. , un ensemble d’idéaux primitifs de W dont I'intersection
est E. D’aprés la remarque préliminaire, on a : N, VE;=VE, et on
suppose que 'on a E,N\U=Q, Vies. Soient s et v des éléments de S et

V respectivement; il est clair que I'on a I’équivalence des deux assertions
suivantes :

5(ys)eT’E, VyegG,
o(ys)eVE, VYyeG et Vied.

Cela montre que I'on peut supposer, pour démontrer (ii) que E est un
idéal primitif. En outre, utilisant encore une fois la remarque préliminaire,
on voit que la propriété (C) résulte du résultat suivant :

soient we W, se S; on suppose que E est un idéal prmitif de W et que
I'ona:

) w(ys)eE, VyeG.

Alors, w est un élément de E.
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Or, appliquons 1.5 (ii) en y faisant V=W et U=U. On en tire d’une
part que I'élément p' (s) n'est pas dans EQK(G) et d’autre part que la
relation (%) s’exprime par le fait que w7 (s) est un élément de EQ K(G).
Remarquons alors que p est un isomorphisme d’algébres (cf. 1. 2).

Comme nous avons supposé le corps de base algébriquement clos, I'idéal
E®K(G) de W®K(G) est premier et les deux propriétés précédentes
prouvent que I'idéal EQ K(G) ne coupe pas I’ensemble multiplicatif oréen
de non-diviseur de 0, pg'(S). Grace a[2], 3.6.17, on voit que sous
I’hypothése (*) I'élément w est dans E® K(G); il est clair que cela démon-
tre le résultat voulu et donc (ii).

2.4. DEMONSTRATION DU THEOREME DE LINTRODUCTION (notations
de 2.2).

Soit # un idéal primitif de U (h) induisant I et on suppose que I'on a :
SNU@B)=0.
On pose :
E= ny «n?Y ":

Ainsi, I'idéal E de U(h) vérifie les hypothéses de 2. 3 (ii). Comme il est
clair que I'idéal E est stable par H, on en déduit que le U-module & droite
VE vérifie les hypothéses (H,). En outre, manifestement, le U-module a
droite I vérifie les hypothéses (H,) et la définition de I'induction montre
alors que I'on a :

1= (VE).
La proposition de I'introduction montre alors que I'on a :

VE=0(I).
Ainsi I'idéal E est égal a 'intersection ®(I) N\ U (H) et est donc unique-

ment déterminé par I'idéal 1. On utilise alors [5], 2. 12, ou on fait U= U (b)
et P=E pour obtenir 'unicité de Q.

Remarque. — Le cas de I'induction tordue se déduit de ce qui précéde
en utilisant I'automorphisme élémentaire t,, (cf. 2. 1) et on peut remplacer
dans le théoréme ind par ind” (cf. [2], 5.2.6) en remplagant :

SNUMG=P par SNU®H)=1,P.
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3.

3.1. Ce chapitre est destiné 3 démontrer la conjecture de DuFLO annon-
cée dans I'introduction. Fixons les notations suivantes : g est I'algébre de
Lie d’un groupe algébrique noté G, on note g* le dual de g; soit f un
¢élément de g*, on pose :

a(N={xeg|f(s, x)=0}, “g(f) le radical unipotent de g( f).

On note g} 'ensemble des formes linéaires de type unipotent (cf. [3],
1. 10 pour la définition). Comme en [3], IV. 1, on pose :

zrn(f)={8ePrim U(g(f))|Vxe*g(f), x—f(x)e&}.

Les éléments de ZP"™(f) s’identifient naturellement & des sous-espaces
vectoriels de U(g) et on note ZP"'™(g*) I'ensemble des couples ( £, §) ou f
est un élément de g% et ou £ est un élément de ZP"™( f); l'action de G
dans g* et dans U(g) induit naturellement une action de G dans
zrim(gh).

DurLo définit en [3], IV.6, une application surjective a fibre finie de
I'ensemble des G-orbites dans ZP"™ (g*) sur I’ensemble des idéaux primitifs
de U(q); soit (£, &) un élément de ZP"*=(g%). On note I, , I'idéal primitif

- de U(g) associé par DUFLO a la G-orbite de ( f, ).

3.2. THEOREME. — L’application de DUFLO de 'ensemble des G-orbites
de ZP'™ (g*) dans Prim U (g) est bijective.
La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de g.

1 cas. — g est réductive (cf. [3], IV.6); dans ce cas g} est réduit a
I'élément {0}, ZP"™(0) est égal a Prim U (g) et I'application de DuFLO est
I'identité; le théoréme est donc évident.

2° cas. — g n’est pas réductive; on note N le radical unipotent de G
et u son algébre de Lie. Soient (f;, £;) et (f3 &,) des éléments de
ZPrim (q*): soit I un idéal primitif de U (g) et on suppose que I'on a :

I=1p ¢ =1Ip, ¢,

On note Q, et Q, les idéaux primitifs de U (g) associés par I'application
de DixMIER aux éléments du dual de u égaux aux restrictions de f; et de f,
au,etonaf3,IV.5:

InN U(u)=ﬂ,.va1=ﬂ,anQz-
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22 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

D’aprés DIXMIER (cf. aussi [3], IV.5 et [3], II.9), on sait qu’il y a un
élément vy de G tel que I'on ait :
la restriction de f; d u coincide avec la restriction de f, a u. On note 3
cette restriction commune, I(3) I'idéal primitif de U(u) associé a 8 par
DixMIER et ( f3, £3) le couple (713, YE;). On pose :

H={yeG|y8=38}.

C’est un groupe algébrique éventuellement non irréductible dont on
note b ’algébre de Lie. Si 'on a H=G, le théoréme est facile (cf. 1°" cas);
on suppose que I'on a H#G; on note £ (3) I'idéal de U (h) engendré par

I’ensemble des éléments x —& (x) ou x appartient & b N u. Le stabilisateur
dans g de I'idéal I(5) est I'algébre de Lie h+uetona:

IGNUW®) =7 (3).
On note r le scindage de DurLo (¢f. [2], 10.1.5) :

r: UG+u)/UGH+u)J@) S U®)/JOG)RUW)/IOB).
Soit # un idéal de U () contenant # (3); en suivant 3], IV.4, on note
FoI(d) ridéal de U(h+u) dont I'image dans U (H+u)/U ({H+u)I(3) est

égale a r ! (#/F (8)® U (u)/I(8)). Soit v un élément de H, remarquons que
Pona:

Y(F 2 1(®)=(y£)1(3).

On note h, et h, les restrictions de f, et f, & h; d’aprés [3], I.18, ce
sont des éléments de b Soit i égal 4 1 ou 3, (les notations sont celles de
3.1, ou I'on remplace g par §) ou par u); on définit dans U (h) le sous-espace
vectoriel :

E=E+Y, cupy UD(h) (x=3(x)),

et en utilisant (3], I.16, on a :

1) b(h)=g(f)+u(d),
2 & ez (h),
3 =8 NU@(f)
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On note I'idéal primitif de U (h) associé par DUFLO a (h;, &) par I, ¢
et on pose :
"l‘=Ihi. E;’O 1(8).
D’aprés [3], IV.9,ona:
I=ind” (£, h+utag).

D’aprés 2.4 et 2.5, il existe au moins un é€lément, noté vy, du
sous-groupe HN de G qui a la propriété suivante :

Y"l="3'

Les éléments de N laissent stables les idéaux de U(h+u), ce qui nous
permet de supposer que y est un élément de H. Grace a cette hypothése,
on voit facilement que I'on a :

Ly, =Yy, &
D’aprés [3], IV. 6, on a aussi :
Y s, 3= Lyns, vey

Par hypothése de récurrence, I'égalité de I, ., et de I, entraine

Pexistence d’un élément y’ de H tel que I'on ait :
(4) hl = Y, Y h3,
&) E1=7 785

En outre, il est clair, par définition de H, que I’on a toujours :

3, 7E3

(6) O est la restriction de f; etde Y’y f; a u.
D’aprés [3], 1.16, (4) et (6) entrainent Pexistence d’un élément y”
de HN U vérifiant :
Lh=Y"Y1/s

Remarquons que le groupe H N N est irréductible d’algébre de Lie u(d)
et que grace a (1), (2) et (5), on a aussi :
Ei=7"7" 78
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Utilisant (3), on en déduit les égalités suivantes :
=Y YYENUGUD)=YYYENU@GL))=YY vEs.

Ce qui termine la démonstration du théoréme.

4.

4.1. Ce chapitre sert A donner une application réciproque a I'application
de DurLo (cf. chapitre 3), et quelques propriétés de la topologie de Jacob-
son de Prim U(g) a l'aide des idéaux induits de DuFLo; pour la définition
de ces idéaux, on renvoit a [2], 10. 3, ou ils sont notés I(f). On note g3g
I’ensemble des formes linéaires de g* admettant une polarisation résoluble.
En outre, soient A un élément de g* et n une sous-algébre nilpotente de g,
alors on note A | n la restriction de A a n et I, (A|n) I'idéal primitif de U (n)
associé par DIXMIER & A |n (cf. [2], 6.1.5).

4.2. Soient H un sous-groupe algébrique de G et | son algébre de Lie;
I'algébre de Lie du plus grand sous-groupe distingué et unipotent de H
est dite le radical unipotent de b, on le note *h, et un idéal de b est dit
unipotent s’il est inclus dans *}. Soit u un idéal unipotent de ). La demi-
trace de I'opération adjointe de ) dans g/b est un caractére de ) et on
note 1, 'automorphisme élémentaire de U (h) qu’il définit (cf. 2.1); on
remarque que la restriction de 1., & U(u) est triviale. Reformulons aussi
les lemmes 1. 10(ii) et 1. 13 sous la forme qui nous servira dans la suite :

On suppose que u est stable par H. Soit Q un idéal primitif de U (u) et
on note H, le sous-groupe de H qui stabilise Q et h, I'algébre de Lie de H,.
Prenons pour U l'algébre (cf. chapitre 1) U (u) et pour V 'algébre U () sur
lesquelles le groupe H agit. Tout idéal primitif .# de U (§) qui vérifie :

SNUW)=, q07Q ol H est la composante neutre de H est induit
par un idéal #, de U(h,) qui contient Q et on a d’aprés 1.10(ii), 1.9
et2.4:

J+U(b)Q=Q(J)=U(b)(nysH1 r\Ho‘Y"‘l)

et d’aprés 1.10(ii) et 1. 12, on en tire :
(Nyen7A+UG Q=®(Ny e H=U®)(Nyen, YF1)
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L’application de T'ensemble des H-orbites d’idéaux primitifs de U () dont
un élément coupe U(u) en (N, goYQ dans lensemble des H,-orbites
d’idéaux primitifs de U (b) contenant Q, définie par :

Nyen7I~(Nyen7AH+UGANUG,)
est bijective; son application réciproque est'donnée par :
nyelll Y"l HnyeHYind(Jh [)1 Tb)

En outre, daprés [2], 10.3.1 et 2.4, J est un idéal induit de DuFLO
dans U (b) si et seulement si 5, en est un dans U (h,).

Cela résulte de ce qui précéde et de 1. 13.

4.3. Soient b une sous-algébre algébrique de g dont on note u le radical
unipotent, Q un ideéal primitif de U(u) et I un idéal de U(g); on dit
que (b, Q) est une donnée de récurrence relativement a I si les conditions
suivantes sont réalisées :

il existe une suite d’idéaux emboités de u, notés u_,; =0gu, G ... Sy,
(éventuellement t= —1) et une suite de sous-k-espaces vectoriels de U (u),
notés Q_, =05 Q0% - - - $Q, tels que I'on ait :

® sit#—1, pour i=0,. .., t chaque Q, est un idéal primitif de U (u);

e de proche en proche, pour i=—1,. . ., t, on note G, le sous-groupe
de G qui stabilise Q; et g;,, son algébre de Lie; alors si u; est égal a “g; ,,
on a t=i, sinon u,,, est un idéal unipotent de g;,, contenant strictement u,
et stable par le groupe G;.,. (Il faut remarquer que cette propriété de
stabilité entraine que G;,, est un sous-groupe de G; et queg;.,,
contient u,.)

Et I'idéal primitif Q,,, de U(u,;,,) vérifie :

I+U@ )N UGy )=yecr, Y Dies.

e On a b=g,,, et on notera dans la suite par B le sous-groupe de G
stabilisant Q, c’est-a-dire G, ;.

Remarquons que I'idéal I étant donné, il n’existe pas toujours de données
de récurrence relativement a I, mais que si (b, Q) est une donnée B et u
sont imposés et pour alléger les énoncés, on utilisera ces notations B et u
sans rappeler leur définition.

4.4. LeMME. — Soit I un idéal primitif de U (g).
(i) Il existe au moins une donnée de récurrence relativement a I.
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(ii) . Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement a I, alors il existe
un idéal primitif de U (b), noté S, contenant Q et vérifiant :

1+U@Q=U@(N,cpYf) et I=ind(S,bTg).

La B-orbite de Tidéal S est uniquement déterminée et Tidéal S~ égal par
définition a t,, S vérifie :
I+U@Q=U@Ts(N,esyF ) et I=ind (F,b1g).

(iii) Sous les hypothéses et les notations de (ii), I'idéal I est un idéal induit
de DuFLo dans U(g) si et seulement si S est un idéal induit de DuFLO
dans U (b). (Rappelons que f est un idéal induit de DuFLo dans U (b) si et
seulement si S~ en est un (cf. [2], 5.2)).

(i) Onposeu_,=Q_,=0etg_,=g, F_,=Fo=1 G_,=G.

On suppose avoir démontrer I'existence des j premiers termes des suites
U_g,...,u, et Q_,,..., 0, (on reprend aussi les notations g;, G; de 4.3,
et on note G? la composante neutre de G,), ainsi que I'existence d’idéaux
primitifs S, , de U(g;,,) ou —1=i<j—2 contenant Q; et vérifiant :

(1) ny.a"Yfg+U(Ql(nnc,ﬂ'Yv‘iﬂ)‘
(0] ) ind(Fi4y, 8iv1 T9)=1

Si j=t+1, on a terminé sinon on construit u,,,, Q;_, et .f; vérifiant
les conditions de 4.3 et I'analogue de (1) et (2). On prend pour u;_,
le radical unipotent de g;_,. Comme nous I'avons rappelé en [5], 3.9,
lidéal .#;_, étant un idéal primitif de U(g;_,), il existe une unique
G{_,-orbite dans Prim U (u,_,) dont on note Q;_, un élément, vérifiant :

3) S ﬂU(u;-1)=ﬂ,ecy_,YQ;-1-
En particulier, I'idéal Q;_, contient I'idéal Q;_, de U(u,_,). En itérant

(1) de i=1 a i=j—2 et en utilisant les inclusions de Q _, dans Q,,. ..
dans Q;_,, on obtient :

4 1+U(9) Q;-2=U (@) (Nyec,., TF1- 1)
d’ou avec (3) :
(5 I+U@Q;-2)N U(u1—1)=nna,_, YQ;-1

TOME 112 — 1984 — N° 1



IDEAUX PRIMITIFS 27

ce qui est la propriété voulue pour Q;_,. Il reste a construire I'idéal .5,
ce que nous allons faire sous les seules hypothéses que u_,,..., u;_, et
Q_4...,Q;_, sont lesj+1 premiers termes d’une suite de récurrence
relativement a I (cela nous servira pour la démonstration de (i) et (iii)), et
que les idéaux f_,,. .., £;_, ont déja été construits vérifiant (1) et (2).

On applique 4.2 4 H=G;_,, u=u;_, et Q=0Q;_,. On note #; un
élément de la G;-orbite définie par :

(6) (nyec,-_, YSi-1+U@6;-1)Q;-1)NU(g)).

D’aprés 4.2 et les propriétés d’induction par étage, on a I'analogue
de (1) et (2) pour i=j—1. Il est alors clair que I'analogue de (4) et (5) est
vrai pour tout ie{ —1,...,t}:

Y] I+U@) Qi=U@(Nyecis; Y Fir1)
® J+U@Q)NU@i+1)=MNyecis1 Y FLi+r

Avec (6), nous avons terminé la démonstration de (i).

(ii) On reprend la démonstration de (i) qui fournit des idéaux primitifs
S_=1...,5,,, ¢t on pose S=S,,,. Daprés (7) et (2) (pouri=t)
I'idéal .# répond aux conditions de (ii). L’unicité de la B-orbite de .# est
claire d’aprés (8) (ici B=G,, ).

Le reste de (ii) est immédiat.

(iii) résulte de la fin de 4.2 et de la maniére dont on a construit les-
idéaux #; dans la démonstration de (i).

4.5. LeMME. — Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement a un
idéal I. On pose :

C®={FePimU®)|F NUM=0},
Z(Q)={KePrim U(g)|

(b, Q) est une donnée de récurrence relativement a K }.

Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

@ KeZ(Q)
()3 F @ ®)|K+U@Q=U@(N,cs7S) et K=ind(f, b Tg);

(i) K+U(g)Q#U(g) et K>ind(Q,utg).
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Le lemme 4.4, (ii) prouve que (i) entraine (ii); comme les idéaux
de Q (b) contiennent Q, il est clair que (ii) entraine (iii); montrons que (iii)
entraine (i).

Reprenons les notations de 4.3. On note G la composante neutre
de G; pour i=—1,. .., t, on pose :

1i(Q)=ind(Q, uTg)  (oig-,=get G_,=G)

Remarquons que I'idéal 1;(Q) de U (g,) contient Q;_,, qu’il est compléte-
ment premier et qu’il vérifie :
(1) L@ONUM)=Nye6p Qs
Il est alors clair que I'idéal I,(Q) de U(g,) vérifie les hypothéses (H,) de
Pintroduction (ou V=U(g), U=U(u), @ =0, et G=G?). En outre I,(Q)

est induit par I'idéal I,,, (Q) de U(g;,,); on vérifie alors comme en 4.2,
que 'on a I’égalité suivante :

2 (MNyeaYL(@)+U@ Qi=U@) (Nye61s, T Li+1(Q))-
Les idéaux I_,(Q), I,(Q) et ind(Q, utg) coincident, on les note I(Q).

En itérant (2) de —1 a i et en utilisant les inclusions de Q _, dans Q,. . .,
dans Q,, puis en utilisant (1), on obtient les égalités (3) et (4) suivantes :

3 1@)+U@ Qi=U@ (Nyecis, Y1i+1(Q)),
4) I@)+U@o)N U(ui+l)=nyng+17QH-l'

Pour démontrer que (iii) entraine (i), il faut vérifier que ’'on a :

(*) (K+U@Qi-)NUm)=Nyeq,7Q:

Or, I'idéal a gauche K+ U(g) Q de U(g) ne contient pas U (u;) puisqu’il
est propre par hypothése, mais il contient I'idéal suivant de U (u,) :

(K+U@©)Qi-)NUW))+Q,

Comme @, est un idéal maximal de U(u,), on en déduit I'inclusion
suivante :

(5 (K+U(9 Q- )NUm)<=Q,

TOME 112 — 1984 — N° 1



IDEAUX PRIMITIFS 29

En utilisant d’une part la stabilit¢ de K+ U(g) Q;-, pour l'action du
groupe G; et d’autre part I'inclusion de I(Q) dans K (cf. hypothése), on
déduit de (4) et (5) que'on a :

MNyec,YQic(K+U@ Qi-)NUMI=Ny 6,720

ce qui prouve évidemment (%) et termine la démonstration du lemme.

4.6. COROLLAIRE (notations de 4.5). — Les applications suivantes :

IeZ(Q)-UI+U@Q)NUD),
NyepYf ot SFed () —ind(Sf, b 1g),

sont des bijections réciproques de Z (Q) sur I'ensemble des B-orbites de ( (b).
Il en est de méme des applications suivantes :

1€Z(Q) 1 (I+ U@ Q) N U ®)),
Nyes7F 0dF €Q®)»ind (S ,b1g).

C’est immédiat a partir de 4. 4 (ii).

4.7. PrOPOSITION. — Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement
a un idéal I de U (g). On note X le sous-ensemble de g* formé des éléments )\
de g* vérifiant I,(M|u)=0Q, et Y le plus petit sous-ensemble G-stable de g*
contenant X.

(i) L’intersection de Pensemble des éléments de type unipotent de g*
avec X (resp. Y) est une unique B-orbite (resp. G-orbite) notée & (resp. 0).

(ii) Soit f un élément de R; on note N (resp. G(f)) le sous-groupe de G
unipotent d’algébre de Lie u (resp. stabilisant f) et g(f) lalgébre de Lie
de G(f). Alorson a:

B=G(f)N et b=gA(f)+u.

(iii) Soit p un élément de X, alors il existe une composante de Lévi,
notée t, de b qui vérifie :

([, u) =0.

(i) On fixe un élément A de X et on note u* (resp. b*) I'orthogonal de u
(resp. b) dans g*. Pour i=~1,.. ., t, on note par G,,, (A) le sous-groupe
de G stabilisant la restriction de A & u; et N; le sous-groupe irréductible
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de g d’algébre de Lie u;. En utilisant de proche en proche le lemme [3],
I.16 on voit que 'on a :

(1) Gi+1=Gi+l(l)Ni et Gl+1(;\.)CB.
On note g’ (A) I'algébre de Lie de G,,, (A) et on a donc :
) b=g’(A)+u.

Soit r une composante de Lévi de g’ (A); c’est aussi une composante de
Lévi de b d’aprés (2) d’ou I'égalité (3) :

3 b=rdu.

Soit u un élément de A +u*; alors p est de type unipotent si et seulement
si la restriction de p a r est nulle (c¢f. [3], 1. 18 appliqué de proche en
proche a u,, puis [3], I.11); de proche en proche, on prouve I'égalité
suivante grace a [3], 1.16 :

NnGi+l()~)=|J.+g,+ Ol‘l i=—l,...,t,
@ NN G,y M)=p+b

11 est alors clair que I'intersection de A +u' avec I'ensemble des éléments
de type unipotent de g* est une unique G, , (A)-orbite. Rappelons I'inclu-
sion de G,,, (A) dans B (cf. (1)). Comme X et B(A+u') d’une part et Y
et GX d’autre part coincident, 'existence et 'unicité de # et @ sont alors
claires.

(ii) Reprenons les notations de la démonstration de (i); puisque #
coincide avec I'ensemble des éléments de type unipotent appartenant
a B(L+u'), on suppose que f est dans A+u'. D’aprés (4), puis (i) et (1),
ona:

(NN Gy W) G(f) f=f+b=(f+u") N Bf=G,s, (M) f.

C’est-a-dire, G,,, (A) et (NN G,,, (1)) G(f) coincident. Grace a (1) pour
i=t, on voit que G,,, cest-a-dire B coincident avec NG(f)=G(f)N.
L’assertion (ii) du lemme est alors claire.

(iii) Grace a (i), on fixe un élément f de # tel que les restrictions de f et
de p a u coincident. Soit r une composante de Lévi de g(f) (notations
de (ii)); on a évidemment :

r([r, u) =f(r, u) =0

d’ou (iii).
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4.8. LeMME (notations de 4.7). — Soit f un élément de ®; on note u( f),
le sous-espace vectoriel de U(g) formé de T'ensemble des éléments u—f(u)
ou u est dans u(N\ g(f) et Prim U (g( f)), ensemble des idéaux primitifs de
U(g(f)) contenant u(f),. On note r le scindage de DurLo (cf. [2], 10. 15).

r: U@UU@G(Nu(),UM)/Q = U®)/U®) Q.

Soit § un idéal de U (g(f)) contenant u(f),, alors en suivant DurLo, on
note £ Q Tidéal de U (b) contenant Q, dont Pimage dans U (b)/U (b) Q est

r@/U@(Mu(f)®UM)/Q). Alors Tlapplication E—E-Q de
Prim U (g( f)), dans § (b) (cf. 4. 5) est bijective et Pon a :

(nysG(I)Y§)°Q=myeB‘Y(§°Q)'

En utilisant [2], 10. 1.5, puis 4.7 (ii), le lemme est immeédiat.

4.9. LeMME. — Soit K un idéal primitif de U(g) et on suppose que K
est de la forme I, , (cf. chapitre 3) (resp. est un idéal induit de DUFLO de
la forme I(\) ou LegPy Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement
d un idéal I de U (g). Avec les notations de 4.3, on suppose que u_,,. . ., 4;
et Q_,,..., Q, sont les j+2 premiers termes d'une donnée de récurrence
relativement a K. Alors il existe un élément y’ de G tel que T'on ait :

Q=L (W NIw)  Cesp. =L, (Y W|w) ot i=1,...,]
L’élément ¥’ de G vérifiant ces conditions, on a alors, pour :
i<inf(j, t—1),
(K+U@ Q)N UMt )=Nyeciny Ty (V| t4i49).
(resp. =nysG‘+;Ylu‘+1((‘ylx)|ui+l))~

Avant de commencer la démonstration, rappelons que d’apreés [3], 4.9
et 4.5(ii) (resp. [2], 10.3. 1), pour tout idéal unipotent noté a de g, on a
I’égalité suivante : '

(*) KNU@=N,cc1L(f]a)
(mp. = nye GY’.(X' d)).

Soient b une sous-algébre de g et ¥ un élément de G; on suppose que b
contient la sous-algébre de g stabilisant I'élément yf de g*; et que la
restriction de f'a b est de type unipotent (cf. [3], I) et on note I, , I'idéal
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primitif de U (b) associé¢ par DurLo au couple (f|b, £). On suppose que
la restriction de A 3 §) (notée kll)) admet une polarisation résoluble, on
note alors I (A |b) I'idéal primitif induit de DurLo de U (b) associé a A |b.

Démontrons maintenant le lemme; dans le cas ou j= —1, il résulte de
(*). Supposons maintenant que j=0; soit h<j et supposons que nous
avons déja démontré P'existence d’un élément, noté ici y*, de G vérifiant,
pouri=1,..., h—1:

(1) Qi=L,((N)|w)  (resp. L, (Y"1)|u)).

Grice 4 ces relations et [3], 1. 18 (resp. [2], 1. 12. 13) de proche en proche,
g;+1 contient la sous-algébre de g stabilisant y”f et la restriction de y” f
4 g;4, est de type unipotent (resp ¥"A|g;+, admet une polarisation résolu-
ble). On pose, pour i=0,...,h:

Il=Iypf|"1§ (resp' =I(‘Y’A-IQ[)) et I-I=K

Graéce a [3], IV. 9 (resp. [2], 10. 1. 3), on vérifie de proche en proche que
I'on a, pour les mémes valeurs de i :

2 I, =ind~ (I, a:19).

On applique alors 4.2 & G,_,, u,_,, Q,_, et on obtient, grice a (2) les
égalités (3) (ici G-, =G) :

3) (MNye6-y YIi-))+U @) Qi1 =U(8) T 1y (MNy e, Y 1D
En itérant (3) de i=0 4 i=h, on obtient la relation suivante :
“ K+U(9) Qr-1=U(9) Ty, (Nyea, Y I0)-
Par hypothése, on a, puisque h<j
&) (K+U@2u-DNU @)=Nye6,YCn

Or, la restriction de 1, & U(u,) est triviale (cf. 4.2), et alors (4), (5) et
(*) prouvent I’égalité suivante :

(6) nycG.‘YthnycG.YIw,(Y’fl uh) (resp- nycG.Y’n‘(y”xluh))-

Soit y** un élément de G,, pour lequel les idéaux Y L,(Yf |uy) (resp.
Y1, (7L| u,)) et Q, coincident; on note ¥’ =v'"y”, et on remarque, grace a
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Finclusion de G, dans tous les groupes G; ou i=—1,..., h—1 que les

relatipps (1) restent exactes en y remplacant y” par y’. Ainsi, ¥y’ répond aux

conditions du lemme. Soit un tel élément y’ et supposons que nous avons

déja démontré que 'on a, pour i=0,. .., h—1.

@ { K+U@Qi-)NUWI=N,¢q, 7L, (¥ flu)
(resp. ny € G; ’YIIA; ('Y)" l ll,).

Grace a I'analogue de (1) pour i=h qui est maintenant connu, on en
déduit, comme dans ce qui précéde, 'analogue de (4) avec h—1 remplacé
par h. On prend l'intersection avec U (u,, ), en remarquant que la restric-
tion de t,,, ., @ U(u,,,) est triviale (cf. 4.2), on utilise (*) et on obtient

la relation cherchée analogue de (7) en remplagant i par h+ 1. Cela termine
la démonstration du lemme.

4.10. THEOREME. — Soit I un idéal primitif de U(g); on suppose
que I=1, . et que (b, Q) est une donnée de récurrence relativement d I;
soit # la B-orbite formée de I'ensemble des éléments de g* de type unipotent,
vérifiant I,(A|u)=Q (cf. 4.7).

(i) La G-orbite de f coincide avec G &.

(ii) On suppose que f est un élément de ® et on note G (f) le sous-groupe
de G stabilisant f. Alors, on a, avec les notations de 4.8 :

(myeG(f)'Yé)oQ=myel?(§°Q)=t;/b} ((I+U(9) Q)n U(b))’

ce qui détermine uniquement la G ( f)-orbite de E.

(i) Reprenons les notations du lemme 4.9; on remarque qu’ici ’hypo-
thése assure que j=t; il existe donc un élément y' de G tel que les
idéaux @ =0, et I, (v f|u) =1, (v f|u,) coincident. 1l est alors clair que v’ f
appartient 4 # ce qui termine la démonstration de (i).

(ii) On reprend les notations de 4.3 et on remarque que la restriction
de fa g; pour i=0,. . ., t est une forme linéaire de type unipotent, et on
note I, . . I'idéal primitif de U (g;) associé par DUFLO 4 la restriction de f
a g; et a k. Grace a [3), IV.9 on vérifie que I'on a :

§eQ=Isq.¢
ind” (I 1g0,. e°8is118)=I; g ¢  pour i=0,..., t—1L
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On voit donc que les idéaux I, , et ind” (§-Q, b1g) coincident. Grace
a 4.6, on obtient alors I’égalité suivante :

MNyesY(E°Q) =14 (I+U(@ Q)N U (®))

et la démonstration du théoréme se termine grace a 4. 8.

4.11. PrROPOSITION. — Soient I un idéal primitif de U (g) et (b, Q) une
donnée de récurrence relativement é 1. On note X I'ensemble des éléments A
de g* vérifiant I,(A|u)=Q et # Punique B-orbite de X formée d éléments
de type unipotent. On fixe un élément f de @ et on note ZE"™( f) Pensemble
des idéaux primitifs de U (g) de la forme I ,.

(i) L’ensemble ZE"™(f) coincide avec T'ensemble des idéaux primitifs
de U (g) qui admettent (b, Q) comme donnée de récurrence, c’est-a-dire :

Zpm(f)={KePrimU(g)|K>ind (@, uTg)
et

K+U(@Q#U(9}.

(ii) On note GX par Y; soit A un élément de Y N g3y alors Pidéal induit
de DurLo I(M) appartient ¢ ZP"*=( f). Et réciproquement, tout idéal primitif
induit de DUFLO et appartenant d Z:"""( Jf) est associé a un élément de
YNgrr

(iii) Soit K un élément de Z2"™ ( f); alors il existe un unique idéal primitif
induit de DUFLO inclus dans K et appartenant & Z2"™( f).

(iv) Ona:

ind(Q, utg)=Micrnsd A)=Ngegrms) K

@) Soit K un élément de ZP"=(f) et on suppose que K est de la
forme I, .. Tenant compte de 4.10(i), nous supposons que les idéaux
I(f|u) et Q coincident. Reprenons les notations de 4.3, pour i=1,. . ., t,
ona:

L(flw=L(flyNU@)=0NUmu)=Q,

Revenons au lemme 4.9 et supposons que pO{lr j2 —1, nous avons
déja démontré que u_,,...,u; et Q_,,..., Q; sont lesj+2 premiers
termes d’une suite de récurrence relativement a K D’aprés le lemme 4.9,
ona:

(K+U(g) QJ) N U("}-ﬂ)‘_‘ n‘y(G]+| 'YI-,H (fl u;, 1)
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En utilisant I'égalité de L,..(f |1,4,) et de Q;+1, cela démontre que
U_yy. o Wy et Qg .., Q4 sont les j+ 3 premiers termes d’une don-
née de récurrence relativement 4 K. On déduit immédiatement de cela
Pinclusion de ZF"™(f) dans P'ensemble des idéaux primitifs de U ()
admettant (b, Q) comme donnée de récurrence. L’inclusion inverse est une
reformulation de 4.10(i). Et on termine la démonstration de (i) grice
ad4.5s

(ii) Soit A un élément de Y N g3x; en changeant éventuellement A en un
élément de la B-orbite de A, on suppose que les restrictions de A et de f
a u coincident. On reprend les notations de 4.3 et on vérifie de proche
en proche, griace a [2], 1.12. 13 que la restriction de A & g; (ou i=0,. .., t)
admet une polarisation résoluble puis, griace a [2], 10. 3. 1 que la restriction
de A a g(f) admet une polarisation résoluble; on note & I'idéal de U (g( f))
induit de DurLo associé a A|g(f) et on vérifie facilement que§
contient u( f), (notation de 4.9); remontant les étapes en sens inverse, on
constate que les idéaux I(A) et ind” (£~ Q, b1 g) coincident (cf. [2}, 10.2.1
et [2], 10.3.1). Alors 4.6 et 4.10 montrent que les idéaux I(A) et I,
sont égaux; cela- démontre la premiére partie de (ii); la deuxiéme partie
résulte de 4.9 pour j=t.

(iii) Soient K, et K, des idéaux de ZF"™( f), c’est-a-dire d’aprés (i), des
idéaux admettant (b, Q) comme donnée de récurrence, pour j=1 ou 2. On
fixe des idéaux primitifs .5 ; de 0 (b) (cf. 4. 6) vérifiant :

NyestSf;=K;+ U@ Q)N U D).

1l est facile de voir que dans  (b), il existe une et une seule B-orbite
formée d’idéaux induit de DurLo de la forme M, 57.# et vérifiant :

nyes?’v"cnyu?v‘z-

Grice a 4. 4 (iii) et 4. 6, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

o K,- <K, et K, est un idéal induit de DuFLo;
L nyslyjl=nyebyjl'

Cela termine la démonstration de (iii).
(iv) On note bjx(Q) I'ensemble des formes linéaires admettant une
polarisation résoluble définies sur b dont la restriction a u notée v vérifie
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I,(v)=Q. Soit p un élément de b, (Q), on note I;(u) I'idéal primitif induit
de DuFLo associé 4 p. On a :

Uu®) Q= npeb},(Q) Iy ().
En utilisant les propriétés de I'induction, puis (ii) et 4. 6 (iii), on obtient :

ind(Q, utg@)=ind (U() @, b18)=,ctpn@ind™ (I, (1), b1 g)

=Maernas I(A).
La démonstration de (iv) se termine alors grace a (iii).

4.12. PrOPOSITION. — Soient (b, Q) une donnée de récurrence relative-
ment a un idéal I de U (g), et A un élément de g% vérifiant I, (A|u)=0Q; on
fixe un élément de type unipotent, noté f, dont la restriction a u coincide
avec celle de A et une composante de Lévi de b, notée r, vérifiant
S(x, g)) =0 (cf. 4.7). Soit p une polarisation de A; on note p, le sous-
espace vectoriel de U(g) formé de Tensemble des éléments
P—(A+1/2 trace ad_,,) (P) ou Pep.

Il existe une polarisation résoluble de A, notée p, vérifiant les conditions
suivantes :

P N u est une polarisation de la restriction de A a u;

PNt est une sous-algébre de Borel de t telle que la restriction de A ad x
est dominante relativement d@ p Nr.

Soient p une polarisation de A vérifiant ces conditions et K un idéal
primitif de U(g) contenant 1(\); alors Tidéal K appartient ¢ ZE"™(f) si et
seulement si Pidéal a gauche K+ U (g) p, de U(g) est propre; T'application
K+ K+ U(g) p, de Pensemble des idéaux de ZP"™ () contenant 1(A) dans
Pensemble des idéaux a gauche de U (@) est injective.

On démontre d’abord Pexistence de p; utilisant [2], 1. 12. 13, le proche
en proche, on voit que la restriction de A a4 b admet une polarisation
résoluble qui, considérée comme sous-algébre de g, est aussi une polarisa-
tion résoluble de A. Rappelons que nous avons b=r+u; on fixe une
sous-algébre de Borel, notée b*, de r telle que la restriction de A a r soit
dominante relativement a b* et on note B* le sous-groupe irréductible
de B d’algébre de Lieb*. Puisque I'on a A([r, u)=f(r, u))=0, le
groupe B* agit dans la variété compléte formé des polarisations de la
restriction de A a u; soit n un point fixe pour cette action de B*; il
résulte alors de [2], 10. 3. 1, que b* +n est une polarisation résoluble de la
restriction de A 4 b (donc de A d’aprés le début de la démonstration) elle
satisfait, évidemment, aux conditions voulues.
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Avant de terminer la démonstration de la proposition, donnons quelques
notations.

On note r le scindage de DurLo [2], 10.1.5, suivant :

r: U@®UWm/QSU®/U®Q  (ou @=1,(Mu).

Soit p une polarisation de A satisfaisant aux conditions de I'énoncé, on
pose b, (resp. n,) le sous-k-espace vectoriel de U () (resp. U (u)) engendré
par I'ensemble des éléments P—(A+1/2 tr ad,;+) (P) ou PepMu (resp.
P—A(P)ou PepNu).

On remarque que l'idéal a gauche U(b) (resp. U(u)n,) de U()
(resp. U(u)) contient I'idéal U(b) Q (resp. @) de U(b) (resp. U(u)) et
d’aprés [2], 10.2. 1, démonstration c), on a :

(1) (U@ by U () m/Q) =144 (U (®) p,/U (b) Q).

On note G (f) le sous-groupe de G stabilisant f et g(f) 'algébre de Lie
de G(f); on sait (cf. 4.7(ii)) que G(f) est inclus dans B et que r est une
composante de Lévi de g(f). On note G” (f) le sous-groupe de G (f) qui
laisse stable r, puis G’ (f) le sous-groupe de G” (f) qui laisse stable b*. En
notant G (f)° la composante neutre de G (f), les théorémes de conjugaison
pour les composantes de Lévi et pour les sous-algébre de Borel montrent
que 'on a:

2 _ G(N=G"(NGN°=G (NG

En outre, on identifiera naturellement un idéal propre de U(g(f))
contenant u(f), (cf. 4.8) noté § en un idéal de U(r) noté par la méme
lettre £ et M, c6(s)YE & MNyeo (r)YE Soit K un idéal primitif de U(g) et
on suppose que K est un élément de Z:""’( f); on note dans ce cas
MNyee (r)YE(K), T'unique G'(f) orbite de PrimU(r) obtenue grace
a 4.10(ii). Remarquons, aussi, que si K est I'idéal I(A), en notant I(A.|t)
I'idéal primitif induit de DurFLo de U (x) associé a la restriction de A a r,
ona:

nysG’(f)Yg(I(k))=n~,¢c'(f)'YI()»|r).

Supposons, en outre, que I'idéal K contient I(A), alors on supposera
aussi que I'idéal §(K) contient I(A|r). On note G(f), le sous-groupe
de G’ (f) qui laisse stable I'idéal I (A._| 1) et prouvons I’assertion suivante :
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(3) Soit € un idéal primitif de U (r) contenant I (2.|r), alorson a:
nyec'u)yg'*‘v(t)b:=nyea(j),,7§+v(f)b{'

En effet, soient v,,. .., v, des éléments de G’ (f) tels que I'ensemble
des idéaux +v,E&,...,7v,E coincide avec I'’ensemble des idéaux yg
ou YyeG(f) qui ne contiennent pas | (X|r); alors il existe un élément,
noté z, du centre de U(r) qui vérifie :

ze(N7=y (1 EN—1(A|).
Or, on sait que I'on a :
zek+U@)b;.

Cela prouve I’assertion :

Revenons maintenant a la démonstration de la proposition. Soit K un
idéal primitif de U(g); en utilisant I'inclusion de U(g) Q dans U(g) p,, on
écrit K+ U(g) p, sous la forme (K+U(g) @)+ U(g) p,. 1l est alors clair
que si K+ U (g) p, est un idéal a gauche propre de U(g), il en est de méme
de K+U(g)Q et, d’aprés4.11, dans ce cas, K est un élément de
Z:""‘( f). Supposons maintenant que K appartient a Z:"""( f); alors
d’aprés 4.6, 4. 11(ii) et (1), (2), (3),on a:

(K+U(g)p)/U(9)Q :
=U©@) s T (Nyeo (s n &K+ U@ b)QU (1) 1,/Q).

Alors la proposition résulte de [4], 4. 3.
Remarquons que nous avons aussi démontré la proposition suivante :

4.13. ProposITION. — Soient (b, Q) une donnée de récurrence relative-
ment @ un idéal I de U(g) et A un élément de g3 vérifiant Iu().lu)=Q,' on
fixe un élément de type unipotent noté f dont la restriction a u coincide avec
celle de \ et une composante de Lévi de b, notée t, vérifiant f([z, g])=0. On
choisit une sous-algébre de Borel de b notée b* et on note G(f), le sous-
groupe de B qui laisse invariant f, t, b* et l'idéal induit de DUFLO associé a
la restriction de A d .

On note r le scindage de DUFLO suivant :

r: UmUW/AQRSUG/U®QE ou Q=I,(A|uw).
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On note ZE"™( f), (resp. U (x),) Pensemble des éléments de ZE™(f) (resp.
Prim U (z)) contenant I()A) (resp. I(\|x)) et alors Tapplication de ZE"™( f),
dans Tensemble des G (f),-orbites de Prim U (t), définie par :

K17 (e (K+U@Q)NU®)/U®) Q,
est bijective.

4.14. PrOPOSITION. — Soit A une G-orbite de gfx on note 1(A) lidéal
“induit de DUFLO associé @ A et 1(A)° Pensemble des idéaux primitifs de U (q)
qui contiennent 1 (A) et admettent une donnée de récurrence qui en soit aussi
une pour I(A).

(i) L’ensemble des idéaux primitifs de U(g) est une réunion disjointe des
ensembles 1(A)° ou A parcourt Tensemble des G-orbites de g3p.

(ii) L’ensemble I(A)° a un unique plus grand élément noté I(A)™* et
ona:

I(A)°={KePrim U (g) | I(A)c K<I(A)™},

(i) Soient A une G-orbite de g3z et K un élément de I1(A)°. On note A
un élément de g3z et on suppose que K contient I(A) et que K et I(A)
admettent une méme donnée de récurrence, notée (b, Q). D’aprés 4. 10(i)
on sait qu’il existe une forme linéaire de type unipotent, notée f, et des
idéaux primitifs notés &,, &,, £; de U(g(f)) vérifiant :

K=If_ I3 I(;‘)=II- E20 I(A)=II' E3°

Reprenons les notations de 4.3; comme (b, Q) est une donnée de
récurrence pour K, grice a 4.9, on peut supposer que ’on a :

Q:i=L,(flw) pour -i=1,..., ¢

Il est alors clair que (b, Q) est une donnée de récurrence pour I(A).
D’aprés 4. 10(ii), puis 4.4(ii), on a :

(1) MNyea (1812 MNyear) 78 ou i=2ou3l.
2 E; est un idéal induit de DurLo dans U(g( f)) pour i=2 ou 3.

On note u(f) I'intersection de g(f) et de u; c’est le radical unipotent
de g(f) d’aprés 4.7 (iii), et 'on a :

3 eNU@UMN)=aNUWM(S) ou i=123
@ U(MNRNUm()=k.
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Grace aux relations (1). . .(4), on déduit I'égalité suivante :

MNyear)Y82=Nyec(s)¥es
c’est-a-dire :
IA)=I(A).

(ii) Reprenons la démonstration de (i); il existe un unique, a conjugaison
prés par G(f), idéal primitif maximal de U (g(f)) noté E™* et vérifiant :

EPNU(MN=2NUu)),
MNyeecn 8™ 2 MNyea(sr)TEr

Cela montre que I'idéal primitif I, .ms de U(g) est 'unique élément
maximal de I(A)°. Soit maintenant L un idéal primitif de U(g) et on
suppose que I'on a :

I(A)eLcI(A)™=.
Ces inclusions entrainent les inclusions suivantes :
I(A)+U(@Q<=L+U(g) Q=I(A)™,

et (ii) résulte alors de 4. 11 (i).
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