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SUR LA CLASSIFICATION DES IDÉAUX PRIMITIFS
DES ALGÈBRES ENVELOPPANTES

PAR

C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER (*)

RÉSUMÉ. — Soient G un C-groupc algébrique affine connexe et 9 «Lie G.
THÉORÈME : Soient t un idéal de Q, 1 et Q des idéaux primitifs de U (g) et U(t) tels que

/ni/(t)=Oy<oY6 et H le stabilisateur de Q dans G. Alors tous les idéaux primitifs J
de (/(Lie H) avec JH UW^Q et Ind(J. (Lie JEOÎfi)"^ sont conjugués sous H.

COROLLAIRE. - La « classification » surjective de DUFLO (/, Q -»• 1^ ^ des idéaux primitifs
de U (fi) (Acte Math., 1982) à F aide des formes f de type unipotent sur Q et de certains idéaux
primitifs de U(Q(f)) est iryective module G-cojugaison.

On montre le théorème dans un cadre un peu plus général et on donne dans le dernier
paragraphe une réciproque partielle de l'application de DUFLO.

ABSTRACT. - Let G be an affine algebraic connected C-group and let 9== Lie G..
THEOREM. - Let i be an idéal of 9 and let 1 and Q be primitive ideals of U(g) and U (t)

such that /H ^(t)=n,.oTC- Let H be thé stabiliser ofQ in G. Then ail primitive ideals J
ofUÇUe H) with JH U(i)»Q and Ind(J, (Lie H)îg)=J are coryugate under thé action ofH.

CORROLARY. - Thé swjective "classification" (/, 'Q-^lf. ç of thé primitive ideals ofU(Q)
given by DUFLO (Acte Math., 1982) using linear forms f of unipotent type on g and certain
primitive ideals î,ofU(Q(f))is iryective module conjuration by éléments ofG.

Thé Theorem is proved in a slightiy more général framework and in thé last paragraph
we construct a partial* inverse of DUFLO*S classification map.
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4 C. MOEGUN ET IL RENTSCHLER

Introduction

Dans cet article on démontre une conjecture de DUFLO sur la cons-
truction des idéaux primitifs des algèbres enveloppantes que nous allons
énoncer après avoir rappelé les résultats la suscitant [3].

Soient 9 une algèbre de Lie algébrique définie sur un corps k, algébrique-
ment clos de caractéristique 0 et J un idéal primitif, alors DUFLO montre
que l'on peut obtenir/ à partir de la donnée d'une forme linéaire/
sur g de type fortement unipotent et d'un idéal primitif Ç de l'algèbre
enveloppante de la sous-algèbre de Lie de 9 stabilisant /

Dufio a conjecturé que l'orbite du couple (/, Ç) sous l'action du groupe
algébrique adjoint de 9 est uniquement déterminée par l'idéal primitif L
Nous démontrons cela après avoir améliorée 4.7 par le théorème
suivant :
(le corps de base noté k est supposé algébriquement clos, de caractéristique 0
et F algèbre enveloppante S une algèbre de Ue a est notée U (û)).

THÉORÈME. - Soient 9 une algèbre de Lie, G le groupe algébrique adjoint
de 9, définis sur k, et i un idéal de 9; soit 1 un idéal primitif de 17(9) dont
on note P rintersection avec U(t); alors il existe une unique G-orbite,
notée Q, dans F ensemble des idéaux primitifs de U (t), vérifiant :

soit Q eQ, alors on a :
n^Gve^-

On fixe un élément Q de tî; on note H le sous-groupe de G stabilisant Q et
t) Falgèbre de Lie de H; alors il existe une unique H-orbite, notée fl\ dans
F ensemble des idéaux primitifs de U ft), vérifiant :

soit ^eCV, alors on a :

^ni/(t)=p,
n^GY(U(9)^)=/ (i.c. ind(^, Ï)Î9)=/).

Grâce à [5], 4.7, il nous suffit de démontrer l'unicité de l'orbite tî',
unicité qui résulte du résultat plus général que nous allons énoncer après
avoir introduit quelques notations :

Soient G un groupe algébrique irréductible, U une JEc-algèbre unitaire de
type fini et V un 17-module à droite. Soit a (resp. P) un homomorphisme

TOME 112— 1984—?1



IDÉAUX PRIMITIFS 5

du groupe G dans le groupe End^-^l/ (resp. End» V) et on suppose que
l'on a les propriétés suivantes :
• l'action de G dans 17 (resp. V) est rationnelle (i.e. 17 (resp. V) est un

G-espace vectoriel réunion de sous-G-modules rationnels de dimensions
finies).
• l7®fc' est noethérienne à gauche et à droite pour toutes extensions de

corps V du corps fc.
• a et P sont compatibles au sens suivant :
Vii6l7, veV, yeG, on a :

P(Y)(UM)=P(YM(X(Y)U).

Soit Q un idéal rationnel de U (i. e. Q est un idéal premier de U et le
centre de l'anneau des quotients de U/Q est réduit à k). On pose :

H={r€G|a(y)e=e},

P=r\cGa(7)6,

et on note S l'ensemble des éléments de U/P non diviseurs de 0.
Soit N un sous-17-module de V contenant VP; on dit que N vérifie la

condition (C) si quel que soit 565, on a :

N/VP»{veV/VP^yeG, v(a(v)s)€N/VP}.

Le résultat principal de ce travail est d'établir la bijection suivante :

PROPOSITION. — En plus des hypothèses et notations ci-dessus, on suppose
que Ton a :

r\<op(y)^e=p.
Alors, soit M un sous-module de V; on suppose que M vérifie les
propriétés (H^) :

(Hi)

M est H'stable;
M contient VQ;
M vérifie (Q;
VI M est un ^/Q-module fidèle.

On note ^(M) le plus grand sous-V'module de M stable par G et alors
^(W^:JKvéafielesprûpnétés.(H^

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



6 , C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

r M est stable par G;
jH contient VP;

(Hz) M vérifie (C);
V\M est un U/P-module fidèle.

Et réciproquement, soit M un sous-V'module de V qui vérifie les
propriétés (H^); on note 0(^) le sous'U'module de V, tel que :

0(^r)=»FP;

<D(^)/VP={t?€V/VP|3seS|VYeG,i?(a(y)s)6(^FÔ)/FP}.

Alors le sous-U-module O(^) vérifie les propriétés (H^) et F on a :
<Doy=id=yo<ï>.

Au chapitre 4, on construit une application réciproque à celle de
Duflo [3], IV et on donne quelques propriétés de l'ensemble des idéaux
primitifs d'une algèbre enveloppante.

1.
1.1. Dans ce chapitre, nous allons démontrer la proposition énoncée à

la fin de l'introduction dont on adopte les notations, c'est-à-dire G, 17, V,
a, P, Q, H, P, S. On remarque que l'on peut supposer que l'on a P=0 en
remplaçant éventuellement V par V/VP et U par 1//P; c'est ce que nous
ferons et S est donc un sous-ensemble multiplicatif oréen de [7. On
note K(G) (resp. K(GIH)) le corps, ensemble des fonctions rationnelles
de G (resp. G/H), à la représentation régulière droite de G dans K(G) et l
la représentation régulière gauche de G dans K(G) et K(G/H). On identifie
K(G/H) au sous-corps de K(G) ensemble des éléments invariants par d(H).
On muni U®K(G) de la structure de JÇ(G)-algèbre prolongeant naturelle-
ment celle de k-algèbre de 1/®1 (identifiée à 17) et V^K(G) de la structure
de l/®X(G)-module à droite prolongeant naturellement celle de [/-module
à droite de V®\ (identifié à V).

1.2. Soit W un k-espace vectoriel sur lequel le groupe G agit de façon
rationnelle. (On note p le morphisme de G dans End» W.) Alors, il existe
un endomorphisme de K(G)-espace vectoriel noté \^w de W®K(G) défini
par la relation suivante :

^Œ:^^®/i)=£;.i^®/î ^ G^(p(Y)^)y;.(r)=£;.,w;/;(Y).
quel que soit l'élément Y de G où les f onctions/i. . ./„ sont définies.

TOME 112— 1984—?1



IDÉAUX PRIMITIFS 7

On fait d'abord W^ U; comme a(G) est un sous-groupe de End^-ai, U,
on voit que ̂  est un endomorphisme de K(G)-algèbres; puis on fait
W^ V; quels que soient u dans 1/®X(G) et v dans F®K(G) on a :

HP 00^00= Miw)-

Remarquons tout de suite, pour pouvoir l'utiliser au paragraphe 1.4,
que \Hw coïncide avec l'action du point générique p de G(K(G)) défini
en [5], 2.2, cela se voit par spécialisation.

1.3. LEMME. — Soient W, p, 4^ comme en 1.2; on identifie W à W®\
dans W®K(G) et on a :

(i) Le K(G)'morphisme \^w sst un K(G)-isomorphisme.
(il) Soit y 6 G, alors on a :
(ii)i ^(PtY)®^))3-"®^),
(ii)^ ^(Id®f(Y))=p(Y)®f(T).

(iii) Soit ̂  un sous-k-espace vectoriel de W, stable par G, alors, on a :

Hy (^®X(G)) = ̂ r®X(G).

(iv) Soit N un sous-k-espace vectoriel.de W; on pose :

^=r\cGp(Y)M
et on a :

^(N®JC(G))n^=^.

(v) Soit N un sous'k-espace vectoriel, H-stable, de W, alors on pose :

^ i = Viw (N®K(G)) H (W®K(G/H))

et en tant que K(G}-espace vectoriel, ̂ (N®K(G)) est engendré par Ny i.
(i) Comme l'action de G dans W est supposée rationnelle, il existe un

X(G)-endomorphisme, noté ^w, de W^K(G), caractérisé par la relation :

^w^^f^^m ^ Z^itpCr-^^/^Y)^^^;/^^
quel que soit l'élément y de G où les f onctions/i. . ./„ sont définies.

Et on vérifie facilement que l'on a :

HjrHÎr^HÎpHN^Id.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



8 C. MOEGUN ET R. RENTSCHLER

(ii) Soient we W et y 6 G; on écrit Hir(w) sous la forme :

H»F(W)=S;.I^®/^

il est clair que les fonctions f\, ...,/;„ sont partout définies; soit : y' un
élément de G et on a :

E;̂ H^(Y)/;=(Id®d(y)) Hy(w)6^®K(G),

Z^i^W^P^^P^Pœ^
c'est-à-dire :

H»r(P(Y)w)=(Id®d(Y))^(w).

Et (ii)i se déduit de cette égalité par K(G)-linéarité.
La démonstration de (ii)^ est analogue.
(iii) est connu.
(iv) On pose momentanément :

^^^(N®K(G))r\W.

Grâce à (ii)^ on voit que ^f est stable pour Faction de G; on utilise
alors (iii) et (i) qui donnent l'égalité suivante :

Hir1 (^®K(G))=^'®K(G).

L'inclusion de ^'®K{G) dans N®K(G) en résulte, c'est-à-dire :

^TcN

et puisque ^ ' est G-stable, on a même :
^r'c^r.

L'inclusion de ^ dans ^ / ' f est une conséquence immédiate de (iii), ce
qui termine la démonstration de (iv).

(v) Par hypothèse, le sous-K(G)-espace vectoriel N^K(G) de W^K(G)
est stable pour l'action de H définie par p®d; grâce à (ii)i, on voit que le
sous-K(G)-espace vectoriel Hy(N®X(G)) est stable pour l'action de H
définie par Id®d et (v) résulte alors de [l], 4.5.7.

1.4. Rappelons que nous avons établi en [5], 2.10, l'existence d'un
isomorphisme de corps, noté ici q>, entre le cœur, noté C, de 17 (i. e. le

TOME U2 — 1984 — N° 1



IDÉAUX PRIMITIFS 9

centre de l'anneau des quotients de U) et le corps K(G/H), caractérisé par
la propriété suivante (cf. [5^ 2.5 (ii) et (iii)) : on pose :

Q^(Q®K(G))

et alors Q^ est engendré par l'ensemble des éléments sc®l —s®<p(c), où c
appartient à C, s appartient à S et se appartient à 17. Suivant 13 (v), on
pose :

VQ^ i^(VQ^K(G)) H (V^K(G/H)).

1. 5. LEMME. — (i) Soir ^T un sous-U-module de V et on suppose que ^
est stable sous Faction de G; soient v un élément de V et s un élément de S
tels que Ton ait :

Vse^.

Alors il existe un élément s' de S avec la propriété suivante :

VyeG, i?(a(Y)Oe.^.

(ii) Soient N un sous-U-module de F, et n (resp. s) un élément de V
(resp. S); alors on a T équivalence suivante :

n^y^sïeN^KÇG) <^ VyeG, ^(aCy-^eJV.

(i) Soit E le sous-Âc-espace vectoriel de V engendré par l'ensemble des
éléments P(y) v où y appartient à G; alors E est nécessairement de dimen-
sion finie. Comme ̂  est stable sous Faction de G, pour un ensemble de
générateurs e de E,i\ existe un élément x de S dépendant de e et vérifiant :

exe^r.

La propriété de Qre permet alors de choisir un élément s' de S qui
vérifie :

Es'c^r.
On a donc :

VyeG, (P(7)r)5'6^

d'où l'assertion (i) du lemme :

VyeG, ^((aCy-1))^.^.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



10 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

(ii) Soient n, s des éléments de U et S respectivement; si on suppose
que pour presque tout élément y de G, l'élément n^y'^s) de 17 est
dans N alors on a aussi cette propriété pour tout élément y de G; l'assertion
de (ii) est alors immédiate par spécialisation.

1.6. LEMME. - Soient N et X des sous-U'modules de V; on suppose
que N (resp. Jîf) est stable pour Faction de H (resp. G) et que N
contient VQ. On pose :

N^{veV\3s€S\v(ai(y)s)eN, VyeG},
^/^{vçV\3s€S\v(Qi(y)s)€^>/yçG}.

11 est clair que N' est un sous'U-module de V stable par H et contenant VQ.
On adopte les notations (VQ\ i (cf. 1.4), N .̂ i (cf. 1.3(v)), jV (cf. 13 (iv))
et Ny, i, ^T' (analogues obtenus en remplaçant N par N').

On pose :
X={vçV(9K(G/H)\3sç:S,vs€^+(VQ)^}.

(i) On considère le cas où .Sf==^T et on a alors :

N^^X^N^.

(ii) On suppose, en outre, que Fon a :

n.eGpCY^e-o.
et on a alors :
^ est le plus grand sous'U-module de V stable sous Faction de G est

inclus dans \jiy 1 (XK(G)).
(i) Soit_XK(G) le sous-K(G)-espace vectoriel engendré par X dans

F®JC(G). Soit'yeG; d'après [5], 2.8, on a :

(P(ï)®f(Y))(^ô)».=(^û),.

Il est clair que l'on a aussi

(P(y)®f(y))S=S,
(P(T) ® l(Y)) (^ ® X(G))=^ (g) K (G),

ce qui montre que l'action de G dans V^K(G) définie par P®/ laisse
stable XK(G). De 1.3 (ii)^ on en déduit que le sous-X:(G)-espace vectoriel
Viy1 (XK(G)) de F® K(G) est stable pour l'action de G définie par Id ® J.

TOME 112—1984—?1



IDÉAUX PRIMITIFS 11

D'après [l], 4.5.7 cela entraîne l'existence d'un sous-k-espace vectoriel,
noté N" pour le moment, de V vérifiant la caractéristique suivante :

N"®X(G)=^1 (XK(G)).

D est facile de vérifier qu'en fait N" est un sous-17-module de V qu'il
contient VQ, En outre XK(G) est stable pour l'action de H définie par
Id 0 d; de 1.3 (ii)i, on déduit que N" en tant que sous-k-espace vectoriel
de V®K(G) est stable pour l'action de H définie par ?0d ce qui est
équivalent au fait que N" est stable par l'action de H définie par P. On
adopte la notation N^ de 1.3(iv) et on a donc :

N^=X

Pour terminer la démonstration de (i), il ne nous reste plus qu'à démon-
trer l'égalité de JV' et de N". Soit donc n" € N^ alors la propriété de Qre de S
et la définition de X montrent qu'il existe 565' vérifiant :

^y(n-)s€(^(VQ\ OJC(G)C=MN®X(G)).

En appliquant Uy l et le lemme 1.5 (ii), on obtient l'inclusion de N" dans N\
Réciproquement, soient n ' ç N ' et se S et on suppose que l'on a :

VyeG, n'o^Y-^eN.

D'après le lemme 1.5(ii), cela équivaut à :

n'Hî eNg^G),
et à:

^(n^seN^.

Cela montre que l'inclusion de N' dans N" est équivalente à l'inclusion
de N^ dans XK(G)=N^ c'est-à-dire aussi (grâce à 1.3(v)) à celle de N^ i
dans X, inclusion que nous allons maintenant démontrer.

Soit x : =^=i "i^/i un élément de JV^ i. On utilise la propriété de Ore
de S pour fixer un élément 5 de S tel que l'on ait :

(ça été défipi en 1.4):
s^>~l(fi)€U pour i=l , . . . , n.

Et on a l'égalité suivante :

w xs=^lMi(5®/i-s<p'l^)®l)+£^lM^<p'lœ®L

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



12 C. MOEGUN ET R. RENTSCHLER

D'après 1.4, elle montre que l'on a :

xse(VQ\^V.

Or, il est clair que Ny, i est un [7®K(G/Jî)-module à droite, l'élément xs
de VQ)K(G/H) appartient donc à N^ et que A^i contient (VQ\^ Par
suite, on obtient :

G.^ç^œ^ieN^nK
En tenant compte de 1.3 (iv), (i. e. l'inclusion de N^ i H V dans ^T) et en
revenant à (^), on constate l'assertion annoncée :

N^^cX

et termine la démonstration de (i).
(ii) On note X le plus grand sous-17-module de V inclus dans

Hy1 (XK(G)) et stable sous l'action de G. D'après 1.3(iv), on a :

a-=jHC(G)n^=xnK
D'après la définition de X cela veut dire que l'on a :

ï^{veV\^seS,vs€£f^(VQ\^}.

Or, d'après 1.3(iv) et l'hypothèse du lemme, on a :

vr\(VQ)^vc\vQ^r\,^^)VQ^
L'inclusion de Jîf dans V, montre alors que l'on a :

2:^{V€V\3S€S,VS€^},

Et le lemme 5 permet alors d'établir l'égalité de S et de JSf'.

1.7. LEMME. — On suppose que F on a r\eGP(Y)^6=0- Soit M un
sous-U-module de V; on suppose que M vérifie les hypothèses (H^) de
Fintroduction et on note ^V(M) le plus grand sous-U-module de M stable
par G (i. e. ^(AOss.^ dans les notations de 1.3(iv)); on a alors :

(i) V/^V (M) est un U-module fidèle.
(ii) ^(M) vérifie (C).
(i) Soit F l'idéal de 17 tel que V/V(M) soit un 17/F-module fidèle; il est

clair que F est inclus dans Q et que F est stable sous l'action de G; on a
donc F égal 0, c'est-à-dire (i). _

TOME 112—1984—?1



IDÉAUX PRIMITIFS 13

(ii) Reprenons les notations du lemme 1.6, M', ^=^V(M) et M\
Puisqu'on a supposé que M vérifie (C), l'égalité de M et M" est claire; elle
entraîne l'égalité de M et de M' d'après 1.6(ii), ce qui est équivalent à
l'assertion de (ii) : ̂ T=y(M) vérifie (C).

1.8. LEMME. - On suppose que F on a C^veG^^^Q^0' soit -sf un

sous-U-module de V; on suppose que JSf vérifie les hypothèses (H^) de Finira-
duction et on définit €>(.Sf) comme dans F introduction, c'est-à-dire (avec les
notations du lemme 1.6):

<ï>(.SQ=(.Sf+^ûy.

Alors, on a :
(i) y/0(-Sf) est un U/Q-module fidèle;
(ii) <&(.Sf) vérifie (C).
(i) Soit F l'idéal de U tel que V/^W soit un î//F-module fidèle, on

pose :
y-^^W^

Par définition, on a :
VFc(JSf+yQ)',

ce qui d'après le lemme 1.6(ii) et avec ses notations, entraîne l'inclusion
suivante :

vy^îe\
Puisque nous avons supposé que Jîf vérifie (C), il est clair que Jîf' et .Sf

sont égaux; comme V/^ est un [/-module fidèle par hypothèse, nous
venons de prouver la nullité de y. Il est clair que F contient Q et l'égalité
de F et de Q résulte alors de [5], 2.12, d'où (i).

(ii) est évident d'après la définition de <î>(-Sf).

1. 9. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION DE L'INTRODUCTION

Grâce aux lemmes 1.7 et 1.8, il ne nous reste plus qu'à vérifier les
égalités :

<Doy=yo4>=id.

Soit Jîf un sous-17-module de V\ on suppose que .Sf vérifie les
hypothèses (H^) de l'introduction et on a défini X comme au lemme 1.6;
alors, d'après 1.3(v), puis 1.3(iv) et 1.4, on a :

^W^(X,,K(G)\

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



14 C. MOEGUN ET R. RENTSCHLER

Le lemme 1.6(ii) montre alors que la restriction de <& aux sous-[/-modules
de V qui satisfont aux hypothèses (H^) vérifie Vo^sid. De même le
lemme 1.6(i) et 1.3 (v). montre que la restriction de y aux sous-[/-modules
de V qui satisfont aux hypothèses (H^) de l'introduction, vérifie
<&oy=ld.

1.10. REMARQUE. — On suppose qu^il existe un sous-groupe unipotent N
de H avec la propriété suivante :

T ensemble des éléments N'invariants de U/Q est réduit au corps k.
(i) Alors un sous-U'module M de V vérifie les hypothèses (H^) Fintroduc-

tion si et seulement si M est H'invariant, M contient VQ et M est différent
de K

(ii) En outre, F application^ prend la forme suivante :
soit M un sous'U-module de V qui vérifie les hypothèses (H^) de T introduc-

tion, alors <D(^) vaut ^^VQ.
Sans restreindre la généralité, on suppose que l'on a Oyçça(Y)6 =0 et

on rappelle que puisque N est un groupe unipotent agissant rationnelle-
ment dans F/M et dans U/Q, on a :

(^) tout sous-A:-espace vectoriel non nul et N-invariant de V/M ou
de 17/6 contient un élément N-invariant non nul. En particulier l'idéal Q
de U est maximal.

(i) II est clair que pour démontrer (i), il suffit de prouver qu'un
sous-17-module M de V qui est H-invariant, qui contient VQ et est différent
de V, vérifie aussi :

VI M est un U/Q module fidèle (ce qui résulte immédiatement de (^)).
M vérifie la condition (C) (ce que nous allons maintenant démontrer).
On pose :

M'={i?€F|3s€5, ra(y)s€Àf,VYeG},

c'est un sous-t/-module, ff-invariant de V. On suppose, tout d'abord, que
le quotient M'/Af est non nul et on fixe un élément m' de M'-M dont
l'image dans M'/Af est un élément N-invariant (cf. (^)). On pose :

^{Mel/lw'MeAf}.

Il est clair que £ est un sous-fc-espace vectoriel, N-invariant de U, et
que E contient Q; en outre, par définition de AT, l'inclusion de Q dans E
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est stricte. Alors (*) et l'hypothèse (U/Q)N=k montre que l'on a :

£:3k+fi.

On déduit de cela que m7 est un élément de M, ce qui est la contradiction
cherchée.

(iï) Soit M comme dans renoncé de (ii); on sait a priori, d'après la
définition de <Ï>, que M-\-VQ, est inclus dans <b (^) et d'après 1.9
que <^(jM) est différent de V\ on applique donc (i) à M-\- VQ et on voit
que ce sous-17-module de V vérifie la propriété (C). Par définition de la
propriété (C) et de 0, on termine la démonstration de (ii).

1.11. Nous allons terminer ce chapitre en étendant la proposition de
l'introduction au cas de groupes non irréductibles, ce qui nous servira
pour construire une application réciproque à l'application de DUFLO (voir
chapitres 3 et 4). On ne suppose pas que l'on a Oy g 001(7)6=0 mais on
suppose que fi est un idéal fe-rationnel de 17 (cf. [5], 1.1). Soit Tun groupe
algébrique et on suppose que T agit dans le k-espace vectoriel V et dans
la k-algèbre U par automorphismes respectant les structures et que les
opérations dans U et dans V sont compatibles pour la structure de
17-module de V. Pour simplifier les énoncés, on suppose aussi que G est
un sous-groupe distingué de T et que le quotient T/G est un groupe fini.
On note les actions de T et de G dans U (resp. V) sans lettre grecque. On
note TI le sous-groupe de T qui stabilise l'idéal fi. On garde la définition
de 0 donnée dans l'introduction. On suppose que l'on a :

C^^VQ^VP.

1.12. LEMME (notations et hypothèses de 1.11). — Soit M un sous'U-
module de V qui vérifie les hypothèses (H^\ alors on a :

^(n^r^^-Uteri^^).

Soit T un élément de T, remarquons l'égalité de T P avec T Anny F/T M
et que cet idéal de U est G-stable. On pose :

X=(n,eTT•^)+l/r^,

T'={T6r|TP=P},

y=(n,cr'T^)+^fi,
z=<ï>(n,er^)»

£={s6S|(y/^P)ysc:^/FP,Vy€G}.
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16 C. MOEGUN ET R. RENTSCHLER

Montrons d'abord que E est un ensemble non vide, ce qui prouvera que
l'on a Xa YcZ et l'égalité :

^(n^r^^ntcr^-
Puisque T/G est un groupe fini, il est clair que F ensemble des sous-modules
distincts (T^),cï. est fini et on fixe un sous-ensemble T" de T—T', fini
tel que l'ensemble des idéaux de 17 { Ann^ F/T M }, ç ̂ . coïncide avec l'ensem-
ble des idéaux de 17 {Ann^ V / ' c M }, ç y. Soit T un élément de T^; on fixe un
élément s, de U qui vérifie :

s,€Sn(AnnyF/T^P)/P.

Soit Y un élément de G; l'élément y s, de 17 vérifie aussi la même propriété,
i.e. :

On pose :
ys,6S H (Anny F/T^rP)/P.

^rLr^r

et on a :

YseSnttn^r-^i^/^HW. ^yeG.

Cela montre que l'ensemble E contient s et donc est non vide. Montrons
maintenant que l'on a :

rv^-^n^T^-^
ce qui terminera la démonstration :

Soit T un élément de T'; d'après [5], 2.12, les idéaux fi et xQ appartien-
nent à la même G-orbite; soit y un élément de G vérifiant yQ=xQ. On a
donc :

T^y^erGnTi

et, puisque Ji est G-invariant, on a aussi :

T.^^TOr1^)^

ce qui prouve l'assertion.
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1.13. PROPOSITION. — Soient T, T\ des groupes vérifiant les
hypothèses 1.11. Définissons 9 comme dans F introduction et V comme
étant F application qui à un sous-U-module de V associe le plus grand sous-U-
module, T-invariant qu'il contient alors <t> et V sont des applications récipro-
ques Tune de Vautre de Fensemble des sous-V-modules de V qui sont de la
forme Ç\^^j^.jH où jf( vérifie les hypothèses (H ̂ ) et F ensemble des sous-U-
modules de V qui sont T^invariants et qui vérifient les hypothèses (Hi).

Soit M un sous-17-module de V qui vérifie les hypothèses (H^) de
l'introduction; on note par la même lettre un élément de V et son image
dans V/P et on a :

• Ann^/n,cri^=n,«ri(Anni^/TM)=û,

• soient se S et ve V des éléments vérifiant :

d'où:
v(ys)e^.T^M/VP, VY€G.

x(v(ys))€M, VTe7\. VyeG,

c'est-à-dire :

TOOCTYT^T^eM, VT€T\, VyeG.

Puisque M vérifie (ffi) et que G est distingué dans T et que S est stable
par T, l'élément xv de V appartient à M quel que soit T dans Ti. D'où :

^n,«n^-
On vient donc de montrer que le sous-17-module de V égal à 0,,j^TM
vérifie les hypothèses (H^). Grâce aux lemmes 1.8 et 1.12 on voit que
l'image par <I> de l'ensemble des sous-17-modules de V de la forme
0, çj.ï^ (où ^vérifie (H^)) est incluse dans l'ensemble des sous-17-
modules de V qui vérifient (H^) et qui sont 7\ -invariants. D'après 1.9
et 1.12, on a :

^^(nt.r^-n,.^^^)^-
Réciproquement, soit M un sous-17-module de V qui vérifie (H^) et qui

est Ti-invariant; on pose :

^r=y(M).
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18 C MOEGUN ET R. RENTSCHLER

Cest un sous-17-module de V qui vérifie (H^) et on a, d'après 1.12 et 1.9 :

^(n^r^)^
c'est-à-dire :

y'CA^Uter^ et <ï>oy/(Af)=M.

D'où la proposition.

2.

2.1. Ce chapitre va servir à démontrer le théorème annoncé dans
l'introduction. Soit a une algèbre de Lie; on note U(û) l'algèbre envelop-
pante de a et Primt/(û) l'ensemble des idéaux primitifs de 17 (a). Soit b
une sous-algèbre de Lie de û; on note T^ l'unique automorphisme de U (b)
qui à xeb associe 1/2 trad,^(x)-hx.

2.2. On reprend les notations 9, t. G, J, P, du théorème de l'introduc-
tion; comme nous l'avons déjà dit grâce à [5], 4.7, il suffit de démontrer
l'unicité de tï7. On fixe Q (et donc H et ï)) comme dans l'énoncé du théo-
rème. On pose :

V=U(Q),
l7=U(t);

on note S l'ensemble des non-diviseurs de 0 de UfP.
L'action adjointe de G dans U et V est rationnelle et respecte les

structures algébriques de U et de K En outre, comme V est un [/-module
libre, il est clair que l'on a :

C\,^VQ^V(C\^Q)^VP.

Les hypothèses générales de la proposition de l'introduction sont donc
vérifiées et on adopte ses notations.

2.3. LEMME (notations de 2.2). - Soit E un idéal de U(Ï)); on suppose
que ton a :

£ni/=e.
(i) Le U/Q'module V/VE est fidèle.
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(ii) On suppose que E est une intersection d'idéaux primitifs de U (I)),
coupant chacun U en Q, alors VE vérifie (C).

On pose :
W^l/ft).

Et faisons d'abord la remarque suivante :
Le théorème de Poincaré-Birkov-Witt [2], 2.1, montre que V est un

^-module libre à droite ayant une base contenant 1 et que W est un
17-module libre à droite ayant une base contenant 1.

(i) Soit F un idéal de 17; on suppose que l'on a :

VFcVE.

D'après ce qui précède, on obtient :

F==Fl7, VEÇ\U^Er\V^Q.

Cela démontre (i).
(ii) On note avec "" l'image d'un élément ou d'un sous-ensemble de [/,

V ou W dans le quotient U/P, VfP ou WfP.
Soient {£,},ç^ un ensemble d'idéaux primitifs de W dont l'intersection

est £. D'après la remarque préliminaire, on a : r\^^VE^VE^ et on
suppose que l'on a £, H ^==6> Vi6.X. Soient s et F des éléments de S et
V respectivement; il est clair que l'on a l'équivalence des deux assertions
suivantes :

v(vs)€VÏ, VyeG,

v(ys)€:vÏ^ VyeG et Vi€^.

Cela montre que l'on peut supposer, pour démontrer (ii) que E est un
idéal primitif. En outre, utilisant encore une fois la remarque préliminaire,
on voit que la propriété (C) résulte du résultat suivant :

soient we W, se S; on suppose que E est un idéal prmitif de W et que
l'on a :

(*) w(r5)€£, VyeG.

Alors, w est un élément de £.
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20 C. MOEGUN ET R. RENTSCHLER

Qr, appliquons 1.5 (ii) en y faisant F= W et [7= t7. On en tire d'une
part que l'élément n^1 (s) n'est pas dans £®K(G) et d'autre part que la
relation (^) s'exprime par le fait que w^iy1 (s) est un élément de 2?®J<(G).
Remarquons alors que \^w est un isomorphisme d'algèbres (cf. 1.2).

Comme nous avons supposé le corps de base algébriquement clos, l'idéal
E^K(G) de W^K(G) est premier et les deux propriétés précédentes
prouvent que l'idéal E®K(G) ne coupe pas l'ensemble multiplicatif oréen
de non-diviseur de 0, ^(S). Grâce à [2], 3.6.17, on voit que sous
l'hypothèse (^) l'élément w est dans £®X(G); il est clair que cela démon-
tre le résultat voulu et donc (ii).

2.4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME DE L'INTRODUCTION (notations
de 2.2).

Soit ^ un idéal primitif de U(f)) induisant î et on suppose que l'on a :

^nt/(t)=e.
On pose :

E^^.BV^

Ainsi, l'idéal £ de 17(1)) vérifie les hypothèses de 2.3 (ii). Comme il est
clair que l'idéal E est stable par H, on en déduit que le 17-module à droite
VE vérifie les hypothèses (Jîi). En outre, manifestement, le [/-module à
droite / vérifie les hypothèses (H^) et la définition de l'induction montre
alors que l'on a :

I^(VE).

La proposition de l'introduction montre alors que l'on a :

VE»9(I).

Ainsi l'idéal £ est égal à l'intersection <I>(J) 017(1)) et est donc unique-
ment déterminé par l'idéal /. On utilise alors [5], 2.12, où on fait [7= U(f))
et P==£ pour obtenir l'unicité de CV.

Remarque. — Le cas de l'induction tordue se déduit de ce qui précède
en utilisant l'automorphisme élémentaire T^ (c/. 2.1) et on peut remplacer
dans le théorème ind par incT (cf. [2], 5.2.6) en remplaçant :

^ni/(t)«P par ^n^W^T^P.
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3.

3.1. Ce chapitre est destiné à démontrer la conjecture de DUFLO annon-
cée dans l'introduction. Fixons les notations suivantes : g est l'algèbre de
Lie d'un groupe algébrique noté G, on note g* le dual de g; soit / un
élément de g*, on pose :

g(/)s={x€g|/([g, x])=0}, ''g(/) le radical unipotent de g(/).

On note g ,̂ l'ensemble des formes linéaires de type unipotent (cf. [3],
1.10 pour la définition). Comme en [3], IV. 1, on pose :

ZP"œ(/)={Ç6Priml7(g(/))|Vx6•<g(/),x-/(x)€Ç}.

Les éléments de Zprim(f) s'identifient naturellement à des sous-espaces
vectoriels de U (g) et on note ^"(g^) l'ensemble des couples (/, Ç) où/
est un élément de gS et où ^ est un élément de Zprim(f); l'action de G
dans g* et dans U (g) induit naturellement une action de G dans
Z^gS).

DUFLO définit en [3], IV. 6, une application suijective à fibre finie de
l'ensemble des G-orbites dans Zptim(QS^ sur l'ensemble des idéaux primitifs
de 17 (g); soit (/, Q un élément de Z^^gS). On note J^ ç l'idéal primitif
de U (g) associé par DUFLO à la G-orbite de (/, Ç).

3.2. THÉORÈME. — L'application de DUFLO de T ensemble des G'orbites
de Zprim(Q!i) dans Prim U (g) est bijective.

La démonstration se fait par récurrence sur la dimension de g.

1er cas. — g est réductive (cf. [3], IV. 6); dans ce cas g^ est réduit à
l'élément {0}, Z^^O) est égal à Prim U (g) et l'application de DUFLO est
l'identité; le théorème est donc évident.

2e cas. — g n'est pas réductive; on note N le radical unipotent de G
et u son algèbre de Lie. Soient (/i, ̂ ) et (f^ ^) des éléments de
Zprim(Q^), soit 1 un idéal primitif de t/(g) et on suppose que l'on a :

J=J/!. ̂ î /i. f.r

On note Qi et fia les idéaux primitifs de 17 (g) associés par l'application
de DIXMIER aux éléments du dual de u égaux aux restrictions de /i et de f^
à u, et on a [3], IV. 5 :

jn^^^n^Gïûi-n^GYûi.
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D'après DIXMIER (cf. aussi [3], IV. 5 et [3], 11.9), on sait qu'il y a un
élément y de G tel que l'on ait :
la restriction de /i à u coïncide avec la restriction de f^ à u. On note 8
cette restriction commune, J(S) l'idéal primitif de 17 (u) associé à ô par
DDCMIER et (/3, ^3) le couple (7/3, y^). On pose :

fl={TeG|Y8=8}.

C'est un groupe algébrique éventuellement non irréductible dont on
note ï) l'algèbre de Lie. Si l'on a ff==G, le théorème est facile (cf. 1er cas);
on suppose que l'on a H^G\ on note ^(8) l'idéal de 17 (ÏQ engendré par
l'ensemble des éléments x—ô(x) où x appartient à I)HU. Le stabilisateur
dans 9 de l'idéal J(8) est l'algèbre de Lie l)+u et on a :

7(8)nU(l))=^(8).

On note r le scindage de DUFLO (cf. [2], 10.1.5) :

r : l/(l)+u)/[7(l)-hu)J(8) ̂  l/(t))/J(8)®l/(u)/J(8).

Soit / un idéal de 17(1)) contenant </(8); en suivant [3], IV. 4, on note
^o/(8) Fidéal de l/ft+u) dont l'image dans l7(l)+u)/l/(l)+u)/(8) est
égale à r~1 (y/^(8)®l7(u)/J(8)). Soit y un élément de H, remarquons que
l'on a :

7(^oJ(5))=(Y^)oJ(8).

On note h^ et ^3 les restrictions de /i et /3 à fc; d'après [3], 1.18, ce
sont des éléments de %. Soit i égal à 1 ou 3, (les notations sont celles de
3.1, où l'on remplace 9 par î) ou par u); on définit dans U(Ï)) le sous-espace
vectoriel :

^^S^w^^))^--^))»

et en utilisant [3], 1.16, on a :

(1) l)(Ai)=9(/()+"(8),
(2) ^Z^^,

o) ^^ni^sœ).
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On note l'idéal primitif de 17 (ï)) associé par DUFLO à (h,, ^) par J^ .̂
et on pose :

^,=/^;oJ(ô).

D'après [3], IV. 9, on a:

J=nKf(.^,l)+uÎ9).

D'après 2.4 et 2.5, il existe au moins un élément, noté y, du
sous-groupe HN de G qui a la propriété suivante :

Y ̂ 1=^3-

Les éléments de N laissent stables les idéaux de l/ft+u), ce qui nous
permet de supposer que y est un élément de H. Grâce à cette hypothèse,
on voit facilement que l'on a :

J*!. ̂ V1^^'

D'après [3], IV. 6, on a aussi :

^3. ̂ ^a. Y^-
Par hypothèse de récurrence, l'égalité de J»i. ç'i et de ^^ -rù entrame

l'existence d'un élément y' de H tel que l'on ait :

(4) h,=Yyh^

(5) ^=y' y^3.

En outre, il est clair, par définition de H, que l'on a toujours :

(6) 8 est la restriction de/i et de y' y/a à u.

D'après [3], 1.16, (4) et (6) entraînent l'existence d'un élément y"
de H n U vérifiant :

/i-Y'Yï/a.

Remarquons que le groupe H H N est irréductible d'algèbre de Lie u(5)
et que grâce à (1), (2) et (5), on a aussi :

^rv^a.
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Utilisant (3), on en déduit les égalités suivantes :

^rY^3^U(Q(f,))^Yy(^(^U(Q(f^rYy^

Ce qui termine la démonstration du théorème.

4.

4.1. Ce chapitre sert à donner une application réciproque à l'application
de DUFLO (cf. chapitre 3), et quelques propriétés de la topologie de Jacob-
son de Prim U (g) à l'aide des idéaux induits de DUFLO; pour la définition
de ces idéaux, on rcnvoit à [2], 10.3, où ils sont notés /(/). On note g?^
l'ensemble des formes linéaires de g* admettant une polarisation résoluble.
En outre, soient ^ un élément de g* et n une sous-algèbre niipotente de g,
alors on note À. | n la restriction de X à n et J, (\ | n) l'idéal primitif de 17 (n)
associé par DDCMIER à \\ n (cf. [2], 6.1.5).

4.2. Soient H un sous-groupe algébrique de G et ^ son algèbre de Lie;
l'algèbre de Lie du plus grand sous-groupe distingué et unipotent de H
est dite le radical unipotent de ̂  on le note T), et un idéal de î) est dit
unipotent s'il est inclus dans "l)- Soit u un idéal unipotent de b. La demi-
trace de l'opération adjointe de ï) dans g/l) est un caractère de ï) et on
note Tg/^ l'automorphisme élémentaire de 17(1)) qu'il définit (cf. 2.1); on
remarque que la restriction de T^ à 17 (u) est triviale. Reformulons aussi
les lemmes 1.10 (ii) et 1.13 sous la forme qui nous servira dans la suite :

On suppose que u est stable par H. Soit Q un idéal primitif de U (u) et
on note H^ le sous-groupe de H qui stabilise Q et h^ l'algèbre de Lie de H^
Prenons pour U l'algèbre (cf. chapitre 1) U (u) et pour V l'algèbre 17(1)) sur
lesquelles le groupe H agit. Tout idéal primitif ^ de 17 (I>) qui vérifie :

^ 0 U(u)=r}ysB°yQ °ù ̂ ° est I8 composante neutre de H est induit
par un idéal ̂ i de l7(l)i) qui contient Q et on a d'après 1.10 (ii), 1.9
et 2.4:

^-^^?)e=<ï>(^)=^(t))(n,^^HoY^)

et d'après 1.10(ii) et 1.12, on en tire :

(n,.HY^)+uft)e=<i>(n,.i,7^)=u(b)(n,<i,,y^i).
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L'application de F ensemble des H-orbites d'idéaux primitifs de U(t)) dont
un élément coupe U(u) en C\^eB°lQ ^ans t'ensemble des H^-orbites
d'idéaux primitifs de U(f)) contenant Q, définie par :

n^HT^((n,eHy^)+u(ïoe)nt/(ih)
est bijective; son application réciproque est donnée par :

nTefliY^i^nTclrï111^!» Ml))-

En outre, diaprés [2], 10.3.1 et 2.4, J est un idéal induit de DUFLO
dans U(t)) si et seulement si ̂ \ en est un dans U(t)^).

Cela résulte de ce qui précède et de 1.13.
4.3. Soient b une sous-algèbre algébrique de 9 dont on note u le radical

unipotent, Q un idéal primitif de 17 (u) et J un idéal de (7(9); on dit
que (b, Q) est une donnée de récurrence relativement à J si les conditions
suivantes sont réalisées :

il existe une suite d'idéaux emboîtés de u, notés u_i=0suo^. . . s^
(éventuellement t= —1) et une suite de sous-fc-espaces vectoriels de U(u),
notés 6-1 =0çfioî - - • Spûi tek que l'on ait :
• si t+ — 1, pour i==0,. . ., t chaque fi; est un idéal primitif de 17 (u<);
• de proche en proche, pour i== — 1,. . ., t, on note G<+i le sous-groupe

de G qui stabilise û, et Q,+i son algèbre de Lie; alors si u^ est égal à "g^-n,
on a t = i, sinon u,+1 est un idéal unipotent de 9^ i contenant strictement u,
et stable par le groupe G^i. (Il faut remarquer que cette propriété de
stabilité entraîne que G,+1 est un sous-groupe de G, et que^+i
contient u».)

Et Fidéal primitif Q,+i de U(u^^) vérifie :

(^y(9)ûi)nt/(u^\)=n^G<.,7e^i.
• On a b= 9(4.1 et on notera dans la suite par B le sous-groupe de G

stabilisant Q, c'est-à-dire G,+i.
Remarquons que l'idéal l étant donné, il n'existe pas toujours de données

de récurrence relativement à J, mais que si (b, Q) est une donnée B et u
sont imposés et pour alléger les énoncés, on utilisera ces notations B et u
sans rappeler leur définition.

4.4. LEMME. — Soit J un idéal primitif de U(Q).
(i) II existe au moins une donnée de récurrence relativement à J.
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(ii) Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement à I; alors il existe
un idéal primitif de U (b), noté .X, contenant Q et vérifiant :

^y(9)e=y(9)(r\eBY^) et J=ind(^,bî9).

La D'orbite de Fidéal ^ est uniquement déterminée et Fidéal ̂  égal par
définition à Tg/b^ vérifie :

^-^(9)6=^(9)^(0,0^ ) et J=ind (J , bf9).

(iii) Sous les hypothèses et les notations de (ii), Fidéal 1 est un idéal induit
de DUFLO dans U (9) si et seulement si ^ est un idéal induit de DUFLO
dans U (b). (Rappelons que ^ est un idéal induit de DUFLO dans U (b) si et
seulement si ̂  en est un (cf. [2], 5.2)).

(i) On poseu-i=6_i=0et 9-1=9, •X-^.Xo^7» G-i=G.
On suppose avoir démontrer F existence des j premiers termes des suites

u«i,. . ., u^ et 0-1,. . ., Qf (on reprend aussi les notations g^ G< de 4.3,
et on note G° la composante neutre de G(), ainsi que l'existence d'idéaux
primitifs ̂ ^i de l/(9(+i) où — l^i^J—2 contenant Q. et vérifiant :

(1) r\^'y.<-+U(9<(r\,G^y^+i).
(2) ind(^^i,9^iÎQ)=J.

Si7=t+l, on a terminé sinon on construit u^+i, Qj-i et .Xj vérifiant
les conditions de 4.3 et l'analogue de(l) et (2). On prend pouru^.i
le radical unipotent de 9 .̂1. Comme nous l'avons rappelé en [5], 3.9,
l'idéal ^j-i étant un idéal primitif de t/(9j-i), il existe une unique
G^i-orbite dans Prim l/(u^_i) dont on note Q^^ un élément, vérifiant :

(3) ^-ini7(u^)=r\cGy-,Ye^r
En particulier, l'idéal fi^-i contient l'idéal 6^-2 de U(Uj^^). En itérant

(1) de i=l à i=j—2 et en utilisant les inclusions de fi«i dans Qo»- • •
dans fi^-2, on obtient :

(4) ^U(Q)Q^U(Q)(^^J^\

d'où avec (3) :

(5) (^y(9)û,-2)nu(u^)=n^<^Y^-i
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œ qui est la propriété voulue pour Q^-i. Il reste à construire l'idéal ^p
ce que nous allons faire sous les seules hypothèses que u_ i , . . ., u^i et
û-i». • ., û,~i sont lesj-hl premiers termes d'une suite de récurrence
relativement à l (cela nous servira pour la démonstration de (i) et (iii)), et
que les idéaux ^-i,. . ., ^j-i ont déjà été construits vérifiant (1) et (2).

On applique 4.2 à fl==G^i, u=u^-i et 6=Q.-i. On note ̂  un
élément de la G^-orbite définie par :

(6) (n^-iY^-i+^-i)^-!)^1^)-
D'après 4.2 et les propriétés d'induction par étage, on a l'analogue

de (1) et (2) pour i=;~l. Il est alors clair que l'analogue de (4) et (5) est
vrai pour tout l'e { — 1,. . ., t} :

(7) J-H7(9)ûi=y(9)(nTc^iï^-n)-

(8) (j+[7(9)ei)n^(ôi+i)=nTcG^i7-'i+i-
Avec (6), nous avons terminé la démonstration de (i).

(ii) On reprend la démonstration de (i) qui fournit des idéaux primitifs
^-i=J,. . .,^,-n et on pose ^=^+1. D'après (7) et (2) (pouri=0
l'idéal J répond aux conditions de (ii). L'unicité de la B-orbite de ^ est
claire d'après (8) (ici B=G(+i).

Le reste de (ii) est immédiat
(iii) résulte de la fin de 4.2 et de la manière dont on a construit les

idéaux ̂  dans la démonstration de (i).

4.5. LEMME. — Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement à un
idéal J. On pose :

0(b)={^€Priml;(b)|^ni/(u)=e},

Z(6)={X6Prim l/(9)|
(b, Q) est une donnée de récurrence relativement à K}.

Alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) K€Z(Q);

(ii)^^€Ç(b)|K+l7(9)e=^(9)(n,eBÏ•')^^=ind(•'•bÎ9)'

(iii) X+t/(9)C^(9) et K^md(Q, uÎ9).
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Le lemme 4.4, (iï) prouve que (i) entraîne (ii); comme les idéaux
de Q(b) contiennent g, il est clair que (ii) entraîne (iii); montrons que (iii)
entraîne (i).

Reprenons les notations de 4.3. On note G° la composante neutre
de G,; pour i== — 1,.. ., r, on pose :

Ji(ô)=ind(e,uî9,) (oÙ9.i=9etG-i==G).

Remarquons que l'idéal J,(6) de U (Q() contient fi,_i, qu'il est complète-
ment premier et qu'il vérifie :

(1) ^(e)nu(ui)=n^GpY6i.
Il est alors clair que l'idéal Ii(Q) de [/(g;) vérifie les hypothèses (H^) de
l'introduction (où V^U(Q^ U-U(u^ Q^ et G==G°). En outre I^Q)
est induit par l'idéal J(+i(6) de U(9(+i); on vérifie alors comme en 4.2,
que l'on a l'égalité suivante :

(2) (n^G,Y^(û))+y(9)e<=u(9i)(n,.^,rJ^i(e)).

Les idéaux J-i(6), Io(Q) et ind(6, uîg) coïncident, on les note I(Q).
En itérant (2) de -1 à i et en utilisant les inclusions de g^i dans fio- • - >
dans fi,, puis en utilisant (1), on obtient les égalités (3) et (4) suivantes :

(3) J(Q)^U(Q)Q^U(Q){^^yI^,(Q)\

(4) a(e)+^(9)ei)nt/(u<^)=n,cc.^Te^i.
Pour démontrer que (iii) entraîne (i), il faut vérifier que l'on a :

(^ (^+u(9)ei-i)ni7(ui)=r\eG.yei.
Or, l'idéal à gauche K+U(Q)Q de [/(g) ne contient pas 17 (u;) puisqu'il

est propre par hypothèse, mais il contient l'idéal suivant de 17 (u<) :

((JC+17 (9)e<-i)n U (U())+Q(.

Comme Qi est un idéal maximal de 17 (u<), on en déduit l'inclusion
suivante :

(5) (^+y(9)ûf-i)ni/(u<)<=e,.
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En utilisant d'une part la stabilité de X-hl7(9)Q.-i pour Faction du
groupe G( et d'autre part l'inclusion de I(Q) dans K (cf. hypothèse), on
déduit de (4) et (5) que l'on a :

r^^G,7Qi^(K^u(Q)Q^)r}u(u,)czr\,^yQi,
ce qui prouve évidemment (^) et termine la démonstration du lemme.

4.6. COROLLAIRE (notations de 4.5). - Les applications suivantes :

IeZ(Q) ̂ (I^U(Q) 6)0 U (b),
OycaT^ où ^€5(b)-^ind(^,bîa),

sont des bijections réciproques de Z(Q) sur F ensemble des B-orbites de Q(b).
Il en est de même des applications suivantes :

IçZ (Q) ̂  T^((J+ 17(8) 6) H y(b)),
r\.BÏ^ où^ e6(b)-^ind (^ ,bîg) .

C'est immédiat à partir de 4.4 (ii).

4.7. PROPOSITION. - Soir (b, Q) une donnée de récurrence relativement
à m idéal l de 17(9). On note X le sous-ensemble de Q* formé des éléments \
de g* vérifiant I^\u)^Q, et Y le plus petit sous-ensemble G-stable de g*
contenant X.

(i) L'intersection de rensemble des éléments de type unipotent de g*
avec X (resp. Y) est une unique B-orbite (resp. G-orbite) notée 9 (resp. 0).

(ii) Soit f un élément de S; on note N (resp. G(f)) le sous-groupe de G
unipotent f algèbre de Lie u (resp. stabilisant f) et fl(/) F algèbre de Lie
de G(/). Alors on a :

B^G(f)N et b==9(/)+u.

(iii) Soir H un élément de X, alors il existe une composante de Lévi,
notée r, de b qui vérifie :

H([r.u])-0.

(i) On fixe un élément ^ de X et on note u1 (rcsp. b1) l'orthogonal de u
(resp. b) dans g*. Pour i= -1,. . ., r, on note par G(+I (X) le sous-groupe
de G stabilisant la restriction de ^ à u, et N{ le sous-groupe irréductible
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de 9 d'algèbre de Lie u,. En utilisant de proche en proche le lemme [3],
1.16 on voit que l'on a :

(1) G,^=G,^a)N, et G^^cB.

On note 9'(^) l'algèbre de Lie de G^+i (À) et on a donc :

(2) b=9'(^)-hu.

Soit r une composante de Lévi de 9' (À,); c'est aussi une composante de
Lévi de b d'après (2) d'où l'égalité (3) :

(3) b==r®u.
Soit n un élément de X-hu1; alors H est de type unipotent si et seulement

si la restriction de H à r est nulle (cf. [3], 1.18 appliqué de proche en
proche à u<, puis [3], 1.11); de proche en proche, on prouve l'égalité
suivante grâce à [3], 1.16 :

^nG^i(À-)=H+9^ où i=-l,...,(,
(4) NnG^(X)=n-hb1.

Il est alors clair que l'intersection de À.+u1 avec l'ensemble des éléments
de type unipotent de 9* est une unique G(+I (X)-orbite. Rappelons l'inclu-
sion de G,+i (À.) dans B (cf. (1)). Comme X et B^-hu^) d'une part et Y
et GX d'autre part coïncident, l'existence et l'unicité de 9 et 0 sont alors
claires.

(ii) Reprenons les notations de la démonstration de (i); puisque 9
coïncide avec l'ensemble des éléments de type unipotent appartenant
à B^+u-*-), on suppose que/est dans À.-hu1. D'après (4), puis (i) et (1),
on a :

(NnG,^W)G(/)/=/+bl=(/+ul)nB/=G^,(?L)/.

C'est-à-dire, G,+i(À,) et (N H G^ i (X)) G (f) coïncident. Grâce à (1) pour
i==(, on voit que G,+i c'est-à-dire B coïncident avec NG(/)=G(/)N.
L'assertion (ii) du lemme est alors claire.

(iii) Grâce à (i), on fixe un élément/de îS tel que les restrictions de/et
de H à u coïncident. Soit r une composante de Lévi de g(/) (notations
de (ii)); on a évidemment :

Hfeu»=/([r,u])=0

d'où (iii).
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4.8. LEMME (notations de 4.7). - Soit f un élément de S; on note u(/)^
le sous-espace vectoriel de U (g) formé de F ensemble des éléments u-f(u)
où u est dans u 0 g(/) et Prim U(g(/))/ F ensemble des idéaux primitifs de
U(Q(f)) contenant u(f)p On note r le scindage de DUFLO (cf. [2], 10.15).

r : U(Q(f))/U(Q(f))u(f)^U(u)/Q ̂  l/(b)/l7(b)ô.

Soir Ç un idéal de U(Q(f)) contenant u(f)p alors en suivant DUFLO, on
note Çofi F idéal de U (b) contenant Q, dont Fimage dans U(b)/U(b)Q est
r(^/U(Q(f))u(f)^U(u)/Q). Alors ^application Ç^Ç°6 de
pr™ ̂ (9(/))/ dans Q(b) (cf. 4.5) est bijective et F on a :

(n^Gmïiy^aeBï^e).
En utilisant [2], 10.1.5, puis 4.7 (ii), le lemme est immédiat.

4.9. LEMME. — Soit K un idéal primitif de U (9) et on suppose que K
est de la forme 1^ ^ (cf. chapitre 3) (resp. est un idéal induit de DUFLO de
la forme I(\) où ^eg?ji Soit (b, Q) une donnée de récurrence relativement
à un idéal 1 de l/(g). Avec les notations de 4.3, on suppose que u^ i,. . ., Uj
et 6-1,. . ., Qj sont ksj+2 premiers termes d'une donnée de récurrence
relativement à IL Alors il existe un élément Y de G tel que Ton ait :

Q-WfW (resp. =U(Y^)|u.)) où i=l,. . .,j.
L'élément Y de G vérifiant ces conditions, on a alors, pour :

^infO'.(-l).
(x+i/(g)ei)ni/(u.^)=n,eG,^Y^i((Y7)|u^i).

(resp. ^^G^iYA^itty'^h+i))-

Avant de commencer la démonstration, rappelons que d'après [3], 4.9
et 4.5(ii) (resp. [2], 10.3.1), pour tout idéal unipotent noté a de 9, on a
l'égalité suivante :

w ^ni/(a)=rvGYU/|û).
(resp. =r\<GïU^|û)).

Soient ï) une sous-algèbre de g et y un élément de G; on suppose que Ï )
contient la sous-algèbre de g stabilisant l'élément yf de g*; et que la
restriction de/à l) est de type unipotent (cf. [3], I) et on note J^^ l'idéal
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primitif de 17(1)) associé par DUFLO au couple (/|b> y- On suppose que
là restriction de ^ à l) (notée ^ [ l)) admet une polarisation résoluble, on
note alors I(\ \ I)) l'idéal primitif induit de DUFLO de U (l)) associé à À, 11).

Démontrons maintenant le lemme; dans le cas où; = —1, il résulte de
(*). Supposons maintenant qucj^O; soit Ai ̂ / et supposons que nous
avons déjà démontré l'existence d'un élément, noté ici y^, de G vérifiant,
pour i=l,. . ., A — l :

(1) fi^^ftr/)!^) (resp./,,((Y'X)|u<)).

Grâce à ces relations et [3], 1.18 (resp. [2], 1.12.13) de proche en proche,
9i+i contient la sous-algèbre de g stabilisant yVct la restriction de yV
à 9^1 est de type unipotent (resp. Y^| 9^1 admet une polarisation résolu-
ble). On pose, pour i=s0,. . ., h :

Wr./(.,^ (resp. »J(y^|9()) et J^=JC

Grâce à [3], IV. 9 (resp. [2], 10.1.3), on vérifie de proche en proche que
l'on a, pour les mêmes valeurs de i :

(2) /^»ind'(J,.9,Î9).

On applique alors 4.2 à G(-I, U(.i, û,-i et on obtient, grâce à (2) les
égalités (3) (ici G_i== G):

(3) (nT.G,^Y^-i)+y(9)û<-i=y(9i)^-^(n,.Gj/i).
En itérant (3) de i=0 à i=fc, on obtient la relation suivante :

(4) ^+U(fl)e»-i=U(8)T^(n,.G»ï^.

Par hypothèse, on a, puisque h^j :

(5) (K^u(Q)Q,^)r\u(u^r}^^yQ^
Or, la restriction de Tgy^ à l/(u^) est triviale (cf. 4.2), et alors (4), (5) et
(^) prouvent l'égalité suivante :

(6) ^.G^Qk^^.G^I^f^ (resp. r\.G»YVY^|^)).

Soit Y" un élément de G», pour lequel les idéaux Y'^(YV|u^) (resp.
Y"/^(^|u^)) et Q» coïncident; on note Y'=Y"Y» et on remarque, grâce à
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Finclusion de G^ dans tous les groupes G, où i=-1,. . ., h-1 que les
relations (1) restent exactes en y remplaçant y" par y'. Ainsi, Y répond aux
conditions du lemme. Soit un tel élément y' et supposons que nous avons
déjà démontré que l'on a, pour i=0,. . ., h— 1.

(7)
r (K^ 17(8) fi..,) H U(u^ r\̂ ,y7.,(y7| u,)

1 (^P-nycGjU^k-)-

Grâce à l'analogue de (1) pour i=h qui est maintenant connu, on en
déduit, comme dans ce qui précède, l'analogue de (4) avec h — 1 remplacé
par h. On prend l'intersection avec U(u^^), en remarquant que la restric-
tion de Tg/a^ à [/(Ufc+i) est triviale {cf. 4.2), on utilise (^) et on obtient
la relation cherchée analogue de (7) en remplaçant i par fc+1. Cela termine
la démonstration du lemme.

4.10. THÉORÈME. - Soit I un idéal primitif de U(Q); on suppose
que J=Jr r et que (b, Q) est une donnée de récurrence relativement à I ;
soit âf la B-orbite formée de F ensemble des éléments de Q* de type unipotent,
vérifiant JJÀ.|u)=û (cf. 4.7).

(i) La G-orbite de f coïncide avec G S.
(ii) On suppose que f est un élément de S et on note G(f) le sous'groupe

de G stabilisante Alors, on a, avec les notations de 4.8 :

(^eG(/)^)oe=snT.Byfêoe)=^l((^^(9)e)n^(b)),
ce qui détermine uniquement la G(f)-orbite de Ç.

(i) Reprenons les notations du lemme 4.9; on remarque qu'ici l'hypo-
thèse assure quejssf; il existe donc un élément y' de G tel que les
idéaux Q = Q, et J^ (y'/| u) = 1^ (Yf\ u,) coïncident. Il est alors clair que y'/
appartient à ̂  ce qui termine la démonstration de (i).

(ii) On reprend les notations de 4.3 et on remarque que la restriction
de/à g, pour i=0,. . ., t est une forme linéaire de type unipotent, et on
note If ( ̂  ^ l'idéal primitif de 17(9,) associé par DUFLO à la restriction de /
à 9» et à Ç. Grâce à [3], IV. 9 on vérifie que l'on a :

^e^/i^
iïKr(/^,,^.^9.+iÎ9i)=//|<^ PO^ (=0- • - ̂ L
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On voit donc que les idéaux J^ ^ et ind^ (^ o g, b î 9) coïncident. Grâce
à 4.6, on obtient alors l'égalité suivante :

r\^By^°Q)-^((i+u(Q)Q)r}uçb))
et la démonstration du théorème se termine grâce à 4.8.

4.11. PROPOSITION. — Soient / un idéal primitif de U(Q) et (b, Q) une
donnée de récurrence relativement à L On note X T ensemble des éléments À.
de Q* vérifiant J,,(^[u)=6 et 9 Tunique B-orbite de X formée Séléments
de type unipotent. On fixe un élément f de 9 et on note Z^""^/) F ensemble
des idéaux primitifs de [/(g) de la forme l^ ç.

(i) L'ensemble Z^w(f) coïncide avec FeTtsemble des idéaux primitifs
àe 17(9) qui admettent (b, Q) comme donnée de récurrence, c'est-à-dire :

et
Zyim(f)={K€PnmU(Q)\K^md(Q.^Q)

K+ U (9)6^(9)}.

(ii) On note GX par Y; soit \ un élément de y09?n alors T idéal induit
de DUFLO ÏÇk) appartient à Zv^m(f). Et réciproquement, tout idéal primitif
induit de DUFLO et appartenant à Zyim(f) est associé à un élément de
ynsM.

(iii) Soit K un élément de Zf^m(f); alors il existe un unique idéal primitif
induit de DUFLO inclus dans K et appartenant à Zyim(f).

(iv) On a :

md(e,uî9)=nxcyn^w=^^c2rim^)A:

(i) Soit K un élément de Z^^/) et on suppose que K est de la
forme J^. Tenant compte de 4.10 (i), nous supposons que les idéaux
^«(/| ") ̂  Q coïncident Reprenons les notations de 4.3, pour i= 1,...,(,
on a :

V/|u<)=u/|u) n i/(u,)=e n i/(u<)=e<.
Revenons au lemme 4.9 et supposons que pourj^—1, nous avons

déjà démontré que u^i , . . ., Uj et 6-1,. . ., Qj sont lesy+2 premiers
termes d'une suite de récurrence relativement à X. D'après le lemme 4.9,
on a :

(x-hi/(9)û,)ny(u^i)=n^o^,Y/^,(/|u^o.
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En utilisant l'égalité de ^u,+i(/|u^+i) et de fi^+i, cela démontre que
u_i, . . ., u^+i et Q-i». . ., fî^+i sont lesj+3 premiers termes d'une don-
née de récurrence relativement à X. On déduit immédiatement de cela
l'inclusion de Z^if) dans l'ensemble des idéaux primitifs de 17 (g)
admettant (b, Q) comme donnée de récurrence. L'inclusion inverse est une
reformulation de 4.10 (i). Et on termine la démonstration de (i) grâce
à 4.5.

(ii) Soit 5l un élément de Y 0 9?n; en changeant éventuellement À. en un
élément de la B-orbite de À, on suppose que les restrictions de 5i et de /
à u coïncident. On reprend les notations de 4.3 et on vérifie de proche
en proche, grâce à [2], 1.12.13 que la restriction de À. à 9, (où i==0,. . ., t)
admet une polarisation résoluble puis, grâce à [21, 10.3.1 que la restriction
de 5l à 9(/) admet une polarisation résoluble; on note ^ l'idéal de U(Q(f))
induit de DUFLO associé à^|(K/) et on vérifie facilement que Ç
contient u(/)r (notation de 4.9); remontant les étapes en sens inverse, on
constate que les idéaux J(À) et faut (Ç ° fi, b î 9) coïncident {cf. [2], 10.2.1
et [2], 10.3.1). Alors 4.6 et 4.10 montrent que les idéaux I ( K ) et 1^ ^
sont égaux; cela démontre la première partie de (ii); la deuxième partie
résulte de 4.9 pour j = t.

(iii) Soient K^ et K^ des idéaux de Z^a(f\ c'est-à-dire d'après (i), des
idéaux admettant (b, fi) comme donnée de récurrence, pourj= 1 ou 2. On
fixe des idéaux primitifs ̂ . de Q (b) (cf. 4.6) vérifiant :

n^ï^^+TOe)^»17^)-
II est facile de voir que dans $(b), il existe une et une seule B-orbite

formée d'idéaux induit de DUFLO de la forme OyeBÏ^ et vérifiant :

n^Y-^n^BT^-
Grâce à 4.4 (iii) et 4.6, les deux assertions suivantes sont équivalentes :

• KI ci^ et KI est un idéal induit de DUFLO;
• nTcBy-^nTcB'y^-

Cela termine la démonstration de (iii).
(iv) On note b?ji(fi) l'ensemble des formes linéaires admettant une

polarisation résoluble définies sur b dont la restriction à u notée v vérifie

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



36 C. MOEGLIN ET R. RENTSCHLER

^(^=6- Soit H un élément de b^(g), on note 4(n) l'idéal primitif induit
de DUFLO associé à .̂ On a :

U(b)ô=n^(Q)4(H).

En utilisant les propriétés de l'induction, puis (ii) et 4.6(iii), on obtient :

ind(fi, u î 9) =UKT (17 (b) Q, b î 9)= H^bp^Q) ind' (4 (n), b f 9)

^UxerUfl?» J(X.).

La démonstration de (iv) se termine alors grâce à (iii).
4.12. PROPOSITION. — Soient (b, Q) une donnée de récurrence relative-

ment à un idéal 1 de U(Q), et K un élément de 9^ vérifiant J^(5l|u)=6; on
fixe un élément de type unipotent, notéf, dont la restriction à u coïncide
avec celle de X et une composante de Lévi de b, notée r, vérifiant
/(fc 9])=0 (cf. 4.7). Soitp une polarisation de ^ on note p^ le sous-
espace vectoriel de 17(9) formé de F ensemble des éléments
P-(À.+1/2 trace ad^)(P) où Pep.

Il existe une polarisation résoluble de ^ notée p, vérifiant les conditions
suivantes :

p H u est une polarisation de la restriction àe\à u;
p H ï est une sous-algèbre de Borel de x telle que la restriction de\ àx

est dominante relativement à p H r.
Soient p une polarisation de 'k vérifiant ces conditions et K un idéal

primitif de U(Q) contenant I(\); alors F idéal K appartient à ̂ "(f) si et
seulement si F idéal à gauche K+U(Q) ?„ de 17(9) est propre; F application
K^K-}-U(Q)p^ de F ensemble des idéaux de Z^^Çf) contenant I ( K ) dans
F ensemble des idéaux à gauche de 17(9) est injective.

On démontre d'abord l'existence de p; utilisant [2], 1.12.13, le proche
en proche, on voit que la restriction de À. à b admet une polarisation
résoluble qui, considérée comme sous-algèbre de 9, est aussi une polarisa-
tion résoluble de ̂  Rappelons que nous avons b=r-hu; on fixe une
sous-algèbre de Borel, notée b'*', de r telle que la restriction de ^ à r soit
dominante relativement à b^ et on note B^ le sous-groupe irréductible
deB d'algèbre de Lie b". Puisque l'on a ?i([r, u])=/([r, u])=0, le
groupe B'1' agit dans la variété complète formé des polarisations de la
restriction de À. à u; soit n un point fixe pour cette action de J^; il
résulte alors de [2], 10.3.1, que b'*' +n est une polarisation résoluble de la
restriction de X à b (donc de À, d'après le début de la démonstration) elle
satisfait, évidemment, aux conditions voulues.
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Avant de terminer la démonstration de la proposition, donnons quelques
notations.

On note r le scindage de DUFLO [2], 10.1.5, suivant :

r: l7(r)®l7(u)/ô^l7(b)/l/(b)e (oùû=J.(̂ u)).

Soit p une polarisation de À, satisfaisant aux conditions de l'énoncé, on
pose b^ (resp. nj le sous-k-espace vectoriel de U(ï) (resp. 17 (u)) engendré
par l'ensemble des éléments P-(^+l/2trad^+) (P) où P e p U u (resp.
P-5i(P)oùP6pnu).

On remarque que l'idéal à gauche U (b) (resp. U(u)n^ de l7(b)
(resp. U (u)) contient l'idéal 17 (b) g (resp. Q) de 17 (b) (resp. U (u)) et
d'après [2], 10.2.1, démonstration c), on a :

(1) r(U(ï)b^U(u)nJQ)»^(U(b)pJU(b)Q).

On note G(f) le sous-groupe de G stabilisant/et g(/) l'algèbre de Lie
de G(/); on sait (cf. 4.7(ii)) que G(/) est inclus dans B et que r est une
composante de Lévi de 9(/). On note G"(f) le sous-groupe de G(/) qui
laisse stable r, puis G'(/) le sous-groupe de Gw(f) qui laisse stable b"1'. En
notant G (/)° la composante neutre de G (/), les théorèmes de conjugaison
pour les composantes de Lévi et pour les sous-algèbre de Borel montrent
que l'on a :

(2) G(f)=GW(f)G(f)^G/(f)G(f)o.
En outre, on identifiera naturellement un idéal propre de U(Q(f))

contenant u(/)y (cf. 4.8) noté Ç en un idéal de U(ï) noté par la même
lettre Ç et r\eG(/)ï^ à OyeG'mï^ Soit K un idéal primitif de 17 (9) et
on suppose que K est un élément de Z^^/); on note dans ce cas
nY6G'( / )Y^W> l'unique G' (/) orbite de Priml/(r) obtenue grâce
à 4.10 (ii). Remarquons, aussi, que si K est l'idéal /(X), en notant J(^|r)
l'idéal primitif induit de DUFLO de l/(r) associé à la restriction de À. à r,
on a :

nr€G'(/)^(^))=nTeG-(/)ï^|T)-

Supposons, en outre, que l'idéal K contient J(^), alors on supposera
aussi que l'idéal ^(K) contient J (À, |r). On note G (f\ le sous-groupe
de G'(/) qui laisse stable l'idéal J(^|r) et prouvons l'assertion suivante :
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(3) Soit Ç un idéal primitif de 17 (r) contenant J(^|r), alors on a :

^c^f^+uw^n^o^^uw-
En effet, soient Yi, • . •, Y» des éléments de G" (/) tels que l'ensemble

des idéaux Ti ^»- •. , Y«Ç coïncide avec l'ensemble des idéaux yfy
oùyeG(f) qui ne contiennent pasJ(X|r); alors il existe un élément,
noté 2, du centre de C/(r) qui vérifie :

"(n7Li(y<0)~^|ï).
Or, on sait que l'on a :

zek+l/(r)b^.

Cela prouve l'assertion :
Revenons maintenant à la démonstration de la proposition. Soit K un

idéal primitif de U (9); en utilisant l'inclusion de U(Q)Q dans 17 (g) p^, on
écrit X+l/(g)px sous la forme (X-hI7(g)Q)-»-l/(g)p^ II est alors clair
que si X-h U (g) p^ est un idéal à gauche propre de 17 (9), il en est de même
de K+ U (g) Q et, d'après 4.11, dans ce cas, K est un élément de
^""(y)- Supposons maintenant que K appartient à Zyim(f)\ alors
d'après 4.6, 4.11 (ii) et (1), (2), (3), on a :

(K+l7(9)p3j/l/(9)Q

=y(9)T,/bl^((n^G(/),YÇW+y(r)bx+)®^(u)n^e).

Alors la proposition résulte de [4], 4.3.
Remarquons que nous avons aussi démontré la proposition suivante :

4.13. PROPOSITION. — Soient (b, Q) une donnée de récurrence relative-
ment à un idéal l de [/(g) et\ un élément de g?^ vérifiant Ju(^|u)=@; on

fixe un élément de type unipotent noté/dont la restriction à u coïncide avec
celle de X et une composante de Lévi de b, notée r, vérifiant f([ï, g]) s=0. On
choisit une sous-algèbre de Borel de b notée b^ et on note G(f\ le sous-
groupe de B qui laisse invariant /, r, b*'' et F idéal induit de DUFLO associé à
la restriction de ^ à r.

On note r le scindage de DUFLO suivant :

r : l7(r)®l/(u)/e^l/(b)/t7(b)e où e=J,(^|u).
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On note ̂ ""(/^ (resp. U(r)0 l'ensemble des éléments de Z^im(f) (resp.
Prim[7(r)) contenant J(^) (resp. J(X.|r)) et alors F application de ̂ "(/^
dans F ensemble des G(f\'orbites de Prim U (r)^ définie par :

^^yl(^l((^+y(9)e)nu(b)))/l/(b)e,
est bijective.

4.14. PROPOSITION. — Soir A une G-orbite de g^ on note J(A) F idéal
induit de DUFLO associé à A et J(A)° F ensemble des idéaux primitifs de U (g)
çui contiennent l (A) et admettent une donnée de récurrence qui en soit aussi
une pour J(A).

(i) U ensemble des idéaux primitifs de U (g) est une réunion disjointe des
ensembles J(A)° où A parcourt F ensemble des G-orbites de g^x.

(ii) L'ensemble J(A)° a un unique plus grand élément noté ^A)"" et
on a :

I(^)o»{KçPnmU(Q)\I(^)cKcI(^)mu},

(i) Soient A une G-orbite de g?jR et K un élément de /(A)0. On note À.
un élément de gj^ et on suppose que K contient J(^) et que K et J(À.)
admettent une même donnée de récurrence, notée (b, g). D'après 4.10 (i)
on sait qu'il existe une forme linéaire de type unipotent, notée y, et des
idéaux primitifs notés ^i, ̂ , ^3 de U(g(/)) vérifiant :

K=Z^, JW=^.^ -KA)=J^3.

Reprenons les notations de 4.3; comme (b, Q) est une donnée de
récurrence pour JK, grâce à 4.9, on peut supposer que l'on a :

e.==^,(/|u.) pour f= l , . . .,t.

Il est alors clair que (b, Q) est une donnée de récurrence pour J(A).
D'après 4.10 (ii), puis 4.4(ii), on a :

(1) nTeGm'rël^nYeGm'të. où î=2 OU 3.

(2) ^ est un idéal induit de DUFLO dans U (g ( /)) pour i = 2 ou 3.

On note u(/) l'intersection de g(/) et de u; c'est le radical unipotent
de g(/) d'après 4.7(iii), et l'on a :

(3) eni/(u(/))=^ni/(u(/)) où 1=1,2,3,
(4) u("(/))/enu(u(/))=fe.
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Grâce aux relations (1). . . (4), on déduit l'égalité suivante :

nT€G(/)Y^2=nY€G(/)Y^3>

c'est-à-dire :
/(X)=J(A).

(ii) Reprenons la démonstration de (i); il existe un unique, à conjugaison
près par G(/), idéal primitif maximal de l/(g(/)) noté Ç"" et vérifiant :

^r\u(u(f))=Qr}u(u(f)\
nTeGmY^^n^Gmr^.

Cela montre que l'idéal primitif /^ ^oax de 17 (9) est l'unique élément
maximal de J(A)°. Soit maintenant L un idéal primitif de U (9) et on
suppose que l'on a :

I(A)c:LcI(A)mM3i.

Ces inclusions entraînent les inclusions suivantes :

J(A)+17(9) Q cL+17(9) Q ̂ (A)»"

et (ii) résulte alors de 4.11 (i).
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