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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES
AYANT UNE ORBITE DENSE
SUR LA SPHERE DE RIEMANN

PAR

Michael. R. HERMAN (*)

RESUME. — En utilisant le théoréme de Sullivan de non-existence de domaine errant, nous
proposons de donner une méthode générale de construction de fractions rationnelles ayant
une orbite dense sur la sphére de Riemann. Cette méthode illustre une possibilité de
disparition de domaines singuliers de fractions rationnelles (disques ou anneaux) quand « les
nombres de rotation deviennent des nombres trés Liouville ». Dans ’annexe nous donnons
une démonstration simple de I'existence locale des anneaux (théoréme de Arnold) et des
disques (théoréme de Siegel) de nombre de rotation de type constant. Nous obtenons aussi
trés simpiement le résultat de Arnold de dépendance analytique par rapport a des paramétres
analytiques.

ABSTRACT. — Using Sullivan’s non wandering domain theorem, we give a general method
to construct rational functions having a dense orbit on the Riemann sphere. This method
illustrates one possibility of how singular domains of rational functions (rings or disks) can
vanish when “the rotation numbers become very Liouville numbers”. In the annex we give
a simple proof of the local existence of rings (Arnold’s theorem) and disks (Siegel’s theorem)
when the rotation number is of constant type. We also obtain Arnold’s result on analytic
dependance on analytic parameters.

Notations, introduction

NOTATIONS

On pose T! =R/Z qu’on identifie 3 S' = {ze C||z|=1} par I'application
t —» e?™ Si f: X — X est une application, on dit que x€ X est un point
fixe de f, périodique de période g de f, prépériodique par f. si f(x)=x,

(*) Texte regu le 25 novembre 1983, révisé le 26 janvier 1984,
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94 M. R. HERMAN

fi(x)=x et q est le plus petit entier >1 vérifiant cette condition, s’il existe
un entier k>1, tel que f*(x) soit périodique. (Dans la suite, si neN,
fr=fo. . .of nfois.)

Un sous-ensemble Y < X est dit sous-invariant si f(Y)cY, invariant si
f(Y)=Y, totalement invariant si f(Y)=Y et f~*(Y)=Y. Un sous-
ensemble Y X est dit périodique par f, prépériodique par f (parmi les
sous-ensembles de X) s’il existe un entier g=>1 tel que X soit invariant par
f9, s'il existe un entier k> 1, tel que f*(Y) soit périodique par f.

Si X est une variété complexe de dimension 1, f: X — X une application
holomorphe et x un point de période g, on appelle multiplicateur en x
de f, la valeur de Df(x) (qui ne dépend pas de la carte holomorphe qu’on
choisit), ou D désigne la dérivée, par rapport a C, dans une carte. Le point
périodique x est dit attractif (resp. répulsif) (resp. elliptique) si | Df?(x)| <1
(resp. | Df%(g)|>1) (resp. | Df9(x)|=1).

Un nombre a e R satisfait 3 une condition diophantienne s’il existe y>0
et >0 tel que pour tout p/ge Q on ait |a—(p/q)|>7/q***.

Un nombre a est de type constant s’il existe y>0, tel que pour tout
p/aeQ, on ait |a—(p/q)|=v g~

L’ensemble des nombres de type constant est noté par TC.

Un nombre aeR est un nombre de Liouville si a¢ Q et o ne satisfait
pas a une condition diophantienne.

Un nombre est dit « trés » Liouville s’il satisfait a la conclusion de la
proposition de VIII. 15.

ae TC < le développement en fractions continues de a vérifie :

a=ay+1/(a, +1)/(a,+...), apeZ, a,eN¥,
Sllplsl-a,-=M< + o0

etona:

—_<y<

1 2
— avec y=Inf, g
M+2 M ple

a_el.
q

INTRODUCTION

En utilisant le théoréme de D. Sullivan [S] sur la non-existence des
domaines errants nous proposons de démontrer I’existence d’un ensemble
non dénombrable de fractions rationnelles de S? de degré 3, ayant sur S?
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 95

une orbite dense ('), et non 2 & 2 topologiquement conjuguées. De plus,
aucun de ces exemples n’est topologiquement conjugué aux exemples de
Lattés. Ces exemples de fractions rationnelles que nous construisons lais-
sent invariant le cercle S* et ont deux points fixes elliptiques en 0 et co.
Par une perturbation aussi petite qu’on veut, on peut obtenir une fraction
rationnelle ayant trois domaines singuliers : 2 disques au voisinage de 0 et
de oo et un anneau autour de S'. Ces exemples de fractions rationnelles
ayant une orbite dense sur S2, sont une manifestation de la disparition
des théorémes des petits diviseurs et le triomphe des nombres « trés »
Liouville, ce qui s’accompagne, ainsi qu’il est bien connu [F-H], de compor-
tements chaotiques.

En VII, nous construisons d’autres exemples de fractions rationnelles

ayant une orbite dense sur S2. Le principe en est le méme (et plus simple)
et illustre la « disparition » du théoréme de Siegel.

Dans I'appendice VIII, nous avons inclus, pour la commodité du lecteur,
la démonstration de I'existence des anneaux de nombres de rotation cons-
tant, ainsi que la démonstration du corollaire III. 10. Nous avons aussi
inclus de nombreux corollaires et nous renvoyons le lecteur a I'introduction
de VIIL
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I. Rappels sur les fractions rationnelles

1. On désigne par S?’=C U {0 } la sphére de Riemann avec sa struc-
ture complexe canonique (S?=P(C?)). Soit f une fraction rationnelle, ou

(!) Adrien Douady et Hamal Hubbard ont obtenu de nombreux exemples en degré 2 par
la méthode d’accouplement.
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96 M. R. HERMAN

application holomorphe de S? dans lui-méme, de degré d>2 (le degré de f
étant aussi le degré topologique de f: S? —» S?).

On désigne par J(f) I'ensemble de Julia de f(x¢J(f) s’il existe un
ouvert Usx tel que la suite (f* y),en S0it une famille normale, ou, ce qui
revient au méme, est d’adhérence compacte pour la topologie compacte
ouverte sur C° (U, S$?)).

G. Julia et P. Fatou ([F], § 26 et 27) ont montré (voir aussi Brolin [B]) :

(@) L’ensemble compact J(f) est non vide, sans point isolé et si
J(f)# S? alors J(f) est sans point intérieur dans S2.

B) J(fM=J(f),sin=1.

(¢) L’ensemble fermé J(f) est totalement invariant parf (i.e.
JUUN=I(f)etf 1 AUN=I).

(d) L’ensemble J( f) est 'adhérence des points périodiques répulsifs.

(e) Pour tout xeJ(f) I'’ensemble \J,.nf ~"(x) est dense dans J(f).
Par II cela implique que pour x appartenant & un G; dense de J(f),
Iorbite ( f*(x)),n est dense dans J(f).

2. D. Sullivan [S] a montré que si C est une composante connexe de
S2—J(f) non vide, alors C est une composante prépériodique (i.e. il
existe k>0, ¢>0, tel que si n>0, f***(C)=f*(C)). P. Fatou ([F], § 30,
p. 60-61) avait déja montré le cas particulier suivant : si on désigne par E.
Pensemble dérivé (2) de I'orbite E, =\, f"(Crit( f)) ou Crit( f) désigne
I'ensemble des points critiques de f ('ensemble des z e S? tels que 'applica-
tion tangente T, f de f: S? — S? ne soit pas un isomorphisme) alors, si
E est fini et si f n’a pas de point périodique elliptique non linéarisable de
multiplicateur e2*®, a. € R—Q, toute composante C est prépériodique.

3. CLASSIFICATION DES COMPOSANTES DE S? —J (f) PREPERIODIQUES PAR f

Soit C une composante connexe non vide de S?>—J( f) périodique de
période q.

Il y a deux possibilités pour la suite ( f™c),en :

(a) Domaine de Fatou

Toutes les fonctions limites de la suite (f™c),en sont constantes (€ C).
Alors Fatou montre ([F], § 30 et 58) que la suite (f™c),n cOnverge

(?) E. est 'ensemble «-limite par f des points critiques de f.
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 97

localement uniformément sur C vers xeC, qui est un point fixe de f¢ et
le multiplicateur de x, m=Df%(x), vérific |m|<1 et de plus, si |m|=1,
alors m=1 ([F], § 58 et 56) (pour une autre démonstration de ce résultat
de Fatou, voir [S,], prop. 4). I résulte de [F], § 30, qu’il existe un point
critique ¢ de f9 (i.e.

¢ € Uogjcq-1S I (Crit(f))

tel que ceC, et si n - + o0, f™(c) = x. (Fatou montre qu’il existe une
valeur critique de f? appartenant & C. En utilisant le fait que, si fi¢ est
sans point critique, alors fj¢ : C — C est un revétement, les mémes démons-
trations que Fatou montrent qu’un point critique de f appartient a C.)

De plus pour tout ouvert U# Q¥ vérifiant UcC et UcC, ou U est
I’adhérence de U dans S2, alors sin = + o0, f*(U) = x.

Si le multiplicateur Df%(x)=m vérifie |m| <1, alors xeC et x est I'uni-
que point fixe de f9: C = C. Si m#0, il existe un point critique ¢ de
f? tel que ceC et pour neN, f™(c)#x (voir [B], la démonstration du
théoréme 3. 1).

Tout point périodique x de f de multiplicateur m, de module <1, donne
lieu & une composante avec les propriétés ci-dessus. Il en est de méme
si m est une racine de I'unité, a cette différence prés que, méme si x est
un point fixe, il peut y avoir plusieurs composantes associées a f (voir [F],
§ 10 et 11).

Attention. — f9 peut avoir un point fixe yeC de multiplicateur de
module 1, non racine de 'unité, mais y n’a pas toutes les propriétés
ci-dessus.

Exemple. — f(z)=Az+2z* avec |A|=1, A=€*™*, aeR—Q et vérifiant
VIII. 15. Alors 0 est un point fixe elliptique qui appartient a ’adhérence
du bassin d’attraction de oo (puisque 0eJ (f)).

Remarques. — 1. 1l se peut qu’un point critique c soit un point périodi-
que de f (i.e. c=x) ainsi que le montre 'exemple z — 22

2. L’exemple f:z+ Az(1—2)%, |A|<1, montre que le point cri-
tique z=1 vérifie f(1)=0, bien que 0 soit un point fixe attractif. L’autre
point. critique de f, c=1/3, vérifie ceC ou C est la composante
connexe contenant 0 du bassin d’attraction de O (i.e. {z| f"(z) -0, si
n— +o}). \

3. Sif(z)=z+zP+...,p=>2 est une fraction rationnelle, alors au point
fixe O sont associés p— 1 domaines de Fatou paraboliques.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



98 M. R. HERMAN

(b) Domaines singuliers

La suite (/™ c),n @ une valeur d’adhérence non constante. Il résulte
de Fatou ([F], § 30) (voir Cremer [C,] et [B], § 5-6) que I'adhérence de la
suite (f™c).en €St un groupe compact isomorphe 4 S* de difféomorphisme
C-analytiques de C.

Ceci implique que C est C-difféomorphe a 'un des exemples suivants :

(i) {zeC, |z|<1} domaine appelé disque.

(i) {zeC, r<|z|<1} ou r>0 (les cas C* et r=0 ne se produisant pas).
Ce domaine est appelé un anneau.

De plus f est C-analytiquement conjugué a z — e***z, aeT!, (a¢Q/Z
car si f4y=Idy sur ouvert U# ), alors fest de degré 1).

Le nombre a est appelé le nombre de rotation de 4. Par III.3, t+a
est un invariant de conjugaison topologique de . (attention z — 1/z,
sur S!, renverse I'orientation) a est un invariant de conjugaison de f9 ¢
par des homéomorphismes de C homotope a I'identité de C.

De plus Fatou montre (voir [B], th. 6.3 et 6.4) que E. contient la
frontiére de C dans S2. 11 en résulte que, si E; est fini, alors f n’a pas de
domaine singulier. (Il n’est pas difficile de voir que C est I'intérieur de son
adhérence.)

4. L’existence des domaines singuliers qui sont des disques a été démon-
trée pour la premiére fois par C. L. C. Siegel [Si]. Nous renvoyons le
lecteur a H. Riissmann [R,] pour une démonstration particuliérement
élégante et valable, ce qui est un résultat de Brjuno, pour une classe de
nombre contenant des nombres de Liouville : soit a€ R—Q tel que la suite
(4)nen des dénominateurs des réduites vérifie ), ., g, ! Logg,., <.
Alors si g est un germe en 0 de difféomorphisme holomorphe de C laissant
fixe O et si Dg(0)=e>"* alors g est conjugué a sa partie linéaire en 0 par
un germe de difféomorphisme holomorphe laissant fixe 0 (voir [R,] et

[B,).

Nous incluons dans I'appendice VIII. 12 une démonstration, particuliére-
ment simple, du théoréme de Siegel, si le multiplicateur =e?**, ou a est
un nombre de type constant.

Pour la généralisation a n variables (voir Zehnder [Z]).

5. L’existence des anneaux résulte de la proposition suivante. Pour cela
on considére une fraction rationnelle f de degré d>2 (en fait, on a d=>3)
tel que f(S')=S", que f|1 soit un difféomorphisme de S et a=p( fis1)
satisfait 3 une condition A. (Pour des exemples, voir IV.6.) Pour la
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 929

définition des nombres ae T! —(Q/Z) satisfaisant une condition 4, nous
renvoyons le lecteur a [H].

PROPOSITION. — Sous les hypothéses ci-dessus, f laisse invariant un anneau
contenant S*.

Démonstration. — Par I'application revétement zeC — exp(2niz)eC,
on peut relever f sur un voisinage de S! en un plongement holomorphe f
de B,={z||Imz|<8} dansC pour un 3>0. fvérifie, f(R)=R,
FE+1)=1+F(2) si zeB,, et p(fjg) =0 Par le théoréme fondamental de
[H], IX, il existe he D*(T!) vérifiant fo h(x)=h(x+a), si xeR. hse
complexifie en un plongement holomorphe, £ : Int B;, — C pour un §, >0
et vérifiant h(z+1)=h(z)+1, si zeB;, et foh(z)=h (z+a), si ze B;,
pour un 3, >0. Par passage au quotient, ’existence d’un domaine singulier
B> S! pour f en résulte. B est un anneau (et non un disque associé a un
point périodique elliptique), car si B était un disque, il en suivrait que f
serait de degré 1 (puisque f serait un C-difféomorphisme de {z, |z|<1}
ou de {z, |z|>1} et donc dans PSL(2, R)). De plus le nombre de rotation
de fip esta (i.e. fijp est comjugué i z — e™*z, R<z<l, pour un
O<R<l1). B

Nous verrons en VIII. 10 que Pexistence d’anneaux de nombre de
rotation de type constant est une condition de codimension complexe <1
pour les fractions rationnelles.

De plus, nous montrerons en VIII. 14 que pour tout p>1, il existe une
fraction rationnelle ayant un anneau périodique de période p.

6. P. Fatou ([F], § 30) a montré qu’une fraction rationnelle f de degré d
a au plus 4(d—1) cycles elliptiques (et 2(d—1) cycles attractifs puisque f
a au plus 2d—2 points critiques).

D. Sullivan [S,] a montré qu’il existe au plus 2 (d — 1) cycles de composan-
tes périodiques de S?—J(f) qui sont des anneaux périodiques ou associés
a des points périodiques attractifs et au plus 8 (d— 1) cycles de composantes
périodiques distinctes.

IL. Généralités sur les orbites denses

1. Soit X# & un espace métrique complet sans point isolé et ayant une
base dénombrable d’ouverts (U}),.n. On suppose que pour tout i, U;# &.

On se donne f: X — X une application continue.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



100 M. R. HERMAN

Nous supposons que X est sans point isolé pour éviter les exemples
suivants : X={x,,x;}, f(x,)=x,, f(x;)=x,, etc.

On dit que x € X est un point d’orbite dense par f; si la suite ( " (x)),n
est dense dans X.

Soit D={x€X, (f"(x)).en st dense }.

Puisque X est sans point isolé, on a '

fD)esD et f~'(D)eD dou f(D)=f"'(D)=D.

2. ProposITION. — Sous les hypothéses ci-dessus, les affirmations suivan-

tes sont équivalentes :
@) D#;

(ii) Pour tout ouvert U,, Pensemble \U,cn f" (U,) est dense dans X;

(iii) Pour tout ouvert U,, Pensemble \U,n f " (U)) est dense dans X;

(iv) D est un Gy dense.

Démonstration. — Si D # ¥, Pensemble D est dense dans X, et donc
(i) = (ii). On a (ii) <> (iii). En-effet les conditions (ii) et (iii) sont équivalen-
tes 4 quels que soienti etj (U,enS"(U))NU;#QF. Pour voir que
(i) = (iv), on remarque que D=, U, f ~" (Uy) et on applique le théo-
réme de Baire. Enfin (iv) = (i) puisque X n’est pas vide. B

3. REMARQUES. —(1) Si de plus I'application continue f est ouverte,
alors :

(@) D#g;

{

(v) il existe x€ X, tel que T'ensemble \U,.\ f ~"(x) soit dense. En effet,
soit 0, = U,en /" (Uy) qui est un ouvert. (i) implique que N, O, est un G,
dense, et si on choisit x € N, O, alors (v) est vérifiée.

(2) Sous les mémes hypothéses qu’en 1, on a par ce qui précéde :

(vi) pour tout x, Pensemble \U,n f ~"(x) est dense dans X;

]
(vii) pour tout k, O, =X, oti Oy =, nf"(Ud.

4. On suppose que f: S? — S? est une fraction rationnelle de degré
=2, et on considére fiy : X — X, ou X=J(f), qui est un espace compact
métrique non vide sans point isolé. L’application continue f|, est ouverte
puisque f est ouverte et J(f) est totalement invariant par f.
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 101

G. Julia et P. Fatou ([F], § 26, [B], th. 4. 3) montrent que la condition
(vii) est vérifiée : pour tout xeJ(f) et tout voisinage ouvert U de x dans
S2 alors U, f"(U) couvre S? moins au plus 2 points exceptionnels.
Chaque point exceptionnel a, s’il existe, vérific f ~!(a)=a ou f ~2(a)=a.
11 suit que si le point a existe, a est un point périodique super attractif et
donc a¢J(f). Il en résulte qu’il existe un G; dense de J(f), d’orbites
denses par fiy dans J(f).

Par cc qui précéde, et la classification de 1.3 (on n’a pas besoin, ici, du
théoréme de D. Sullivan de non-existence de domaines errants I.2), on
obtient le scolie suivant (voir [F), § 28).

Scolie. — Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) la fraction rationnelle f a une orbite dense dans S?;

$
(2 J(f)=S

5. ExeMPLES DE LATTES [LA]

Nous allons rappeler les exemples de Lattés : soit I' un réseau de C (i. e.
un groupe sous-discret a quotient compact), alors Tr=C/T" est un groupe
de Lie sur C, abélien (i. c. une courbe elliptique). Tr/x~ —x a une unique
structure complexe qui peut s’obtenir ainsi : on désigne par :

1 1
p(Z)—— +Lr (o)( _2)’

z-0)? o
la fonction elliptique de Weierstrass associée au réseau. On a p(—2z)=p(2)
etp: Ty » S?=Ty/x~—x.

Soit A : Ty —» Ty un endomorphisme complexe (i. e. A est un endomor-
phisme de groupe, holomorphe de la variété complexe Ty).

Alors A définit par passage au quotient une application continue
A: Ty/x~—x = Ty/x~—x et holomorphe (puisque A4 est holomorphe
sauf en un nombre fini de points, continue, et donc se prolonge en une
fonction holomorphe).

A définit donc une fraction rationnelle de S2. Si on reléve A en
A: C - C, on a nécessairement A (z)=a z, ou aeC.

On vérifie que le degré de 4 =detg(A)=oaa.

Pour obtenir les exemples de Lattés, il suffit de remarquer que I'’endomor-
phisme complexe A : Ty — T est ergodique pour la mesure de Haar si et

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



102 M. R. HERMAN

sculement si ag2 (puisque A sur le groupe dual de Ty est sans
orbite périodique autre que 0). Sous ’hypothése ci-dessus, il en résulte que
la fraction rationnelle 4 : S — S2 a une orbite dense dans S? (et que 4
est ergodique pour la mesure de Lebesgue sur S2).

6. EXEMPLES

Pour tous les réseaux I" on peut choisir a=neZ, |n|>2. Le degré de 4
est un carré parfait=n?eN.

1. Comme n et —n donnent la méme fraction rationnelle, on obtient, si
on fixe le degré n?, modulo conjugaison par un homéomorphisme absolu-
ment continu de S2, une seule fraction rationnelle 4.

2. Si on varie le réseau I (i. e. la structure complexe de T;) on obtient
une famille de fractions rationnelles qui modulo la conjugaison par
SL(2,C) dépendent d’un paramétre complexe (i.e. le bi-rapport des
4 points p(I), ou I est I'ensemble des involutions de Tt :

I={aeT|2a=0}).

3. Les exemples 4: z+— nz, neN, n>2, ont de gros centralisateurs
dans le groupe d’homéomorphismes de S2?: tout automorphisme
BeGL(2,T) de Ty passe au quotient sur Tr/x~ —Xx et commute avec A.
On obtient ainsi qu’un groupe isomorphe a GL (2, Z2)/{Id, —Id}, est
contenu dans le groupe des homéomorphismes de S? qui commutent
avec A.

4. Bien que les exemples A ci-dessus agissent ergodiquement pour la
mesure de Lebesgue sur S? (et préservent une mesure absolument continue
par rapport a la mesure de Lebesgue de S?) ces exemples n’agissent pas
ergodiquement sur les directions de droite du fibré tangent de S2.

5. On peut écrire explicitement les formules de 4 (ce que fait Lattés)
en écrivant p(2u)=R(p(u)), ou R est une fraction rationnelle. Or, par

L:

1 p”(u))2
2u)=-2 + -
PQ2u) p(u) 4< > (0

et

pi=4p’—g,p—g,,
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 103

ol g,=69s,, 85=140s;, €t 5u=)Y_ _(o, 1/0", d’0d

2_ o \2
R(z)=—2z+ L (127 —8)
16 423 —g, z—g,

(Lattés choisit g, =4, g;=0.)

7. MULTIPLICATIONS COMPLEXES |

Les seuls autres exemples d’endomorphismes A4 : Ty — Ty complexes
sont obtenus ainsi (voir Lang [L]) :

I est I'anneau des entiers algébriques de Q (,/d) avec deZ, d<0, —d
est sans facteur carré (i. e. Q(\/z) est un corps quadratique imaginaire) et
aelFou dz=az.

On rappelle que les entiers algébriques de Q ( ﬁ) s’écrivent :

sid=2oud=3mod. 4, I'={a+b_ /d|a,beZ}

u+v_/d
sidslmod.4,l"={ 2‘[

(voir par exemple [Sa), § 2. 5).

— Si on fixe detq A=aax=peN*, alors il existe un nombre fini
d’entiers d et d’entiers algébriques a vérifiant aa=p.

— Par exemple, si p=3 (6 n’est pas possible) on obtient d=—2,
a= i(liiﬁ), =-3 a=ii\/§.

— On obtient tous les degrés p>2 (il suffit d’écrire p=b?d, ol d est
sans facteur carré, de prendre I' 'anneau des entiers algébriques de

Q( /—d)yeta=b_/—ad).
On a finalement :

ScoLIE. — Modulo conjugaison topologique, il existe seulement un nombre
fini & exemples de fractions rationnelles de Lattés de degré p fixé.

uvel uzvmod.Z},

8. FRACTIONS RATIONNELLES A POINTS CRITIQUES PREPERIODIQUES

Soit f une fraction rationnelle de degré d >2, telle que tout point critique
est prépériodique et non périodique. Alors J(f)=S2 Cela vient d’une
part du résultat de Fatou 1. 2 sur la non-existence de composantes errantes
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de S2—-J(f) (le résultat de Fatou suffit puisque E, est fini) et d’autre
part qu’il ne peut exister de domaine de Fatou ni de domaine singulier,
sinon on contredirait la description faite en I.3 des orbites des points
critiques.

Tout exemple de Lattés est une fraction rationnelle & points critiques
prépériodiques puisque pour un exemple de Lattés f associé au réseau I,
si ¢ est un point critique, on a f(c)ep (I).

Toute fraction rationnelle & points critiques prépériodiques a tous ses
points périodiques répulsifs et plus généralement toute fraction rationnelle
qui a tous ses points périodiques répulsifs et qui ne laisse pas invariant de
domaines singuliers qui soit un anneau périodique, a une orbite dense sur
S?, ¢f. 1. (Le fait qu’une fraction rationnelle & points critiques prépériodi-
ques ait une orbite dense sur S? a été suggéré par J. Guckenheimer en
1969, puis démontré par D. Sullivan [S] et ensuite par A. Douady, voir
aussi [R].)

9. RECURRENCE PAR CHAINE

Soient X# @ un espace meétrique compact avec la métrique d et
f: X - X une application continue. Sur I’ensemble des applications conti-
nues de X dans X, noté C°(X, X), on met la topologie de la convergence
uniforme.

DEFINITION. — Soit €>0. Les éléments x et y de X sont sur une e-chaine
de f (ou encore sur une g-orbite de [') s’il existe une suite (x)ogicn» N1,
telle que Pon ait xo=x, xy=y et, pour tout 0<i<N, d(f(x), x;+1) <&

On dit que x est e-récurrent par f'si x et y=x sont sur une e-chaine.

On définit 'ensemble de récurrence par chaine de f (qui ne dépend pas
de la métrique choisie) :

R(f)={xeX|Ve>0, x est e-récurrent par fa x}.

On a les propriétés élémentaires :

(@ F(R(SN=R(S);
(b) si la suite ( f));5, de C°(X, X) converge uniformément vers f et si la
suite (x,);» 0, X;€ R(f}), converge vers ye X, alors ye R(f).

I en résulte que :
— L’ensemble R(f) est fermé dans X.

— L'ensemble {(f,x)eC°(X,X)xX|xeR(f)} est fermé dans
C°(X, X)x X.
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10. CAS D'UNE FRACTION RATIONNELLE

Soit f: S — S? une fraction rationnelle de degré d>2, alors on a :

J(f)=R(f).

PROPOSITION. — Supposons J(f)#S? et soit C une composante connexe
de S2—J(f).

Si C est une composante prépériodique de Fatou ayant un point éventuelle-
ment périodique attractif (i.e. f'(C), pour un i>0, est une composante
périodique et il existe un point périodique y€f 1(C) de multiplicateur de
module <1) alors CN\R(f)=, sauf si C contient un point périodique
attractif x, auquel cas CNR(f)={x}.

Dans tous les autres cas de la classification 1.3, on a : CcR(f).

Démonstration. — La premiére affirmation de la proposition est presque
immédiate. Nous allons montrer la seconde.

Si, pour un i>0 et un g1, f!(C) est un domaine singulier pour f4, en
utilisant I.3(b), il n’est pas difficile de voir que tout zef!(C) et tout y
situé sur la frontiére de f!(C) sont sur une e-chaine de f pour tout £>0.

Or si yeJ(f), alors pour tout voisinage ouvert V de y, I’ensemble
U=U,nS"(V) est égal & S? sauf peut-étre deux points (voir [B]). (On a
méme U=S? dans ce cas, voir [B], mais ce n’est pas nécessaire pour la
suite du raisonnement).

Il suit que tout point de C et tout point de S sont sur une e-chaine
pour tout €>0, donc C<R(f).

Si C est une composante prépériodique de Fatou associé 4 un point
périodique y de multiplicateur une racine de I'unité alors on remarque
(cf- 1.3) qu’il existe des entiers g=>1 et i>0 tels que, pour tout xeC,
limn-'+mfi+"(x)=f‘(y)'

Le reste du raisonnement est analogue au cas des domaines singuliers
puisque /' () e J(f).

Si on suppose que C est un domaine errant (sans utiliser le théoréme
de Sullivan), on a C< R (f) puisqu’il existe un ye J(f) et une suite (n));¢n,
n;<n,,,, tels que I'on ait f*/(C) = y quand i = + oo (cf. [F], § 30). Le
reste du raisonnement est alors identique aux cas considérés ci-dessus. B

11 suit de la proposition précédente que I’ensemble R(f)— A, ol A est
I'ensemble des points périodiques attractifs, est totalement invariant par f.
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11. EXEMPLES DE DOMAINES ERRANTS POUR DES FONCTIONS ENTIERES

L. N. Baker a construit dans [B,] un exemple de fonction entiére d’ordre
<1/2 ayant un domaine errant. Nous allons donner un exemple explicite,
basé sur un autre principe. Nous allons nous appuyer sur le théoréme de
Siegel, mais on peut aussi utiliser les domaines de Fatou (cf. I'exemple
cité [S], § 9). Soit la fonction entiére de C dans C :

g(@)=z+Asin(2nz)+1,

ol 1+2nAh=¢*™ avec ae TC.

Soit A=C/Z, g définit une application holomorphe g: A4 — A.
L’application g laisse fixe 0 et on peut appliquer le théoréme de Siegel (. 4)
pour conclure que g laisse invariant un domaine D (C-analytiquement
difféomorphe au disque). Une composante D de 'image réciproque de D
dans C est un disque errant par g.

12. On désigne par Fr, I'espace des fractions rationnelles de degré d>2
et on met sur cet espace la topologie induite par la convergence uniforme
sur C°(S?, S?) (équivalente a la C*®-topologie induite).

13. On considére un espace métrique A. ‘

Remarques. — (1) Soit AeA — f,eFr, une application continue.
Comme {(f,x)|feC°(S%,S% et xeR(f)} est fermé dans
C°(S?,S? x S?, 'ensemble :

G,={reA|R(f)=5?)

est fermé dans A. (Cela résulte aussi de 10 car si R(f)#S? alors fa un
point périodique attractif.)

(2) L'ensemble G={AeA|J(f,)=S} est un G; de A et on a GcG,.
Pour voir que G est un G,;, on remarque que si (U),.n est une base
dénombrable d’ouverts de S?, alors G=,;;V, ,, ou V, , est I'ouvert :

Vi ;={AeA|3n>0,3xeU, tels que f;*(x)eU,}.

On a GG, car J(f)=R(f).
Dans les exemples que nous construisons en V et VII, les familles que
nous choisirons vérifiecront G, =A et G est un G; dense de G,.
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14. CONTINUITE DE L’'ENSEMBLE J (f)

Sur I'espace X des ensembles fermés de S? on met la topologie de
Hausdorff. Cet espace est alors métrique compact et I'ensemble vide est
un point isolé.

ProrosiTioN. —  Soit feFr, (d>2) vérifiant J( H=R(S), alors
Papplication : LR

geFr,—» J(@@eX
est continue en f.

Démonstration. — Puisque Fr, est métrique et que X" est compact, il
suffit de démontrer que si ( f}),n €st une suite de Fr, qui tend vers f telle
que J(f;) converge vers Ke X, alors K=J(f).

Comme J(f)=R(f), par 9(b), on a KcR(f)=J(f).

Si K#J(f), dans 'ouvert J (f)— K, on peut trouver un point périodique
répulsif y de f (voir 1. 1(d)).

Pour i assez grand, il existe un point périodique répulsif y, de f;, et, si
i— 40, y;—>y. Or yeJ(f), donc yeK ce qui contredit
yeJ(f)-K 1

15. EXEMPLES

(1) Si J(f)=S?, la proposition 14 s’applique. .

(2) 1l existe un ensemble au plus dénombrable (3) D<T! tel que, si
aeT!—(Q/Z U D) et si f,(z)=e*"™(z+2%) n’est pas holomorphiquement
conjugué au voisinage de 0 a sa partie linéaire (par VIII. 13, il existe un
G; dense de ae T* vérifiant ces conditions) alors, on ait :

J(fI=RS).

Démonstration. — On remarque que si a=p/qe Q/Z, toute composante
connexe de S%—J( f,) est une composante prépériodique de Fatou associée
au point fixe elliptique 0. En effet, d’aprés I. 3, le bassin d’attraction de 0
contient I'unique point critique —1/2 et, de ce fait, son orbite par f, tend
vers zéro. Il n’y a pas d’autre point périodique elliptique y, méme non

(®) A. Douady et J. H. Hubbard ont montré en utilisant leur théorie des applications a
allure polynomiale qu'un polynéme de degré d>2 a au plus d—1 cycles périodiques de
multiplicateur de module <1 (voir [D}). Par conséquent D est vide.
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linéarisable, sinon la famille (g*),.n OU g est la détermination de f,”! au
voisinage de y telle que y soit un point périodique elliptique de g serait
normale donc linéarisable.

11 en résulte qu’il existe un ensemble au plus dénombrable D tel que si
aeT!—D alors fn’a pas de point périodique elliptique x, #0 de multiplica-
teur m(x,)eS*—{1}. En effet, si y,,#0 est un point périodique de f, de
période fixée q de multiplicateur m (y,,)# 1 alors, pour a voisin de a,, on
peut trouver un point périodique y, de f,, de période g, voisin de y,, et
I'application a — m(y,) est R-analytique au voisinage de ay. On conclut
facilement en utilisant le fait que si e Q/Z alors m (y, )¢ S* (et il n’est pas
difficile de voir que pour tout point périodique y,#0 de f,, on a m (y)#1).

Soit maintenant ae T' —(D U Q/Z) comme dans les hypothéses. Nous
allons utiliser la classification I. 3, ainsi que le résultat de Sullivan 1. 2.

Il n’existe pas de domaine singulier dans S2—J(f) car, d’autre part,
un polynéme ne laisse jamais invariant un vrai anneau, d’autre part, f,
n’a pas, par hypothése, de domaine singulier au voisinage de 0 et, puisque
a¢D, f, n’a pas d’autre point fixe elliptique.

Il ne peut exister de composante de Fatou périodique; en effet, O est
valeur d’adhérence de I'orbite par f, du point critique —1/2 (car dans le
cas contraire la famille ( f,”"),.n Serait normale sur un voisinage de 0 et f
serait linéarisable, ce qui est contraire & ’hypothése). Comme —1/2 est
I'unique point critique, il ne peut exister d’autres composantes de Fatou
(voir 1. 3(a)).

Par suite, d’aprés I.3et1.2, 0ona:

J(fo=R(fD

De plus, J(f,)#S?, puisque oo ¢J(f.).

(3) D’aprés le théoréme de Siegel, pour tout a,e CD (i.e. diophantien
et donc pour presque tout o), 'application a — J(f)) n’est pas continue
en a, (si ae Q/Z, 0eJ(f,) et si ayeCD, 0¢J(f,))-

(4) 11 serait trés intéressant de connaitre les points de continuité de
Papplication geFr,— J(g)eAN'. Cette application est semi-continue
inférieurement (%) (i. e. si ye J(f) et U est un voisinage de y alors :

{geFr,|J@@NU#P} est un voisinage de f).

() Ce résultat m'a été communiqué par Adrien Douady.
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Cela résulte facilement de la densité des points périodiques répulsifs
dans J(f) (voir 1.1(d)). Il n’est pas difficile de voir que I'ensemble des
points de continuité de I'application f — J(f) est un G; dense de Fr,,
puisque cette application est de 1™ classe de Baire (voir [CH], 7. 10).

Une réponse trés optimiste serait que les points de continuité de cette
application sont ceux donnés par la proposition 14. (Voir & ce propos la
question soulevée en VIII. 11 sur la stabilité des anncaux.)

Ainsi que le montre le travail de Mafié-Sad-Sullivan [M-S], les choses
sont encore plus compliquées si 'on considére des familles A — f, eFr,
C-analytiques, puisqu’en utilisant par exemple VIII. 10 et [M-S], on voit
qu’il existe des familles C-analytiques de fractions rationnelles de degré 3
ayant de fagon stable un anneau de nombre de rotation un nombre de
type constant fixé (i. e. pour un ouvert de parameétres).

16. Dans la suite tous les exemples de fractions rationnelles ayant une
orbite dense sur S? que nous construirons (en V et VII) seront de mesure
de Lebesgue nulle dans ’espace des paramétres que nous considérons (cela
provient du théoréme de Siegel I. 4 et du fait que les nombres de Liouville
sont de mesure de Lebesgue nulle). De plus les propriétés ergodiques (pour
la mesure de Lebesgue sur S? qui est quasi invariante) des exemples qui
seront construits me sont totalement inconnues.

Pour la construction d’exemples de fractions rationnelles, ergodique
pour la mesure de Lebesgue, et généralisant les fractions rationnelles a
points critiques prépériodiques, nous renvoyons le lecteur au travail de
Mary Rees [R].

III. Rappels sur les difféomorphismes du cercle
1. SireN U { o0, ®} on définit les groupes :
D" (TY)={ f=1d+oeDiff, (R) |pe C (T") },

ou C'(T?) est identifié aux fonctions R dans R de classe C’, Z-périodiques.
On utilise la notation C® pour R-analytique et Diff", (R) désigne le groupe
des difféomorphismes de classe C” de R, préservant I'orientation. On note
les translations par aeR : R, : x = x+a. Sur D°(T!), on met la topologie
uniforme. D°(T?) est alors un groupe topologique. Le groupe des difféo-
morphismes de classe C" de T! préservant lorientation s’identifie a
D" (T,)/C, ou C={R,|peZ} est le centre du groupe D' (T*). Le groupe
D (T?) est le groupe de revétement universel de D" (T*)/C (sur le groupe
D' (T?), on met la C'-topologie).
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2. SifeD°(T!), f=Id+o@ectsineN,ona f"=Id+Y ) @of"
On montre que, si n - + oo, (f*—Id)/n converge uniformément vers
un nombre p(f)eR. La fonction p(f) est appelée le nombre de rotation

[H], 1L

3. On a les propriétés suivantes ([H], II et ITI) :

(1) L’application p : D°(T*!) — R est continue.

(2 p(f+D)=p(N)+1

3 pR)=

@) p(f)=p(g~'fog) pour tout élément g de D°(T?).

p est donc invariant de conjugaison dans le groupe D°(T?).

(5) Si p(f)=a et neZ 'homéomorphisme f*> R_,, a un point fixe
sur R.

D’aprés la propriété 2, p définit par passage au quotient sur D°(T?')/C
un invariant de conjugaison & valeur dans T, que I'on appelle nombre de
rotation (et que ’on note encore p).

(6) Soit geD°(T?)/C les propriétés suivantes sont équivalentes :

~ p(®)eT'—(Q/Z);

— g n’admet pas de point périodique sur T*!.

En outre p(g)=p/gmod. 1, (p,q)=1, g=1, est équivalent a ce que g est
le plus petit entier O tel que g? ait un point fixe sur T* (cf. (5)).

(D Si aeT'—(Q/Z) et si p(R,°f)=p(f)=a, alors A=0, (voir
[H], III).

Remarque. — Si f=h~'oR,oh, acR, si g vérifie p(g)=a, alors par
conjugaison en utilisant (5), il en résulte que g > f ~! a un point fixe sur R,
ce qui implique dans ce cas particulier (7).

(8) Soit xeR—Q, si f=g7'°R,°g,=8;"°R,°8, avec geD°(T")
alors g, =R, ° g, avec A€ R (i. e. le centralisateur d’une translation irration-
nelle est une translation).

(9) Soit h un homéomorphisme de T! renversant I'orientation et f un
homéomorphisme préservant I'orientation, alors on a :

P(f)=—p(hofoh™?).
4. FERMES F, ETLAFONCTION A, e R—Q; reN U { o, 0}

Si aeR, soit I'’ensemble fermé :
Fi={geD (T")|p(g)=a}.
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3. (7) montre que, si acR—Q, en un certain sens F’ est de
codimension 1; on définit la fonction :

© A D(TH) - R,
ou A, (f) est 'unique nombre (unique par 3 (7)) tel que p (R, (o f)=0
On vérifie sans peine que feD°(T!) = A, (f)eR est continue (cf.
[H], IID).

r r r
S. FermEs Fi,, Fiy 0+, Flpjg- ET LES FONCTIONS Ay +

L'intérieur de F’, dans D°(T") est égale & Uy, ={feD"(T!)|f*-R,
s’annule en changeant de signe }.

La fronticére de Uy, =F {9+ U F{yq- (et pour tout r et p/q, U;,.#QS),
ou Fi,,.={geD"(T")|f*—R,>0 et annule en au moins un point } les
semi-stables en arricre et Fy,,,_ en remplagant >0 par <0 (les semi-stables
en avant); on a F{,,, N Fi,,-={geD"(T")|g*=R,}.

SifeF{,,+ctsiA>0, alors onap(R,°f)>p(f)

On définit les fonctions Agg 4, Myq- ainsi. Si feDO(T?), Mg+ (f)
(resp. Apyq- (f)) est P'unique nombre tel que R, ... (n°f€ FQ o+ (resp.
Ry,,-°f€ F3,,-), ¢t on montre que les fonctions A, . : D°(T') = R
sont continues (voir [H], III).

On montre [H], III que Pouvert U'=\J,,.a Uy, est, pour tout
reNU{o,®}, dense dans D"(T') pour la C'-topologie. Si r=1, U
contient 'ouvert C'-dense V'={feU"|les points périodiques de f sont
hyperboliques } et tout ge V” est structurellement stable.

6. Soit fe D°(T?), alors la fonction A — p (R, ° f )=k (1) eR vérifie :

(1) elle est continue;

(2) kA+1D)=k@)

(3) elle est monotone non décroissante;

(4) si ae R—Q, I’ensemble k! (a) est un point (cf. 3 (7));

(5) si p/geQ, I'ensemble k ~! (p/q) est un point <> f4=R,, (cf. 5).

De plus on montre que si f vérifie la propriété A, suivante : pour tout
plgeQ, f9+#R,; alors 'adhérence K de I'ensemble k! (R— Q) mod. 1 est
un ensemble de Cantor de T!. De plus k™! (@) N\ K mod. 1 est dense
dans K et si ek~ (Q) N K, alors R, o f est semi-stable (voir [H], III).

Ceci s’applique aux fractions rationnelles que nous considérons en IV. 5
(pour d’autres exemples, voir [H], III).

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUT DE FRANCE



112 M. R. HERMAN

7. RESULTATS SUR LA CONJUGAISON. Cas p(f)=p/q
On a la proposition trés simple [H], II suivante :

PROPOSITION. — Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
— feD’(T?) est C'-conjugué a la translation R,

— f'=R,

C’est un phénoméne rare (cf. 5).

8. Casp(f)=aecR-Q
On a le théoréme de Denjoy (voir [H], IV).

THEOREME. — Si fe D*(T?Y), p(f)=a, alors il existe he D°(T"). 10l que
f=hoR,oh™%.

Comme h est unique, si on impose que k(0) =0, sa classe de différentiabi-
lité est bien déterminée (cf. 3. 8). On montre [H], XII, que, si 0<a<1/2n
est fixé (et on pourrait aussi prendre les exemples de IV.S5), il existe un
G; densec T' —(Q/Z) tel que si p( fy)=a€G, ol f,(X)=x+asin(2x x)+bh,
alors I'homéomorphisme h du théoréme de Denjoy est singulicr:
Dh=0=D h~! presque-partout pour la mesure de Lebesgue.

9. On montre dans [H], IX, qu’il existe un ensemble de mesure de Haar
égala 1, AcT!'—(Q/2Z), tel que :

THEOREME. — Si feD®(T!) et si p(f)=a€A, alors f=h~'cRoh, ou
heD*(TY).

On montre que les nombres de type constant TC sont inclus dans A, et
tout nombre de A satisfait & une condition diophantienne.

Jean-Christophe Yoccoz a simplifié la démonstration du théoréme et
généralisé la classe des nombres pour lesquels le théoréme ci-dessus est
vrai (voir [Y,] et [Y,)).

Dans I’annexe, nous montrerons pour a€ TC, la version locale en classe
C® (théoréme de Arnold), ainsi que I’analyticité par rapport aux parameétres
(voir [A]). Ces résultats sont aussi valables pour les nombres satisfaisant a
une condition diophantienne, voire pour la méme classe de nombres pour
lesquels le théoréme de Siegel est connu.

10. Pour ae TC ou plus généralement si a€ 4, on considére la fonction
S = A, (f) définie en 4.

COROLLAIRE. — Soit se M — f,e D*(T') une famille R-analytique de
difféomorphismes R-analytiques, ou M est une variété de dimension finie,
R-analytique, alors se M — A (f)€R est une fonction R-analytique.

TOME 112 — 1984 — N° 1



EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 113

Ce corollaire résulte de 9 et de lanalyticité par rapport aux
paramétres [A). Si ae TC, en utilisant le théoréme énoncé en 9 nous donne-
rons en VIII. 9 une démonstration compléte.

IV. Fractions rationnelles laissant invariant S!
1. Une fraction rationnelle f de degré 1 laisse invariant S' si et seulement
si:

f(@)=e" lz_f avec aeT! et aeC-S.

On obtient toutes les fractions rationnelles laissant invariant S' en
multipliant un nombre fini de fractions rationnelles comme ci-dessus. (On
les obtient toutes en remarquant qu’en divisant une telle fraction ration-
nelle par un des exemples, on obtient une fraction rationnelle g, holomor-
phe sur un voisinage de D={zeC||z|<1} sans zéro sur D, il suit de la
formule de Jensen et du principe du maximum que g=AeS!?).

Soit H une représentation conforme de {z||z|<1} sur {z|Imz>0}.
Alors la fraction rationnelle préserve S! si et seulement si Ho fo H™!
préserve I'axe réel.

2. Les fractions rationnelles g laissant invariant S' qui sont de degré
topologique=1 sur S* sont de la forme :

forizi et z—a, z—a,,, 1-b,z 1-b,z

l1—a,z 1—d,.,z z—b,  z—b,

S=(al, .. .,a,,+l,bl, .. .,b.),

ou les |a;| <1, |b;|<1, aeT* et a,#b,

Le degré de fest p=2n+1.

On obtient un espace de dimension réelle 2p+1 dans I’espace de toutes
les fractions rationnelles de degré p, dont la dimension réelle est 2(2p+ 1).

3. Toute fraction rationnelle laissant invariant S' commute avec I'involu-
tion S : z — 1/z de conjugaison (et réciproquement).

4. Les fractions rationnelles de degré p qui laissent invariant au moins
un cercle métrique C (i.e. C=g(S') avec geSL (2, C)) s’obtiennent par
conjugaison de SL (2, C). La dimension réelle de cet espace est 2p+4 et
ona,sip=>32p+4<22p+1)—2 (et=si p=2). ’

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



114 M. R. HERMAN

5. Soit f comme en 2, alors fist est un difféeomorphisme si et sculement
si Df ne s’annulle pas sur S*. Cela est le cas si g; et b, sont assez petits :
si s - 0, alors f,, - (z = €™ z2) sur un voisinage de S! dans S? en
restant holomorphe sur ce voisinage. Il suit que, si les a; et b; sont
assez petits, (a, s) — f,, est une famille R-analytique de difféomorphismes
R-analytiques de S' s’étendant en des fonctions holomorphes sur un
voisinage de S* et ceci méme si a, — b, pour un k et un j.

6. Si fis1 est un difféomorphisme de S, alors il en est de méme de
™ f siae T

Il suit de III.6 que la fonction continue aeT! — p(e?*f)eT! est
continue, monotone non décroissante (et donc surjective). Par III. 6, si f
est de degré >2, alors pour tout p/qeQ, I, ={a|p(e*®* f)=p/q} est un
intervalle et K=T"'—~{J,, Int(I,,) est un ensemble de Cantor. De plus,
p~1(Q/Z) N K est un ensemble dénombrable dense dans K

7. Soit une fraction rationnelle f laissant invariant S! et de degré
topologique 1 sur S!. Si c est un point critique, alors il en est de méme,
en utilisant 3, de 1/c. (Attention, si ce S?, ¢ n’est pas nécessairement une
racine double).

La frontiére, parmi les fractions rationnelles comme ci-dessus, de celles
qui sont des difféomorphismes sur S! est contenue dans I'ensemble des
fractions rationnelles qui ont un point critique double sur S*.

Exemples de bifurcation. — Soit a>0, aeR et f,(x)=x+(a/(x*+1)). f,
est une fraction rationnelle de C | { oo } laissant invariant R U { o0 } =C. Si
a>0 est petit f,,c est un difféomorphisme R-analytique. Si a croit, soit a,
la plus petite valeur telle que D f,o s’annule en un point. Alors
f,o : C = C est un homéomorphisme et c’est une application R-analytique
(mais non un difféomorphisme). Le point co est fixe par f,, mais si
0<a<a,, on peut obtenir tous les nombres de rotation sur C en composant
J. par des homographies réelles.

On peut aussi utiliser le résultat de Helson et Sarason ([H,], Lemma,
P- 9) qui montre que I'ensemble des fractions rationnelles qui laissent
invariant S! (on ne fixe pas le degré) est dense dans C*(S*, S') pour la
C*-topologie et cet ensemble est localement connexe par arcs.

(On peut montrer ce résultat de la fagon suivante : puisque c=(s', sY)
est, avec la C™-topologie, un groupe topologique pour la multiplication
des fonctions, et, puisque on peut réaliser chaque degré neZ par z — 2",
on est ramené 3 montrer qu'on peut approcher dans la C®-topologie
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chaquege { @ € C* (S, S*) | || ¢—1]|co< 1} par une suite (g,) de fractions
rationnelles laissant invariant S'. On considére la représentation conforme
de {|z|]<1} sur {Imz>0}, H(z2)=i(1—z)/(1+z). Alors H>g est une
fonction de S! a valeur réelle de classe C*. On peut donc approcher dans
la C*-topologie, H o g par une suite (p;) de polynomes trigonomeétriques a.
valeurs réelles et il suffit de considérer la suite g;=H ! o p,, Ceci montre
que les fractions rationnelles laissant invariant S' sont denses dans
C*(S', S?!) pour la C*-topologie et on voit méme pour la C*-topologie.)

V. Exemples de fractions rationnelles ayant une orbite dense dans S

1. UNE FAMILLE

Pour re[—¢, €], £>0 petit, et yeS?, on pose b=(r, y). On suppose que
A€S!. Soit la famille :

z—r 1-¥% ri

(A b) = fir=Az
l—rz z—yr

Pour £>0 assez petit, f, , induit une famille R-analytique de difféomor-
phismes de S! (R-analytiques) (voir IV . 5).

Sir=00uy=1, f, ,(2)=Az.

La fraction rationnelle f commute avec l'involution S : z — 1/z. Si €>0
est assez petit, et si r#0, y#1, f, , a pour points critiques c,, 1/c,, c,, 1/c,
avec |¢;|#1, sij=1,2.

Si r#0, v#0, les points 0 et oo sont fixes et leurs multiplicateurs sont
égaux a Df, ,(0)=mq (A, b)=A/y, m (A, b)=XL/y. Ils sont donc des nom-
bres complexes conjugués de module 1. On écrit aussi m, (A, b)=m, (1, ,)-

La fonction (A, b) — A/y est continue (et définie et continue, méme si
r=0ouy=1).

Si (A, b)eS* x[—&,€)x S*, on pose p(A, b)=p(f; 5s)-

2. Si aeT!, on définit les ensembles :

Fa={ ()"’ b) | PO\-, b)=a}’ F(,/q)+={ (A" b) lfl..hlsi EF(.p/q)-O- }’

Comme I'espace [—¢, €] x S! est connexe par arcs, compact, il en est de
méme des ensembles F,, F,,+ (¢f_III, II1. 4 et I11. 5).
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Soit F; I'adhérence de U, eq Fpq+- Par III.6, F, est sans point
intérieur dans S* x[—g,€] xS, et U, (Fypq+ U Fpe-) est un F, dense
de F,.

Pour y#1 fixé, on représente schématiquement sur la figure suivante
F,:

’///" //‘

Int Fp/q [ CFI

S'x iy}

£ F.cF, siakQ/Z

inclus dans Fp,q -

Figure pour v fixé %1, dans le plan {1\, (r, ) |A€S", —e<r<e} des ensembles p=Cte.

3. Soit U=V N F; un ouvert non vide de F; avec V connexe. On a
p(U)=p(V), qui est un ensemble connexe de T' non réduit 4 un point
(cf. 111. 5).

PROPOSITION. — Pour tout ouvert comme ci-dessus, il existe
plgeInt(p(U)) tel que la fonction m, Fipiq)+ nU SOit non constante.

Démonstration. — Supposons par I'absurde que pour tout p/qeInt p(U)
la fonction mgf,,,, , ~u SOit constante=c,,. Soit (p;/q;);en une suite tendant
vers aeT! un nombre de type constant, aclnt p(U); et telle que

,J,u—vles sij - +o0.

I1 suit, que pour b=(r, ) appa.rtenant 4 un ouvert non vide de
[-&€]xStona:

(%) A IU1P =] .

Comme la fonction b — A,(f;,) est R-analytique (voir III. 10) on a,
pour tout be[—¢, €] x S!, Iégalité (*).

Siy=1, on a e =],

Si r=0, on a e*** =]y, pour tout yeS!, et donc I=constante est
absurde. W
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Remarque. — On peut remplacer Q/Z par n’importe quel ensemble dense
dans T! et par exemple les nombres de type constant.

4. Si f, , vérifie p(A, b)e Q/Z et m, (A, b) est une racine de I'unité, alors
f.» est appelée birationnelle. (Comme m,, (A, b)=m, (A, b), m_ (A, b) est
aussi une racine de I'unité).

CoOROLLAIRE 1. — Les fractions rationnelles f, , qui sont biractionnelles
sont denses dans F,. y —
Démonstration. — Soit U# & un ouvert comme ci-dessus. Quitte a

diminuer U, on peut supposer que (r, 1)¢ U, (0, Y)¢ U et que pour tout
plaeQ, F,,. NU est connexe (a condition que UN{b|r=0}=0F et
UN{b|y=1}=¢). 1l suit de la proposition que mq (F, . N U) est un
ensemble connexe de S!, non réduit & un point. W

CoROLLAIRE 2. — Il existe un ensemble dense T F; tel que si (A, b)e T,
alors p (A, b) est un nombre de type constant ainsi que B ou my (A, b)=e**P.

5. PROPOSITION. — On suppose que b+ (0, v) ou (r, 1). Soit f, , biration-
nelle, alors pour tout ouvert non vide UcS?, la fermeture de U, f* (U)
contient soit 0, soit oo, soit un point de S*.

Démonstration. — Puisque p( f, ;) =p/qeQ/Z, il existe un point périodi-
que x€'S! de multiplicateur dans I'intervalle 10, 1] (et de multiplicateur =1,
si f, p€F). Par 1.3(a), il existe un point critique de f, ,, disons c, tel que
lim,, , o d (fi" (c;), S')=0 ou d désigne une métrique de S? définissant -
la topologie de S? et d(z, S!)=Min, g1 d(z, x) Puisque f, , commute avec
I'involution S, on a aussi :

lim, . . o, d (£ (1/cy), $*)=0.

Il existe aussi un point critique ¢, de f,, (#c, ou 1/c,) tel que
limn-o+a) d (.f;:b (cl): 0)=0’ limn-°+q> d (.ﬁ:b (I/Ez)a w)=0 (Punsque si j;-.b
est birationnelle les points fixes 0 et co de f, , ont pour multiplicateurs des
racines de I'unité. Puisque E; est fini, f, , n’a ni domaine singulier ni
domaine errant (cf. I.2 et 1. 3).

Soit U un ouvert non vide, comme J(f, ,)#S? et donc sans point
intérieur dans S? quitte a diminuer U, on peut supposer que U est contenu
dans la composante connexe de S*—J(f; ,), C. Comme C est prépériodi-
que et que nécessairement C tombe sur une composante de Fatou, il existe
donc xeC tel que x soit prépériodique, un ouvert Vc U, k et geN tels
que fM**(V) tendent vers fi*,(x), si n - +00. On a nécessairement

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



118 M. R. HERMAN

fhh(x)eS' U{x, 0}. Si ce n'était pas le cas, il existerait un point
critique ¢ de f,, tel que lim, ., d(f%** (), £} (x)=0 or
E.=S' U {0, o }. La proposition est donc démontrée. B

Remarques. — La démonstration ci-dessus montre que si (A, b)e F, r#0
et y#1 et p(A, b)=p/qeQ/Z, alors f, , posséde un unique cycle périodique
d’ordre gq.

Si (A, b)¢ F,, mais vérifie les conditions ci-dessus (avec be[—¢, &} x S?)
alors f, , posséde exactement deux cycles périodiques d’ordre g dont I'un
est répulsif et 'autre est, en utilisant la description faite en I.3(a) des
orbites des points critiques et le fait que f, , commute avec I'involution S,
attractif. C’est la raison pour laquelle, dans le théoréme suivant, pour
trouver des f, , ayant une orbite dense sur S2, nous allons demander que
(A, b)eF,.

6. THEOREME. — Il existe un G; dense G F tel que si (A, b)eG, alors
on ait :
@ p(A b)¢Q/Z;
(ii) mgy (A, b) n’est pas racine de Tunité;
(iii) £, , a une orbite dense dans S>.
Démonstration. — (i) est vraie sur un G; dense G, (cf. 2). Pour voir que

(i) est vraie sur un G; dense G,, on remarque que si p/geQ, alors
L,,=mg"' (¢*™P) est un fermé, sans point intérieur dans F, par 3, et
donc U,eq Ly €st un F, maigre dans F,.

Nous allons maintenant démontrer (iii).

On pose, si z€S?, h(z)=d(z, S').d(z,0).d(z, ©)eR,, oud est une
métrique définissant la topologie de S et (U)),.n désigne une base (dénom-
brable) d’ouverts non vides de S2. On pose :

(A, b)e F; — g; (A, b)=Inf,;, Infuu, h (£% (@)

La fonction (A, b)e F; — g;(A, b) est semi-continue supérieurement et
donc g; ! (0) est un G;, dense par 5. Il en résulte que Gy=.n &; * (0)
est un G; dense de F,.

(%) ( Si (A, b)€G,, alors pour tout ouvert U, la fermeture de I'ensemble
Unen i (U)) contient un point de $* U {0, 0 }.

Soit G=Gl nG; ncs-
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Affirmation. — Si (A, b)€G, alors J(f, ,)=S3.

Démonstration. — Supposons que J (£, ,)#S? et soit C#( une compo-
sante de S*—J (£, ,) périodique par f, , (cf. I.2).

Si C était un domaine singulier, il existerait un ouvert U, tel que (%)
ne soit pas vérifiée.

Si C était une composante de Fatou, il existerait un point périodique
xe€C et un ouvert U,cC, tel que, sin = + 0, i (U) = Upen f? (x) et
le multiplicateur de x est ou de module <1 ou égal a 1 (¢f. I.3(a)).

Par (%), xe S U {0, oo }. Par (i), x¢S?, par (ii) x¢{0, oo }. On arrive
donc & une absurdité et I'affirmation en résulte. W

Le théoréme résulte de I'affirmation et de I1.4. H

7. Remarque. — Par le corollaire 2, le théoréme de Siegel et la proposi-
tion de 1.5, tout f, , avec (A, b)€ G peut étre approché par f, , ayant trois
domaines singuliers; un anneau autour de S' et deux disques aux voisina-
ges de O et co.

V1. Existence d’une infinité de fractions rationnelles de degré 3 ayant une
orbite dense et non topologiquement conjuguées deux a deux

1. On se donne une fraction rationnelle f: S? — S2 de degré d>2.

ProposITION. — Il existe un entier n(d)> 0 tel que s’il existe un ensemble
(C)i <i<,p de cercles topologiques plongés vérifiant :

- CGNC;=, sii#j;

— f(C)=C,, pour 1<i<p;

— chaque composante connexe B, de S*—\U, <<, C; contient un point
de J(f), alors p<n(d).

2. LemME. — Pour chaque j, f(B;) contient au moins une composante
connexe de S*— B,

Démonstration. — Comme f(0B;))<0B,,

(S*-B)NSf(B)=f(B)N(S*—B),

il en résulte que I'ensemble f(B) N (S?>—B) est fermé, il est ouvert
puisque f est ouverte. De plus, f(B)<B, n’est pas possible puisque
J(f)N B;# , car sinon on contredirait le fait que f,;,: J(f) = J(f)
a un G, dense, d’orbites denses. W

Remarque. — Par la méme démonstration, on a : si D, et D, sont les
composantes connexes de §*—C,, alors f(D,)=D, ou §2.
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3. DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION

Nous allons, si p>n(d), contredire le fait que card(f ~!(z))<d (card
voulant dire cardinal de I'’ensemble considéré).

(1) 1l existe au plus un nombre égal & d d’ensembles B; qui sont des
disques (i. e. difféomorphes & {z||z|<1}). En effet, si By, . . ., B,,, sont
des disques, par le lemme, si y € S — U, <;<a+1 By alors £ ~1(p) intersecte
chacun des B,, 1<i<d+ 1. Par I'absurde, I’affirmation en résulte.

(2) Chacun des B; a une connectivité <d (on appelle connectivité de B, le
nombre de composantes connexes de S2 — B;, chacune étant difféomorphe a
un disque). Ceci résulte de la remarque de 2.

(3) 11 n’est pas difficile de voir qu’il existe au plus d des B; qui ont une
connectivité >3, car sinon on obtiendrait un nombre de disques >d+1,

ce qui contredirait (1).
2
B,

(4) Si p est assez grand, on obtient 2d+ 1 des composantes B; qui sont
difféomorphes a {z, R<|z|<1}, R>0, et sont emboitées comme dans la
figure. ‘

Par le lemme, f(B;) contient soit le point —, soit le point +. Il en résulte
que, ou bien Card(f ~!(—))=d+1, ou bien Card(f ' (+))=d+1.

Ceci démontre par I'absurde qu’il existe un entier n(d) tel que
p<n(d). B
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4. REMARQUE

Par une démonstration analogue, il existe n, (d)>0 telle que f laisse
invariant au plus n, (d) domaines singuliers qui sont des anneaux.

5. Nous considérons les exemples que nous avons construits en V.6,
fiw (A b)EG, et donc vérifiant V.6, (i), (ii) et (iii). Remarquons que
Pensemble {p(A, b)| (A, b)e G} = T* —(Q/Z) est non dénombrable (car s'il
¢€tait dénombrable G serait contenu dans un F, de F; sans point intérieur
dans F,, ce qui serait contraire 4 V. 6).

Si (A, b)€G, par le théoréme de Denjoy, f, , s est un difféomorphisme
minimal de S! (i. . toute orbite de f, ;1 est dense dans S*).

Nous voulons caractériser le cercle S ainsi :

6. PROPOSITION. — Soit h une involution topologique de S* renversant
Porientation telle que Tensemble des points fixes de h soit un cercle
topologique C. On suppose que h commute avec f, ,. Alors C=S"="Tensem-
ble des points fixes de Pinvolution S : z — 1/z.

Démonstration. — On a f, ,(C)=C, etsi CNS*'#F, C=S".

La suite d’involutions S, hSh, ShShS, hShShSh, ... commute avec
fi.p €t leurs points fixes sont des cercles topologiques deux a deux disjoints,
sous-invariants par f,, Ceci contredit 1 (qui s’applique puisque
J(fp)=S?. B

Sh(SY points fixes de ShShS

7. CorOLLAIRE. — Il existe un ensemble non dénombrable de
S (A, b)EG, et deux d deux non topologiquement conjugués.

points fixes de hSh

Démonstration. — Par la proposition ci-dessus, et le fait que + le
nombre de rotation est un invariant de conjugaison topologique (on met
le signe — pour permettre les homéomorphismes de S qui renversent
Porientation), le corollaire suit des remarques faitesen 5. W
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8. REMARQUE

Si (A, b)€G, f, , n’est pas topologiquement conjugué & un des exemples
de Lattés ou a une fraction rationnelle a points critiques prépériodiques.
En effet, une fraction rationnelle & points critiques prépériodiques a tous
ses points périodiques répulsifs et c’est une propriété invariante par conju-
gaison topologique (puisque, si un germe en 0 de fonction holomorphe g
posséde en 0 un point fixe topologiquement attractif, alors, puisque la
suite (g"),»o est normale sur un voisinage de 0, il suit que | Dg(0)|<1).

9. REMARQUE

Les exemples de Lattés A:z — nz, neZ, |n|>2, commutent avec
une infinité d’involutions de S? qui renversent 'orientation | i. e. par
exemple B= ( (l) _01) ainsi que tous ses conjugués par

GL(2, T)/{1d, —-1d}, cf. II.6>.

VIL. Méthodes de construction de fractions rationnelles ayant une orbite
dense sur S

1. Nous nous proposons dans ce paragraphe de dégager une méthode
générale pour construire des fractions rationnelles ayant, sur S2, une orbite
dense. La méthode sous-jacente est celle utilisée dans V, que nous allons
illustrer ici par la disparition des domaines singuliers qui sont des disques
(i.e. le théoréme de Siegel). La méthode part de II. 13, remarques (1)
et (2).

Nous allons d’abord illustrer la méthode sur des exemples particuliers.

2. On se donne un entier d>2 et on considére la famille :
A=A, X)) eS xS - S =h (e | A, [=| A, |),

Ay z+A, 2

j;.l,).z (Z)= l+z‘-l
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La famille des fractions rationnelles f, a les propriétés suivantes :

(a) f; est de degré d <> A; #A,.

(b) f, commute avec "homothétie h : z - ™= 1)z,

(c) SiA;#M,, f, a 2d—2 points critiques.

(d) Si Ay #A,, 0 et oo sont des points fixes elliptiques de f, de multiplica-
teurs valant respectivement A, et X,.

(e) Par le théoréme de Siegel pour presque tout A=(A,,A,)eS! xS, f;
laisse invariant 2 domaines singuliers (qui sont des disques) aux voisinages
de 0 et 0.

3. THEOREME. — Il existe un G; dense G<S'xS' tel que, si
A=(A;, M) €G, alors, on ait :

(i) A, et A, ne sont pas des racines de Tunité;

(i) f, a une orbite dense sur S2.

Démonstration. — Elle est presque identique a celle du théoréme de V.

On note par (U,),.n une base dénombrable d’ouverts de S? vérifiant
pour tout i, U;# et par d(., .) une métrique définissant la topologie de
sz :

(@) Soit Pensemble F={ f, ., | A #A, et A, et L, sont des racines de
'unité }. L’ensemble F est un F, sans point intérieur dans (S')2. De plus F
est dense dans (S!)2.

(b) LeMME. — Si A=(\A,, A,) € F pour tout ouvert U# S de S on a :
Unso /T N {0, 0 }#2.

Démonstration. — Elle est presque la méme que celle de V.5. On
remarque si A=(A,, A,) € F, alors I'ensemble J( f,) est sans point intérieur
puisque les points fixes elliptiques 0 et co ont pour multiplicateurs respecti-
vement A, et X, qui sont des racines de I'unité. De plus, toute composante
de S2—-J(f,) est prépériodique et tombe sur une des composantes de
Fatou associée a un des points fixes 0 ou co. (En effet, par I.3, il existe
des points critiques c, et ¢, appartenant respectivement aux domaines de
Fatou de O et oo tels que, si n = + o0, f;"(c,) = O et f;" (c;) — co. Puis-
que fioch=hof, (cf. 2(b)) les points critiques hi(c,) (resp. h'(c,)),
0<i<d-2, vérifient, sin - + o0,

S (c)) >0 (resp. £ (k' (cy)) = o).
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Or f, a seulement 2d—2 points critiques, et donc en utilisant la description
des orbites des points critiques faite en I.3 il ne peut exister d’autres
composantes périodiques de S —J(f,).)

Finalement on obtient que pour tout ouvert UcS?, U#, il existe
U, cU, U, est un ouvert non vide, tel que, si n = + oo, alors f*(U,) = 0
ou f*(U;) » o (cf1.3). N

(c) On définit, si A;#A,, et ieN la fonction semi-continue
supérieurement :

g: A=(A,A;)eS!'xS'—A - R,,
ou
A={(x,y)e (8" x=y}
et

8i (Xl’ A'2)=Infu¢|\l Inf:cUg d (.ﬁ.' (Z), { 07 © })‘

L’ensemble g; ! (0) est un G, de (S')%. Par (b), pour tout i, 'ensemble
g ! (0) est dense dans S! x S!. Soit G3=;n & (0) qui est un G; dense
de S' xS
On a:
(*) j si A=(A;, A;) € Gj, alors pour tout ouvert U; la fermeture de
| ensemble U,en f” (U)) contient un point de I'ensemble {0, o0 }.

On pose G,=(S')?—(FUA) et si (A,A?)€eG, la conclusion (i) est
vérifiée.

On définit G=G, N G,.

(d) Pour finir la démonstration, on montre la méme affirmation que

celle de V.6 par une démonstration identique et on conclut de la méme
fagcon que nous ’avons faiten V.6. H

4. REMARQUES

(1) On peut approcher chaque Ae G par une suite (1)), telle que, pour
chaque i, f, ait deux disques singuliers au voisinage de 0 et oo (cf. 2(e)).

(2) Je ne sais pas montrer qu’il existe un ensemble non dénombrable
HcG tel que, si l; et l,eH et si |, #1,, f;, ne soit pas topologiquement
conjugué 4 f;, : bien que cela soit trés probablement le cas.
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5. GENERALISATION

On reprend les notations de II. 12.

On suppose que AeA — f,eFr, est une famille continue de fraction
rationnelle de degré d>2 ou A est un espace métrique complet (et donc
un espace topologique de Baire).

On suppose qu’il existe 2d—d fonctions continues AeA — p;(A),
i=1,2,...,2d-2 telles que : :

(a) Chaque p;(A) est un point périodique elliptique de f, de multiplica-
teurs m;(\)e S et de période q,>1 fixée.

(b) Tous les cycles périodiques associés a chaque p;(A), i=1,...,2d-2,
sont distincts.

(c) On suppose que I'ensemble :

F={\eA|pour tout i, m,(A) est une racine de I'unité }

est un F, sans point intérieur de A, dense dans A.
(d) De plus on fait ’hypothése que ’ensemble :

I={AeA|pour tout i, m;(A) n’est pas une racine de I'unité }

est un Gz dense de A.

Toutes ces conditions sont satisfaites, si d=2, par la famille définie en 2,
£, avec A=(Ay, Ay), | Ay |=|Az|=1 et A, #A,. On a le théoréme suivant :

THEOREME. — Il existe un G, dense G de A tel que, si LeG, f, ait une
orbite dense sur S2.

Comme la démonstration est presque identique a celle de V.6 et de 3,
nous la laissons au lecteur en indiquant seulement les points essentiels :

La fraction rationnelle f, a au plus 2d—2 points critiques (distincts).
Si AeF, chaque composante connexe périodique de S%—J(f;) est une
composante de Fatou associée a un des points périodiques elliptiques p; (1),
1<i<2d-2, de multiplicateur m;(A) (une racine de I'unité).

6. REMARQUES

(1) Le point important en 5, 3 et V.6 est de contrdler tous les points
critiques et de s’assurer qu’ils appartiennent, pour un F, dense et sans point
intérieur de paramétre, aux bassins d’attraction des points périodiques
elliptiques ayant pour multiplicateurs des racines de I'unité.
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(2) La différence entre 5 et 3 est que dans 5, si d>3, la condition 5(b)
n’est pas vérifiée, mais on contrdle tous les points critiques (i.e. voir la
remarque 1 ci-dessus) grace a la symétrie 2(b).

(3) On peut facilement imaginer des propositions intermédiaires entre
3 et 5 (par exemple en imposant que certains des points critiques soient
multiples) et méme des propositions qui sont intermédiaires entre Set V.5
(i. e. en ajoutant des anneaux périodiques). La principale difficulté est, me
semble-t-il, de montrer qu’il existe des familles vérifiant les hypothéses
(voir 7). R

(4) Dans les exemples V.6, 3 et 5, les familles Ae A — f vérifient que
pour tout A, f, est récurrent par chaine (cf. II. 13, remarque (1)). Ensuite
le point important est II. 13, remarque (2).

7. QUESTIONS

(1) Montrer que, si d>3, on peut construire des familles vérifiant les
hypothéses de 5. De plus, il serait intéressant de connaitre les périodes g;
que ’on peut obtenir (si f est une fraction rationnelle de degré d, alors fa
d+ 1 points fixes et, si d>4, on a, d+1<2d-2).

(2) 1l serait aussi intéressant de construire des fractions rationnelles de
degré d ayant k, anneaux périodiques et k, points périodiques elliptiques
avec 2k, +k,=2d—2 et de voir quelles périodes on peut obtenir ainsi
que quels entiers k, et k, sont possibles. (Toutes les possibilités ne peuvent
pas se réaliser puisque, en utilisant VI. 1, il n’est pas difficile de voir
qu’une fraction rationnelle de degré 2 ne laisse pas d’anneau invariant. En
contrepartie, il n’est pas clair qu’une fraction rationnelle de degré 2 ne
puisse pas laisser invariant un anneau périodique de grande période.)

A ce propos le lecteur peut consulter I'article de Sullivan [S,].

(3) 1l serait utile, me semble-t-il, de comprendre dans I'optique de la
question (1) les bifurcations au voisinage d’une fraction rationnelle a points
critiques prépériodiques II. 8 (voir a ce propos [R]).

VIII. Appendice : les anneaux de nombre de rotation de type constant

0. INTRODUCTION

Pour la commodité du lecteur, nous donnons dans cet appendice une
démonstration, qui nous semble particuliérement simple, du théoréme local
de conjugaison de Arnold ainsi que I'analyticité locale par rapport aux
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paramétres R-analytiques (résultat aussi dii 8 Arnold) dans le cas particu-
lier ou le nombre de rotation est un nombre de type constant.

Ces résultats locaux restent valables pour les nombres satisfaisant & une
condition diophantienne (voir [A]) et méme pour une classe de nombres
contenant des nombres de Liouville, i. e. les mémes nombres pour lesquels
I'on sache démontrer le théoréme de Siegel, [R], [Si].

Pour voir ceci, le lecteur peut aussi adapter la démonstration de [H],
annexe pour démontrer le théoréme du paragraphe 6 pour les nombres
satisfaisant a une condition diophantienne (de petites modifications sont
nécessaires puisque [H], A.3.8.2 n’est pas vrai, car g ne préserve plus
I'axe réel, il faut donc le remplacer par |Im g|,<(1/2)v, dans [H], A.5.1)
il faut remplacer Vi, W, par P), W, en ajoutant les conditions
|g—1d|,<(1/2)v, |@|,<1/8 et dans 5.2, il faut remplacer | f—f, |, =€ h*°
par | f—fo|,=¢€ h*, ol a est plus grand que 26).

Le théoréme du paragraphe 6, 4 ma connaissance, n’a jamais été énonce,
bien qu’il soit implicitement inclus dans la dépendance C* de paramétres
C* dans le théoréme local de Arnold.

Le théoréme du paragraphe 6 a de trés nombreux corollaires. Dans les
paragraphes 9 et 11, nous avons utilisé le résultat global de [H], IX (ce
qui est absolument indispensable) et les autres corollaires n’utilisent que
le théoréme du paragraphe 6. Tous les corollaires restent valables pour les
nombres satisfaisant a une condition A.

En 12, nous déduisons le théoréme de Siegel de 6. Pour les nombres de
type constant, le lecteur peut aussi donner la méme démonstration que
celle de 6 en utilisant les espaces de Hardy-Sobolev, et la méme observation
qu'en 5 noter que l'inverse de I’équation linéarisée de conjugaison a
z — e2™*z en lidentité, pour & un nombre de type constant, ne perd
qu’une unité sur les espaces de Hardy-Sobolev ad hoc.

Le paragraphe 14 montre I’existence d’anneaux périodiques pour les
fractions rationnelles.

Le paragraphe 15 montre qu’il existe un G; dense de nombres irration-
nels, baptisé nombres trés Liouville, tel que toute fraction rationnelle de
degré >2 ne laisse pas invariant de domaine singulier de nombre de
rotation trés Liouville (ni de nombre de rotation rationnel).

On peut généraliser le théoréme du paragraphe 6 au cas de n-variables
complexes ainsi : soient C"=R"®i R",

Ba={Z=(xj+i)'1)jlsupnq‘.|y1|<5}. >0,
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et R,:z+—z+a, aeR", ou a satisfait & une condition diophantienne.
Pour 8>0 et a fixé, il existe £(3, o) >0 tel que si f: B; — C* est continue
sur B; et holomorphe sur I'intérieur de B; et vérific fo R,=R, ° f, si pe Z°,
ainsi que :

" J-R, "C"(D;)<8 @®, a),

alors il existe A €C" et un plongement g, : B, — C", ou g, est continue
sur By, et holomorphe a I'intérieur de B, et tels que I'on ait :

Ar+fog,(2)=g,°R,(2), z € By,.

Si f est R-analytique, i.e. f(R"x {0})=R®", cest précisément I'objet de
[H], annexe, si f ne préserve pas nécessairement R" x { 0} il faut apporter
les modifications que nous avons indiquées ci-dessus a la démonstration
de [H], annexe.

1. On pose, si 5>0,

By={zeC||Imz|<38}.

2. Espaces O}, keN

On note par O% I'espace de Banach sur C des fonctions @ : B; — C de
classe C*, Z-périodique (i.e. ¢(z+1)=(2)) et holomorphe sur I'intérieur
de B;. -

Si @ € 02, on peut écrire de fagon unique :

(=Y., ¢ (k) e

1

ou ¢ (k)= J. P(t)e "4t te[0,1], et la série converge uniformément
o

sur B;. pour &' <3d.

On pose :

" @ "CQE” P "c°(n,)=s“Pun, | ?(2) I,

et si ¢ € 0%

e lla=llolloz=Sup (| @ llcg, | D*@ [[cp)-
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La dérivée de @ sur B; est notée Dp eton a :
Do(@)=2miY, o n o (n) e
Si @ € 00 et & <3, on a l'inégalité de Cauchy :

o llco

56—

| Do flcg <

(Pour voir ceci, il suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy en tout point
de B;.)

3. Espaces 0%2, keN

Soit :

ot ={o¢=Y, 0,6 |a,eCsineZ || D*o|op2<+x},

ou

I D*e g2 =@m™ X, (|n|*|a,| &™)

Pour la norme :

@ lloy2=( a0 |*+|| D*@ [|5g-)""%,

0%2 est un espace de Hilbert.

Il est élémentaire de voir que I'on a (cf. la théorie des espaces de
Hardy) :

0¥2=0F={0|peOt®Vd<d
et supy,<s || D*@ | T x{r} || 2t xpp< +0 }.
Faits

(a) 11 existe une constante C, >0, indépendante de >0, telle que I'on
ait :

lellce<Cill @ llo2

(11 suffit d’appliquer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.)
(b) Si k=1, O3 est une algébre de Banach.
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(c) Si k=1, ge O%? et @ est une application holomorphe sur un voisi-
nage de g(B;), alors pogeO¥2etona:

| D* @ °8) llog-2<C (|l & |x2+ | & |22 || ® || A g
ou C est une constante.
(11 suffit d’utiliser la caractérisation de O%2 par 0}%2.)
De plus sur un voisinage V de g e 0% :
vev 3 goyeos?
est une application holomorphe dont la dérivée vaut :
AV € 052 — Do oy AV,
4, Espaces D¥? et K}'2 '
Sik>1, on pose Dy?={Id+¢|peO0%?} et
,¢.2={ h=ld+o|0 €03, 0 @=0, [olg <15 }
SiheK:? ona:
h (Bg) =B 3/3)s<Int By,

Faits

Sik=>1, pe 0% et he K2, alors, on a, @ © he 02 (il suffit dutiliser
la caractérisation de O%2 par J%2). Par les inégalités de Cauchy, comme @
est holomorphe sur un voisinage de h(B;) I'application :

¥: (¢, h)e0%x K2 @oheOF?
est continue, holomorphe, et sa dérivée vaut :

DY (9, h) (Ap, Ah)=A@ o h+D@ o h Ah.

On a aussi :
| 0 hllog2<C (| Dk [54-12+ | Dk log-22) [ @ e

C étant une constante dépendant de 8.
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5. Soient les translations de C, R (z2)=z+c.

SiceR, on a R, (By)=B;.

Un nombre a est dit de type constant : si a€R et s’il existe y>0 tel que
pour tout p/qe Q, on ait |a—(p/q)|>v/q>.

On a la proposition immeédiate suivante :

PROPOSITION. — Soient o un nombre de type constant et k=1, alors,
pour tout M| € 0%2 vérifiant 1 (0)=0, il existe un unique V € 0%~ vérifiant,

V(0)=0,
L,(W)=¥—V¥°R,=n

et de plus on a
C
| ¥ [lot-22< . Inlloy>

ou C est une constante indépendante de & et v.

Remarque. — —L, est «lapplication tangente» en h=Id, &
« P'application » he D2 — ho R o h™.
Nous allons maintenant démontrer le théoréme suivant :

6. THEOREME. — Soient >0 et ae R un nombre de type constant, alors
il existe €e=€(5,0)>0 dépendant de 8>0 et a et une application
holomorphe :

F: feV., - (A heCxKyj,
ou on a posé

V.s={g=ld+0 |00}, | o—a|co<e},

telle que :
(*) (+f)oh=heR, F(R)=(0, Id).

De plus, on a Tunicité locale suivante : il existe 1 (8, a)>0 tel que si
feV. s et (A h) e Cx Ky vérifie (x) et || h—1d || o2.2< 7 (5, @), alors :

F(f)=( h).

Démonstration. — Si €> 0 est assez petit, on a, en utilisant I'inégalité de
Cauchy, || D f—1||c3,s<1/4 et || Log D f||c2,,<Cte &.
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Si ||[Dh—1||cg,<1/4, alors on peut prendre les log de
DfohDh=Dh - R, et on a nécessairement :

Log Dfo h=Log Dh° R,—Log Dh.

Si || f—R, [|og <&, avec >0, et >0 assez petits, nous allons construire
une application holomorphe de W, ;,={Id+oeKk%?|| ¢ "02,',’ <n}
dans lui-méme.

Pour cela, si hy e W, ;/,, on pose :
1

n(f, h,)=—f Log Df o h, (t) dt, teR.

o

L’application ( f; h;) = p(f; h,) est holomorphe ainsi que I'application
(f, hy) = Log Df o h, € 0%? (voir 3 et 4).

Soit ¥ € 037 telle que I'on ait :

Ve R,—V=Log Dfehy+p (f hy)

et (0) =0 (voir 5).

On pose, si £>0 est assez petit, Dh,=e¥**, ou

1 -1
e‘=(J. e*"’dt) ec
)

(si €>0 est assez petit, on peut supposer que ||e¥—1[|co, <1/4), et si
u€ B;;;, on définit :

h, (u)= J Dh, (z) dz.
o
On a h,e Dy et || h,—1d,), | 032<C, & o C; est une constante
dépendant de 3 et de a.

Pour n>0 donné, il existe g,>0, tel que, si e<g, alors, on ait
h,e W, ;.5 et si n est assez petit, on a | Dh,—1 ”02/2< 1/4 (en utilisant
3(a)). Nous avons ainsi défini une application holomorphe :

®: (fih)e V:.s X W52 = h; € Wez.82
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vérifiant
(+) e*"*) Dfo h, Dh,=Dh, > R,

Ona:
| D, ®||<Ce,

ou C est une constante dépendant de 8>0, a et n (D, ® désigne la dérivée
par rapport a la variable h,).

Si £>0 est assez petit, par le théoréme des contractions lipschitziennes (°)
il existe une application F, : V, ; = W, 5, telle que F,(f)=h soit 'uni-
que point fixe dans W,,;, de Papplication h, —» ®(f, h;) (e

n,
@ ( f, h)=h). On peut aussi appliquer le théoréme des fonctions implicites

(dans les espaces de Banach) et il en résulte que Papplication
feV, 5 = Fo(f)eW, 4, est holomorphe.

Par (+),0ona:
e*V'® Dfo h Dh=Dh > R,

On intégre sur [0, 1], d’ou :
1 1
J e*Y"M Dfo h(t) Dh(t) dt=e*V"P = I Dh(t+a)dt=1
1] o

et donc
DfohDh=Dh-R,

soit () : PRTS
on4+A=nco a

avec F, (f)=AeC.
Comme I'application f — F, (f) est holomorphe, il en est de méme de :
[ F(N=F, (f), F,(f)eCxKy3.
L’unicité locale résulte de I'unicité du point fixe he W, ,, 5, de I'applica-

tion h, — ®(f; h,) (si he K3Z, h(0)=0), ce qui implique I'unicité locale
deAeCet he W, , 5, vérifiant (x). B

(%) On peut aussi appliquer le théoréme df_ point fixe de Schauder-Tychonoff.
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Pour les corollaires qui suivent, on suppose que a€R est un nombre de
type constant fixé.

Remarque. — Si f=R,, on a DF, (R,,)A_f:-J.1 Af(t)dt, ou DF,(f)
est la dérivée de f = F, (f). °

Remarque. — Si fe D*(T?) est un difféomorphisme R-analytique, alors
on peut complexifier f en f ou fe D22 pour un §>0. f étant réelle sur R,

on a, f(Z)=J(2), si zeB,.
De plus, on peut supposer que f est un plongement de B; dans C.

7. COROLLAIRE. — Soit feD*®(T') avec fe D!%. On suppose que
| 7-R.|lco<e(@, ) oi le nombre &(8,a) est défini en 6. Alors
F(f)=(\, h)eR x D*(T?) et vérifie :

*) (A+f)oh=hoR,

Remarque. — Par la définition III.4, on a A=A, (f), et si p(f)=0,
A, (f)=0 (cf TI1. 3(7)).

Démonstration. — 11 suffit de remarquer que si dans la démonstration
de 6, on suppose que f est réelle sur R ainsi que h,, alors il en est de méme
de u(f, hy), h,, du point fixe h, et de .. B

8. Soit pour seR", |s|<e,, € >0, unc famille s —» f,eD*(T")
R-analytique, alors la fonction complexifiée

(z,5)eC x {5eC" ||5]|<e} = f(s,2)eC,
vérifie § — J-e D}, pour un 8>0 et pour s assez petit.

COROLLAIRE. — On suppose que f; veérifie, si S est assez petit,
|| 7= R. || co <€ (8, ). Alors, pour s assez petit, I application :

s = F(£)=0(f), k(L) eRxD*(T")

est R-analytique.

Démonstration. — Cela suit immédiatement de 7 et 6 et de l'unicité
localede 6. W
9. COROLLAIRE. — Soit o un nombre de type constant. Soient M une

variété R-analytique de dimension finie et se M — f,e D*(T*) une famille
R-analytique, alors la fonction s - A, (f) €R est R-analytique.
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Démonstration. — Comme la fonction f — A,(f) est continue, il suffit
de voir qu’elle est localement R-analytique, et donc on peut supposer que
seR", ou ||s|| est petit, et quitte & composer par un R,, on peut supposer
que f, vérifie p( f,)=a. Par le théoréme fondamental de [H]; IX, on a
fo=g '° R, g avec ge D*(T?). Soit, pour peR et se R" petits, la famille
R-analytique suivante :

(ns) = goR,of)og =S,

On vérifie, que si p et s sont assez petit, alors 8 s’applique, et donc il
existe une fonction (p, s) = A, (f,,) R-analytique telle que I'on ait, pour p
et s assez petits,

A (fu)tfus=hy,°Ryo by,

Pour s petit, on cherche p(s) tel que A, ( f,,).)=0. Cest possible par le
théoréme des fonctions implicites, puisque (p,s) = A, (f,,) est
R-analytique et vérifie : A, ( fo,0)=0 ainsi que :

1

0 -
2 (foo) A= —Auj Dgog~! <R, (8)d0

V]

qui est #0 si Ap#0.
On a construit une fonction s — p(s), R-analytique, telle que :

R,q° fi= hu(:).s ° Ry © hy

Hn(s),s

soit en utilisant III. 3 (7),
KE)=A(f)- W

10. Pour s=(a,,@y, . . ., p41, @41, b1, By, . . ., b, B,)EC?, p=2n+1,
n=>0, et aeC on pose :

z—a z—a, 1-b,z 1-b,z
fos@=a— .. —==H 1. .
l1—a,z l1—a,,,z z—b, z—b,
COROLLAIRE. — Si (a—1,s) est assez voisin de 0 dans C2***, alors il

F
existe une application holomorphe f, , = (A, h), ou LeC est voisin de o et h
est un plongement holomorphe d’un voisinage W de S' a valeur dans S?,
voisin de Tidentité, telle que Ton ait, pour ze W, e*** f, (h(z))=h(e**2),
et F(fy,0)=(x Ids2).
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement de 6. W

Remarques. — (1) Ce corollaire exprime que 'existence d’anneaux inva-
riants de nombre de rotation de type constant fixé est localement une
condition analytique complexe de codimension =1.

(2) Si a;#b, et b;#a, et n>1 et s petit, on obtient de vrais anneaux
qui seront voisins de S* puisque f,, a un pdle dans chaque composante
connexe de S?>—S! (en utilisant le fait que, si s = 0, h — Id).

(3) Par des arguments de dimension, il existe des fractions rationnelles
qui laissent invariants des anneaux, mais qui ne laissent aucun cercle
métrique invariant (voir IV . 4).

11. COROLLAIRE. — On se donne C une sous-variété R-analytique de C,
difféomorphe d S', et une application f holomorphe d’un voisinage de C
dans C, telles que f(C)=C, f\c soit un difféomorphisme de C préservant
Porientation et ( fic)=a, ot o est un nombre de type constant.

Alors il existe un voisinage fermé Vg de C, une application holomorphe
A: UcO0°(Vy) — C, ou 0°(V;) est lespace de Banach des fonctions conti-
nues sur Vg holomorphes sur Tintérieur de V5 et U est un voisinage ouvert
de fy, € 0° (Vy), telle que A (f)=0 et ™' (0) est une sous-variété banachi-
que de Touvert U, et si gel™1(0), alors g laisse invariant un anneau B
voisin de C et de nombre de rotation a (i.e. g5 est conjugué d z — e***z,
ou R<|z|<1, pour un 0<R<1).

Démonstration. — La variété C borde dans C un disque D, il existe
donc une représentation conforme ¢ de IntD, sur {zeC||z|<1}.
Puisque C est une variété R-analytique de C difféomorphe 4 S!, ¢ s’étend
en une représentation conforme d’un voisinage de D,, on peut donc
supposer que C=S![N]. Par conjugaison (en utilisant [H], IX), on peut
supposer que f(z) =e>"*z et le corollaire résulte de 6. W

Le fait d’avoir, parmi les fractions rationnelles de degré fixé d=>2, un
domaine singulier qui soit un anneau de nombre de rotation fixé o, un
nombre de type constant et « voisin » d’un anneau fixé domaine singulier
d’une fraction rationnelle f, et de nombre de rotation a est donné par
I'annulation d’une fonction holomorphe. Cela n’exclut pas a priori pour
un degré fixé que cet ensemble ne puisse pas contenir un ouvert des
paramétres (ni que globalement cet ensemble ne soit pas localement ferme).

Néanmoins, en utilisant le théoréme de Runge [Rd], si on augmente le
degré, on peut détruire, si cela se produisait, le caractére ouvert local
parmi les paramétres.
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En contre-partie, le fait, pour une fraction rationnelle de degré fixé
d>2, d’avoir un domaine singulier qui est un anneau de nombre de
rotation a n’est pas, en général, une condition fermée parmi les paramétres
ainsi que le montrent les exemples de IV. 7. Cela souléve le probléme de
savoir comment les anneaux disparaissent.

12. CoROLLAIRE (théoréme de Siegel pour les nombres de type constant).
— Soit f(z)=e***z+0 (z*) un germe d application holomorphe de (C, 0)
dans (C, 0). On suppose que o est un nombre de type constant. Alors il
existe un germe de difféomorphisme holomorphe h : (C, 0) — (C, 0) tel que
Ton ait, pour z assez petit.

f@=h(**h' (2)).

Démonstration. — On peut remplacer f par f,(z)=(1/t) f(tz), t = 0,
t0, et supposer que f, est un plongement holomorphe sur {z||z|<2} et
on a, sit— 0, e f - Idy, ou B={z|1/2<|z|<3/2}. Sit est assez
petit, il existe, par 6, A, voisin de 1 tel que A, f; laisse invariant un anneau
B,,B,cB et de nombre de rotation a, B, borde un disque D30 et
f:IntD - Int D est un diffécomorphisme C-analytique. Par le théoréme
de la représentation conforme, et le fait que PSL(2, R) est le groupe
des automorphismes complexes de {z||z|<1} il en résulte que A, f; est
holomorphiquement conjugué a une rotation : z — e**?z, Be T, et on a
A, Df,(0)=e***. Comme , f, laisse invariant un anneau de nombre de
rotation o, il en résulte que f=a et A,=1. B ‘

13. COROLLAIRE. — On se donne r>0, 8>0, et o un nombre de type
constant. Il existe €, (a, 8, r)>0 tel que si aeD,={z||z|<r} — f,eD;?
est continue et holomorphe sur {z||z|<r} et vérifie :

SUPgep,,zeB; l f; (z)——a—z—a |<81 ((’l, 8, r)

alors il existe leD,, et hy€ D%} tels que Ton ait :
fich(2)=h (z+a) si z € By,.

Démonstration. — Par I'inégalité de Cauchy, on peut supposer si €,>0
est donné, si €, est assez petit, que I'on a :

. (2
| Oa

suplGD(Z/g),.xtl; -1 < €;.
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On suppose que €, <€, ou € est le nombre donné par le théoréme du
paragraphe 6, il existe pour aeD,,, des applications holomorphes
a — A(a) et a — h, telles que I'on ait :

A(@)—a+f,oh,(2)=h, (z+a) si z€eB;

Sig, - 0,

@ _ _ f‘(aﬁ- (,)_l)d, ¢elo, 1)),

da o%

A(@ -0 et h, — 1d.

( Si f=R,, alors DA(R) Af= — I ' Af (1) dt )
(]

11 en résulte, si €, — 0 est assez petit, que I'application aeD,, = A(a)
envoic D,, dans lui-méme, et cC’est une contraction lipschitzienne. Soit
leD,,, I'unique point fixe de I'application aeD,, — AL(a)eD,,,. lest le
nombre cherché. H

14. COROLLAIRE. — Pour tout entier p=1, il existe une fraction
rationnelle f qui posséde un domaine singulier qui est un anneau périodique
de période p.

Démonstration. — Soient A, ={z|1/4<|z|<1/2} et A;,;=R,q;(4,),
j=1,...,p—1, ol Ryy;(z2)=z+10j, et D (x;), p+1 disques fermés deux a
deux disjoints contenus dans C— U, 4; et de centres x; ou si i #j, x; et x;
sont dans des composantes connexes différentes de C— U, A4,.

D(xp+1)
{E} A R i Reo
1 — —
D(x,) _ D(x,)
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On définit la fonction holomorphe g sur un voisinage de Q ou
Q=(U; 4) U (U; D (x)) par :

8(@)=R41)10(2) si zeA, 1<igp—1,
g(@)=eR_,,(2) si zeA,

g(@)=pz si zeD(xy);

ou O<p<1/2 et a est un nombre de type constant.
Pour tout £>0, par le théoréme de Runge (voir [Rd], chap. 13), il existe
une fraction rationnelle f telle que I'on ait :

| -2 llcom<e

Soient H; les fonctions holomorphes (sur un voisinage de ) qu'on
définit ainsi :
H,(2)=z si zeA,
{Hl =0 si zeQ)—4,,
H,(2)=0 si zed,,
{H; 2=z si zeQ-4,.

Si aeC vérifie |a—1|<1/4, par le théoréme de Runge, pour tout £>0,
il existe une fraction rationnelle T, (ou a — T, est affine) telle que 'on
ait :

supla—1|<1/4.un| T,(2)—a H, (2)—H, (2) |<€-

Pour £>0 assez petit, on considére la fraction rationnelle f,=T, f, et
on peut appliquer sur A4, le corollaire de 13 a f.

Il existe donc un nombre A voisin de 1 tel que f;? laisse invariant un
anneau de nombre de rotation a. Cela donne un anneau périodique de
période p pour la fraction rationnelle f,. C’est bien un vrai anneau périodi-
que, voisin de \U; 4,, et non point périodique elliptique, car si €>0 est
assez petit, f, a un point fixe attractif voisin de chacun des points x;, ou
x;eC—\;4, B

15. La proposition suivante généralise le résultat de Cremer [C,] sur
les points fixes elliptiques. Le lecteur peut aussi consulter I'annonce de

Cherry [C].
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ProposITION. — 1l existe un G dense G, Ge T, GoQ/Z, tel que si
a€G, alors toute fraction rationnelle f de degré >2 n'a pas de domaine
singulier périodique B de période q=1 telle que f\% ait pour nombre de
rotation a.

Démonstration. — Quitte & considérer f*4, pour un entier k>1, et a
conjuguer f par un élément de SL (2, C) on peut supposer que :

— 0€eB et donc il existe 0<r<1, tel que I'on ait :

D,={zeC||z|<r}<B.

— oo est un point fixe répulsif de f*4.
On écrit :
P() _ag+...+)172

=fk = =
EO= D= ) T hor .+

avec a;, b,eC, 0<|A|<1, d>2 et les polyndmes P et Q sont premiers entre
€ux.

Puisque D, < B, ou B est un domaine singulier de g, ne contenant pas co,
il existe une constante C>0 (dépendant de f) telle que I'on ait, pour tout
neN :

(1) || " —1d ||cowy < C || knar |,
o || || désigne la métrique standard de T* : si xeR, | x||=1nf ez |x+pP|
Ona:

P,(2) _ Gont...+A, P

EE= 0D bt Tk

avec A, =Al*4t+&T1 9k —A" et les polyndmes sont P, et Q, sont
premiers entre eux.

On pose I, =sup(|a;], | b, |A], 1), et I,=le supremum des valeurs abso-
lues des coefficients de P, et Q,.

On peut majorer sup;<, /; par une fonction L,(l,,d) croissante avec I,
etd.

Ona:
T, (2)

£O-=0 0

bl

ou T, est le polynéme :

T,(2)=con+ - - . +(A,—k,) 2"
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Ona:
SUp), <y | @a (2) |<d” L, (1, d).

Par (1), on doit avoir, comme 0<r<1,

SUP.ep, | T, (2) |<C || kna | d" L, (I, d)
d’ou, par I'inégalité de Cauchy appliquée sur le disque D,,
| \,—k,|<C| nke| d" L, (l,,d)r "
et donc

) |A"—1|<C| nka| L,y d, 7, A)

avec
L,(pd,r,\)=d"L (,,d)yr " I A, '—',

ou, pour n fixé, L, croit si I, d, 1/r, 1/|A| croissent.
Comme lim,, , | AT"—1 |= + 00, en contredisant (2) la proposition
résulte du lemme suivant.:

LeMME. — Il existe un Gy dense, GoQ/Z, tel que si a€G, pour tout
- 1,>0, d>2, 0<r<]1, 0<|A|<1 et keN, on ait, si y=(l,,d,r, ],

u,,(@)=Inf,;, | kna| L, ()=0.

Démonstration. — Pour y et k fixés, comme aeT' — u,,(a) est une
fonction semi-continue supérieurement G,,=u,; (0) est un G;, dense,
puisque G, ,>Q/Z.

Par la propriété de monotonie de la fonction L, il suffit de poser
G=, G, avec p=(py, P, 1/p3, 1/py), ot les p,eN* et keN*. W
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