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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES
AYANT UNE ORBITE DENSE

SUR LA SPHÈRE DE RIEMANN
PAR

Michael. R. HERMAN (*)

RÉSUMÉ. — En utilisant le théorème de Sulhvan de non-existence de domaine errant, nous
proposons de donner une méthode générale de construction de fractions rationnelles ayant
une orbite dense sur la sphère de Riemann. Cette méthode illustre une possibilité de
disparition de domaines singuliers de fractions rationnelles (disques ou anneaux) quand « les
nombres de rotation deviennent des nombres très Uouville ». Dans l'annexe nous donnons
une démonstration simple de l'existence locale des anneaux (théorème de Arnold) et des
disques (théorème de Siegel) de nombre de rotation de type constant Nous obtenons aussi
très simplement le résultat de Arnold de dépendance analytique par rapport à des paramètres
analytiques.

ABSTRACT. — Using Sullivan's non wandering domain theorem, we give a général method
to construct rational fonctions having a dense orbit on thé Riemann sphère. This method
illustrâtes one possibility of how singular domains of rational functions (rings or disks) can
vanish whcn •*the rotation numbers become vcry Liouville numbers". In thé annex wc give
a simple proof of thé local existence of rings (AmokTs theorem) and disks (SicgcFs theorem)
whcn thé rotation number is of constant type. We aiso obtain Arnokfs result on analytic
dépendance on analytic parameters.

Notations, introduction

NOTATIONS

On pose T1 = R/Z qu'on identifie à S l = { z € C | | z [ = = l } p a r l'application
t -r e2"1. Si /: X -^ X est une application, on dit que xeX est un point
fixe de/, périodique de période q de/, prépériodique par /; si /(x)=x,
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94 M. R. HERMAN

fq(x)^x et q est le plus petit entier > 1 vérifiant cette condition, s'il existe
un entier fc^l , tel que f^Çx) soit périodique. (Dans la suite, si ne M,
/"ss/o. . . o/yi fois.)

Un sous-ensemble Yc:X est dit sous-invariant si f(Y)ci y, invariant si
/(Y)=y. totalement invariant si /(Y)=y et /^(Y)^. Un sous-
ensemble Yc:^ est dit périodique par/, prépériodique par/(parmi les
sous-ensembles de X) s'il existe un entier q^ 1 tel que -Y soit invariant par
/€, s'il existe un entier k^ 1, tel qwfk(Y) soit périodique par/.

Si X est une variété complexe de dimension 1, / : X ->• X une application
holomorphe et x un point de période q, on appelle multiplicateur en x
de /, la valeur de Dfq(x) (qui ne dépend pas de la carte holomorphe qu'on
choisit), où D désigne la dérivée, par rapport à C, dans une carte. Le point
périodique x est dit attractif (resp. répulsif) (resp. elliptique) si [ Df9 (x) | < 1
(resp. | Dp (q) | > 1) (resp. | Df^ (x) \ = 1).

Un nombre acIR satisfait à une condition diophantienne s'il existe y>0
et P^O tel que pour toutp/qeQ on ait \Oi-{p/q)\>'Y/q2^^.

Un nombre a est de type constant s'il existe y>0, tel que pour tout
pIqeQ, on ait |a-(p/^)[^Yg~2.

L'ensemble des nombres de type constant est noté par TC.
Un nombre aeR est un nombre de Liouville si a ̂ Q et a ne satisfait

pas à une condition diophantienne.
Un nombre est dit « très » Liouville s'il satisfait à la conclusion de la

proposition de VIII. 15.
ae TC o le développement en fractions continues de a vérifie :

a=ûo-hl/(ûi-H)/(û2+- • •)» ^^ û^N*,
supi^,ûi=M< +00

et on a :

^ ^..^ ^ o,,̂  ^—î^f / i 2 w — ^
M+2^M avec ^Inf'•/<î2a-,

INTRODUCTION

En utilisant le théorème de D. Sullivan [S] sur la non-existence des
domaines errants nous proposons de démontrer l'existence d'un ensemble
non dénombrable de fractions rationnelles de S2 de degré 3, ayant sur S2
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 95

une orbite dense (1), et non 2 à 2 topologiquement conjuguées. De plus,
aucun de ces exemples n'est topologiquement conjugué aux exemples de
Lattes. Ces exemples de fractions rationnelles que nous construisons lais-
sent invariant le cercle S1 et ont deux points fixes elliptiques en 0 et oo.
Par une perturbation aussi petite qu'on veut, on peut obtenir une fraction
rationnelle ayant trois domaines singuliers : 2 disques au voisinage de 0 et
de oo et un anneau autour de S1. Ces exemples de fractions rationnelles
ayant une orbite dense sur S2, sont une manifestation de la disparition
des théorèmes des petits diviseurs et le triomphe des nombres « très »
Liouville, ce qui s'accompagne, ainsi qu'il est bien connu [F-H], de compor-
tements chaotiques.

En VII, nous construisons d'autres exemples de fractions rationnelles
ayant une orbite dense sur S2. Le principe en est le même (et plus simple)
et illustre la « disparition » du théorème de Siegel.

Dans l'appendice VIII, nous avons inclus, pour la commodité du lecteur,
la démonstration de l'existence des anneaux de nombres de rotation cons-
tant, ainsi que la démonstration du corollaire III. 10. Nous avons aussi
inclus de nombreux corollaires et nous renvoyons le lecteur à l'introduction
de VIII.

REMERCIEMENTS

Je remercie Adrien Douady, John Hamal Hubbard, ainsi que Dennis
Sullivan pour de nombreuses et fructueuses discussions. Je remercie Bruce
Knight de m'avoir signalé en 1973 que Jùrgen Moser avait introduit des
fractions rationnelles qui laissent invariant S1 et qui sont des difféomorphis-
mes R-analytiques de S1 et ceci en vue de donner des exemples de
difféomorphismes du cercle qui ont la propriété Ao (cf. III. 6). Je remercie
Raphaël Douady de m'avoir aidé à relire la version préliminaire, ainsi que
Marie-Jo Lécuyer d'avoir tapé avec grand soin le manuscrit.

I. Rappels sur les fractions rationnelles

1. On désigne par S^C U { oo} la sphère de Riemann avec sa struc-
ture complexe canonique (S^PtC2)). Soit/une fraction rationnelle, ou

(1) Adrien Douady et Hamal Hubbard ont obtenu de nombreux exemples en degré 2 par
la méthode d'accouplement.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



96 M. R. HERMAN

application holomorphe de S2 dans lui-même, de degré d^l (le degré de /
étant aussi le degré topologique de/: S2 ->- S2).

On désigne par J(f) l'ensemble de Julia de f(x^J(f) s'il existe un
ouvert 17 9 x tel que la suite (/"(I/^M soit une famille normale, ou, ce qui
revient au même, est d'adhérence compacte pour la topologie compacte
ouverte sur C° (17, S2)).

G. Julia et P. Fatou ([F], § 26 et 27) ont montré (voir aussi Brolin [B]) :
(a) L'ensemble compact J(f) est non vide, sans point isolé et si

J(f)^S2 alors J(f) est sans point intérieur dans S2.
(b) J(/")=J(/).sin>L
(c) L'ensemble fermé J(f) est totalement invariant par/ (i.e.

/^(/W^œet/-1^/))^/)).
(d) L'ensemble J ( f ) est l'adhérence des points périodiques répulsifs.
(e) Pour tout xeJ(f) l'ensemble U..cM/~1100 est dense dans J(/).

Par II cela implique que pour x appartenant à un G& dense de J(/),
l'orbite (/"(x)),.^ est dense dans ,/(/).

2. D. Sullivan [S] a montré que si C est une composante connexe de
§2—J(f) non vide, alors C est une composante prépériodique (i.e. il
existe k^O, q>0, tel que si n^O, f^ÇQ^f^Q). P. Fatou ([F|, § 30,
p. 60-61) avait déjà montré le cas particulier suivant : si on désigne par E,
l'ensemble dérivé (2) de l'orbite £c=U,e^^/ll(Crit(/)) où Crit(/) désigne
l'ensemble des points critiques de/(l'ensemble des z 6 S2 tels que l'applica-
tion tangente 7,/de/: S2 -* S2 ne soit pas un isomorphisme) alors, si
Ec est fini et si/n'a pas de point périodique elliptique non linéarisable de
multiplicateur ^2ÏMa, aeR—Q, toute composante C est prépériodique.

3. CLASSIFICATION DES COMPOSANTES DE §2—J(f) PRÉPÉRIODIQUES PAR/

Soit C une composante connexe non vide de S2—.^/) périodique de
période q.

Il y a deux possibilités pour la suite (/"^icîreN :

(a) Domaine de Fatou
Toutes les fonctions limites de la suite (/^(cïiriw sont constantes (eC).

Alors Fatou montre ([F], §30 et 58) que la suite (/^icïrcM converge

(2) E'e est l'ensemble (û-limitc par/des points critiques de/.
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 97

localement uniformément sur C vers xeC, qui est un point fixe de f9 et
le multiplicateur de x, m^Df9(x\ vérifie |m|^l et de plus, si |w|==l,
alors m = 1 ([F], § 58 et 56) (pour une autre démonstration de ce résultat
de Fatou, voir [S ]̂, prop. 4). n résulte de [F], § 30, qu'il existe un point
critique c de /€ (i. e.

ceUo^-i/^CriK/)))

tel que ceC, et si n -» +00, /"(c) -^ x. (Fatou montre qu'il existe une
valeur critique de f9 appartenant à C. En utilisant le fait que, si f^ est
sans point critique, alors/j^. : C -^ C est un revêtement, les mêmes démons-
trations que Fatoa montrent qu'un point critique de f9 appartient à C.)

De plus pour tout ouvert U¥t0 vérifiant [7<=C et î7c=C, où U est
l'adhérence de U dans S2, alors si n -» + oo, f^ÇU) -» x.

Si le multiplicateur D/<(x)=m vérifie |m | < 1, alors xeC et x est l'uni-
que point fixe de f9 : C -^ C. Si w^O, il existe un point critique c de
/€ tel que ceC et pour ne M, f^(c)^x (voir [B], la démonstration du
théorème 3.1).

Tout point périodique x de/de multiplicateur m, de module < 1, donne
lieu à une composante avec les propriétés ci-dessus. Il en est de même
si m est une racine de l'unité, à cette différence prés que, même si x est
un point fixe, il peut y avoir plusieurs composantes associées à f (voir [F],
§10 et 11).

Attention. — /€ peut avoir un point fixe yeC de multiplicateur de
module 1, non racine de l'unité, mais y n'a pas toutes les propriétés
ci-dessus.

Exemple. - /(z)=À,z+z2 avec |^|=1, ^e2"", aeR-Q et vérifiant
VIII. 15. Alors 0 est un point fixe elliptique qui appartient à l'adhérence
du bassin d'attraction de oo (puisque Oe J(f)).

Remarques. — 1. Il se peut qu'un point critique c soit un point périodi-
que de /(i. e. c=x) ainsi que le montre l'exemple z h-+ z2.

2. L'exemple /: z »-̂  ^z(l-z)2, |^|<1, montre que le point cri-
tique z= 1 vérifie /(1)=0, bien que 0 soit un point fixe attractif. L'autre
point critique de/, c=l/3, vérifie ceC où C est la composante
connexe contenant 0 du bassin d'attraction de 0 \i.e. {z|/"(z) -^ 0, si
n -+ -h oo }).

3. Si/(z)=z+zp-^ .. . ,/?> 2 est une fraction rationnelle, alors au point
fixe 0 sont associés p— 1 domaines de Fatou paraboliques.
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98 M. R. HERMAN

(b) Domaines singuliers
La suite (/'V^eN a une valeur d'adhérence non constante. Il résulte

de Fatou ([F], § 30) {voir Cremer [CJ et [B], § 5-6) que l'adhérence de la
suite (/^icîiieM est un groupe compact isomorphe à S1 de difféomorphisme
C-analytiques de C.

Ceci implique que C est C-difféomorphe à l'un des exemples suivants :
(i) { z € C, | z | < 1} domaine appelé disque.
(ii) {zeC, r<|z|< 1} où r>0 (les cas C* et r=0 ne se produisant pas).

Ce domaine est appelé un anneau.
De plus/est C-analytiquement conjugué à z ̂  e^'z, aeT1, (a^Q/Z

car si /^ u = Idy sur rouvert 1/^0, alors / est de degré 1).
Le nombre a est appelé le nombre de rotation de /^ç. Par III- 3, ±a

est un invariant de conjugaison topologique de /^c (attention z ̂  1/z,
sur S1, renverse l'orientation) a est un invariant de conjugaison de f9^
par des homéomorphismes de C homotope à l'identité de C.

De plus Fatou montre (voir [B], th. 6.3 et 6.4) que £; contient la
frontière de C dans S2. H en résulte que, si Eç est fini, alors/n'a pas de
domaine singulier. (Il n'est pas difficile de voir que C est l'intérieur de son
adhérence.)

4. L'existence des domaines singuliers qui sont des disques a été démon-
trée pour la première fois par C. L. C. Siegel [Si]. Nous renvoyons le
lecteur à H. Rûssmann [Ri] pour une démonstration particulièrement
élégante et valable, ce qui est un résultat de Brjuno, pour une classe de
nombre contenant des nombres de Liouville : soit ae R-Q tel que la suite
( |̂.)»<N des dénominateurs des réduites vérifie ^,^ q»1 Logg,+i<oo.
Alors si g est un germe en 0 de difféomorphisme holomorphe de C laissant
fixe 0 et si DgW^e21^ alors g est conjugué à sa partie linéaire en 0 par
un germe de difféomorphisme holomorphe laissant fixe 0 (voir [RJ et
[BJ).

Nous incluons dans l'appendice VIII. 12 une démonstration, particulière-
ment simple, du théorème de Siegel, si le multiplicateur =c2ïliB, où a est
un nombre de type constant.

Pour la généralisation à n variables (voir Zchnder [Z]).
5. L'existence des anneaux résulte de la proposition suivante. Pour cela

on considère une fraction rationnelle/de degré d^l (en fait, on a d^3)
tel que^S1)^1, que/igi soit un difféomorphisme de S1 et a=p(/(s0
satisfait à une condition A. (Pour des exemples, voir IV. 6.) Pour la
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EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 99

définition des nombres a.çJl—(Q/Z) satisfaisant une condition A, nous
renvoyons le lecteur à [H].

PROPOSITION. — Sous les hypothèses ci-dessus^ f laisse invariant un anneau
contenant S1.

Démonstration. — Par l'application revêtement zeC -> exp(2wiz)€C,
on peut relever/sur un voisinage de S1 en un plongement holomorphej
de Bs={z||lmz|<ô} dans C pour un ô>0. /vérifie, 7(R)s=R,
7(z+l)=l+7(2) si zeBf, et p(Jl^ssOL Par le théorème fondamental de
[H], IX, il existe heD^ÇT1) vérifiant /o fc(x)==A(x+a), si xeR. fa se
complexifîe en un plongement holomorphe, K : Int B^ -»> C pour un Si >0
et vérifiant fî(z+l)=fî(z)+l, si Z€B^, et 7° fî(z)=£(z+a), si Z€B^
pour un 82 >0. Par passage au quotient, l'existence d'un domaine singulier
B=ïS1 pour/en résulte. B est un anneau (et non un disque associé à un
point périodique elliptique), car si B était un disque, il en suivrait que /
serait de degré 1 (puisque/serait un C-difféomorphisme de {z, |z|<l}
ou de {z, | z | > 1} et donc dans PSL(2, R)). De plus le nombre de rotation
de /jjB esta (i.e. /^ est conjugué à z ̂  e '̂z, R<z<\, pour un
0<R<\). •

Nous verrons en VIII. 10 que l'existence d'anneaux de nombre de
rotation de type constant est une condition de codimension complexe ^ 1
pour les fractions rationnelles.

De plus, nous montrerons en VIII. 14 que pour tout p^ 1, il existe une
fraction rationnelle ayant un anneau périodique de période p.

6. P. Fatou ([F], § 30) a montré qu'une fraction rationnelle/de degré à
a au plus 4(d—l) cycles elliptiques (et 2(d—l) cycles attractifs puisque/
a au plus 2d—2 points critiques).

D. Sullivan [SJ a montré qu'il existe au plus 2(d— 1) cycles de composan-
tes périodiques de S2~J(/) qui sont des anneaux périodiques ou associés
à des points périodiques attractifs et au plus 8(^—1) cycles de composantes
périodiques distinctes.

IL Généralités sur les orbites denses

1. Soit X^0 un espace métrique complet sans point isolé et ayant une
base dénombrable d'ouverts (l/j^. On suppose que pour tout i, 17^0.

On se donne/: X -» X une application continue.
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100 M. R. HERMAN

Nous supposons que X est sans point isolé pour éviter les exemples
suivants : X= { x^, x^ }, /(^i) = x^, /(x,) == x^, etc.

On dit que xeX est un point d'orbite dense par/, si la suite (/"OO),^
est dense dans X.

Soit D = { x e X (/" OC)),,M est dense }.
Puisque X est sans point isolé, on a :

/(D)cD et /-^(I^cD d'où f(D)^f'l(D)^D.
2. PROPOSITION. - Sous les hypothèses ci-dessus, les affirmations suivan-

tes sont équivalentes :
(i) û^0;

(ii) Pour tour ouvert U^ F ensemble U^fW est dense dans X\
(iii) Pour tout ouvert U^ F ensemble U„N/~"(l/k) est dense dans x;

(iv) D est un G« dense.
Démonstration, - Si Z>^0, Fensemble D est dense dans X, et donc

(;) 3^ (ii). Qn a (ii) o (iii). En effet les conditions (ii) et (iii) sont équivalen-
tes à quels que soient i etj (U^fll(Ui))nU^0. Pour voir que
(ii) => (iv), on remarque que D=0k Unf'^Ui) et on applique le théo-
rème de Baire. Enfin (iv) ==> (i) puisque X n'est pas vide. •

3. REMARQUES. -(1) Si de plus l'application continue / est ouverte,
alors :

(1) D^0;
^

(v) il existe xeX, tel que F ensemble U^M/'"^) soit dense- En effet»
soit 0»= U^N/^^t) y" est un ouvert, (i) implique que H» O» est un Gg
dense, et si on choisit x € O» 0^ alors (v) est vérifiée.

(2) Sous les mêmes hypothèses qu'en 1, on a par ce qui précède :
(vi) pour tout x, Fensemble U^N/""^) est dense dans x;

(
(vii) pour tout fe, Ok==X, où Ots=U,6N/ll([/k)•

4. On suppose que /: S2 -*- S2 est une fraction rationnelle de degré
^2, et on considère f^ : X -^ X, où X=J(/), qui est un espace compact
métrique non vide sans point isolé. L'application continue f^ est ouverte
puisque/est ouverte et J(f) est totalement invariant par/

TOME 112—1984—?1



EXEMPLES DE FRACTIONS RATIONNELLES 101

G. Julia et P. Fatou ([F], § 26, [B], th. 4.3) montrent que la condition
(vii) est vérifiée : pour tout xeJ(f) et tout voisinage ouvert 17 de x dans
S2 alors U^M/'tU) couvre S2 moins au plus 2 points exceptionnels.
Chaque point exceptionnel a, s'il existe, vènUe f~'l(a)^a ouf'2(a)^a.
Il suit que si le point a existe, a est un point périodique super attractif et
donc aiJ(f). Il en résulte qu'il existe un G( dense de J(f\ d'orbites
denses par/^ dans J(f\

Par ce qui précède, et la classification de 1.3 (on n'a pas besoin, ici, du
théorème de D. Sullivan de non-existence de domaines errants 1.2), on
obtient le scolie suivant (voir [F], § 28).

Scolie. — Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
(1) la fraction rationnelle fa une orbite dense dans S2;
^
(2) J(/)=S2.

5. EXEMPLES DE LATTES [LA]

Nous allons rappeler les exemples de Lattes : soit F un réseau de C (i. e.
un groupe sous-discret à quotient compact), alors Tr=C/T est un groupe
de Lie sur C, abélien (i. c. une courbe elliptique). Tr/x^ —x a une unique
structure complexe qui peut s'obtenir ainsi : on désigne par :

P(^+£..r-<o>(^î-^).

la fonction elliptique de Weicrstrass associée au réseau. On a p ( — z) == p (z)
et p : Tr -^ S^TT/X^ -x.

Soit A : 7r ->• Tr un endomorphisme complexe (i. e. A est un endomor-
phisme de groupe, holomorphe de la variété complexe Tr).

Alors A définit par passage au quotient une application continue
S: Tr/x^—x -»• TT/X^—X et holomorphe (puisque À est holomorphe
sauf en un nombre fini de points, continue, et donc se prolonge en une
fonction holomorphe).

À définit donc une fraction rationnelle de S2. Si on relève A en
î : C -^ C, on a nécessairement /Ï(z)=az, où açC.

On vérifie que le degré de J=detn(.3)=aa.
Pour obtenir les exemples de Lattes, il suffit de remarquer que l'endomor-

phisme complexe A : Tr -» Tp est crgodique pour la mesure de Haar si et
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102 M. R. HERMAN

seulement si ao2 (puisque À sur le groupe dual de Tr est sans
orbite périodique autre que 0). Sous l'hypothèse d-dcssus, il en résulte que
la fraction rationnelle À : S2 -^ S2 a une orbite dense dans S2 (et que A
est ergodique pour la mesure de Lebesgue sur S2).

6. EXEMPLES

Pour tous les réseaux F on peut choisir a^neZ, |n|>2. Le degré de À
est un carré parfait =n2 6 M.

1. Comme n et —n donnent la même fraction rationnelle, on obtient, si
on fixe le degré n2, module conjugaison par un homéomorphisme absolu-
ment continu de S2, une seule fraction rationnelle A.

2. Si on varie le réseau F (i. e. la structure complexe de Tr) on obtient
une famille de fractions rationnelles qui module la conjugaison par
SL(2,C) dépendent d'un paramètre complexe (Le. le bi-rapport des
4 points p(J), où J est l'ensemble des involutions de Tp :

J={ûeTr|2a=0}).

3. Les exemples À : z h-mz, ne M, n>2, ont de gros centralisateurs
dans le groupe d'homéomorphismes de S2 : tout automorphisme
BeGL(2, F) de 7r passe au quotient sur Tr/x^ -x et commute avec A.
On obtient ainsi qu'un groupe isomorphe à GL(2, Z)/{Id,—Id}, est
contenu dans le groupe des homéomorphismes de S2 qui commutent
avec A.

4. Bien que les exemples À ci-dessus agissent ergodiquement pour la
mesure de Lebesgue sur S2 (et préservent une mesure absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue de S2) ces exemples n'agissent pas
ergodiquement sur les directions de droite du fibre tangent de S2.

5. On peut écrire explicitement les formules de À (ce que fait Lattes)
en écrivant p(2u)=JÎ(p(u)), où R est une fraction rationnelle. Or, par
[L]:

^-îpc.H-f^y
4 \ P'(M)/

et

P'2^?3-^?-^,
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où ̂ =69S4, ̂ 3= 140s<, et 5«=E..r-(o) V®"'. d'où

^)=-2z+-L O^2-^)2

16 4 z3-^^-^

(Lattes choisit ̂ s=4» ^3==0.)

7. MULTIPLICATIONS COMPLEXES

Les seuls autres exemples (Tendomorphismes A : Tr -»- Tr complexes
sont obtenus ainsi (voir Lang [L]) :

F est l'anneau des entiers algébriques de Q (/3) avec deZ, d<0, —à
est sans facteur carré (i. e. Q(./3) est un corps quadratique imaginaire) et
aeF où ^[z==az.

On rappelle que les entiers algébriques de Q(-/3) s'écrivent :

si ds2 ou ds3mod. 4, r={û+b^/3|a,freZ}

si ds 1 mod. 4, F= <{ ——^- M, v 6 Z, usi? mod. 2 ^,
,_ fu+^

l 2

(wir par exemple [Sa], §2.5).
— Si on fixe det^/Ï==aa=/?eN*, alors il existe un nombre fini

d'entiers d et d'entiers algébriques a vérifiant aa=/?.
— Par exemple, si p=3 (6 n'est pas possible) on obtient d=—2,

a=±(l±î^/2),d=-3,a=±i^/3.
— On obtient tous les degrés p^2 (il suffit d'écrire ^ssb2^ où d est

sans facteur carré, de prendre F l'anneau des entiers algébriques de
Q(y^3)eta=fc^3).

On a finalement :
SCOUE. - Modulo conjugaison topologique, il existe seulement un nombre

fini d9 exemples de fractions rationnelles de Lattes de degré p fixé.

8. FRACTIONS RATIONNELLES A POINTS CRITIQUES PRÉPÊRIODIQUES

Soit/une fraction rationnelle de degré d^2, telle que tout point critique
est prépériodique et non périodique. Alors J(/)=S2. Cela vient d'une
part du résultat de Fatou 1.2 sur la non-existence de composantes errantes
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de S2—J(f) (le résultat de Fatou suffit puisque E[ est fini) et d'autre
part qu'il ne peut exister de domaine de Fatou ni de domaine singulier,
sinon on contredirait la description faite en 1.3 des orbites des points
critiques.

Tout exemple de Lattes est une fraction rationnelle à points critiques
prépériodiques puisque pour un exemple de Lattes / associé au réseau F,
si c est un point critique, on a/(c)6p(J).

Toute fraction rationnelle à points critiques prépériodiques a tous ses
points périodiques répulsifs et plus généralement toute fraction rationnelle
qui a tous ses points périodiques répulsifs et qui ne laisse pas invariant de
domaines singuliers qui soit un anneau périodique, a une orbite dense sur
S2, cf. I. (Le fait qu'une fraction rationnelle à points critiques prépériodi-
qucs ait une orbite dense sur S2 a été suggéré par J. Guckenheimer en
1969, puis démontré par D. Sullivan [S] et ensuite par A. Douady, voir
aussi [R].)

9. RÉCURRENCE PAR CHAÎNE

Soient X^0 un espace métrique compact avec la métrique d et
/: X -* X une application continue. Sur l'ensemble des applications conti-
nues de X dans X noté C°(X,X), on met la topologie de la convergence
uniforme.

DÉFINITION. - Soit e>0. Les éléments x et y de X sont sur une c'chaîne
de f(ou encore sur une e-orbite de f) s'il existe une suite (X()o<«jv> A^l»
telle que F on ait Xo=x, Xn=y et, pour tout O^KN, d(/(X(),X(+i)^6-

On dit que x est e-récurrent par /si x et y^x sont sur une e-chaîne.
On définit l'ensemble de récurrence par chaîne de / (qui ne dépend pas

de la métrique choisie) :
Jl(/)={x€X|Ve>0, x est e-récurrcnt par/à x}.

On a les propriétés élémentaires :
(a) f(R(f))^R(f);
(b) si la suite (f^o de C°(X,X) converge uniformément vers/et si la

suite (x^o, Xi€R(fi\ converge vers yeX, alors yeR(f).
Il en résulte que :
— L'ensemble R(f) est fermé dans X.
- L'ensemble {(f,x)€C°(X,X)xX\x€R(f)} est fermé dans

C°(X,X)xX.
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10. CAS D'UNE FRACTION RATIONNELLE

Soit/: S2 -^ S2 une fraction rationnelle de degré d^2, alors on a :

J(/)<=<(/).

PROPOSITION. - Supposons J(f)^S2 et soit C une composante connexe
deS^JÇf).

Si C est une composante prépériodique de Fatou ayant un point éventuelle'
ment périodique attractif (Le. /'(C). pour un i>0, est une composante
périodique et il existe un point périodique y €/'(€) de multiplicateur de
module <1) alors C^\R(f)ss0. sauf si C contient un point périodique
attractif x, auquel cas C^\R(f)ss{x}.

Dans tous les autres cas de la classification 1.3, on a : CcrJR (/).

Démonstration. - La première affirmation de la proposition est presque
immédiate. Nous allons montrer la seconde.

Si, pour un i^O et un g^ 1, /'(C) est un domaine singulier pour/4, en
utilisant I.3(&), il n'est pas difficile de voir que tout zef^Q et tout .y
situé sur la frontière de/^C) sont sur une e-chaîne de/pour tout e>0.

Or si yeJ(f\ alors pour tout voisinage ouvert V dey, l'ensemble
l/==U».M/ll(F) est ég^ à s2 sauf peut-être deux points (voir [B]). (On a
même U=S2 dans ce cas, voir [B], mais ce n'est pas nécessaire pour la
suite du raisonnement).

Il suit que tout point de C et tout point de S2 sont sur une e-chaîne
pour tout e>0, donc CciR(f),

Si C est une composante prépériodique de Fatou associé à un point
périodique^ de multiplicateur une racine de l'unité alors on remarque
(c/ 1.3) qu'il existe des entiers q^l et f^O tels que, pour tout xeC,
lim.^/^x^/'ôO.

Le reste du raisonnement est analogue au cas des domaines singuliers
puisque/i(y)€J(/).

Si on suppose que C est un domaine errant (sans utiliser le théorème
de Sullivan), on a CcJl (/) puisqu'il existe un y e J ( f ) et une suite (n^^,
^<n^i, tels que l'on ait f^(C) -» y quand i ̂  +00 (c/. [F], § 30). Le
reste du raisonnement est alors identique aux cas considérés ci-dessus. •

H suit de la proposition précédente que l'ensemble R(f)—A, où A est
l'ensemble des points périodiques attractifs, est totalement invariant par /
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11. EXEMPLES DE DOMAINES ERRANTS POUR DES FONCTIONS ENTIÈRES

I. N. Baker a construit dans [BJ un exemple de fonction entière d'ordre
< 1/2 ayant un domaine errant Nous allons donner un exemple explicite,
basé sur un autre principe. Nous allons nous appuyer sur le théorème de
Sicgel, mais on peut aussi utiliser les domaines de Fatou (cf. l'exemple
dté [S], § 9). Soit la fonction entière de C dans C :

g(z)=z4-^sin(2îtz)+l,

où l-^ln^e2^ avec aeTC.
Soit A==C/Z, g définit une application holomorphe g : A -+ A.

L'application g laisse fixe 0 et on peut appliquer le théorème de Siegel (1.4)
pour conclure que g laisse invariant un domaine D (C-analytiquement
difféomorphe au disque). Une composante D de l'image réciproque de D
dans C est un disque errant par g.

12. On désigne par Fr^ l'espace des fractions rationnelles de degré d^2
et on met sur cet espace la topologie induite par la convergence uniforme
sur C°(S2, S2) (équivalente à la C°°-topologie induite).

13. On considère un espace métrique A.
Remarques. — (1) Soit ^eAt-^eFr^ une application continue.

Comme { ( /, x) |/e C° (S2, S2) et x e R (/) } est fermé dans
C° (S2, S2) x S2, l'ensemble :

G,={^€A|R(/0=S2}

est fermé dans A. (Cela résulte aussi de 10 car si R(f)^S2 alors/a un
point périodique attractif.)

(2) L'ensemble G={À,eA[J(/^)=S2} est un G( de A et on a GcG^.
Pour voir que G est un G^ on remarque que si (l/i).^ est une base
dénombrable d'ouverts de S2, alors G= 0,j V^p où V^ est l'ouvert :

^={5ieA|3n^O,3jce[/( tels que f^(x)€U^}.

On a G<=Gi car J(/)c=JU/).
Dans les exemples que nous construisons en V et VII, les familles que

nous choisirons vérifieront Gi «A et G est un G& dense de Gi.
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14. CONTINUITÉ DE L'ENSEMBLE J(f)

Sur l'espace JT des ensembles fermés de S2 on met la topologie de
Hausdorff. Cet espace est alors métrique compact et l'ensemble vide est
un point isolé.

PROPOSITION. - Soit /6Fr< (d>2) vérifiant J(f)^R(f\ alors
F application : ^ ^

geFr,-.J(g)6jr
est continue en /.

Démonstration. — Puisque Fr^ est métrique et que Jf est compact, il
suffit de démontrer que si (fi)i^ est une ̂ ^ de Fr^ qui tend vers/telle
que J(fi) converge vers XeJf, alors X=J(/).

Comme J(/()<=^(/<), par 9(&), on a JCc=Jl(/)=J(/).
Si K^J(f), dans l'ouvert J(/)—K, on peut trouver un point périodique

répulsif y de / (voir 1.1 (d)).
Pour i assez grand, il existe un point périodique répulsif y^ de /<, et, si

i - f + o o , Yi ^ y. Or ^€J(/<), donc ^€JK, ce qui contredit
y€J(f)-K m

15. EXEMPLES

(1) Si J(/)=S2, la proposition 14 s'applique.
(2) II existe un ensemble au plus dénombrable (3) DcT1 tel que, si

y.€Jl—(Q/Z\JD) et si/^sse^^z+z2) n'est pas holomorphiquement
conjugué au voisinage de 0 à sa partie linéaire (par VIII. 13, il existe un
GS dense de aeT1 vérifiant ces conditions) alors, on ait :

J(DSSR(f^
Démonstration. — On remarque que si a==^eQ/Z, toute composante

connexe de S2—.^/,) est une composante prépériodique de Fatou associée
au point fixe elliptique 0. En effet, d'après 1.3, le bassin d'attraction de 0
contient l'unique point critique —1/2 et, de ce fait, son orbite par /, tend
vers zéro. Il n'y a pas d'autre point périodique elliptique^, même non

(3) A. Douady et J. H. Hubbard ont montré en utilisant leur théorie des applications à
allure polynomialc qu'un polynôme de degré d^2 a au plus d-\ cycles périodiques de
multiplicateur de module < 1 {voir [D]). Par conséquent D est vide.
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linéarisable, sinon la famille te"),̂  où g est la détermination de /,"1 au
voisinage de y telle que y soit un point périodique elliptique de g serait
normale donc linéarisable.

D en résulte qu'il existe un ensemble au plus dénombrable D tel que si
aeT1 —Z> alors /n'a pas de point périodique elliptique x,^0 de multiplica-
teur m (x^ 6 S1 - {1}. En effet, si y^ ̂ 0 est un point périodique de /^ de
période fixée q de multiplicateur m (y^)^ 1 alors, pour a voisin de Oo, on
peut trouver un point périodique y^ de /„ de période q, voisin de y^ et
l'application a -^ m (y^ est R-analytique au voisinage de (Xo. On conclut
facilement en utilisant le fait que si aeQ/Z alors m (y.) t S1 (et il n'est pas
difficile de voir que pour tout point périodique y^O de/,, on a m (y^ 1).

Soit maintenant aeT^DUQ/Z) comme dans les hypothèses. Nous
allons utiliser la classification 1.3, ainsi que le résultat de Sullivan 1.2.

D n'existe pas de domaine singulier dans S2—J(f,) car, d'autre part,
un polynôme ne laisse jamais invariant un vrai anneau, d'autre part, /«
n'a pas, par hypothèse, de domaine singulier au voisinage de 0 et, puisque
a^D, /« n'a pas d'autre point fixe elliptique.

Il ne peut exister de composante de Fatou périodique; en effet, 0 est
valeur d'adhérence de l'orbite par /, du point critique -1/2 (car dans le
cas contraire la famille (fs"")^ serait normale sur un voisinage de 0 et/
serait linéarisable, ce qui est contraire à l'hypothèse). Comme -1/2 est
l'unique point critique, il ne peut exister d'autres composantes de Fatou
(voir 1.3 (a)).

Par suite, d'après 1.3 et 1.2, on a :

J(f^R(f^

De plus, J(/,)^S2, puisque oo^J(/,).
(3) D'après le théorème de Siegel, pour tout Oo€CD (i.e. diophantien

et donc pour presque tout a), l'application a ̂  J(/«) n'est pas continue
en tto (si aeQ/Z, Oe J(/.) et si Oo€Cû, O^J(/^)).

(4) II serait très intéressant de connaître les points de continuité de
l'application geFT^ J(g)eJf. Cette application est semi-continue
intérieurement (4) (i. e. si y e J ( f ) et U est un voisinage de y alors :

{^6FrJJ(^)ni/^0} est un voisinage de/).

(4) Ce résultat m'a été communiqué par Adrien Douady.
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Cela résulte facilement de la densité des points périodiques répulsifs
dans J(f) (voir I. l(d)). n n'est pas difficile de voir que l'ensemble des
points de continuité de l'application f -^ J(f) est un G( dense de Fr^,
puisque cette application est de 1" classe de Baire (voir [CH], 7.10).

Une réponse très optimiste serait que les points de continuité de cette
application sont ceux donnés par la proposition 14. (Voir à ce propos la
question soulevée en VIII. 11 sur la stabilité des anneaux.)

Ainsi que le montre le travail de Mané-Sad-Sullivan [M-S], les choses
sont encore plus compliquées si F on considère des familles Xh-^^eFr^
C-analytiques, puisqu'on utilisant par exemple VIII. 10 et [M-S], on voit
qu'il existe des familles C-analytiques de fractions rationnelles de degré 3
ayant de façon stable un anneau de nombre de rotation un nombre de
type constant fixé (i. e. pour un ouvert de paramètres).

16. Dans la suite tous les exemples de fractions rationnelles ayant une
orbite dense sur S2 que nous construirons (en V et VII) seront de mesure
de Lebesgue nulle dans l'espace des paramètres que nous considérons (cela
provient du théorème de Siegel 1.4 et du fait que les nombres de Liouville
sont de mesure de Lebesgue nulle). De plus les propriétés ergodiques (pour
la mesure de Lebesgue sur S2 qui est quasi invariante) des exemples qui
seront construits me sont totalement inconnues.

Pour la construction d'exemples de fractions rationnelles, ergodique
pour la mesure de Lebesgue, et généralisant les fractions rationnelles à
points critiques prépériodiques, nous renvoyons le lecteur au travail de
Mary Rees [R].

m. Rappels sur les difféomorphismes du cercle

1. Si re f^J U { °o» ©} on définit les groupes :

^(n^/^Id+çeDifr^lçeCOr1)},

où C'fIT1) est identifié aux fonctions R dans R de classe C7, Z-périodiques.
On utilise la notation C° pour R-analytique et Ditf^ (R) désigne le groupe
des difféomorphismes de classe C de R, préservant l'orientation. On note
les translations par a€R: J î , : x -+x-+-a . Sur D°(T1), on met la topologie
uniforme. Z)°(T1) est alors un groupe topologique. Le groupe des difféo-
morphismes de classe C de T1 préservant l'orientation s'identifie à
^(TO/C, où C^[Ry\peï} est le centre du groupe ^(T1). Le groupe
JVCIT1) est le groupe de revêtement universel de P''(T1)/C (sur le groupe
iy(T1), on met la C-topologic).
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1 Si/6D°(T1), /=Id4-ç et si nelM. on a/^Id+^.J q> o/1.
On montre que, si n -^ +00, (/"—Id)/»! converge uniformément vers

un nombre p(/)eR. La fonction p(/) est appelée le nombre de rotation
[HUI.

3. On a les propriétés suivantes ([H], II et III) :
(1) L'application p : D°(T1) -» R est continue.
(2) p(/+l)=p(/)+l.
(3) p(^=o.
(4) p (/) = p (g~1 ofog) pour tout élément g de D° (T1).
p est donc invariant de conjugaison dans le groupe D°(T1).
(5) Si ?(/)== a et neZ rhoméomorphisme /'10^-„ a un point fixe

sur R.
D'après la propriété 2, p définit par passage AU quotient sur D° (T^/C

un invariant de conjugaison à valeur dans T1, que F on appelle nombre de
rotation (et que l'on note encore p).

(6) Soit geD^ÇT^/C les propriétés suivantes sont équivalentes :
- p^eT^Q/Z);
— g n'admet pas de point périodique sur T1.
En outre p(^)=p/ç mod. 1, (p, ç)= 1, q^ 1, est équivalent à ce que q est

le plus petit entier 0 tel que g9 ait un point fixe sur T1 (cf. (5)).
(7) Si aeT^Q/Z) et si pW^.O^PC/)2^ îdors ^-^û» (voir

[H], III).
Remarque. - Si/==fc~1 O R ^ O h , aeR, si g vérifie pte)=a, alors par

conjugaison en utilisant (5), il en résulte que g °/~1 a un point fixe sur R,
ce qui implique dans ce cas particulier (7).

(8) Soit aeR-Q, si f»g^ °Jl.°^i=^21 °^«°^2. avec ^eZ)°(T1)
alors g^ = jR^ o g^ avec K e R (i. c. le centralisateur d'une translation irration-
nelle est une translation).

(9) Soit h un homéomorphisme de T1 renversant l'orientation et/un
homéomorphisme préservant l'orientation, alors on a :

p(/)»-p(ho/ofc-i).
4. FERMÉS F; ET LA FONCTION^ acR—Q; reN U { o o » œ }

Si OG R, soit l'ensemble fermé :

Fr^{g€Dr(Jt)\p(g)»ai}.
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3. (7) montre que, si aeR—Q, en un certain sens F; est de
codimension 1; on définit la fonction :

• \:D°(J1)^^
où X,(/) est l'unique nombre (unique par 3 (7)) tel que p (R^^ °/)=o-
On vérifie sans peine que /eD°(T1) -» ^(/)€R est continue (cf.
[H], III).

5. FERMÉS F^, F;p/,)+, FO»/«)- HT LES FONCTIONS ̂ +

L'intérieur de F^ dans D°(T1) est égale à ^/^{/eD^T1)!/4-^
s'annule en changeant de signe).

La frontière de V^F^^ U ^îp/o- (et pour tout r et piq, l^/,^0),
où F^/,)+ ={^€D''(T1) [/^-Jl^O et s'annule en au moins un point} les
semi-stables en arrière et F^/,)- en remplaçant ^0 par ^0 (les semi-stables
en avant); on a F^ H ̂ -^eiror1)!^^}.

Si/6 F^+ et si À.>0, alors on a p(J^ <>/)>?(/).
On définit les fonctions ^/,)+, ^p/,)- ainsi. Si /eD°(T1), \p/^(f)

(resp. ^(p/,)-(/)) est runique nombre tel que ^/,)+c^)o/eF(o^)+ (resp.
^/o- o^eFw^)-^ et on montre ^e les fonctions ^)+ : D°(T1) -^ R
sont continues (voir [H], III).

On montre [H], III que l'ouvert ^^Up/^Q Vpiq est, pour tout
r € N U { o o , ( û } , dense dans D''(T1) pour la C-topologie. Si r^l, IT
contient l'ouvert C-densc Fr={/civiles points périodiques de/sont
hyperboliques} et tout g€ V9 est structurellement stable.

6. Soit fe D° (T1), alors la fonction ^ -^ p (R^ o / ) = k (X) € R vérifie :
(1) elle est continue;
(2) k(^+l)=kW;
(3) elle est monotone non décroissante;
(4) si aeR-Q, l'ensemble k~ 1 (a) est un point (cf. 3 (7));
(5) si p/qeQ, l'ensemble k~l(p|q) est un point of^Rp (cf. 5).

De plus on montre que si / vérifie la propriété AQ suivante : pour tout
p/qçQ, f9^Rp, alors l'adhérence K de l'ensemble k~1 (R-Q) mod. 1 est
un ensemble de Cantor de T1. De plus k'^t^nKmod. 1 est dense
dans K et si À.ek-1 (Q) 0 K, alors R^ o/est semi-stable (voir [H], III).

Ceci s'applique aux fractions rationnelles que nous considérons en IV. 5
(pour d'autres exemples, voir [H], III).
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7. RÉSULTATS SUR LA CONJUGAISON. CAS p ( /) =?/Ç

On a la proposition très simple [H], II suivante :

PROPOSITION. — Les deux affirmations suivantes sont équivalentes :
- feD'ÇT1) est C-conjugué à la translation R^y
- f^Rr
Cest un phénomène rare (cf. 5).

8. CAS p(/)=a6R-Q
On a le théorème de Denjoy (voir [H], IV).

THÉORÈME. - Si/eD^T1), p(/)=o, alors il existe / ieD°(T1) , ici ( { I H -
/=Aoj^ofc- i .

Comme h est unique, si on impose que /i(0)=0, sa classe de différente hi-
lité est bien déterminée (cf. 3.8). On montre [H], XH, que, si 0< a < 1 /2 n
est fixé (et on pourrait aussi prendre les exemples de IV. 5), il existe un
G( densecT1 —(Q/Z) tel que si p(/»)==aeG, où/»(x)=x+a sin(2îi .\-)-h^,
alors rhoméomorphismc h du théorème de Denjoy est singulier :
Dh=0=Dh~1 presque-partout pour la mesure de Lebesgue.

9. On montre dans [H], IX, qu'il existe un ensemble de mesure de Haar
égal à 1, A <=T1 -(Q/Z), tel que :

THÉORÈME. - SifeD^ÇF1) et si p(/)=aeA, alors f^h^1 o R» h, où
Âi6Z>"(T1).

On montre que les nombres de type constant TC sont inclus dans A, et
tout nombre de A satisfait à une condition diophantienne.

Jean-Christophe Yoccoz a simplifié la démonstration du théorème et
généralisé la classe des nombres pour lesquels le théorème ci-dessus est
vrai (voir [YJ et [YJ).

Dans l'annexe, nous montrerons pour a€ TC, la version locale en classe
C9 (théorème de Arnold), ainsi que Fanalyticité par rapport aux paramètres
(voir [A]). Ces résultats sont aussi valables pour les nombres satisfaisant à
une condition diophantienne, voire pour la même classe de nombres pour
lesquels le théorème de Siegel est connu.

10. Pour ae TC ou plus généralement si a 6 A, on considère la fonction
f^ ^(/) définie en 4.

COROLLAIRE. — Soit seM -^ f^çD^ÇV1) une famille R'analytique de
dijféomorphismes ^-analytiques^ où M est une variété de dimension finie,
R-analy tique, alors se M -+ ^a(./s)€R est une fonction R'analy tique.
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Ce corollaire résulte de 9 et de Fanalyticité par rapport aux
paramètres [A]. Si ae TC, en utilisant le théorème énoncé en 9 nous donne-
rons en VIII. 9 une démonstration complète.

IV. Fractions rationneUes laissant invariant S1

1. Une fraction rationnelle/de degré 1 laisse invariant S1 si et seulement
si :

f(z)^e2w-z^a- avec aeT1 et û€C-S1.
1—ÛZ

On obtient toutes les fractions rationnelles laissant invariant S1 en
multipliant un nombre fini de fractions rationnelles comme ci-dessus. (On
les obtient toutes en remarquant qu'en divisant une telle fraction ration-
nelle par un des exemples, on obtient une fraction rationnelle g, holomor-
phe sur un voisinage de D={z€C| | z |< l} sans zéro sur D, il suit de la
formule de Jensen et du principe du maximum que ^==À,€S1).

Soit H une représentation conforme de {z | | z |< l} sur {z| lmz>0}.
Alors la fraction rationnelle préserve S1 si et seulement si f fo /o f f" 1

préserve Faxe réel.
2. Les fractions rationnelles g laissant invariant S1 qui sont de degré

topologique = 1 sur S1 sont de la forme :

f, : : » > c2»" z^al ^r^^ld^... Ir̂ i2,
1-ûiZ ' " 1-a^iZ z-b, z~^ '
s=(ûi, . . .,a,+i,bi,. . .,&„),

où les |û^|<l, |^|<1> aeï1 et a^bj.
Le degré de/estp=2n+l.
On obtient un espace de dimension réelle lp-\-1 dans l'espace de toutes

les fractions rationnelles de degré p, dont la dimension réelle est 2(2p+1).
3. Toute fraction rationnelle laissant invariant S1 commute avec Finvolu-

tion S : z ̂  1/zde conjugaison (et réciproquement).
4. Les fractions rationnelles de degré p qui laissent invariant au moins

un cercle métrique C (i.e. C=^(S1) avec geSL(2,C)) s'obtiennent par
conjugaison de 5L(2, C). La dimension réelle de cet espace est 2p4-4 et
on a, si p^3, 2p+4<2(2^+l)-2 (ct=sip=2).
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5. Soit/comme en 2, alors /(si est un difféomorphismc si et seulement
si Dfnc s'annulle pas sur S1. Cela est le cas si û, et bj sont assez petits :
si s -^ 0, alors /,̂  -^ (2 -» ^"^z) sur un voisinage de S1 dans S2 en
restant holomorphe sur ce voisinage. H suit que, si les û, et 6j sont
assez petits, (a, s) -» f^ est une famille R-analytique de difféomorphismes
R-analytiques de S1 s'étendant en des fonctions holomorphes sur un
voisinage de S1 et ceci même si a^ -^ bj pour un k et unj.

6. Si /(si est un difféomorphisme de S1, alors il en est de même de
e^/.siaeT1.

Il suit de III. 6 que la fonction continue aeT1 -̂  p{e29taf)e^l est
continue, monotone non décroissante (et donc surjective). Par III .6, si /
est de degré >2, alors pour toutp/^eQ, Ipf,ss{a\p(e2viaf)^p|q} est un
intervalle et KsI^—U^Int (/?/,) est un ensemble de Cantor. De plus,
p-1 (Q/Z) H K est un ensemble dénombrable dense dans K.

7. Soit une fraction rationnelle / laissant invariant S1 et de degré
topologique 1 sur S1. Si c est un point critique, alors il en est de même,
en utilisant 3, de 1/F. (Attention, si ceS1, c n'est pas nécessairement une
racine double).

La frontière, parmi les fractions rationnelles comme ci-dessus, de celles
qui sont des difféomorphismes sur S1 est contenue dans l'ensemble des
fractions rationnelles qui ont un point critique double sur S1.

Exemples de bifurcation. - Soit fl>0, aeR etf,(x)=x'{•(a/(x2^l)). /.
est une fraction rationnelle de C U { oo } laissant invariant R U {oo } = C. Si
û>0 est petit/«ic est un difféomorphisme R-analytique. Si a croît, soit OQ
la plus petite valeur telle que Df^ s'annule en un point. Alors
/, : C -+ C est un homéomorphisme et c'est une application R-analytique
(mais non un difféomorphisme). Le point oo est fixe par f^ mais si
0 ̂  û ̂  ÛQ, on peut obtenir tous les nombres de rotation sur C en composant
/„ par des homographies réelles.

On peut aussi utiliser le résultat de Helson et Sarason ([HJ, Lemma,
p. 9) qui montre que l'ensemble des fractions rationnelles qui laissent
invariant S1 (on ne fixe pas le degré) est dense dans (^(S1, S1) pour la
C^-topologie et cet ensemble est localement connexe par arcs.

(On peut montrer ce résultat de la façon suivante : puisque (^(S1, S1)
est, avec la C^-topologie, un groupe topologique pour la multiplication
des fonctions, et, puisque on peut réaliser chaque degré neZ par z -^ 2",
on est ramené à montrer qu'on peut approcher dans la C°°-topologie
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chaque g e { (p € C" (S1, S1) 11| <p— 1 ||co< 1} par une suite (g^) de fractions
rationnelles laissant invariant S1. On considère la représentation conforme
de { | z | < l } sur { Imz>0}, Jï(z)==i(l-z)/(l+z). Alors H ^ g est une
fonction de S1 à valeur réelle de classe C". On peut donc approcher dans
la C°°-topologie, H o g par une suite (p,) de polynômes trigonométriques à
valeurs réelles et il suffit de considérer la suite ^,=H~1 ° /?.. Ceci montre
que les fractions rationnelles laissant invariant S1 sont denses dans
(^(S1, S1) pour la C°°-topologie et on voit même pour la CMopologie.)

V. Exemples de fractions rationnelles ayant une orbite dense dans S2

1. UNE FAMILLE

Pour r6[-e,e], e>0 petit, et yeS1, on pose b==(r, y). On suppose que
A.eS1. Soit la famille :

^^/.^z^1^.
1—rz z — y r

Pour £>0 assez petit, /^ induit une famille R-analytique de difféomor-
phismes de S1 (R-analytiques) (voir IV. 5).

Si r==OouY=l,/^(z)=À.z.
La fraction rationnelle/commute avec Finvolution S : z -*• 1/z". Si e>0

est assez petit, et si r^O, y 9e 1, f^ a pour points critiques c^, 1/Ci, c^, l/c^
avec |c,|^l, si 7 =1,2.

Si r^O, y^O, les points 0 et oo sont fixes et leurs multiplicateurs sont
égaux à I>A.^(0)=Wo(^, &)=Vy, f^aoO^ fr)=^/y. Ils sont donc des nom-
bres complexes conjugués de module 1. On écrit aussi Wo(^, b)swo(/x.b).

La fonction (^, b) -^ ' k / y est continue (et définie et continue, même si
r=0 ou Y=l)«

Si (À., b)e§1 x [~e,e] x S1, on pose p(À, b)=p(A.b|s1)-
2. Si aeT1, on définit les ensembles :
W (^ b) | p (̂ , b)=a}, F^ ={ (̂ , fr) |A.,,̂  6 F^ }.

Comme l'espace [-e, e] x S1 est connexe par arcs, compact, il en est de
même des ensembles F,, F(p/,)+ (c/LIII, III. 4 et III. 5).
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Soit Fj l'adhérence de Up/«Q ^(P/,)+- Par III. 6, Fj est sans point
intérieur dans S1 x [-e, e] x S1, et Up/, (^(p/o+ U ^(p/,)-) est un F, dense
de Fj.

Pour y^l fixé, on représente schématiquement sur la figure suivante
^7:

e^iP/qxiy}' S'xh}

F.cFi sio^Q/Z

inclus dans Fp'/q- Int Fp̂  C C Fj

Figure pour j fixé ^\, dans le plan {)^(r,j)\\eS\ -e^r^e} des ensembles p^Cte.

3. Soit l7=VnFj un ouvert non vide de Fj avec ^ connexe. On a
p(U)=p(F), qui est un ensemble connexe de T1 non réduit à un point
(c/.ffl.5).

PROPOSITION. — Pour tout ouvert comme ci-dessus, il existe
plqelni(p(U)) tel que la fonction Wolp^+ny soit nûn constante.

Démonstration. — Supposons par l'absurde que pour tout p/q € Int p(l7)
la fonction moi^^ni/ soit constante=Cp^ Soit (pjq^^ une suite tendant
vers aeT1 un nombre de type constant, a € Int p(l7); et telle que

leS1, sij -̂  +00.^v
D suit, que pour b=(r,y) appartenant à un ouvert non vide de

[—e,e]xS1 on a :

W ^2irfX«(/^)^;^

Comme la fonction b -+ ^(/i.») est R-analytique (voir III. 10) on a,
pour tout fr6[-e, e] x S1, l'égalité (*).

Si y=l, on ae2*"^.
Si r=0, on a c^^ly, pour tout yeS1, et donc (= constante est

absurde. •
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Remarque. - On peut remplacer Q/Z par n'importe quel ensemble dense
dans T1 et par exemple les nombres de type constant.

4. Si/^ vérifie p(À, fr)eQ/Z et Wo(X, b) est une racine de l'unité, alors
f^ est appelée birationnelle. (Comme m^ (À, &)=Wo (^ b), m^ (À, b) est
aussi une racine de l'unité).

COROLLAIRE 1. — Les fractions rationnelles f^ qui sont biractionnelles
sont denses dans Fj. __

Démonstration. — Soit 17^0 un ouvert comme ci-dessus. Quitte à
diminuer 17, on peut supposer que (r, 1)^17, (0, y) iU et que pour tout
p/qeQ, F(p^T\U est connexe (à condition que l /n{b|r=0}==0 et
l7n{fc |Y=l}=0). Il suit de la proposition que m^ (F(?/,)+ H U) est un
ensemble connexe de S1, non réduit à un point •

COROLLAIRE 2. — II existe un ensemble dense TczFj tel que si (À, b)e T,
alors p(À^ b) est un nombre de type constant ainsi que P où Wo(3l, b^e2^.

5. PROPOSITION. - On suppose que fc^(0, y) ou (r, 1). Soit f^ biration-
nelle, alors pour tout ouvert non vide 17 c S2, la fermeture de U^f (U)
contient soit 0, soit oo, soit un point de S1.

Démonstration. - Puisque p(A.*)==/^eQ/Z, il existe un point périodi-
que ;)C6S1 de multiplicateur dans l'intervalle ]0,1] (et de multiplicateurs 1,
si f^eFj). Par 1.3(û), il existe un point critique de/^ disons Ci tel que
lim^+^ d (f^ (ci), S^sO où à désigne une métrique de S2 définissant
la topologie de S2 et d(z, S^Min^i d(z,x). Puisque /^ commute avec
Finvolution S, on a aussi :

lim^^^/^O/c^S^O.

H existe aussi un point critique c^ de /^ (^c^ ou 1/Fi) tel que
lim^^ d(f^(c^ 0)=0, lim^^^ d(f^(\/^\ oo)=0. (Puisque si/^
est birationnelle les points fixes 0 et oo de f^ ont pour multiplicateurs des
racines de l'unité. Puisque £ç est fini, /^ n'a ni domaine singulier ni
domaine errant (cf. 1.2 et 1.3).

Soit U un ouvert non vide, comme JÇf^^S2, et donc sans point
intérieur dans S2 quitte à diminuer 17, on peut supposer que 17 est contenu
dans la composante connexe de S2-^.^.»)» C. Comme C est prépériodi-
que et que nécessairement C tombe sur une composante de Fatou, il existe
donc xeC tel que x soit prépériodique, un ouvert VaU, k et qçM tels
q™ fy^^V) tendent vers /^(x), si n -^ +00. On a nécessairement
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f^(x)e§1 U { oo» 0}. Si ce n'était pas le cas, il existerait un point
critique c de /^ tel que lim^+^ d (/i"^* (c), /^(x))^ or
I^c^UÎO.ooJ.La proposition est donc démontrée. •

Remarques. — La démonstration ci-dessus montre que si (X, fc)€Fj, r^O
et Y^ 1 et p(^, b)^p/qeQ/Z, alors ̂  possède un unique cycle périodique
d'ordre 4.

Si (À, b)iFj, mais vérifie les conditions ci-dessus (avec fce[-e,8]xS1)
alors f^ possède exactement deux cycles périodiques d'ordre q dont l'un
est répulsif et l'autre est, en utilisant la description faite en 1.3 (a) des
orbites des points critiques et le fait que/^ commute avec l'involution 5,
attractif. Cest la raison pour laquelle, dans le théorème suivant, pour
trouver des /^ ^ ayant une orbite dense sur S2, nous allons demander que
(^fc)e^.

6. THÉORÈME. - II existe un G( dense GcFj tel que si ( ,̂ fc)eG, alors
on ait :

(i) p(?i,fr)^Q/Z;
(ii) mo Q^ b) ri'est pas racine de Funité;
(iii) f^b a une orbite dense dans S2.
Démonstration. — (i) est vraie sur un G^ dense Gi (cf. 2). Pour voir que

(ii) est vraie sur un G{ dense G^, on remarque que si p/qeQ, alors
L^s=mo1 (e1^9) est un fermé, sans point intérieur dans Fj par 3, et
donc Up/,co Lpfy est un F, maigre dans Fj.

Nous allons maintenant démontrer (iii).
On pose, si zeS2, h(z)=d(z,§l).d(z,0).d(z, ao)€R^ oùd est une

métrique définissant la topologie de S2 et (Uj)^ désigne une base (dénom-
brable) d'ouverts non vides de S2. On pose :

(^ b) 6 F, ̂  ^ (^ b) = Inf,^ Inf,^ h (/;, (z)).

La fonction (^, b)eFj -^ g^Q^ b) est semi-continue supérieurement et
donc gj~1 (0) est un G&, dense par 5. Il en résulte que G3 = H^M ^71 (0)
est un GS dense de Fj.

(^) ( Si (?l,fc)eG3, alors pour tout ouvert U^ la fermeture de l'ensemble
\ U,cM/x%(^) contient un point de S1 U{0,oo}.

SoitG=GinG2nG3.
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Affirmation. - Si (X, b)eG, alors J(f^)^S\
Démonstration. — Supposons que J(f^)^S2 et soit C^Ç) une compo-

sante de S2-J(f^) périodique par/^ (c/. 1.2).
Si C était un domaine singulier, il existerait un ouvert [/< tel que (*)

ne soit pas vérifiée.
Si C était une composante de Fatou, il existerait un point périodique

xeC et un ouvert l/<cC, tel que, si n -^ +00, /^% (l/<) -^ Up<M /p 00 et
le multiplicateur de x est ou de module < 1 ou égal à 1 (cf. 1.3 (a)).

Par(*). jceS^^oo}. P&r(i), xtS\ par (ii) x^{0,oo}. On arrive
donc à une absurdité et l'affirmation en résulte. •

Le théorème résulte de l'affirmation et de II. 4. •
7. Remarque. — Par le corollaire 2, le théorème de Siegel et la proposi-

tion de 1.5, tout f^ avec (X, b)e G peut être approché par /^ ayant trois
domaines singuliers; un anneau autour de S1 et deux disques aux voisina-
ges de 0 et oo.

VI. Existence d'une infinité de fractions rationnelles de degré 3 ayant une
orbite dense et non topologiqnement conjuguées deux i deux

1. On se donne une fraction rationnelle/: S2 -^ S2 de degré d>2.
PROPOSITION. — II existe un entier n(d)>0 tel que s'il existe un ensemble

(C^i^i^p de cercles topologiques plongés vérifiant :
- Cir\Cj»0,sii^J!
- /(€,)<= C,, pour l^i^p;
- chaque composante connexe Bj de S2—UK^^pC^ contient un point

de J(f), alors p^n(d).
2. LEMME. — Pour chaque j, f(Bj) contient au moins une composante

connexe de S2— E^.
Démonstration. — Comme/(ÔB()<=ÔB(,

(S2 -5() n/(B<) »f(Ei) 0 (S2 -5<),

il en résulte que l'ensemble f(B^)^\(S2—E^) est fermé, il est ouvert
puisque/ est ouverte. De plus, /(B()CB( n'est pas possible puisque
J(/)nB,^0, car sinon on contredirait le fait quc/^^ : J(f) -^ J(f)
a un G, dense, d'orbites denses. •

Remarque. - Par la même démonstration, on a : si Z)^ et D 3 sont les
composantes connexes de S2—^, sàoTsf(D^)^D^ ou S2.
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3. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION

Nous allons, si p^n(d\ contredire le fait que caLTd(f~l(z))^d (card
voulant dire cardinal de l'ensemble considéré).

(1) II existe au plus un nombre égal à à d'ensembles B, qui sont des
disques (i. e. difféomorphes à { z 11 z | < 1}). En effet, si Bi, . . ., B^ i sont
des disques, par le lemmc, si y e S2 - Ui «^+1 ̂  alors / ~1 (y) intersecte
chacun des B(, 1 ^i^d+1. Par l'absurde, l'affirmation en résulte.

(2) Chacun des B, a une connectivité <d (on appelle connectivité de B; le
nombre de composantes connexes de S2 —fi,, chacune étant difféomorphe à
un disque). Ceci résulte de la remarque de 2.

(3) II n'est pas difficile de voir qu'il existe au plus à des B( qui ont une
connectivité >3, car sinon on obtiendrait un nombre de disques >d+l,
ce qui contredirait (1).

(4) Si p est assez grand, on obtient 2d-h 1 des composantes B, qui sont
difféomorphes à {2,JÎ<|z|<l}, R>0, et sont emboîtées comme dans la
figure.
Par le lemme, /(B() contient soit le point -,soit le point +. Il en résulte
que, ou bien Card^-^-))^-»-!, ou bien CardC/^^-h^^d+l.

Ceci démontre par l'absurde qu'il existe un entier n(d) tel que
p^n(d). •
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4. REMARQUE

Par une démonstration analogue, il existe n^(d)>0 telle que/laisse
invariant au plus n^ (d) domaines singuliers qui sont des anneaux.

5. Nous considérons les exemples que nous avons construits en V.6,
Â.»> (^,fr)eG, et donc vérifiant V.6, (i). (ii) et (iii). Remarquons que
l'ensemble {p(Â, &)|(À, b)€G}çzJl-(Q|Z) est non dénombrable (car s'il
était dénombrable G serait contenu dans un Fy de Fj sans point intérieur
dans Fj, ce qui serait contraire à V. 6).

Si (À, fc)eG, par le théorème de Denjoy, f^s1 est un difféomorphisme
minimal de S1 (i.e. toute orbite def^s1 est dense dans S1).

Nous voulons caractériser le cercle S1 ainsi :

6. PROPOSITION. — Soit h une involution topologique de S2 renversant
T orientation telle que T ensemble des points fixes de h soit un cercle
topologique C. On suppose que h commute avecf^ Alors C^S^^T ensem-
ble des points fixes de T involution S : z -^ 1/£

Démonstration, - On a/^(C)cC, et siC^^§1^0, C=S1.
La suite d'involutions S, hSh, ShShS, hShShSh, . . . commute avec

A.»» et ^GUTS points fixes sont des cercles topologiques deux à deux disjoints,
sous-invariants par /^. Ced contredit 1 (qui s'applique puisque
J(f^S2). M

Sh(S1) points fixes de ShShS

h (S') ^^r" points fixes de hSh

7. COROLLAIRE. — II existe un ensemble non dénombrable de
A,h9 (^ b)eG, et deux à deux non topologiquement conjugués.

Démonstration. — Par la proposition ci-dessus, et le fait que ± le
nombre de rotation est un invariant de conjugaison topologique (on met
le signe — pour permettre les homéomorphismes de S1 qui renversent
l'orientation), le corollaire suit des remarques faites en 5. •
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8. REMARQUE

Si (^, fr)eG, /^b n'est pas topologiquement conjugué à un des exemples
de Lattes ou à une fraction rationnelle à points critiques prépériodiques.
En effet, une fraction rationnelle à points critiques prépériodiques a tous
ses points périodiques répulsifs et c'est une propriété invariante par conju-
gaison topologique (puisque, si un germe en 0 de fonction holomorphe g
possède en 0 un point fixe topologiquement attractif, alors, puisque la
suite (g")»^ est normale sur un voisinage de 0, il suit que | Dg(0) \ < 1).

9. REMARQUE

Les exemples de Lattes A : z -» nz, neZ, |n|>2, commutent avec

une infinité d'involutions de S2 qui renversent l'orientation ( i. e. par

( \ 0 \ . . . ,
exemple ^== ( Q _ i ) ainsi que tous ses conjugues par

GL(2.r)/{Id,-Id},c/.II.6V

VIL Méthodes de construction de fractions rationnelles ayant une orbite
dense sur S2

1. Nous nous proposons dans ce paragraphe de dégager une méthode
générale pour construire des fractions rationnelles ayant, sur S2, une orbite
dense. La méthode sous-jacente est celle utilisée dans V, que nous allons
illustrer ici par la disparition des domaines singuliers qui sont des disques
(i.e. le théorème de Siegel). La méthode part de 11.13, remarques (1)
et (2).

Nous allons d'abord illustrer la méthode sur des exemples particuliers.

2. On se donne un entier ̂  2 et on considère la famille :

(̂̂ i. ^2) e S1 xS1 ^/^-A (i.e. | ̂  |=| ̂  |).

f r^- ̂ ^^2^f^)- .̂, .
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La famille des fractions rationnelles A a les propriétés suivantes :
(a) f^ est de degré d o À,i 9^2.
(b) f^ commute avec l'homothétie h : z ̂  e^^^z.
(c) Si À,i ^A,2, f^ a 2d-2 points critiques.
(d) Si À.i 5^X2, 0 et oo sont des points fixes elliptiques def^ de multiplica-

teurs valant respectivement K^ et X^.
(e) Par le théorème de Siegel pour presque tout X=(À.i, À^) €S1 x S1, /^

laisse invariant 2 domaines singuliers (qui sont des disques) aux voisinages
de 0 et oo.

3. THÉORÈME. — II existe un Gç dense GcS^S1 tel que, si
^=(À.i,X,2)eG, alors, on ait :

(i) À,i et À,2 n^ sont pas des racines de Funité;
(ii) f^ a une orbite dense sur S2.
Démonstration. — Elle est presque identique à celle du théorème de V.
On note par (17,),̂  une base dénombrable d'ouverts de S2 vérifiant

pour tout i, 17,̂ 0 et par d(., . ) une métrique définissant la topologie de
S2.

(a) Soit l'ensemble F= { f^^ | ̂  9^2 et À.i et À.2 sont des racines de
l'unité}. L'ensemble F est un F,, sans point intérieur dans (S1)2. De plus F
est dense dans (S1)2.

(b) LEMME. - Si ^=(À.i,À.2)eF/wur tout ouvert U^0 de S2 on a :

u^orwn^00}^
Démonstration. - Elle est presque la même que celle de V.5. On

remarque si K=(K^K^eF, alors l'ensemble J(/0 est sans point intérieur
puisque les points fixes elliptiques 0 et oo ont pour multiplicateurs respecti-
vement îii et 5i2 qui sont des racines de l'unité. De plus, toute composante
de S2-J(f^ est prépériodique et tombe sur une des composantes de
Fatou associée à un des points fixes 0 ou oo. (En effet, par 1.3, il existe
des points critiques c^ et c^ appartenant respectivement aux domaines de
Fatou de 0 et oo tels que, si n -*- +00, f^ (c^) -* 0 et A" (02) -^ oo. Puis-
que f^°h^hof^ (cf. 2(b)) les points critiques ^(cQ (resp. A^)),
0<i^d—2, vérifient, si n -+ +00,

A11 (h1 (c,)) ̂  0 (resp. A" (h1 (c^) ̂  oo).
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Or^ a seulement 2d—2 points critiques, et donc en utilisant la description
des orbites des points critiques faite en 1.3 il ne peut exister d'autres
composantes périodiques de S2—^/^).)

Finalement on obtient que pour tout ouvert l/cS2, 1/^0, il existe
U^ <= [7, U^ est un ouvert non vide, tel que, si n -^ -h oo, alors/"(l/i) -» 0
ou /" (I/O-, oo (c/. 1.3). •

(c) On définit, si À^À.2, et ieM la fonction semi-continue
supérieurement :

gi: ^(^.^eS^S^A^R^
ou

A={(x.^e(S l)2,x^}

et

gi (^ ̂ -Inf̂  Inf̂  d (A" (̂  { 0, oo }).

L'ensemble gs~1 (0) est un G^ de (S1)2. Par (fr), pour tout i, Fensemble
gi~l (0) est dense dans S1 x S1. Soit 63 = 0,̂  g^l (0) qui est un G( dense
deS^S1.

On a :
(^) si 3l=(3li, ^2) € G^ alors P0111' tout ouwrt l/^ la fermeture de

l'ensemble U«eN /" (l//) contient un point de l'ensemble {0, oo}.

On pose Gi^S^-^FUA) et si (^.Â^eGi la conclusion (i) est
vérifiée.

On définit G=GiHG3.
(d) Pour finir la démonstration, on montre la même affirmation que

celle de V. 6 par une démonstration identique et on conclut de la même
façon que nous l'avons fait en V. 6. •

4. REMARQUES

(1) On peut approcher chaque XeG par une suite (0; telle que, pour
chaque i, f^ ait deux disques singuliers au voisinage de 0 et oo (cf. 2(e)).

(2) Je ne sais pas montrer qu'il existe un ensemble non dénombrable
HcG tel que, si l^ et l^eH et si li^l^ f^ ne soit pas topologiquement
conjugué à /^ : bien que cela soit très probablement le cas.
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5. GÉNÉRALISATION

On reprend les notations de II. 12.
On suppose que ^eA -^eFr^ est une famille continue de fraction

rationnelle de degré ̂ 2 où A est un espace métrique complet (et donc
un espace topologique de Baire).

On suppose qu'il existe là—à fonctions continues ^eA-»pi(À.),
i=l,2,. . .,2d-2 telles que:

(a) Chaque p^ÇK) est un point périodique elliptique de/^ de multiplica-
teurs w,.(À)€S1 et de période q^ 1 fixée.

(b) Tous les cycles périodiques associés à chaque ̂ .(À.), i= 1, . . ., 2d—2,
sont distincts.

(c) On suppose que l'ensemble :

F= { À.€A | pour tout i, w<(X.) est une racine de l'unité}

est un Fy sans point intérieur de A, dense dans A.
(d) De plus on fait l'hypothèse que l'ensemble :

J== { A.eA | pour tout i, W((A.) n'est pas une racine de l'unité}

est un Oc dense de A.
Toutes ces conditions sont satisfaites, si ^=2, par la famille définie en 2,

/^ avec À.=(À,i, ̂ )» | ̂ i | = | K! | =1 et ^i ̂ 2- Qn a le théorème suivant :

THÉORÈME. — II existe un 65 dense G de A tel que, si \eG, f^ ait une
orbite dense sur S2.

Comme la démonstration est presque identique à celle de V. 6 et de 3,
nous la laissons au lecteur en indiquant seulement les points essentiels :

La fraction rationnelle f^ a au plus 2d—2 points critiques (distincts).
Si À,eF, chaque composante connexe périodique de ^—JÇf^) est une
composante de Fatou associée à un des points périodiques elliptiques^,^),
1 ̂ i^2 d— 2, de multiplicateur w,.(À.) (une racine de l'unité).

6. REMARQUES

(1) Le point important en 5, 3 et V. 6 est de contrôler tous les points
critiques et de s'assurer qu'ils appartiennent, pour un Fy dense et sans point
intérieur de paramètre, aux bassins d'attraction des points périodiques
elliptiques ayant pour multiplicateurs des racines de l'unité.
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(2) La différence entre 5 et 3 est que dans 5, si d>3, la condition 5(b)
n'est pas vérifiée, mais on contrôle tous les points critiques (i.e. voir la
remarque 1 ci-dessus) grâce à la symétrie 2(&).

(3) On peut facilement imaginer des propositions intermédiaires entre
3 et 5 (par exemple en imposant que certains des points critiques soient
multiples) et même des propositions qui sont intermédiaires entre 5 et V. 5
(i. e. en ajoutant des anneaux périodiques). La principale difficulté est, me
semble-t-il, de montrer qu'il existe des familles vérifiant les hypothèses
(voir 7).

(4) Dans les exemples V. 6, 3 et 5. les familles À,eA -^/vérifient que
pour tout 5l, f^ est récurrent par chaîne (cf. II. 13, remarque (1)). Ensuite
le point important est II. 13, remarque (2).

7. QUESTIONS

(1) Montrer que, si d>3, on peut construire des familles vérifiant les
hypothèses de 5. De plus, il serait intéressant de connaître les périodes <?,
que l'on peut obtenir (si /est une fraction rationnelle de degré d, alors/a
d+1 points fixes et, si d>4, on a, d-t-1 <2d—2).

(2) II serait aussi intéressant de construire des fractions rationnelles de
degré d ayant k^ anneaux périodiques et k^ points périodiques elliptiques
avec 2k i -hk2=2d—2 et de voir quelles périodes on peut obtenir ainsi
que quels entiers fci et k^ sont possibles. (Toutes les possibilités ne peuvent
pas se réaliser puisque, en utilisant VI. 1, il n'est pas difficile de voir
qu'une fraction rationnelle de degré 2 ne laisse pas d'anneau invariant. En
contrepartie, il n'est pas clair qu'une fraction rationnelle de degré 2 ne
puisse pas laisser invariant un anneau périodique de grande période.)

A ce propos le lecteur peut consulter l'article de Sullivan [SJ.
(3) II serait utile, me semble-t-il, de comprendre dans l'optique de la

question (1) les bifurcations au voisinage d'une fraction rationnelle à points
critiques prépériodiques II. 8 (voir à ce propos [R]).

VIII. Appendice : les anneaux de nombre de rotation de type constant

0. INTRODUCTION

Pour la commodité du lecteur, nous donnons dans cet appendice une
démonstration, qui nous semble particulièrement simple, du théorème local
de conjugaison de Arnold ainsi que l'analyticité locale par rapport aux
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paramètres R-analytiques (résultat aussi dû à Arnold) dans le cas particu-
lier où le nombre de rotation est un nombre de type constant

Ces résultats locaux restent valables pour les nombres satisfaisant à une
condition diophantienne (voir [A]) et même pour une classe de nombres
contenant des nombres de Liouville, i. e. les mêmes nombres pour lesquels
l'on sache démontrer le théorème de Siegel, [R], [Si].

Pour voir ceci, le lecteur peut aussi adapter la démonstration de [H],
annexe pour démontrer le théorème du paragraphe 6 pour les nombres
satisfaisant à une condition diophantienne (de petites modifications sont
nécessaires puisque [H], A. 3.8.2 n'est pas vrai, car g ne préserve plus
l'axe réel, il faut donc le remplacer par |lm^|Y<(l/2)v, dans [H], A. 5.1)
il faut remplacer V^ W^ par F ,̂ ̂  en ajoutant les conditions
|^-Id |v<S(l/2) v, [<p|^<l/8 et dans 5.2, il faut remplacer |/-/o|fc=£fc2e

par |/—/o l*^6 ^fl» °ù a est P^8 grand que 29).
Le théorème du paragraphe 6, à ma connaissance, n'a jamais été énoncé,

bien qu'il soit implicitement inclus dans la dépendance C" de paramètres
C" dans le théorème local de Arnold.

Le théorème du paragraphe 6 a de très nombreux corollaires. Dans les
paragraphes 9 et 11, nous avons utilisé le résultat global de [H], IX (ce
qui est absolument indispensable) et les autres corollaires n'utilisent que
le théorème du paragraphe 6. Tous les corollaires restent valables pour les
nombres satisfaisant à une condition A.

En 12, nous déduisons le théorème de Siegel de 6. Pour les nombres de
type constant, le lecteur peut aussi donner la même démonstration que
celle de 6 en utilisant les espaces de Hardy-Sobolev, et la même observation
qu'en 5 noter que l'inverse de l'équation linéarisée de conjugaison à
j -». e^^z en l'identité, pour a un nombre de type constant, ne perd
qu'une unité sur les espaces de Hardy-Sobolev ad hoc,

Le paragraphe 14 montre l'existence d'anneaux périodiques pour les
fractions rationnelles.

Le paragraphe 15 montre qu'il existe un 65 dense de nombres irration-
nels, baptisé nombres très Liouville, tel que toute fraction rationnelle de
degré ^2 ne laisse pas invariant de domaine singulier de nombre de
rotation très Liouville (ni de nombre de rotation rationnel).

On peut généraliser le théorème du paragraphe 6 au cas de n-variables
complexes ainsi : soient CI'=RII®ï R",

B6={2=(x,+^A|supi<^J^,|<5}, ô>0,
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et Jî,:z»-^z+o, aeR", où a satisfait à une condition diophantienne.
Pour S>0 et a fixé, il existe e(8,a)>0 tel que si/: B^ -^ C" est continue
sur B( et holomorphe sur rintérieur de B^ et vérifie/o Rp^Rp °f, si peV,
ainsi que :

||/-Mco<B.)<e(S,a),

alors il existe ^eC" et un plongement g^ : B^ h-» C11, où g^ est continue
sur B^ et holomorphe à l'intérieur de B^ et tels que l'on ait :

^/+/° g/ (z)^gf 0 R» (z\ z € B .̂

Si/est R-analytique, i.e. /(Rllx{0})cR", c'est précisément l'objet de
[H], annexe, si / ne préserve pas nécessairement R" x { 0 } il faut apporter
les modifications que nous avons indiquées ci-dessus à la démonstration
de [H], annexe.

1. On pose, si ô>0,

Bfi={z6C||lm2|<8}.

2. ESPACES Oî, k 6 M
On note par 0^ l'espace de Banach sur C des fonctions <p : B& -+ C de

classe C\ Z-périodique (Le. <p(z-hl)=<p(2)) et holomorphe sur l'intérieur
de Bs.

Si (p € 0^, on peut écrire de façon unique :

^-E,^^)^

où <p(k)= ^(Oe"211^^, re [0,1], et la série converge uniformément
Jo

sur By pour ô'<ô.

On pose :

II <? llc?=|| <P ||c°(B.)=SUp^ | C (2) |,

et si (p € O^y

II <p 11^1) <p||^Sup(||<p||c?J|^<p ||c?).
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La dérivée de <p sur 65 est notée Z)(p et on a :

D(p (z)=2îti^o "<?(") <?211M"

Si <p 6 O? et 8'<ô, on a l'inégalité de Cauchy :

ii^ii^^1^'
(Pour voir ceci, il suffît d'appliquer l'inégalité de Cauchy en tout point

de Bg.)

3. ESPACES O^2, f ceM

Soit :
oiï2^{^^^e2M^\a.€Csin€Z,\\Dk^\\o^<^€o},

où

H^çllâ^^d^L.dnnûJe211'"»0)2.

Pour la norme :

IHIo l̂̂ +ll̂ pllà^)1'2.

Oî'2 est un espace de Hilbert.
Il est élémentaire de voir que Fon a {cf. la théorie des espaces de

Hardy) :
.̂2 .̂2^ ̂  [ ;pço^v y <§

et sup(,(<5 II D^ | T1 x { r } \\L^^r})< +00 }.

Fûits

(û) II existe une constante Ci>0, indépendante de 8>0, telle que l'on
ait :

IHIc?^cj|<p||^2.

(D suffît d'appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz.)
(b) Si k ̂  1, 0\92 est une algèbre de Banach.
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(c) Si k > 1, g e O^2 et <p est une application holomorphe sur un voisi-
nage de g(B^), alors <p ° g € O^2 et on a :

II D^ (Ç o g) ||̂ 2 < C (II ̂  1^.2 +||̂ .2) II <P||C (̂B.),

où C est une constante.
(Il suffit d'utiliser la caractérisation de O^2 par O^2.)
De plus sur un voisinage V de ge0^2 :

^ e F -, <p o ̂  e O^2

est une application holomorphe dont la dérivée vaut :

A^eO" -^Dço^A^.

4. ESPACES Dî'2 ET XJ'2

Sik^l, onposeDS•2={Id+<p|s)€OS t 2} et

XÎ^^L^Id+cp | <p60t2, <p(0)=0. Il <p ||c? < ̂  ô l.

Si h c XS12, on a :

fc(B,)c=B(3^(dnt Ba,.

Faits

Si k > 1, <p e 0$, et h € ̂ 2, alors, on a, <p o fc 6 OÎ12 (U suffit d'utiliser
la caractérisation de O^'2 par O^2). Par les inégalités de Cauchy, comme q>
est holomorphe sur un voisinage de h(B^) l'application :

y : (q>, h) 6 0§» x K^2 ̂  (p o h ç O^2

est continue, holomorphe, et sa dérivée vaut :

DV (<p, h) (A<p, AA)=A<p o A+Dq> o fc AA.

On a aussi :

II <P ° A ||o^<C (II Dfc 11^-1.2+11 Dh ||̂ -i.2) II <p ||̂ .

C étant une constante dépendant de 8.
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5. Soient les translations de C, J^(z)=z-t-c.
Si ce R, on a R^(B^)^B^
Un nombre a est dit de type constant : si aeR et s'il existe y>0 tel que

pour tout p / q 6 Q, on ait | a - (p/q) \ > y/g2.
On a la proposition immédiate suivante :
PROPOSITION. — Soient a un nombre de type constant et k^l, alors,

pour tout T| 6 O^2 vérifiant r\ (0)=0, il existe un unique ̂  e 0^"lt2 vérifiant,
^(0)=0,

L.O|0=^-^°R.=îi
et de plus on a

11^11^-^^llîilk2

où C est une constante indépendante de S et y.
Remarque. — —L, est «l'application tangente» en fc==Id» à

« l'application » h € D" -^ h o R^ ° h~1.
Nous allons maintenant démontrer le théorème suivant :

6. THÉORÈME. — Soient 8>0 et aeR un nombre de type constant, alors
il existe 8==e(ô,a)>0 dépendant de ô>0 et a et une application
holomorphe :

F: f€V^^(\,h)€CxKî;ï,

où on a posé

y^={^=Id+<p|(p€0?,| |<p-a| |cg<e},

telle que :

W (^+/) ° h^h o R^ F(Jy=(0, Id).

De plus, on a runicité locale suivante : il existe T|(6,a)>0 tel que si
fe V^ e t ( ^ h ) € C x X?/| vérifie (^) et || h-Id \\o^<r\ (5, a), alors :

F(f)»(\,h).

Démonstration. — Si e>0 est assez petit, on a, en utilisant l'inégalité de
Cauchy. || Z)/-l ||c^<l/4 et || Log Z>/||c^<Ctc e.
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Si [ [ D h — 1 [[ce <1/4, alors on peut prendre les log de
D/o h Dh=Dh o Ry et on a nécessairement :

Log Dfo h = Log Dfc o R,— Log Dfc

Si II f—R^ ||o°<£» avec e>0, et r\ >0 assez petits, nous allons construire
une application holomorphe de ^.5/2 = { Id + <p € XJ/111| <p || oj.} < TI }
dans lui-même.

Pour cela, si h^ e ̂ .5/2» o11 pose :

H (/,fci)= - ? Log D/o h, 0) A, t e R.
Jo

L'application (/, hi) -* n(/, fci) est holomorphe ainsi que l'application
(/, ht) ̂  Log D/o Ai 6 Oj/22 (roir 3 et 4).

Soit ^ e 0^/1 telle que Fon ait :

^ ° Jî.-^=Log D/o h, +H (/, fci)

etxKO)=0(wir5).

On pose, si e>0 est assez petit, Dh^e^^0, où

.-(p.̂ -.c

(si e>0 est assez petit, on peut supposer que ||e*—l llrî,'^^^/^)» et sl

ueB^ on définit :

hz(u)^ [u Dh^(z)dz.
Jo

On a h^eDjfj et || ̂ —Id^ || o2,2<Ci e, où Ci est une constante
dépendant de 8 et de a.

Pour r\>0 donné, il existe 60 >0, tel que, si e<Co, alors, on ait
h^ 6^/2.8/2 et sl T! est assez P®111» on a II Dh^—l H oo <1/4 (en utilisant
3(û)). Nous avons ainsi défini une application holomorphe :

9 : (f.h,)€ V^ x W^ ̂  h, € ,̂2.»/2
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vérifiant

(+) e^^ Df- h^ Dh^Dh^ ° R^

On a :

||Z>2^||<CE,

où C est une constante dépendant de S>0, a etil (D^ <1> désigne la dérivée
par rapport à la variable fci).

Si e > 0 est assez petit, par le théorème des contractions lipschitziennes (5)
il existe une application F^ : V^ ->- W^^ telle que F^(f)=h soit l'uni-
que point fixe dans ^/2.&/2 de l'application h^-^^(f,h^) (Le.
0(y, A)=fc). On peut aussi appliquer le théorème des fonctions implicites
(dans les espaces de Banach) et il en résulte que l'application
/6 ̂ e.s ^ y 2 C/)6 ^n.6/2 est holomorphe.

Par(+), on a :
e^^DfohDh^Dh-R^

On intègre sur [0, l], d'où :

| e^^ D/o h (t) Dh (t) A^^^ |1 Dh (r-ha) A= 1
Jo Jo

et donc
Df^hDh^Dh^R^

soit (^) :
/oh4-^=ho^

avec F, (/)=).€£.

Comme F application / -+ F^(f) est holomorphe, il en est "de même de :

/-F(/)=(F,(/),F,(/))€Cx^2.

L'unicité locale résulte de l'unicité du point fixe heW^^n de l'applica-
tion h^ -^ <!>(/, hi) (si he K^/|, fc(0)==0), ce qui implique l'unicité locale
de ^eC et he ̂ /2.s/2 vérifiant (^). •

(5) On peut aussi appliquer le théorème de point fixe de Schaudcr-Tychonoff.
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Pour les corollaires qui suivent, on suppose que aeR est un nombre de
type constant fixé.

Remarque. - Si/=^ on a DFi(R«)A/=- (A/( t )A, où DF,(f)
Jo

est la dérivée de / -^ Fi (/).
Remarque. - SifeD^ÇJ1) est un difféomorphisme R-analytique, alors

on peut complexifier / en 7 où Je D?-2 pour un ô>0. /étant réelle sur R,
ona,7(z)=7(^sizeBs.

De plus, on peut supposer que/est un plongement de Bç dans C.
7. COROLLAIRE. ~ Soit feD^ÇJ1) avec JE D\92. On suppose que

nj—j^[[^o<e(8,a) où le nombre e(ô,a) est défini en 6. Alors
F(/) == Q^h) € R x D" (T1) et vérifie :

W (ÎL+/)ofc=ho^.

Remarque. - Par la définition III. 4, on a ^=UA et si p(/)=o,
W)^0(cf.m.3(7)).

Démonstration. — II suffit de remarquer que si dans la démonstration
de 6, on suppose que /est réelle sur R ainsi que h^ alors il en est de même
de n(/, Ai), h^ du point fixe fc, et de À. •

8. Soit pour seR", |H|<6i, £1 > 0. une famille s -»-/,€ D^T1)
R-analytique, alors la fonction complexifiée

(2,s)eCx{5'eC".||s'||<e} -.7(s,z)eC,

vérifie s' -^ 7r6 Dlf2^ P0^ un 5>0 et pour cassez petit.
COROLLAIRE. — On suppose que J'; vérifie^ si H est assez petit,

J| J^-R^ ||^<e(8, a). Alors, pour s assez petit, F application :

s - F(/,)=(^(/.),Aœ)eRxD"(T1)

est R-analytique.
Démonstration. — Cela suit immédiatement de 7 et 6 et de l'unicité

locale de 6. •

9. COROLLAIRE. — Soit a un nombre de type constant. Soient M une
variété R-analytique de dimension finie et se M ->>/,eD•(Tl) une famille
R-analytique, alors la fonction s -» ^«(/,)eR est R'analytique.
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Démonstration. — Comme la fonction f -^ ̂ (f) est continue, il suffit
de voir qu'elle est localement R-analytique, et donc on peut supposer que
seR", où \\s\\ est petit, et quitte à composer par un R^, on peut supposer
que /o vérifie pifo)^^ P^ 1e théorème fondamental de [H]; IX, on a
/o=^~1 ° ̂ « ° g avec geD^ÇI1). Soit, pour neR et 5€R" petits, la famille
R-analytique suivante :

(H, s)-* ^o(^o/.)o^~l=/^.r

On vérifie, que si H et 5 sont assez petit, alors 8 s'applique, et donc il
existe une fonction (n, s) -• ^(f^s) R-analytique telle que l'on ait, pour H
et 5 assez petits,

U/n..H/n.,=^0^0 .̂1.

Pour s petit, on cherche H (s) tel que ^a (/?<,).,) ==0. C'est possible par le
théorème des fonctions implicites, puisque (n,s) -+ ^.«(/p.») est

R-analytique et vérifie : ̂ .«(/o.o)^ amsl ̂ w :

^^(/o.o)Ap=-AH P^o^-i 0^(0)49
3n Jo

qui est ^Osi AH^O.
On a construit une fonction s -^ H (s), R-analytique, telle que :

^(s)0/,^^0^0^

soit en utilisant III. 3 (7),

u(5)=U/.). •
10. Pour s=(ûi,ûi, . . .,a^i,a^i,fci,Pi, . . ..^.P^eC2^ p=2n4-l,

n^O, et ûeC on pose :

r ^-n-ir^1- ^-g^i 1-fei^ i-fen^Ja.s W—0 •,—=— • • • -—=——— ——r"" • • • ——c~ •
1 — û l Z 1 — û ^ + i Z Z — P I z—^n

COROLLAIRE. — Si (û—1,5) est assez voisin de 0 dans C21^1, alors il
F

existe une application holomorphe f^s -^ (^» h), où^eC est voisin de a et h
est un plongement holomorphe d'un voisinage W de S1 à valeur dans S2,
voisin de T identité, telle que Ton ait, pour zçW, e2^f^,(h(z))^h(e2^z\
^(/i.o)=CUd^).
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Démonstration. — Cela résulte immédiatement de 6. •
Remarques. - (1) Ce corollaire exprime que l'existence d'anneaux inva-

riants de nombre de rotation de type constant fixé est localement une
condition analytique complexe de codimension ==1.

(2) Si û^fik et b^Ût et n^l et s petit, on obtient de vrais anneaux
qui seront voisins de S1 puisque f^ a un pôle dans chaque composante
connexe de S2—S1 (en utilisant le fait que, si s -• 0, h -^ Id).

(3) Par des arguments de dimension, il existe des fractions rationnelles
qui laissent invariants des anneaux, mais qui ne laissent aucun cercle
métrique invariant (voir IV. 4).

11. COROLLAIRE. — On se donne C une sous-variété R-analytique de C,
difféomorphe à S1, et une application/ holomorphe Sun voisinage de C
dans C, telles que /(C)=C, /,c soit un difféomorphisme de C préservant
F orientation et (/(c)=o, où a est un nombre de type constant.

Alors il existe un voisinage fermé V^ de C, une application holomorphe
À. : [7c0°(^) -»• C, où 0°(Fs) est T espace de Banach des fonctions conti-
nues sur V^ holomorphes sur Fintérieur de V^ et U est un voisinage ouvert
def^ e 0° (Fg), telle que M/)=0 et À."1 (0) est une sous-variété banachi-
que de rouvert 17, et si ge^l(0), alors g laisse invariant un anneau B
voisin de C et de nombre de rotation a (Le. g^ est conjugué à z -^ e21wtz,
où R<\z\<i,pourun Q<R<1).

Démonstration. — La variété C borde dans C un disque Z>i, il existe
donc une représentation conforme <p de Int D i sur { z 6 C 112 [ < 1}.
Puisque C est une variété R-analytique de C difféomorphe à S1, <p s'étend
en une représentation conforme d'un voisinage de D^ on peut donc
supposer que C=S1[N]. Par conjugaison (en utilisant [H], IX), on peut
supposer quef(z)^e29wz et le corollaire résulte de 6. •

Le fait d'avoir, parmi les fractions rationnelles de degré fixé d^2, un
domaine singulier qui soit un anneau de nombre de rotation fixé a, un
nombre de type constant et « voisin » d'un anneau fixé domaine singulier
d'une fraction rationnelle /o et d® nombre de rotation a est donné par
l'annulation d'une fonction holomorphe. Cela n'exclut pas a priori pour
un degré fixé que cet ensemble ne puisse pas contenir un ouvert des
paramétres (ni que globalement cet ensemble ne soit pas localement fermé).

Néanmoins, en utilisant le théorème de Runge [Rd], si on augmente le
degré, on peut détruire, si cela se produisait, le caractère ouvert local
parmi les paramètres.
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En contre-partie, le fait, pour une fraction rationnelle de degré fixé
d^2, d'avoir un domaine singulier qui est un anneau de nombre de
rotation a n'est pas, en général, une condition fermée parmi les paramètres
ainsi que le montrent les exemples de IV. 7. Cela soulève le problème de
savoir comment les anneaux disparaissent.

12. COROLLAIRE (théorème de Siegel pour les nombres de type constant).
- Soit f(z)=e2viaz^0(z2) un germe Sapplication holomorphe de (C, 0)
dans (C, 0). On suppose que a est un nombre de type constant. Alors il
existe un germe de difféomorphisme holomorphe h : (C, 0) ->• (C, 0) tel que
Ton ait, pour z assez petit.

/(z^hÇe^h-^z)).

Démonstration. - On peut remplacer / par /,(z)=(l/r)/(tz), ( -»• 0,
t^O, et supposer que /, est un plongement holomorphe sur { z 1 1 z | <2} et
on a, si t -^ 0, e"2^^ -»- Id^, où B = { z | l/2<|z|<3/2}. Si t est assez
petit, il existe, par 6, À, voisin de 1 tel que À,/, laisse invariant un anneau
B^B^cB et de nombre de rotation a, Bi borde un disque DaO et
/: IntD -» IntD est un difféomorphisme C-analytique. Par le théorème
de la représentation conforme, et le fait que PSL(2, R) est le groupe
des automorphismes complexes de {z | | z |< l} il en résulte que À,/, est
holomorphiquement conjugué à une rotation : z -^ e^z, ReT1, et on a
\Df^(0)^e2^. Comme À,/, laisse invariant un anneau de nombre de
rotation a, il en résulte que P=a et X,= 1. •

13. COROLLAIRE. — On se donne r>0, 8>0, et a un nombre de type
constant. Il existe £i(a,ô,r)>0 tel que si û€D^={z | | z |< r} -^/«€l>^2

est continue et holomorphe sur {z | [z |<r} et vérifie :

sup .̂̂  | fa (z)-û-z-a | <£i (a, 8, r)

alors il existe leD^ et A, € Dj/f tels que F on ait :

/,ofc,(z)=fc,(z+a) si zeB^.

Démonstration. — Par l'inégalité de Cauchy, on peut supposer si 62 >0
est donné, si £1 est assez petit, que l'on a :

^P.CD^),,»^
ôf»(z) j

ôa
<ÊÎ
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On suppose que ei<e, où e est le nombre donné par le théorème du
paragraphe 6, il existe pour oeû^» des applications holomorphes
a -» \(a) et a -» h^ telles que l'on ait :

À.(û)~û+/^^(z)=^(z+a) si Z€B&.

Si 61 -» 0,

^-.-ff %(„-,).„ (,.IO,.R
5fl Jo \ 3û /

3l(a) -^ 0 et ^ -^ Id.

( Si/=^ alors D^(RJA/= - f1 A/(Q A V

II en résulte, si e^ -* 0 est assez petit, que l'application açD^ ^ Mû)
envoie D^ dans lui-même, et c'est une contraction lipschitzienne. Soit
leDy^ Funique point fixe de l'application aeD^ -^ K(a)eD^. lest le
nombre cherché. •

14. COROLLAIRE. - Pour tout entier p^l, il existe une fraction
rationnelle/qui possède un domaine singulier qui est un anneau périodique
de période p.

Démonstration. - Soient A i = { z | l/4<|z|<l/2} et A^i==^io^(Ai),
7= 1, . . . ,p-1, où R^(z)^z-^\0j, et D (x<), p+1 disques fermés deux à
deux disjoints contenus dans C-U. A. et de centres x, où si i^j, x. et x^
sont dans des composantes connexes différentes de C— U» ̂ -
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On définit la fonction holomorphe g sur un voisinage de Si où
û=(UiA.)U(U^(^))par:

g (z) = R^ i)io 00 si z e A.., 1 < i ̂ p -1,
^^"•Jî.^oOO si zeA^

^(z)=nz si z€D(Xi);

où 0<p< 1/2 et a est un nombre de type constant.
Pour tout e>0, par le théorème de Runge (voir [Rd], chap. 13), il existe

une fraction rationnelle/telle que l'on ait :

||/-^||c0(0)<e.

Soient H^ les fonctions holomorphes (sur un voisinage de ù) qu'on
définit ainsi :

f Hi(z)==z si zeJi,
[Hi(z)=0 si zefi-Ai,
f ^(z)=0 si Z € A ^
[H^2)^ si zeiî-Ai.

Si ûeC vérifie |û—l[<l /4 , par le théorème de Runge, pour tout e>0,
il existe une fraction rationnelle T, (où a -^ T^ est affine) telle que l'on
ait :

sup|<-n<i/4.,co | T« (z)-a Hi (z)-^ (z) |<e.

Pour e>0 assez petit, on considère la fraction rationnelle fy = Ty °/, et
on peut appliquer sur Ai le corollaire de 13 àff.

Il existe donc un nombre À, voisin de 1 tel que ff laisse invariant un
anneau de nombre de rotation QL Cela donne un anneau périodique de
période p pour la fraction rationnelle f^ C'est bien un vrai anneau périodi-
que, voisin de U»A,, et non point périodique elliptique, car si e>0 est
assez petit, f^ a un point fixe attractif voisin de chacun des points x^ où
x.eC-U.A,. •

15. La proposition suivante généralise le résultat de Cremer [Ci] sur
les points fixes elliptiques. Le lecteur peut aussi consulter l'annonce de
Cherry [C].
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PROPOSITION. — II existe un Gç dense G, G<=T1, G=>Q/Z, tel que si
aeG, alors toute fraction rationnelle/de degré ^2 ri a pas de domaine
singulier périodique B de période q^i telle que f^ ait pour nombre de
rotation OL

Démonstration. — Quitte à considérer /kfl, pour un entier k ̂  1, et à
conjuguer/par un élément de SL(2, C) on peut supposer que :

— OeB et donc il existe 0<r< 1, tel que Fon ait :

D,={2€C||z|<r}cB.

— oo est un point fixe répulsif de /k<.
On écrit : ^-^-^-e?-^-

avecûi,b,€C, 0<|Â,|<1, <f> 2 et les polynômes Pet Q sont premiers entre
eux.

Puisque Z),.c=B, où B est un domaine singulier de g, ne contenant pas oo,
il existe une constante C>0 (dépendant de/) telle que F on ait, pour tout
neN :
(1) ||^-Id||cO(D^C||k^||,

où II II désigne la métrique standard de T1 : si x e R, || x || = Inf^j \x -\-p \ .

On a:
^^p.(z)^ a^.^^^
o u Q.W fro.,+...+k^-1'

avec À.„=^l+rf+•"+<f'''l, ^Jk^V et les polynômes sont P» et fi, sont
premiers entre eux.

On pose /i=sup(|ûj, |fcJ, |À.|, 1), et ^=le supremum des valeurs abso-
lues des coefficients de ?„ et Q,.

On peut majorer supj^/y par une fonction L^(l^d) croissante avec l^
eid.

On a : ^-^
où T, est le polynôme :

r.(z)=co.,+...+(^-fc..)z<
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On a :
sup^je^i^L,^).

Par (1), on doit avoir, comme 0<r< 1,

sup^ | T. (z) | < C II kna U d" L. (̂ , d)

d'où, par l'inégalité de Cauchy appliquée sur le disque D^

l^-kJ^CUnkall^L.^.^r--"

et donc

(2) \\-^\\^C\\nk^\\L^d,r^)

avec
£, (Io, d, r, ̂ d11 L, ( ,̂ d) r— | ̂  | -1,

où, pour n fixé, £, croît si (i, d, 1/r, 1/|X[ croissent
Comme lim„^+„|^'' l l—l|==4•oo, en contredisant (2) la proposition

résulte du lemme suivant:
LEMME. — II existe un G^ dense, G=)Q/Z, tel que si a 6 G, pour tout

/i>0, d>2, 0<r<l, 0<[X|<1 < ? r f c € N , on ait, si^=(/i,d,r,À.),

M^(a)=Inf^J|fcna||£,00=0.

Démonstration. — Pour ^ et k fixés, comme aeT1 -» My^(a) est une
fonction semi-continue supérieurement Gy^=i<y^1 (0) est un Gg, dense,
puisque Gy^=>Q/Z.

Par la propriété de monotonie de la fonction £„ il suffit de poser
G= Op.t G^ avec p^(p^p^ 1/̂ 3. l//^)» où les ̂ .e N* et k e N*. •
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