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CONTRIBUTION DES DROITES
D’UNE SURFACE
A SES MULTISECANTES

PAR

Patrick LE BARZ (%)

RESUME. — Soit S une surface de PY. On s’intéresse au nombre de droites k-sécantes a
S, vérifiant certaines autres conditions par ailleurs. Pour obtenir de telles formules énuméra-
tives, il est utile d’identifier « k-uplet aligné situé sur S » avec « droite k-sécante a S ». Mais
si S contient une droite L, alors apparait dans le schéma des k-uplets alignés sur S, une
composante parasite Hilb*L (de dimension trop grande), -formée des oo* k-uplets situés
sur L.

Le but de cet article est de calculer la contribution de cette composante dans les formules
énumératives donnant les droites k-sécantes 4 S. Pour cela, on utilise le théoréme de
I'intersection résiduelle (FULTON-KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON) qui permet de décrire le
schéma résiduel de la composante Hilb* L (dans le schéma des k-uplets alignés sur S) grace
au calcul explicite des classes de Chern du fibré normal a Hilb* L dans Hilb*S.

ABSTRACT. — Let S be a surface in PY. We are interested by the number of k-secant
lines to S, which are submitted to other ad hoc conditions. In order to obtain such
enumerative formulas, one identifies *“aligned k-tuple lying on S with “k-secant line
to S”. If S contains a line L, then appears in the scheme of k-tuples on S, a parasitic
component Hilb* L (of too big dimension), formed by those oo* k-tuples lying on L.

We want here to compute the contribution of this component in the enumerative formulas
giving the numbers of lines k-secant to S. We use the residual intersection theorem
(FULTON-KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON) which allows us to describe the residual scheme
of the component Hilb* L, in the scheme of aligned k-tuples on S. For this purpose, we
need to compute the Chern classes of the normal bundle v(Hilb* L, Hilb*S).

Si X et Y sont deux sous-variétés de la variété algébrique V, on sait
que lintersection XN Y peut contenir des composantes de dimension
excédentaire. En particulier si X et Y sont de dimensions complémentaires,
on peut avoir des composantes W de XN\ Y avec dimn W>0.

Le probléme est dans ce cas d’évaluer le degré de Il'intersection des
cycles [X].[Y] dans A’ (V), ’anneau de Chow de V. La théorie de FuLTON-
KLEIMAN-LAKsov-MAcPHERSON ([2], [3], [4]) répond a cette question. Pour
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304 P. LE BARZ

cela, on définit un schéma résiduel R de la composante W de XN Y dans
V et le théoréme de I'intersection résiduelle [4] donne une relation entre
degR et deg[X].[Y] au moyen de classes de Chern de certains fibrés
normaux. Dans le cas ou R=(, cest la formule de FurLTON-
MAacCPHERSON [3].

Dans cet article, on se pose un probléme ou I'on rencontre de fagon
typique cette situation. Soit S une surface de P"; on s’intéresse aux droites
multisécantes & S. Dans [6], on a introduit la notion de formules k-sécantes
a S; résumons briévement comment.

Dans le schéma de Hilbert Hilb* P¥ des k-uplets de P¥ (sous-schémas
de dimension 0 et longueur k), on a la sous-variété des k-uplets alignés,
c’est-a-dire sous-schémas d’une droite de PM. Notons Al*P¥ cette sous-
variété et soit Hilb*S le sous-schéma des k-uplets contenus dans S. Alors
le cycle des droites k-sécantes & S est (grosso modo) lintersection
[Hilb* S]. [Al* P¥] dans 'anneau de Chow de Hilb*P". Si Z est un cycle
de AI*P¥ de dimension complémentaire, le degré du O-cycle Z. [Hilb*S]
donnera par définition une formule k-sécante pour S. Des exemples de
formules k-sécantes sont : les tangentes d’inflexion d’une surface de PS5,
les bitangentes, les sextisécantes d’une surface de P4, etc.

Malheureusement pour le calcul, Pintersection Al*P¥ N Hilb*S peut
avoir des composantes de dimension supérieure' a celle qu'on attend.
L’exemple le plus simple ou un tel phénoméne se produit est celui d’une
surface S contenant une droite L. Tous les k-uplets de L sont en effet
alignés et I'intersection Al* P¥ N Hilb*S contient Hilb* L (isomorphe a P*)
qui a une dimension trop grande. Par exemple, pour une surface de P*,
Hilb® S est de dimension 12 et Al°P* aussi; on s’attend donc & ce que
leur intersection dans Hilb® P* (qui est de dimension 24) soit un schéma
de dimension 0. Mais il y a Hilb® L, de dimension 6, dans I'intersection.
Pour avoir I'intersection en tant que cycles de Hilb®S et Al® P*, il faudra
donc faire intervenir la sixiéme classe de Chern d’un certain fibré sur
Hilb® L, donné par le théoréme de I'intersection résiduelle.

Dans ce travail, aprés quelques rappels, on se place dans la situation
précédente et on donne un calcul explicite des classes de Chern du fibré
normal a Hilb* L dans Hilb*S (voir §2). Cela permet au paragraphe 3 de
calculer le fibré normal a Hilb* L dans Hilb* PV ou L est une droite de
PM. Enfin au paragraphe 4, on applique le théoiéme de I'intersection
résiduelle a différents cas concernant les surfaces. L’application de ces
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MULTISECANTES AUX SURFACES 305

résultats s’effectue dans [5]), ou sont annoncées les formules k-sécantes
pour une surface et dans [7], [8], ou elles sont démontrées en détail.

Je tiens a remercier le referee pour m’avoir indiqué une amélioration
substantielle.

I. Notations

Résumons tout d’abord quelques notions introduites en détail dans [6].

On dit qu'un k-uplet & de PN est curviligne si, au voisinage de chacun
des points de son support, il est situé sur une courbe non singuliére. Leur
ensemble Hilb* P¥ forme un ouvert non singulier de Hilb* P"; on se placera
toujours dans cet ouvert dans ce qui suit. En effet, Hilb* P" peut non
seulement étre singulier, mais posséder des composantes irréductibles de
dimension différente de Nk; voir IARROBINO [1].

L’ensemble Al*PY des k-uplets alignés (c’est-a-dire sous-schémas d’une
droite de P¥) est une sous-variété non singuliére de Hilb* P¥, de dimension
2N+k—2. L’axe d’'un k-uplet aligné est I'unique droite sur laquelle il est
situé. L’application dans la grassmannienne des droites

Axe: AFPYSG(l, N)

est une fibration de fibre-type Hilb* P! ~P*,

Soit X une sous-variété de P¥ et soit i : Al* P¥ g Hilb! P" Iinjection
canonique. Notons [Hilb! X] le cycle, dans I’anneau de Chow de Hilb} P¥,
associé au sous-schéma Hilbf X des k-uplets curvilignes contenus dans X.
Par définition, i* [Hilb! X] dans A" (AI* P¥) est le cycle des droites k-sécantes
aX

Soit enfin &, un k-uplet aligné dans P¥, de support un seul point. Aprés
choix de coordonnées inhomogénes (x;, x,, . . ., Xy) dans un ouvert de
P*, I'idéal de &, est Io=(x%, X, . . ., xy) dans Ocn. Une carte de Hilb* PY
en &, correspond alors a I'idéal voisin

I=(x}+py (Xy), X2 +P2(Xy), - - +» Xy+DPy (X)),
ou les p; sont les polynomes de degré au plus k —1.
Dans toute la suite X=S est une surface de P" et L<S une droite. On

se propose de calculer la contribution dans i*[Hilb}S) de la composante
Hilb* L de lintersection Al*PN N Hilb*s.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



306 P. LE BARZ

IL Le fibré normal a Hilb* L dans Hilb% S
1° UNE SUITE EXACTE

Soit S une surface de PN et LcS une droite. On suppose S non
singuliére au voisinage de L. Pour keN, le schéma Hilb*S admet
Hilb* L ~P* comme sous-variété. Notons v, son fibré normal, de rang k.
Pour k=1, on note v, par v. On a ¢, (vV)=1 ou leZ est la self-intersection
de L sur S.

(a) Introduisons la variété X =Hilb* L x L et soit « le revétement ramifié
a k+1 feuillets

n: X-Hib**'L
défini par le produit des idéaux, ou si I'on préfére, I'application canonique
PL(Ok)xPr(0(1)—»PI(@k+1)).
Soit T X le revétement tautologique de Hilb* L défini par (E, m)e T si

et seulement si le point m est dans &; le morphisme = est bien siir étale en
dehors de T.

Soient d’autre part p et q les projections
p: X-HIb*L et q: X-L.
Considérons alors les fibrés sur X :
T* Ve, D¥Ve €t g*v

de rangs respectivement k + 1, k et 1. Nous allons montrer la :

PROPOSITION 1. — On a une suite exacte de faisceaux localement libres
sur X :

0-g*Vv®g, Ox(—T) > T* Viyy = p* v, = 0.

(b) Pour cela, on remarque tout d’abord que sur 'ouvert Q=X—T, on
a deux morphismes naturels de fibrés :

{a: g*V|Q - * v, |Q
B: vy |Q-p*vi|Q

définis comme suit.
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MULTISECANTES AUX SURFACES 307

Soit (£, m) dans X=Hilb*L x L avec m¢E&. Si N est un vecteur normal
a L dans S (en m), on définit I'image par a de N comme le vecteur normal
a Hilb**! L dans Hilb**' S (en m U £) dont la partie en m est N et dont
la partiec en £ est0. Si N’ est un vecteur normal a Hilb**! L dans
Hilb!*!S (en m \UE), on définit 'image par B de N’ comme le vecteur
normal a Hilb*L dans Hilb*S (en £) obtenu en supprimant la partie de
Nenm.

On a alors une suite exacte de fibrés sur Q=X—T (évidemment
scindée) :
1) 0o g*v|QS Tt vys | Q5 v Q0.

A ce moment-la, de la suite exacte standard de faisceaux cohérents sur
X:

i
Odq‘ V®ax0x(_T)"’q“""q.“’®ax01"’0,

on déduit la suite exacte (scindée) de faisceaux localement libres sur
Q=X-T:

o’ g
(#))] 0—’q*V®ox(9x("T)|Q"".Vk+1IQ"P'Vuln—’O,

ou &’ =a,i (cela car bien siir i|Q est un isomorphisme).

(c) Essayons de voir comment se comporte la suite exacte (1) au voisi-
nage de T, pour savoir si elle se prolonge a tout X.

Soit donc (&, my)e T dans Hilb*L x L. Comme mgyet, supposons
long,, &, =r avec 1<r<k. Donc §,=&; U &gy ou & est de support {m,}
et £ est un (k—r)-uplet de support disjoint de { m, } . Bien sir, la partie

o de &, ne va pas intervenir. Plus précisément, soient V' et V" des
voisinages de &; et £y dans Hilb" L et Hilb*~"L. Alors ¥V’ x V" constitue
naturellement un voisinage de £, dans Hilb* L et

V' xV)=T=V'-T)x V",
ou T est la partie de Hilb" L formeée des (£, m’) avec m’ €&’. On se raméne
donc ainsi a r=k dans tout ce qui suit.

Pour un certain voisinage W de m, dans S, il existe une carte (*) de
la forme (x, y) ou L est donné par x=0.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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308 P. LE BARZ

Le k-uplet £, est donc donné par I'idéal Io=(x*, y) dans Oy, puisqu’on
s'est ramené plus haut & Supp&,= {m,} et long, E,=k. Un idéal d’un
k-uplet E voisin de &, dans W est donc (voir § I) de la forme

(3) I=(x*+A(x), y+ 4’ (x)),

ol A=a,x* '+ . .. +a, et A’=a;x* '+ ... +a] sont deux polyndmes
de degrés au plus k—1.

Désignons par E, I'espace vectoriel des polynémes de degré au plus n.
Une carte de Hilb! S en &, est donc donnée, dans un ouvert de E, _, x E, _,,
par

4 (4, A").

Un k-uplet voisin de &, dans L est repéré par I'idéal (x*+ A (x), y) de sorte
que dans la carte (4), la sous-variété Hilb*L de Hilb!S est donnée par
A’=0. On pourra pour la commodité, identifier A et A’ a leurs coefficients.

De méme, le (k+1)-uplet no=n(Ey, mo)eHilb** ' L, par définition
méme de =, a pour support {m, } et longueur k + 1. Son idéal J, dans 0y,
est donc Jo=(x**!, y). Un ideal voisin est de la forme

&) . I=(*"1+B(x), y+B (x),

ou B et B’ sont deux polyndmes de degrés au plus k. Une carte de
Hilb**! S en no=n(&q m,) est donc donnée (dans un ouvert de E, x E,)
par

© (B, B).

Comme plus haut, la sous-variété Hilb**! L de Hilb**! S est donnée, dans
la carte (6), par B'=0.

Enfin, on repérera dans W un point voisin de m, par ses coordonnées
(u, u’), de sorte que L est donné par I'équation u’=0.

Comment s’exprime alors le morphisme = : Hilb*L x L — Hilb**! L
dans toutes ces cartes? On doit exprimer que le (k + 1)-uplet sur L, d’idéal
(x**!+ B(x)) dans 0, est formé du k-uplet d’idéal (x*+ 4 (x)) et du point
simple de coordonnée u. Cela donne I'identité

@) x** 14+ B(x)=(x*+A(x)) (x—u)

TOME 112 — 1984 — N° 3



MULTISECANTES AUX SURFACES 309

dont le développement exprime les b; en fonction des a; et de u. Grdce
d (7), on obtient ainsi localement le morphisme = :

n: X=Hilb*LxL —-Hilb**'L,
(A, u)— B.

(d) Maintenant, on a la remarque évidente :

Remarque 1. — Si E et E’ sont deux espaces vectoriels, le produit E x E’
s’identifie au fibré normal d E dans E x E’, le point (X, X’) s’identifiant au
vecteur normal X' au point X de E. Ainsi, X' réalise une trivialisation du
fibré normal v(E, E x E’).

En application de cette remarque, on s’apergoit que dans les cartes (4)
et (6), des trivialisations des fibrés normaux v,=v(Hilb*L, Hilb!S) et
Vi+1=V(Hilb**! L, Hilb*!S) sont obtenues par A’ et B'. De méme, une
trivialisation de v=v(L, S) est donnée par u’'.

Exprimons alors les morphismes de faisceaux o et § définis en (b) et cela
grdce aux trivialisations A’, B’ et u'.

Commengons par B: wn*v,,, IQ - p* v,|Q : un point (£, m) dans
Qc X=Hilb*L x L est formé d’un k-uplet £ et d’un point m avec m¢E.
Alors n(§, m)=£ UmeHilb**'L. On a vu (remarque 1) qu’'un vecteur
normal 4 Hilb**! L dans Hilb!*! § (en m U &) s’exprime comme un (k + 1)-
uplet de S, que I'on peut noter ZE\J M ou = est un k-uplet de S et M un
point de S.

On a vu que de tels (k+1)-uplets sont repérés par [Iidéal
(x**'+B(x), y+ B’ (x)), la trivialisation de v,,, étant donnée par B’
Comme on regarde en fait le fibré relevé n* v, , ,, le polynéme x*** + B(x)
est déja décomposé (voir (7)) sous la forme (x*+ A (x))(x—u). Le mor-
phisme B consiste & supprimer la partie en m du (k + 1)-uplet, soit donner
un polyndme A’, de degré au plus k —1, tel que (x*+ A (x), y+ A’ (x)) soit
I'idéal de la partie restante dans @y. La question est donc : quel est le
polynéme A’ de degré au plus k—1, prenant les mémes valeurs que B’
sur £? On doit avoir A’— B’ nul sur &, soit

(A’ = B’)(x)=Cte(x* + A (x)).
De maniére plus formelle : I'idéal (x* + 4 (x), y + A’ (x)) doit contenir I'idéal
((*+ A4 (x))(x—u), y+B'(x)). Si on pose B'(x)=b;x*+...+b,,, on

voit que la constante est nécessairement b;.
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310 P. LE BARZ

D’ou le morphisme B exprimé dans les trivialisations B" et A’ :

(®) B: n*vk+1|9—’p*vh|!2’
BIHA”
ou A’ (x)=B’ (x)—b; (x*+ A (x)).
Exprimons alors le morphisme « : ¢* v|Q — n* v, ,, | Q dans les trivialisa-
tions u’ et B'.
On se donne un point M de S de coordonnées (u, u’) et & un k-uplet de
L, d’idéal (x*+ A (x), y) dans @y. Quel est I'idéal de leur réunion? (Cela

représentera un vecteur normal en m U €, dont la partie normale en £ est
nulle et dont la partie normale en m=(u, 0) est M.)

L’idéal de cette réunion est de la forme ((x*+ A4 (x)) (x —u), y+ B’ (x)). On
doit donc avoir

B’ (u)= —u’ pour le point simple M et

B’'(x) multiple de x*+ A (x).
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=-B®

Ceci donne B’ (x)=Cte(x*+A(x)) d’ou la valeur de la constante :
B’ (u)/(u* + A (u)). (Bien remarquer que u*+ A (u) est non nul car m¢g :
depuis le début on s’est placé sur 'ouvert Q=X—T.)

D’ott le morphisme o exprimé dans les trivialisation u” et B’ :

© a: g v|Q-ntv,, |
u—B,

avec B’ (x)= —u’ (x*+ A (x))/(u* + A (u)). Noter que la base Q de tous ces
fibrés est parameétrée par (A, u), x étant une variable muette uniquement.

(e) Nous allons montrer maintenant que la suite exacte (2) définie sur
Q se prolonge a tout X en une suite exacte :

? 0-g*V®gy Ox(—T) = nt* vy = p* v, — 0.

Soit en effet (§o, my) dans T (on se raméne comme toujours a
Supp&,= {m,}) et soit ¥ un voisinage de (o, m,) dans X. On a vu en
(d) que la suite exacte (1) sur V— T s’exprime

(10) O*Q'V‘v-r-’“‘vtulv-r'*l""k‘v-r"’o»

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE



312 P. LE BARZ
oul'on a
—-u’
: / ' ’ =—(x*+ A ),
a: w—B avec B'(x) u"+A(u)( +A(x))
B: B+—A  avec A (x)=B (x)—bi(x*+A(x))
(si b;=dom(B)).

Or une équation locale de T dans V (dans la carte (4, u) de X=Hilb*L x L)
est

w*+AW=0

car le point (¢, m) de X=Hilb*L x L est dans T si et seulement si me&.
Ou encore, si et seulement si u est racine du polyndme x*+A(x) qui
définit &. :

La suite exacte (10) donne donc une suite exacte de faisceaux sur V :
(11) 0""1‘V®ay0v(—n—’“‘\’x+1lv"P‘W'v"o

qui prolonge d V la suite exacte (2) restreinte @ V—T.

Ainsi la suite exacte (2) définie sur X— T se prolonge au voisinage de
tout point de T.
Oronale:

LeMME 1. — Soient E, F et G trois fibrés vectoriels sur une variété
irréductible non singuliére X et soit T un fermé de X (distinct de X). Alors
toute suite exacte de faisceaux localement libres

a b
(*) O"’EIX—T—’le—T“’GIx-T"’O

se prolongeant au voisinage de tout point de T, se prolonge @ X tout entier.

Preuve du lemme. — Soit ¥"=(V)),.; un recouvrement de T par des
ouverts ou la suite (*) se prolonge et soit % le recouvrement de X formé
de X— T et des ouverts de ¥". Soient g, et b; des prolongements de a| V.—-T
et b|V,—T a V, tout entier. On a :

a|Vy—T=a|V,;—T=a;|V;-T,

TOME 112 — 1984 — N° 3



MULTISECANTES AUX SURFACES 313

d’ou I'on déduit
a.-l V'j=ale|'J et b‘l Vij=bj|Vij
parce que V;;—T est dense dans V;; et que E, F et G sont localement
libres.
On obtient ainsi deux données de recollement sur %, d’ou un élément a

de T'(X, #om (E, F)) et un élément b de I'(X, #om (F, G)). Ils donnent
la suite exacte de faisceaux localement libres sur X :

a b
(%) 0O-E->F->G-0.

Ce lemme appliqué a la situation précédente donne la suite exacte de
faisceaux localement libres sur X :

(2)‘ 0-g* V@, Ox (—T) > *Vpyy = p* v, >0
et la proposition 1 est donc démontrée.

Remarque 2. — La proposition 1 a été généralisée dans [9).

2° CLASSES DE CHERN

Nous déduisons de ce qui précede la :

PROPOSITION 2. — Soit h le générateur hyperplan de A* (Hilb* L) corres-
pondant a Pisomorphisme vu Hilb* L ~ P*,

Alors la classe de Chern totale de v,=v (Hilb* L, Hilb} S) est
c(v)=(1-h}""1,

ou leZ est la self-intersection de L sur S.
Preuve. — Notons plus précisément h, le générateur hyperplan de
A' (Hilb* L) et soient les deux cycles
P=p*h, et  Q=g* (point),

ou p et q sont les projections définies en 1. Les cycles P et Q sont des
générateurs de A! (X) ou X=Hilb*L x L. On a @?=0. Une base de 4'(X)
est { P, QP'"'} pour 1<i<k. Enfin, on a 4**'(X)~Z et QP* en est le
générateur positif « point ».
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314 P. LE BARZ

Dans A!(X), il s’agit de déterminer les deux éléments [T] et n* h,,, ou
b, ., est le générateur positif de A (Hilb**! L).

(i) On voit, par définition méme de la sous-variété T de X, que dans
I'anneau de Chow 4’ (X), on a '

[T).P*=k.point et [T]).QP* !=point.
On en déduit dans 4' (X) : [T]=P+k Q.
(i) De méme, on voit que
n*h,,,.P*=point et w*h,,,.QP* !=point,
d’ou dans A'(X) : n*h,,,=P+Q.

Montrons alors par récurrence sur k que la classe de Chern totale c (v,)
est (1—h)k'"2,

Pour k=1, degc, (v)=1I, donc on a bien c(v)=(1—h,)"".

Supposons le résultat vrai pour k et montrons-le pour k+1. De la
proposition 1 on déduit I’égalité des classes de Chern totales :

c(@* Vs ))=c(p* V). c (¢* v®Ox (- T)).
Or c(p*v,)=(1—P)*~'~1 par hypothése de récurrence et par ailleurs,
¢(q*V®Ox (—TH=1+¢*c; V) —[T]=1+1Q—(P+k Q).
D’ou
c(m*Vpy))=(1=P} " (1=P+(-k)Q)=(1—(P+Q)* '
par la formule du bindme (se rappeler que Q?>=0). Mais C'est aussi

n*(1—h,,)*"". Comme n est un revétement a k+1 feuillets, on a n*
injectif (car n4 n* =(k + 1) Id dans I'anneau de Chow de Hilb**! L, qui n’a

pas de torsion).

11 vient donc ¢ (Vy+,)=(1—hy,,)* " et la proposition 2 est ainsi démon-
trée par récurrence.

III. Le fibré normal & Hilb* L dans Hilb! P¥

Un cas particulier de ce qui précéde est le cas oi S=P2. Alors I=1 et
- ¢(v(Hilb* L, Hilb*P?))=(1 - h)-2.
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Remarque 3. — On pouvait effectivement prévoir ici que ¢,_,=c,=0 d
cause des inclusions

Hilb* L c Al* P2 c Hilb* P?;

en effet, le fibré normal a Hilb* L dans Al1* P? est trivial de rang 2, puisque
Hilb* L est une fibre de

Axe: AIFP?2-G(l, 2).

On se propose maintenant, pour une droite L de P¥, de chercher la
classe de Chern totale du fibré normal v(Hilb* L, Hilb* P¥). Pour cela, on
ala:

PROPOSITION 3. — Pour une droite L de P¥, si h est le générateur positif
de A (Hilb*L), on a

¢ (v(Hilb* L, Hilb* PY))=(1 — )N -1 &-2)
Pour démontrer cette proposition, on commence par le :

LEMME 2. — Soit H un hyperplan de P" et P un plan tel que L=P N H.
Alors le fibré normal v (Hilb* L, Hilb% PN scinde en la somme directe

v(Hilb* L, Hilb* H)®v (Hilb* L, Hilb! P).

Preuve du lemme. — Soit (x, : x,: ... : Xy+;) un systéme de coor-
données homogénes pour lequel H est {x,=0} et P est
{x3=x4=...=xy=0}.Si

(p(xl)9 X2, X3, L] xN)

est I'idéal d’un k-uplet £ de L (dans ouvert {xy,,#0} de P"), p étant
un polynéme de degré k, on a une carte de Hilb* P¥ en £ correspondant
a I'idéal A
PO+ Yiaalxi, x;+ Yoo alxi),  2<j<N.

La sous-variété Hilb* H est donnée dans cette carte par a? =0 (0<i<k—1)

et Hilb* P par a/=0 3<j<Net 0<i<k—1).
Ceci prouve qu’on a I'intersection transverse

Hilb* L = Hilb* P N Hilb* H

dans Hilb* P*, d’ou le résultat.
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Pour montrer la proposition 3, une récurrence prouve que v(Hilb*L,
Hilb} P") est isomorphe a la somme directe de N—1 copies de v(Hilb* L,
Hilb P2), ce qui termine la démonstration, vu la proposition 2.

IV. Applications

(a) Pour fixer les idées, nous allons donner tout de suite un exemple :
I'application de ce qui précéde a la formule des sextisécantes d’une surface
de P*. Considérons une surface S de P*, ne contenant qu’un nombre fini
p de droites L, de self-intersection ;e Z. On suppose S non singuliére au
voisinage de chaque L; ’

On supposera également qu’en dehors des sextuplets situés sur ces
droites, la surface ne posséde qu'un nombre fini de sextuplets alignés. On
se propose de chercher ce nombre en fonction des ; et de s(S) ou s(S)
est défini par le degré du O-cycle i* [Hilb¢ S] ou i : Al P* g Hilb® P* est
I'injection canonique. (La formule donnant s(S) pour une surface lisse
quelconque de P* a été annoncée dans [5], formule (5) et démontrée
dans [8].)

La nécessité de ’hypothése faite de finitude vient de ce que, méme si S
ne contient pas de droite, elle peut trés bien contenir une infinité de
sextuplets alignés et la formule donnant s (S) n’a alors plus grande significa-
tion. Tel est par exemple le cas de la surface S (4, 6) intersection compléte
de deux hypersurfaces de degré 4 et 6, la derniére ayant été choisie ne
contenant pas de droite. L’hypersurface quartique contient une infinité de
droites et ainsi S posséde une infinité de sextuplets alignés, cela bien que
S ne contienne pas de droite.

Considérons, plus précisément, le schéma résiduel R (voir [4]) de toutes
les composantes Hilb®L,~P® dans lintersection Al°P* N\ Hilb¢S et
supposons-le fini. 7

Nous utiliserons le théoréme de I'intersection résiduelle sous la forme
plus faible suivante :

THEOREME (FULTON-KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON). — Soit H et X
deux sous-schémas d’un schéma Y avec X localement intersection compléte
dans Y. Soit Z le schéma intersection (défini par Tidéal I+ I,).

Soit W un sous-schéma de Z et R=R (W, Z) son schéma résiduel. On
suppose que W et R sont localement intersections complétes dans H. On a
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un diagramme commutatif cartésien :

X
fl
Y —-——
Supposons codimy R=codimy X et codimy W =codimy X —n.

Alors pour tout cycle o dans P'anneau de Chow de H, on a dans I'anneau
de Chow de X la relation

S*hea=pe(P2p)* a+qe(c,- (P2 9)* ),

ou c, est la n-iéme classe de Chern du fibré virtuel (p, q)* Vy=Vp,q SUr w
(v désignant le fibré normal).
On va utiliser ce théoréme ici appliqué a Y =Hilb¢ P* :
H=Hilb’s, X=AI°P*,
W= U, Hilb° L, a=1=[Hilb¢ §],

le schéma R étant ici formé des autres sextuplets alignés sur S. On a le
diagramme commutatif

R

'l,

14
AFP* « D Z > W=UHib°L,

T

Hilb$ P* <— Hilb¢ S
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et les hypothéses sont remplies car dans ce cas, W, X, H et Y sont lisses.
Ici, n=6. Donc la formule de I'intersection résiduelle donne

5(S)=i*[Hilb® S]=pa R+gu cg

avec
ce=ce (v (Al® P*, Hilb® P*)| W—v (W, Hilb S)).

Mais dans le groupe de Grothendieck K (W), on a évidemment
v(Al® P4, Hilb¢ P*)| W=v (W, Hilb{ P*)—v (W, Al°P*).

Or v(W, AI®P*) est trivial car chaque v(Hilb®L, A1°P*) est lui-méme
trivial puisque Hilb® L; est une fibre de la fibration Axe : Al1°P* — G (1, 4).
Ainsi,

¢ =cq (v (W, Hilb P*)—v(W, Hilb¢ S)).

Calculons plutdt la classe de Chern totale. Soit h; le générateur positif de
A' (Hilb® L)~ A' (PS)~Z. D’aprés les propositions 3 et 1, on a

¢ (v(Hilb® L,, Hilb® P*) =(1—h)'2,
{ ¢ (v(Hilb® L,, Hilb¢ S)=(1—h)*"4

car ici N=4 et k=6. D’ou la classe de Chern totale :

¢ (v(Hilb® L,, Hilb® P*)—v(Hilb® L,, AIS P4))=(1—h))"*}
T+
dont la partie de degré 6 est < 6 )hf.

6

Par suite, le théoréme de I’'intersection résiduelle donne

741,
Ainsi g« ¢ a pour degré total ) 7_ 1( )

7+l
5(S)=degi* [Hilb¢ S]=card (R)+ Zf=n< 6 )

Conclusion

Soit S une surface de P* ne contenant qu'un nombre fini p de droites
L;, de self-intersection ;.
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Lorsque le schéma résiduel R de \U%., Hilb® L; dans Al1°P* N Hilb¢ S
est fini, son degré est donné par ‘

» T+1;
degR=s(S)— jﬂ( 6 )

(Voir [5] pour I’expression compléte de la formule.)

Exemple. — La surface S=S(2,2) intersection compléte de deux hyper-
surfaces quadriques dans P* contient 16 droites de self-intersection — 1.
Par ailleurs, elle n’a pas d’autre sextisécante, pour raison évidente du
degré. On a ainsi s(S)=16.

(b) Nous envisageons maintenant le cas général avec N et k quelconques.
On suppose toujours que la surface S de PN ne contient qu’un nombre
fini p de droites L; de self-intersection /€ Z.

Soit V une sous-fibration localement triviale de Al* PV :

V C—a3 AFP¥

N/

G(, N

la fibre-type V,<Hilb* P! ~P* est supposée localement intersection com-
pléte; on notera m son degré. On suppose que V est de dimension complé-
mentaire a celle de Hilb* S dans Hilb* P", soit dim ¥V =Nk —2k, ou encore
en notant r la dimension de V, : r=k(N-2)—(2N-2).

La fibre Vi, de V en L; est contenue dans Hilb* L; Considérons le
diagramme commutatif, formé d’injections canoniques (on pose f=i’oi),
ou Z est le schéma intersection de V et Hilb*S dans Hilb*P" W (resp.
W’) la réunion des V, ; (resp. Hilb* L)) et R le schéma résiduel de W dans
Z. (Voir page suivante.)

Dans toute la suite, on suppose le schéma résiduel R fini et on se propose
de calculer son degré en fonction du degré de [V].i* [Hilb}S]. (Ce qui est
une formule k-sécante : voir [6], [7], [8].)

On peut appliquer le théoréme de Pintersection résiduelle car (par
hypothése sur V,), V est localement intersection compléte dans Al* PV,
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R=R(W, 2)
(l 1 4
q =1
'1 | | /
P
AlPN , W= U Hilb'L,

j=1

Y
Hilb! P¥ <> Hilb*S

donc dans HilbP" (ces deux derniers étant lisses). De méme, V., est
localement intersection compléte dans Hilb* L, qui est lisse dans Hilb! S.
Comme

codimy; ks (W) =2k —r,
{ codimy;k p¥ (V) =2k,

I’excés de dimension de W est r et donc la formule de I'intersection
résiduelle donne (pour a=1=[Hilb}S)) :

f*[Hilb* S)=pe R+4uc,
ou
¢, =c,(v(V, Hilb! P¥)| W—v (W, Hilbt§)).
Or dans K (W), on a
v(V, Hilb! P¥)| W =v (W, Hilbt P)—v(W, V).

Dr’abord v(W, V) est trivial car chaque v( VLI, V) est lui-méme trivial,
puisque ¥, est une fibre de la fibration Axe|V : ¥V - G (1, N). Ainsi,

¢, =c, (v(W, Hilb*P¥)— v (W, Hilbts)).
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Naturellement, par différence dans K (W), on a
¢, =c,(v(W', Hilb! P)| W—v(W", Hilb} S)| W).

Soit alors h; le générateur positif de 4 (Hilb*L)~A4' (P*)~Z. D’aprés
les propositions 3 et 1, on a les classes de Chern totales :

c(v(Hilb* L, Hilb! PV))=(1 -—hj)‘"‘ DE&-2)
{ c(V(Hilb*L, Hilbe))=(l—h,)""i".
D’ou il résulte

c(v(Hilb* L, Hilb*P*) —v(Hilb* L, HilbtS)) =(1—h)N D E=D=k+l+ 1,

La partie de degré r de c (v(W’, Hilb! P¥)—v (W’, HilbS)) est donc
(N=-1D(k=2)—k+1;+ l)

ey ;

hr

P

le " n’ayant pour I'instant qu’une signification formelle.
Par fonctorialité des classes de Chern, on trouve donc

(N=1)(k=2)—k+1,+1

6= 21 (—1)'( , )h;| Vi,

Or, par définition du degré m de V, dans Hilb*P'~P* on a
deg (K;| V. )=m. Ainsi,

(N=1)(k=2)—k+1;+1
Pk,

deg gsC,= Z;=l (_ 1)'<

Si on se souvient qu'on a posé r=k (N—2)—(2 N—2), on trouve

(N-D(k-2)—k+1,+1
deggxc,= z;.’:l(—])*Nm( k(N_z)—(ZN—é) )

Mais la formule de I'intersection résiduelle donnait

deg f* [Hilb! S]=card (R) +deg gac,-
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Par la formule des projections, il vient :
deg f*[Hilb} S]=degi"* i* [Hilb% 5]
=degi,, (1). i* [Hilb} S]=deg[V]. i* [Hilb! S].

On a donc finalement démontré le :

THEOREME. — Soit V une sous-fibration de Al*PN, de fibre-type V, de
dimension k(N—2)—(2N-2), V, étant supposée localement intersection
compléte et de degré m dans Hilb* P! ~P*,

Soit S une surface de P" ne contenant qu’'un nombre fini p de droites L,
de self-intersection l;€Z. On suppose que le schéma résiduel R des V.,
dans ¥V N Hilb! S est fini.

Alors le degré est donné par

(N=1)(k=2)—k+1;+1
deg R=deg[V].i* [HilbtS] — Y., (- 1)""m( k(N—2)—2N—-2) )

Remarque 4. — On se servira surtout du théoréme lorsque R= . Voir
(7, 18].

(¢) Surfaces de P’

On a regardé en (@) comment une droite L de S contribuait comme
sextisécante.

o Regardons comment une telle droite contribue comme bitangente.
Soit N=4, k=4; soit V,cHilb* P! > P* la surface formée des quadruplets

3
e e+ (on note e~ un point-double et @ un point triple aligné). On
reconnait en V, la surface de Veronese obtenue par le plongement

P2 ~Hilb2 P! g Hilb* P!~ P*,
I— T2

Elle est de degré m=4 dans P*. Soit V< Al* P* la sous-fibration formée
des quadruplets alignés de la forme e~ e—; d’aprés le théoréme, 1a contribu-

3+1
tion de V, dans le O-cycle [V]. i* [Hilb? S] est 4( 2 )

3+1
Donc la droite L, de self-intersection 1, compte 4( 2 ) fois en tant que

bitangente.
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Bien entendu, on a supposé comme toujours que S ne contient qu’un
nombre fini de droites, et par ailleurs qu’en dehors de ces droites, S n’a
qu’un nombre fini de bitangentes.

e Combien compte une droite L= S en tant que tangente qui recoupe
trois fois S ? (On suppose comme toujours qu’il n’y a qu’un nombre fini
de telles droites, en dehors des droites contenues dans S.)

Soit N=4, k=5. Dans Hilb® P! = P?, soit V,, ’hypersurface formée des
quintuplets e @ @ @-; elle est de degré m=38.

(On peut le voir en calculant un résultant, ou bien en remarquant que
c’est I'image de ¢ :

Hilb! P! x Hilb3 P! - Hilb® P!,
4 D 1. J.

Si h; est le générateur hyperplan de Hilb‘'P!, on a (avec abus d’écriture)
@*hy=2h, +h, d’ou ¢* ht=8h3h, =8. point.)
Soit V la sous-fibration correspondante de Al° P*. D’aprés le théoréme,

5+1
la droite L compte 8< 4 ) Jois en tant que tangente recoupant S trois

Jois.
(d) Surfaces de P5.

Soit L =S = P’ une droite; on fait les hypothéses de finitude habituelles
dans chaque cas.

e Combien compte L comme quadrisécante ?
Soit N=5, k=4 et V=Al*P5, donc m=1. Vu le théoréme, L compte

5+1
( 4 ) fois comme quadrisécante de S.

e Combien compte L comme tangente d’inflexion ?
Soit N=5, k=3 et V,cHilb®*P!'~P3 la cubique gauche formée des

3
triplets@- ; on a m=3. Soit V la sous-fibration correspondante de Al P°.
Par le théoréme, L compte — 3 (2+1) fois comme tangente d inflexion.

(e) Surfaces de PS.

Sous les hypothéses habituelles, combien compte L comme tangente
recoupant ScP®? Soit N=6, k=3 et V,cHilb®P* la surface de degré
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m=4 (et non 3...) formée des triplets ®@e~; soit V la sous-fibration
3+1
correspondante de Al®P®. D’aprés le théoréme, L compte 4( ) ) fois

comme tangente recoupant S.

(f) Surfaces de P".
Toujours sous les hypothéses habituelles, combien compte L comme
trisécante 4 S? Soit N=7, k=3 et V=APPP’; on a donc m=1. Alors le

4+1 o
théoréme montre que L compte — ( 3 ) fois comme trisécante.
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