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CONTRIBUTION DES DROITES
D'UNE SURFACE

A SES MULTISÉCANTES
PAR

PATRICK LE BARZ (*)

RÉSUMÉ. - Soit S une surface de P^. On s'intéresse au nombre de droites fc-sécantes à
S, vérifiant certaines autres conditions par ailleurs. Pour obtenir de telles formules cnumcra-
tives, il est utile d'identifier « /c-uplet aligné situé sur 5 » avec « droite fc-sécante à S ». Mais
si S contient une droite L, alors apparaît dans le schéma des fc-uplets alignés sur 5, une
composante parasite Hilb* L (de dimension trop grande), -formée des oo* fc-uplets situés
sur L.

Le but de cet article est de calculer la contribution de cette composante dans les formules
énumératives donnant les droites ic-sécantes à S. Pour cela, on utilise le théorème de
l'intersection résiduelle (FULTON-KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON) qui permet de décrire le
schéma résiduel de la composante Hilb* L (dans le schéma des Jtc-uplets alignés sur S) grâce
au calcul explicite des classes de Chern du fibre normal à Hilb* L dans Hilb* S.

ABSTRACT. — Let 5 be a surface in P". We are interested by thé number of k-secant
Unes to S, which are submitted to other ad hoc conditions. In order to obtain such
enumerative formulas, one identifies "aligncd k-tupic lying on 5" with "fc-secant linc
to 5'*. If S contains a Une L, thcn appears in thé schcmc of fc-tuples on S, a parasitic
component Hilb* L (of too big dimension), formed by those oo* fc-tuples lying on L.

We want hère to compute thé contribution of this component in thé enumerative formulas
giving thé numbers of Unes /c-sécant to 5. We use thé residual intersection theorem
(FULTON-KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON) which allows us to describe thé residual scheme
of thé component Hilb* L, in thé scheme of aUgned k-tuples on S. For this purpose, we
need to compute thé Chem classes of thé normal bundie v^i^L, Hilb*^).

Si X et Y sont deux sous-variétés de la variété algébrique V, on sait
que l'intersection X 0 Y peut contenir des composantes de dimension
excédentaire. En particulier si X et Y sont de dimensions complémentaires,
on peut avoir des composantes W de X C\ Y avec dim W>Q.

Le problème est dans ce cas d'évaluer le degré de l'intersection des
cycles [-X]. [Y] dans A (V), l'anneau de Chow de K La théorie de FULTON-
KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON ([2], [3], [4]) répond à cette question. Pour
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304 P. LE BARZ

cela, on définit un schéma résiduel R de la composante W de XC\ Y dans
V et le théorème de l'intersection résiduelle [4] donne une relation entre
degJl et deg[-X].[y] au moyen de classes de Chem de certains fibres
normaux. Dans le cas où Jî=0, c'est la formule de FULTON-
MACPHERSON [3].

Dans cet article, on se pose un problème où l'on rencontre de façon
typique cette situation. Soit S une surface de P ;̂ on s'intéresse aux droites
multisécantes à S. Dans [6], on a introduit la notion de formules fc-sécantes
à S; résumons brièvement comment

Dans le schéma de Hilbert Hilb^P^ des fc-uplets de P^ (sous-schémas
de dimension 0 et longueur fc), on a la sous-variété des fc-uplets alignés,
c'est-à-dire sous-schémas d'une droite de P .̂ Notons AfP" cette sous-
variété et soit Hilb* 5 le sous-schéma des fc-uplets contenus dans S. Alors
le cycle des droites fc-sécantes à S est (grosso modo) l'intersection
[Hil^Sl.lAl1^] dans l'anneau de Chow de Hilb^. Si Z est un cycle
de Al*?^ de dimension complémentaire, le degré du 0-cycle Z.IHilb*.?]
donnera par définition une formule fc-sécante pour 5. Des exemples de
formules fc-sécantes sont : les tangentes d'inflexion d'une surface de P5,
les bitangentes, les sextisécantes d'une surface de P4, etc.

Malheureusement pour le calcul, l'intersection A^P^OHilb*^ peut
avoir des composantes de dimension supérieure à celle qu'on attend.
L'exemple le plus simple où un tel phénomène se produit est celui d'une
surface S contenant une droite L. Tous les fc-uplets de L sont en effet
alignés et l'intersection Al* P^ 0 Hilb*5 contient Hilb*L (isomorphe à P*)
qui a une dimension trop grande. Par exemple, pour une surface de P4,
Hilb6 5 est de dimension 12 et Al6?4 aussi; on s'attend donc à ce que
leur intersection dans Hilb6 P4 (qui est de dimension 24) soit un schéma
de dimension 0. Mais il y a Hilb6 L, de dimension 6, dans l'intersection.
Pour avoir l'intersection en tant que cycles de Hilb6 S et Al6 P4, il faudra
donc faire intervenir la sixième classe de Chem d'un certain fibre sur
Hilb6 L, donné par le théorème de l'intersection résiduelle.

Dans ce travail, après quelques rappels, on se place dans la situation
précédente et on donne un calcul explicite des classes de Chern du fibre
normal à Hilb^L dans Hilb*5 (voir §2). Cela permet au paragraphe 3 de
calculer le fibre normal à Hilb*L dans HiH/P^ où L est une droite de
P^. Enfin au paragraphe 4, on applique le théoi éme de l'intersection
résiduelle à différents cas concernant les surfaces. L'application de ces
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MULTISÊCANTES AUX SURFACES 305

résultats s'effectue dans [5], où sont annoncées les formules k-sécantes
pour une surface et dans [7], [8], où elles sont démontrées en détail.

Je tiens à remercier le référée pour m'avoir indiqué une amélioration
substantielle.

L Notations

Résumons tout d'abord quelques notions introduites en détail dans [6].
On dit qu'un k-uplet Ç de P^ est curviligne si, au voisinage de chacun

des points de son support, il est situé sur une courbe non singulière. Leur
ensemble Hilb* P^ forme un ouvert non singulier de Hilb* P^; on se placera
toujours dans cet ouvert dans ce qui suit En effet, Hilb*?^ peut non
seulement être singulier, mais posséder des composantes irréductibles de
dimension différente de Nk; voir IARROBINO [1].

L'ensemble Al* P^ des k-uplets alignés (c'est-à-dire sous-schémas d'une
droite de P^) est une sous-variété non singulière de Hilb* P^ de dimension
2N+k—2. L'axe d'un k-uplet aligné est l'unique droite sur laquelle il est
situé. L'application dans la grassmannienne des droites

Axe: Al^P^GQ.M

est une fibration de fibre-type Hilb* P1 sîP*.
Soit X une sous-variété de P^ et soit i : Al* P^ c; Hilb* P^ l'injection

canonique. Notons [Hilb*.X] le cycle, dans l'anneau de Chow de Hilb*?^,
associé au sous-schéma Hilb* .Y des k-uplets curvilignes contenus dans X.
Par définition, f* [Hilb* JQ dans A (Al* P^) est le cycle des droites k-sécantes
àX.

Soit enfin ^o un k-uplet aligné dans P^, de support un seul point. Après
choix de coordonnées inhomogènes (x^, x^ . . ., x^) dans un ouvert de
P^ l'idéal de ̂  est Jo=(xî, x^ . . ., ̂ ) dans 0^' Une carte de Hilb* P^
en îyQ correspond alors à l'idéal voisin

/=(xî+^i(Xi), X2+P2(^l)> • • • > ^N+^N^l))»

où les pi sont les polynômes de degré au plus k — 1.
Dans toute la suite X=sS est une surface de P^ et Lez S une droite. On

se propose de calculer la contribution dans i*[Hilb*S] de la composante
Hilb*L de Fintersection Al* P^ 0 Hilb*S.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



306 P LE BARZ

IL Le fibre normal à Hilb'L dans Hilb;5

1° UNE SUITE EXACTE

Soit S une surface de P^ et Le S une droite. On suppose S non
singulière au voisinage de L. Pour fceN, le schéma Hilb^S admet
HiU^L^P* comme sous-variété. Notons v^ son fibre normal, de rang k.
Pour k= 1, on note v^ par v. On a c^ (v)=? où (eZ est la self-intersection
de L sur S.

(a) Introduisons la variété JSfssHilb^L x L et soit n le revêtement ramifié
à k +1 feuillets

ïi: A^Hilb^L

défini par le produit des idéaux, ou si l'on préfère, l'application canonique

pr(^(fc))xpr(û?(i))^pr(6?(k-hi)).

Soit TcX le revêtement tautologique de Hilb^L défini par (Ç, m)€ T si
et seulement si le point m est dans îy le morphisme n est bien sûr étale en
dehors de T.

Soient d'autre part p et q les projections

p : Â^Hilb^L et q: X-^L.

Considérons alors les fibres sur X :

^"v^i, p^Vfc et q*v

de rangs respectivement k -h 1, k et 1. Nous allons montrer la :

PROPOSITION 1. — On a une suite exacte de faisceaux localement libres
sur X :

O^v^^-T^^v^i^v^O.

(b) Pour cela, on remarque tout d'abord que sur l'ouvert Q=X-T, on
a deux morphismes naturels de fibres :

f a: ^v|n-^*v^Jft,
l P: ^v^JO-^vjQ,

définis comme suit.

TOME 112 — 1984 — N° 3



MULTISÉCANTES AUX SURFACES 307

Soit (!y m) dans X^îiiV^Lx L avec w^Ç. Si N est un vecteur normal
à L dans S (en w), on définit l'image par a de N comme le vecteur normal
à Hilb*^ L dans Hilb?'1'1 S (en m U Ç) dont la partie en m est JV et dont
la partie en ^ est 0. Si N ' est un vecteur normal à Hilb*'*'1!. dans
Hilb^S (en mUÇ), on définit l'image par P de N' comme le vecteur
normal à Hilb^L dans Hilb^S (en Q obtenu en supprimant la partie de
N'en m.

On a alors une suite exacte de fibres sur tî=^f—T (évidemment
scindée) :

a . P .
(1) 0^q*v\Q^n*v^i\Q^p*Vi,\Sl^O.

A ce moment-là, de la suite exacte standard de faisceaux cohérents sur
X:

i
0 -*- q* v®^^(- T) -» q*v -r î*v®^û?j. ̂  0,

on déduit la suite exacte (scindée) de faisceaux localement libres sur
a^x-T:

(2) 0^^v®^^(-T)|tî^^v^Jti^^v,|û^O,

où a'^Oof (cela car bien sûr i|Q est un isomorphisme).
(c) Essayons de voir comment se comporte la suite exacte (1) au voisi-

nage de T, pour savoir si elle se prolonge à tout X.
Soit donc (^o^o)6^ dans HiH^LxL. Comme Woe^o» supposons

long^ç^o=r avec Kr^k. Donc ^o^^oU^o' °û ^o est d0 support { m o }
et ^o est un (k—r)-uplet de support disjoint de { w o } . Bien sûr, la partie
ô' de ^o ne va P33 intervenir. Plus précisément, soient V et V des

voisinages de ^o et ^o dans Hilb^'L et Hilbk''rL. Alors V x l^ constitue
naturellement un voisinage de ^o dans Hilb* L et

(V'xV^-T^ÇV'-T^xV^

où T' est la partie de Hil^L formée des (!;', m') avec m'e^'. On se ramène
donc ainsi à r==k dans tout ce qui suit,

Pour un certain voisinage W de mo dans S, il existe une carte (^) de
la forme (x, y) où L est donné par x=0.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHEMATIQUE DE FRANCE



308 P. LE BARZ

Le fc-uplet Ço est donc donné par l'idéal /o^-^» Y) dans C?y, puisqu'on
s'est ramené plus haut à Supp^o= {wo} ct ^Smo^o^^ Un idéal d'un
k-uplet S voisin de ^o dans W est donc (voir § I) de la forme

(3) l^+A(x\y+A(x)\

où Assûijc*"1-^. . . +ût et A'sû'iX*"^. . . +0» sont deux polynômes
de degrés au plus k—\.

Désignons par £„ l'espace vectoriel des polynômes de degré au plus n.
Une carte de Hilb^S en Ço est donc donnée, dans un ouvert de £»-1 x £^. i,
par

(4) (A, A').

Un k-uplet voisin de Ço dans L est repéré par l'idéal (x^-hA (x), y) de sorte
que dans la carte (4), la sous-variété Hi^L de Hilb^S est donnée par
A'^0. On pourra pour la commodité, identifier A et A' à leurs coefficients.

De même, le (k+l)-uplet no^tëo» Wt^Hilb^L, par définition
même de îi, a pour support { m o } et longueur k +1. Son idéal JQ dans 0^
est donc Jo^-^1» y)' un ^éal voisin est de la forme

(5) , J = (jc*^1 + B (x), y + R (x)\

où B et B' sont deux polynômes de degrés au plus k. Une carte de
Hilb^S en r[o=n(^ mo) est donc donnée (dans un ouvert de f^xE^)
par

(6) (B, B').

Comme plus haut, la sous-variété Hilb*4'1 L de Hilb^1 S est donnée, dans
la carte (6), parB^O.

Enfin, on repérera dans W un point voisin de WQ par ses coordonnées
(u, u'), de sorte que L est donné par l'équation u'=0.

Comment s'exprime alors le morphisme n : Hilb^LxL-^Hilb^1!-
dans toutes ces cartes? On doit exprimer que le (k + l)-uplet sur L, d'idéal
(x*^1 +B(x)) dans ̂  est formé du k-uplet d'idéal (xk+A(x)) et du point
simple de coordonnée u. Cela donne l'identité

(7) x^l+B(x)^(xk•¥A(x))(x-u)

TOME 112 — 1984 — N0 3
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dont le développement exprime les fc; en fonction des û, et de u. Grâce
à (7), on obtient ainsi localement le morphisme n :

n: .Y-Hilb^xL^Hilb^L,
(A, u)^B.

(d) Maintenant, on a la remarque évidente :

Remarque 1. — Si E et £' sont deux espaces vectoriels, le produit E x E '
s'identifie au fibre normal à E dans E x E\ le point (X, X') s9 identifiant au
vecteur normal X au point X de E. Ainsi, X' réalise une trivialisation du
fibre normal v(E, Ex £').

En application de cette remarque, on s'aperçoit que dans les cartes (4)
et (6), des trivialisations des fibres normaux v^^vÇHilb11^ Hilb^5) et
Vt-n^^Hilb^L, Hah^S) sont obtenues par A' et B\ De même, une
trivialisation de v==v(L, S) est donnée par u\

Exprimons alors les morphismes de faisceaux a et P définis en (b) et cela
grâce aux trivialisations A\ B' et u\

Commençons par P : Tc^v^i [Q-^vjQ : un point (îy m) dans
ftcZsîHiiï/LxL est formé d'un k-uplet Ç et d'un point m avec w^.
Alors 7t(^, m)^S,[JmçîïSbk+lL. On a vu (remarque 1) qu'un vecteur
normal à Hilb^1 L dans Hilb^1 S (en m U Q s'exprime comme un (k +1)-
uplet de 5, que l'on peut noter S U M où 3 est un k-uplet de S et M un
point de S.

On a vu que de tels (k + l)-uplets sont repérés par l'idéal
(xjc+l+B(x), y^-B'Çx)), la trivialisation de Vj^+i étant donnée par B\
Comme on regarde en fait le fibre relevé TC^v^+i, le polynôme x k ' t ' l - { - B ( x )
est déjà décomposé (voir (7)) sous la forme (xk^-A(x))(x—u). Le mor-
phisme P consiste à supprimer la partie en m du (k + l)-uplet, soit donner
un polynôme A\ de degré au plus k—1, tel que (xk+A(x\ y+A'Çx)) soit
l'idéal de la partie restante dans Q^y. La question est donc : quel est le
polynôme A' de degré au plus k—1, prenant les mêmes valeurs que B'
sur Ç? On doit avoir A ' — B ' nul sur Ç, soit

(A'-B')(x)=Cte(x&+A^)).

De manière plus formelle : l'idéal (xk+A (x), y -h A' (x)) doit contenir l'idéal
a^+A^Xx-M), ^+B'(x)). Si on pose V(x)^b\^^ . . . +fc^i, on
voit que la constante est nécessairement b\.

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



310 P. LE BARZ

D'où le morphisme P exprimé dans les trivialisations B' et A :

(8) P: ^v^i|tl-^*vjn,
B'^A',

où A' (x) = B' (x) - b'i (x* -h A 00).

Exprimons alors le morphisme a : q* v [ 0 -*- K* v^ +11 îî dans les trivialisa-
tions u' et B'.

On se donne un point M de S de coordonnées (u. M') et Ç un k-u^Jet ̂
L, d'idéal (x*+A(x), ^) dans 0^. Quel est l'idéal de leur réunion? (Cela
représentera un vecteur normal en m U ^, dont la partie normale en ^ est
nulle et dont la partie normale en m=(u, 0) est M.)
L'idéal de cette réunion est de la forme ((xk+A(x))(.5c-u), ^+B'(x)). On
doit donc avoir

|B'(u)= —y' pour le point simple M et

V(x) multiple de xk^A(x).

TOME 112 — 1984 — N° 3



MULTISÉCANTES AUX SURFACES 311

Ceci donne B/(x)^Cie(xk^-A(x)) d'où la valeur de la constante
W (u)/(u* + A (u)). (Bien remarquer que M*+A(u) est non nul car w ^ ^ :
depuis le début on s'est placé sur l'ouvert Q=^f—T.)

D'où le morphisme a exprimé dans les trivialisation u' et W :

(9) a: ^vItî-^v^JO,

M'h-^B',

avec B'(x)= -u'(xk^A(x))/(uk^A(u)). Noter que la base Q de tous ces
fibres est paramétrée par (A, u), x étant une variable muette uniquement.

(e) Nous allons montrer maintenant que la suite exacte (2) définie sur
tî se prolonge à tout X en une suite exacte :

(2) o^v®^(-r)^îc*v^^v^0.

Soit en effet (^o» ^o) dans T (on se ramène comme toujours à
Supp^o^ {mo}) et solt ^ un voisinage de (^o, Wo) dans X. On a vu en
(d) que la suite exacte (1) sur V— T s'exprime

(10) 0^q*V\V-T^^^l\V-T-^P*^k\V-T^^

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



312 P. LE BARZ

où l'on a

a: u'^V avec V(x)= .'"'"" (x*4-A(x)),
i^-hAOi)

P: B^A' avec A/(x)=B/(x)-&l(xk+A(x))

(si bi=dom(B')).

Or une équation locale de T dans V (dans la carte (A, u) de X= Hilb* L x L)
est

if^A^^O

car le point fô, m) de J!;=Hilb*LxL est dans T si et seulement si meÇ.
Ou encore, si et seulement si u est racine du polynôme xk^A(x) qui
définit Ç.

La suite exacte (10) donne donc une suite exacte de faisceaux sur V :

(11) Q^q*v(Sev(Pv(-T)^n*v^^\v^p*v^v^Q

qui prolonge à V la suite exacte (2) restreinte à V— T.
Ainsi la suite exacte (2) définie sur X— T se prolonge au voisinage de

tout point de T.
Or on a le :

LEMME 1. — Soient E, F et G trois fibres vectoriels sur une variété
irréductible non singulière X et soit T un fermé de X (distinct de X). Alors
toute suite exacte de faisceaux localement libres

a b
W Q•^E\Jc.T~^F\X-T'^G\X-T^Q

se prolongeant au voisinage de tout point de T, se prolonge à X tout entier.
Preuve du lemme. — Soit ^^(V^iel un recouvrement de T par des

ouverts où la suite (^) se prolonge et soit ^ le recouvrement de X formé
de X— T et des ouverts de i^. Soient û; et b{ des prolongements de a | F,— T
et b | F,— T à V, tout entier. On a :

r û,|^-T=û|F.,-T=^|F.,~T,
{ ^|^.-T=fc|Fy-T=^|^.-T,

TOMEll2—1984—N°3



MULTISÉCANTES AUX SURFACES 313

d'où l'on déduit

û.|^=û;|^ et b,\V^\V,,

parce que V^—T est dense dans V^ et que £, F et G sont localement
libres.

On obtient ainsi deux données de recollement sur 4^, d'où un élément a
de F(X, Jfow(£, F)) et un élément F de T(X, Jfow(F, G)). Ils donnent
la suite exacte de faisceaux localement libres sur X :

a b
(^) O^E-^F-^G-^O.

Ce lemme appliqué à la situation précédente donne la suite exacte de
faisceaux localement libres sur X :

(2) O^^^^-T^^Vk.^-^Vk-^O

et la proposition 1 est donc démontrée.

Remarque 2. - La proposition 1 a été généralisée dans [9].

2° CLASSES DE CHERN

Nous déduisons de ce qui précède la :

PROPOSITION 2. — Soit h le générateur hyperplan de ^(Hilb^L) corres-
pondant à Fisomorphisme vu Hilb^L^P*.

Alors la classe de Chern totale de v^ == v (Hilb* L, Hilb^S) est

c^^o-Ar'-1,
où IeZ est la self-intersection de L sur S.

Preuve. — Notons plus précisément h^ le générateur hyperplan de
A1 (Hilb^L) et soient les deux cycles

P=^Ak et Q=q* (point),

où p et q sont les projections définies en 1. Les cycles P et Q sont des
générateurs de A1 (X) où Â^Hilb^L x L. On a Q^O. Une base de A'ÇX)
est {?', QP1'1} pour l^i^fc. Enfin, on a ^^(JSO^Z et gP* en est le
générateur positif « point ».

BULLETIN DE LA SOCIÉTÉ MATHÉMATIQUE DE FRANCE



314 P.LEBARZ

Dans A1 (X), il s'agit de déterminer les deux éléments [T] et n^h^^i où
h^ i est le générateur positif de A1 (Hilb^1 L).

(i) On voit, par définition même de la sous-variété T de X, que dans
l'anneau de Chow A' (X), on a

[r].P*=fc. point et [7]. gP*"^ point.

On en déduit dans A^X) : [T}=P+kQ.
(il) De même, on voit que

TC* hk+ i . P^point et n* ̂ +1 • Q^'1 =point,

d'où dans A1 (X) : n*h^^P+Q.
Montrons alors par récurrence sur k que la classe de Chem totale c(v»)

est(l-V-1-1.
Pour k=l, degci(v)=(, donc on a bien c(v)=(l-fci)~1.
Supposons le résultat vrai pour k et montrons-le pour k+1. De la

proposition 1 on déduit l'égalité des classes de Chem totales :

c(^v^^c(p*v^).c(q*v®ex(-T)).

Or c(p*v^)^(\ -P)*"1"1 par hypothèse de récurrence et par ailleurs,

c(^v®^(-T))=l-h^Ci(v)-[T]=l+Je-(P+kû).

D'où

c(^v,^)=(l--P)k~l"10--P+((-k)^)ï=(l-(p+û))k^

par la formule du binôme (se rappeler que Q^O). Mais c'est aussi
^(l-h^)*-'. Comme n est un revêtement à k+1 feuillets, on a n*
injectif (car îi» n* =(fc -h 1) Id dans l'anneau de Chow de Hilb^1 L, qui n'a
pas de torsion).

Il vient donc c(Vk-n)=(l -^+1)^' et la proposition 2 est ainsi démon-
trée par récurrence.

M. Le fibre normal à Hilb* L dans Hilb? PN

Un cas particulier de ce qui précède est le cas où S==P2. Alors /=! et
c^Hin^L, HilbîP2))^!-^2.
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Remarque 3. — On pouvait effectivement prévoir ici que c^« 1=0^=0 à
cause des inclusions

Hilb^cAl^cHilb*?2;

en effet, le fibre normal à Hilb*L dans A1*P2 est trivial de rang 2, puisque
Hilb* L ^st un^ ./îfcre de

Axe: MkP2^G(l,2).

On se propose maintenant, pour une droite L de P^, de chercher la
classe de Chern totale du fibre normal v^ilb^L, Hilb^P^). Pour cela, on
a la :

PROPOSITION 3. — Pour une droite L de P^, si h est le générateur positif
deA^îîi^L^ona

cMHilb1^, HilbîP^))=(l -fc^-ix»-^

Pour démontrer cette proposition, on commence par le :

LEMME 2. - Soit H un hyperplan de ̂  et P un plan tel que L=P H H.
Alors le fibre normal vCHilb^L, HilbîP^ scinde en la somme directe

v (Hilb* L, Hilb; H)®v (Hilb* L, Hilb^ P).

Preuve du lemme. — Soit (x^ : x^ : . . . : x^+i) un système de coor-
données homogènes pour lequel H est {^2=0} et P est
{^=X4=. . . =^=0}. Si

(P(X^\ X^ X3, . . . . Xff)

est Fidéal d'un ^c-uplet ^ de L (dans l'ouvert {^+i^0} de P^, p étant
un polynôme de degré k, on a une carte de Hilb^ P^ en Ç correspondant
à l'idéal

(/^i)+ n;o1 û.1 Jcll- ̂ + n-o1 ^xil)- 2^^N•
La sous-variété Hilb? H est donnée dans cette carte par a,2 =0 (O^i^k — 1)
et HilbÏP par ^==0 (3^'^N et O^i^-1).

Ceci prouve qu'on a l'intersection transverse

Hilb'Z^HilbîPnHilbîH

dans Hilbî P^, d'où le résultat.
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Pour montrer la proposition 3, une récurrence prouve que v(Hilb*L,
Hilb^ P^) est isomorphe à la somme directe de N-1 copies de v^i^L,
Hilb^ P2), ce qui termine la démonstration, vu la proposition 2.

IV. Applications

(a) Pour fixer les idées, nous allons donner tout de suite un exemple :
l'application de ce qui précède à la formule des sextisécantes d'une surface
de P4. Considérons une surface S de P4, ne contenant qu'un nombre fini
p de droites Lp de self-intersection f^eZ. On suppose S non singulière au
voisinage de chaque Lj.

On supposera également qu'en dehors des sextuplets situés sur ces
droites, la surface ne possède qu'un nombre fini de sextuplets alignés. On
se propose de chercher ce nombre en fonction des lj et de s (S) où s (S)
est défini par le degré du 0-cycle ^[Hilb6^] où i : Al6?4 ç Hilb6?4 est
l'injection canonique. (La formule donnant 5(5) pour une surface lisse
quelconque de P4 a été annoncée dans [5], formule (5) et démontrée
dans [8].)

La nécessité de l'hypothèse faite de finitude vient de ce que, même si S
ne contient pas de droite, elle peut très bien contenir une infinité de
sextuplets alignés et la formule donnant 5 (S) n'a alors plus grande significa-
tion. Tel est par exemple le cas de la surface S (4, 6) intersection complète
de deux hypersurfaces de degré 4 et 6, la dernière ayant été choisie ne
contenant pas de droite. L'hypersurface quartique contient une infinité de
droites et ainsi S possède une infinité de sextuplets alignés, cela bien que
S ne contienne pas de droite.

Considérons, plus précisément, le schéma résiduel R (voir [4]) de toutes
les composantes Hilb6!^?6 dans l'intersection Al6?4 OHilb^S et
supposons-le fini.

Nous utiliserons le théorème de l'intersection résiduelle sous la forme
plus faible suivante :

THÉORÈME (FULTON-KLEIMAN-LAKSOV-MACPHERSON). — Soit H et X
deux sous-schémas Sun schéma Y avec X localement intersection complète
dans Y. Soit Z le schéma intersection (défini par F idéal ^+J»).

Soit W un sous-schéma de Z et R^R(W, Z) son schéma résiduel. On
suppose que W et R sont localement intersections complètes dans H. On a
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un diagramme commutatif cartésien :

R

317

}•
X -<——'—^ Z «————> w

\. ^ \-
Y ^—————^ H

Supposons codimuR^codimyX et codinij, W^codimyX—n.
Alors pour tout cycle a dans Panneau de Chow de H, on a dans Panneau

de Chow de X la relation

f* h^ a =^» (pip)* a + ̂  (<;„. (p^ q)* a),

où €„ est lu n-iewe classe de Chem du fibre virtuel (piq)*Vf—Vp y sur W
(v désignant le fibre normal).

On va utiliser ce théorème ici appliqué à V=Hilb? P4 :

H^Wib^S, A^Al6?4.
W= U?=i Hilb6^ a^l^tHilb^S],

le schéma R étant ici formé des autres sextuplets alignés sur S. On a le
diagramme commutatif

Ry .
Al6?4 <<———3 Z ^—l^W^UHilb'L,

•l 1 -
Hilb'f^^^——î Hilb'S
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et les hypothèses sont remplies car dans ce cas, W, X, H et Y sont lisses.
Ici, n=6. Donc la formule de l'intersection résiduelle donne

5 (S) = i* [Hilb6 S] =;?» R -h q^ c^
avec

c^c^Al6?4, îïilb^^W-vÇW, Hilb6 S)).

Mais dans le groupe de Grothendieck îC (W), on a évidemment

v(A16 P4, Hilb6 P4) | W^v(W, Hilb6 P^-v^V, Al6 P4).

Or v(W, Al6?4) est trivial car chaque v^ilb6!^ Al6?4) est lui-même
trivial puisque Hilb6 Ly est une fibre de la fibration Axe : Al6 P4 -*• G(l, 4).
Ainsi,

c^c^vW Hilb6 P4)^^, Hilb,6 S)).

Calculons plutôt la classe de Chem totale. Soit ^ le générateur positif de
Al(îîi\b6Lj)^Al(P6)^Z. D'après les propositions 3 et 1, on a

r cMHilb^Hilb6?4)^!--^)12,
[ cMHilb^Hilb^S)^!-^)5^

car ici N=4 et k =6. D'où la classe de Chem totale :

cMHilb6!^, Hilb^-v^ilb6^ Al6?4))^!-^)7^

-7+(A../7+/A
dont la partie de degré 6 est ( , j fcj.

/7+JAAinsi q^ c^ a pour degré total ̂ ^ ̂  , j.^ 6 ;•
Par suite, le théorème de l'intersection résiduelle donne

/7+I,\
5(S)=degf»[Hilb6S]=cardW+I:;„^ ^ \.

Conclusion

Soit S une surface de P4 ne contenant qu'un nombre fini p de droites
Lp de self-intersection f^.
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Lorsque le schéma résiduel R de U^iHilb6!^ dans Al^OHilb^S
est fini, son degré est donné par

/7+/A
degJÎ=5(S)-E;^( 6 }

(Voir [5] pour l'expression complète de la formule.)
Exemple. — La surface S = S (2,2) intersection complète de deux hyper-

surfaces quadriques dans P4 contient 16 droites de self-intersection — 1.
Par ailleurs, elle n'a pas d'autre sextisécante, pour raison évidente du
degré. On a ainsi 5 (S) =16.

(b) Nous envisageons maintenant le cas général avec N et k quelconques.
On suppose toujours que la surface S de P^ ne contient qu'un nombre
fini p de droites L, de self-intersection lj€Z.

Soit V une sous-fibration localement triviale de Al* P^ :

V C————^ Al^

\ /"
G(1.AO

la fibre-type ^o^Hilb*?1^?* est supposée localement intersection com-
plète; on notera m son degré. On suppose que V est de dimension complé-
mentaire à celle de Hilb*5 dans Hilb^P^, soit dim V=Nk-2k, ou encore
en notant r la dimension de Vç : r=k(N~2)—(2N-2).

La fibre V^ de V en L, est contenue dans Hilb*! .̂ Considérons le
diagramme commutatif, formé d'injections canoniques (on pose/=ro^
où Z est le schéma intersection de V et Hilb^S dans Hilb^P^ W (resp.
W) la réunion des V^ (resp. Hilb*L/) et R le schéma résiduel de W dans
Z. (Voir page suivante.)

Dans toute la suite, on suppose le schéma résiduel R fini et on se propose
de calculer son degré en fonction du degré de [V]. i'" [Hilbî 5]. (Ce qui est
une formule fe-sécante : voir [6], [7], [8].)

On peut appliquer le théorème de l'intersection résiduelle car (par
hypothèse sur VQ\ V est localement intersection complète dans Al* P^,
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R»R(W,Z)

-> Z ̂ _3 W^UVî
^«1

Al^
n

^2 W^ U Hilb*^
J"!

HUbîP^ HilbîS

donc dans Hilb^P^ (ces deux derniers étant lisses). De même, V^ est
localement intersection complète dans Hilb*L^ qui est lisse dans Hilb^S.

Comme

codiniHilb^s (w) = 2 fc - r,r codmiHilbîs ̂ ) = ̂  K - ̂
{ codimHu^p^(^)=2k,

l'excès de dimension de W est r et donc la formule de l'intersection
résiduelle donne (pour a=l=[HilbîS]) :

/*[HilbîS]=^R+^c^

où

c,=c,(v(F, Hilb;PN)|^~v(^, Hilb^S)).

Or dans îC (W), on a

v(F, Hilb^P^I »V=v(^, HilbîP^-vW n.

D'abord v(W, V) est trivial car chaque v(V^ V) est lui-même trivial,
puisque V^ est une fibre de la fibration Axe | V : V -^ G (1, N). Ainsi,

c^c,(v(W, Hilb^P^-vC^, Hilb;S)).
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Naturellement, par différence dans K (W), on a

c,=c,(v(W, Hu^P^I W-v(W\ HilbîS)) W).

Soit alors hj le générateur positif de A1 (Hilb*^)^^1 (P^isZ. D'après
les propositions 3 et 1, on a les classes de Chem totales :

r cMHilb*^ HubîP^O-^-1'^
[ cMHilb*^ HilbîS))^!-^)*-'^1.

D'où il résulte

c(y(mbkLj, HnbîP^-vtHilb*^ Hilb^S)) =(l-^)<w-l)<t-2>-t+^+l.

La partie de degré r de c(v(W, mb^P^-v^', Hilb^S)) est donc

/(N-l)(k-2)-k+L+Ï\
^(-^\ r )^

le ̂  n'ayant pour l'instant qu'une signification formelle.
Par fonctorialité des classes de Chem, on trouve donc

/(N-l)(k-2)-k+l.+l\
^=Z;.,(-ir( , ' )^r

Or, par définition du degré m de Vy dans HilbtPla;P*, on a
deg(^| V^=m. Ainsi,

/(N-l)(fc-2)-fe+^+l\
deg^c,=S;,i(-in , J'".

Si on se souvient qu'on a posé r==k(N—2)—(2^—2), on trouve

/(N-l)(k-2)-k+l,+\\
deg^c^^-l)"^ fe^_2)-(27V-2) /

Mais la formule de l'intersection résiduelle donnait

deg /* [Hilb? S] = card (R) + deg ̂  c,.
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Par la formule des projections, il vient :

deg /* [Hilb? S] == deg f* i* [Hilb; S]

= deg i» (1). i* [Hilb; S] = deg [V]. f* [Hilb; S].

On a donc finalement démontré le :

THÉORÈME. - Soit V une sous-fibration de Al* P^, de fibre-type Vç de
dimension k(N—2)—(2N—2), Fç étant supposée localement intersection
complète et de degré m dans Hilb* P1 ̂  P*.

Soit S une surface de P^ ne contenant qu'un nombre fini p de droites Lj
de self-intersection ^.eZ. On suppose que le schéma résiduel R des V^
dans FHHilb^Sestfini.

Alors le degré est donné par
/(N~l)(k-2)-k-hL+l\

degJî^deglyi.^tHilbîSl-S^^-D^m^ k(N-2)^(2N-2) }

Remarque 4. — On se servira surtout du théorème lorsque R = 0. Foir
m, [8].

(c) Surfaces de P4. '
On a regardé en (a) comment une droite L de S contribuait comme

sextisécante.
• Regardons comment une telle droite contribue comme bitangente.

Soit N=4, fc=4; soit VQÇzHilb^P1^?4 la surface formée des quadruplets
3

•-+•-+ (on note ̂  un point-double ef-+ un point triple aligné). On
reconnaît en VQ la surface de Veronese obtenue par le plongement

P2 s Hilb2 P1 ç Hilb4 P1 S P4,
J^J2.

Elle est de degré w=4 dans P4. Soit FcAl4?4 la sous-fibration formée
des quadruplets alignés de la forme ̂  •-s d'après le théorème, la contribu-

/ 3+ / \
tion de V^ dans le 0-cycle [V\. f* [Hilb4 S] est 4 ( .- ).

/3+(\
Donc la droite L, de self-intersection l, compte 4( y \ fois en tant que

bitangente.
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Bien entendu, on a supposé comme toujours que S ne contient qu'un
nombre fini de droites, et par ailleurs qu'en dehors de ces droites, S n'a
qu'un nombre fini de bitangentes.
• Combien compte une droite Le S en tant que tangente qui recoupe

trois fois S ? (On suppose comme toujours qu'il n'y a qu'un nombre fini
de telles droites, en dehors des droites contenues dans S.)

Soit N=4, k=5. Dans Hilb5?1^?5, soit VQ l'hypersurface formée des
quintuplets •••«-s elle est de degré m =8.

(On peut le voir en calculant un résultant, ou bien en remarquant que
c'est l'image de <p :

Hilb1 P1 x Hilb3 P1 ̂  Hilb5 P1,
(/,J)^^J2.J.

Si A, est le générateur hyperplan de Hilb' P1, on a (avec abus d'écriture)
<p*/i5=2hi+A3, d'où (p^^SfcjA^S.point.)

Soit V la sous-fibration correspondante de Al5 P4. D'après le théorème,
/5+(\

la droite L compte 81 ^ j fois en tant que tangente recoupant S trois

fois.
(d) Surfaces de P5.
Soit Le: S c:P5 une droite; on fait les hypothèses de finitude habituelles

dans chaque cas.

• Combien compte L comme quadrisécante?
Soit N=5, k=4 et l^Al4?5, donc w=l. Vu le théorème, L compte

( } fois comme quadrisécante de S.
4 7
• Combien compte L comme tangente d'inflexion ?
Soit N=5, ^=3 et FocrHilb3?1^?3 la cubique gauche formée des

3
tripletse-^ ; on a m =3. Soit V la sous-fibration correspondante de Al3 P5.
Par le théorème, L compte —3(24-0 fois comme tangente eT inflexion.

(e) Surfaces de P6.
Sous les hypothèses habituelles, combien compte L comme tangente

recoupant 5<=P6? Soit N=6, fc=3 et VQcîîiïb3?1 la surface de degré
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m s=4 (et non 3 . . . ) formée des triplets ••-»•; soit V la sous-fibration

correspondante de Al3?6. D'après le théorème, L compte 4( ) fois

comme tangente recoupant S.
(/) Surfaces de P7.
Toujours sous les hypothèses habituelles, combien compte L comme

trisécante à S? Soit N=7, k=3 et ^Al3?7; on a donc w==l. Alors le
/4+t\

théorème montre que L compte - ( 3 j f015 comme trisécante.
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