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POLYEDRE DE NEWTON
ET GENRE GEOMETRIQUE
D’UNE SINGULARITE INTERSECTION COMPLETE

PAR

M. MORALES (¥)

RESUME. — Nous donnons une condition suffisante sur une suite f), . . ., €C[x,, ..., xJ]
ayant des polyédres de Newton I}, ...,I, pour que le germeH, défini par
fi(®)=...=f,(x)=0 soit une intersection compléte a singularité isolée. Nous calculons le
genre géométrique de la singularit¢ p,(H,) en fonction des polyédres de Newton
ry, ..., Ty par une formule élémentaire.

ABSTRACT. — Let f), ..., ;€Clx,, ..., x,] with Newton polyedra I'{, ..., I}, H, the
germ at the origine defined by the equations f, (x)=... = f,(x)=0. We give a condition
in f,, ..., f, in order to have an isolated singularity in H, and we calculate the geometric
genus of the singularity H, in function of the Newton polyedra I'y, .. ., I'," by an elementary
formula.

Introduction

Soit (X, m) un germe de variété algébrique Cohen-Macaulay de
dimension d ayant une singularité isolée en m. n: X — X une résolution
des singularités de X. Le faisceau R‘~!n, Ox est concentré en m et I'on
définit le genre géométrique de X par p,(X)=(—1)*"'1g (R* ‘=, O5).
Cest un invariant analytique de la singularité. Par exemple, s’il est nul on
dit que la singularité est rationnelle (¢f. Artin) et divers auteurs ont étudié
les propriétés des singularités de genre géométrique petit. Principalement
H. Laufer, S. T. Yau.

Nous donnons ici une condition suffisante sur une suite
Jv» - s x€Clxy, ..., x]J=A ayant des polyédres de Newton
T, ..., Iy pour que le germe H, défini par f, (x)=. .. = f,(x)=0 soit

(*) Texte regu le 10 mai 1983, révisé le 14 juin 1984.
M. MORALES, Institut Fourier, B. P. n° 74, 38402 Saint-Martin-d’Heéres Cedex, France.
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une intersection compléte a singularité isolée et nous établissons une
relation entre le genre géométrique p, (H,) du germe H, et le polynéme
I8(A/0T 0%.. . 0F) 08 Qi=@,ert nriCx™

Dans 2.4, nous utilisons les résultats combinatoires résumeés dans 1.5
pour calculer le genre géométrique p,(H,) en fonction des polyédres de
Newton I'{, ..., I}, Ceci généralise le résultat obtenu pour k=1 dans
[14] et [6].

Lorsque I'*=I'{ =...=I;]_, nous précisons davantage notre condi-
tion sur la suite fj, ..., f,. D’aprés le théoréme 2.7[10] la suite des
genres géométriques p, (Hy), i=1, ..., d—1, et la multiplicité de I'idéal Q
déterminent le polynome lg(4/0") ou

Q=®nel‘+ nl‘cxu

Ces résultats sont & comparer avec ceux de [5] dans la situation globale.
1. Notations et rappels

1.1. Considérons 'anneau A=C|x,, ..., x,] des polynémes a d varia-
bles sur le corps des nombres complexes. Soit m 1'idéal maximal engendré
par x,, ..., x;. Q désignera un idéal m-primaire engendré par des mond-
mes. On pose X=C*

1.2. DEFINITION. — Soit I un idéal de A engendré par des monomes,
nous appellerons :

(1) support de Tidéal I
Supp(={aeZ!|x*el},
ou x*=x{...x3
(2) polyédre de Newton de I :

I'* (I)=Enveloppe convexe dans R de P'ensemble U, ¢ supp ) { @} + R%.

(3) Frontiére de Newton de I :

I" (I) la réunion des faces compactes de T'* (I).

1.2.1. DEeFINITION. — Soit f (x)eClx,, ..., xJ :
_f(x)=zﬂc,x‘.
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POLYEDRE DE NEWTON ET GENRE GEOMETRIQUE 327

Soit 1(f) lidéal engendré par les monomes x* tels que c,#0. Alors, on
appellera polyédre de Newton de f (resp. frontiére de Newton de f) le
polyédre de Newton (resp. la frontiére de Newton) de 1( f).

1.3. LemME([4], p. 28, [13], I-13). — Soit I un idéal engendré par des
monémes, alors la cloture intégrale T de Pidéal I est :

I_=®¢er+ (l)nl‘cx“'
Autrement dit T est engendré par des monomes et

Supp(D=T* ()N Z"

1.4. DEFINITION. — Soit A un polyédre convexe compact dans R*, on
notera nA le polyédre n-fois homothétique de A, 1(A) le nombre de points
dans A N Z¢ et 1(A) le nombre des points a coordonnées entiéres se trouvant

a Pintérieur de A.

1.5. ProrosiTiON ([2], p. 131, [5], (3], [1], [8]). — Soit A,, ..., A, des
polyédres convexes compacts dont les sommets appartiennent a Z°, aucun
n’étant contenu dans un sous-espace affine de R? de dimension <d. Alors il
existe un polynéme R[T,, ..., T,JeQ[T,, ..., T,] de degré d tel que :

InyAy+...+n,A)=R(ny, ..., n), V n; entiers =0.

De plus,
Loi de réciprocité :
'/’—--?—\ —
(=1)*R(=ny, ..., =n)=I(n, A +...+nA), V n entiers positifs.

La preuve de cette proposition est une conséquence de I’étude de la
cohomologie sur les variétés toriques et de la dualité de Serre.

2. Intersections complétes non dégénérées par rapport a leurs polyédres
de Newton

2.1. DtFNITION [5]. — Soit fieC[x,, ..., xg, I=1, ..., k une suite de
polynomes, T'*, leurs polyédres de Newton. Soit Q;= @, ¢r} ~z4¢C x* de sorte

que Q,=1(f), nous supposerons que Q, est primaire pour m=(x,, . .., Xg).
Pour ae(R,)* on pose :

- m'@=min{{g, a)|ael}}
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328 M. MORALES

et
ﬁ=2ur,*. Coay=mt @Al o X

Nous dirons que la suite f;, . . ., f; est non dégénérée par rapport a ses
polyédres de Newton si pour tout 1Sj<k et tout ae(R,—{0}) la
condition suivante est vérifiee :

en tout point ge(C—{0})* tel que f{(g)=. .. = f5(q)=0 les différen-
tielles df4(q), . . ., dfj(q) sont linéairement indépendantes dans I'espace
tangent 4 C? en gq.

Dans ce cas, nous dirons aussi que le germe H, défini au voisinage de
I'origine par

H,={xeC’|fy(0)=...=fi(x)=0} -
est non dégénéré par rapport 4 I'f, ..., ). Pour des polyédres de
Newton donnés la notion de non-dégénérescence est générique, la démons-
tration de [5], th. 2, s’adapte & notre situation.

2.2. DEFINITION [10). — Soit Y une variété quasi projective sur le corps k,
de dimension d, ayant une singularité normale au point fermé m,
n: Y=Y un morphisme birationnel propre tel que la restriction
n: P—n~1(m) - Y—{m} soit un isomorphisme et & un Oz-module inversi-
ble. On pose :

— % (L) = dim, (ix i* e L/Te L)+ ;21 (1Y g (R' e £),0,
oui: Y—{m} G Y est linclusion canonique.

2.3. DEFINITION. — (1) Si Y est une variété a singularité isolée et Cohen-
Macaulay de dimension d22 et f: ¥ — Y une résolution des singularités,
nous noterons p,(Y) le genre géométrique de la singularité

p,(N=(=D)""1gR""! fu Oy;

rappelons que cet invariant dépend uniquement de la singularité et non de f
et que R' fo O3=0 pour 1 Si<d—2 car Y est Cohen-Macaulay de sorte que

Py (Y)=12,(0y) (voir 2.2). |
(2) Si Y est une courbe réduite en un point fermé m nous poserons

P,(N=8(Y)=Ig(0y, /Oy, ),
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POLYEDRE DE NEWTON ET GENRE GEOMETRIQUE 329

ou Oy ,, est le normalisé de Oy, et nous l'appellerons genre géométrique
de la courbe Y.

2.4. THeoREME. — Soit f, ..., €Cl[x,, ..., x,] une suite non dégé-
nérée par rapport a ses polyédre de Newton I'], . .., I}, Alors le germe H,
défini par

H={xeC'|fi(x)=...=f,(x)=0}

est une intersection compléte a singularité isolée et son genre géométrique
p,(H,) est donné par :

Py (H)=(—=1)"*"'[RT{+T7+...4I})
S R@i 4. L+ 4T+ (=D R(TH)

ou R(A) désigne le nombre de points a coordonnées entiéres strictement
positives se trouvant en dessous ou sur la frontiére de A, et le signe signifie
que ce terme n’apparait pas dans la somme.

2.4.1. La démonstration du théoréme utilise d’'une part les techniques
développées dans [10] pour montrer le théoréme 2.1 ou I'on travaillait
avec un seul idéal primaire; d’autre part la théorie des variétés toriques
([4), [2)) permet de préciser dans notre cas les conditions d’application de
ces techniques.

Le théoréme est une conséquence de la proposition et des lemmes
suivants :

2.5. ProrosiTioN (Résolution des singularités) (voir aussi [5]). — Soit
fis - - - fi une suite non dégénérée par rapport a ses polyédres de Newton
Iy, ..., 7. Posons

H={xeC!|fi(x)=...=f;(x)=0}.

Il existe un éventail T qui est une décomposition de (R, )? tel que si on
note X; la variété torique définie par I, et n : X; - X=C* le morphisme
induit par la décomposition de (R. )¢ on ait :

(1) X; est lisse et la restriction

n: Xg—n~'(0) = X—{0} est un isomorphisme.

(2) Q. Oy, est un faisceau inversible. Q;. Oy, = Oy (— D", DV étant un
diviseur exceptionnel effectif.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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(3) Vj=1, ..., k la transformée stricte / j de H, est lisse au voisinage
du diviseur exceptionnel et coupe transversalement le diviseur exceptionnel.

Plus précisément, soit «; : H — H; la restriction de = a A, alors div
(fi+1°m)= =Du*vhN Hj""ﬁ +ﬁj+l

D’autre part, notons par A la transformée stricte par = de I'hyper-
surface H? = {xeC*| f;(x)=0}. Alors

B=AYNAYN...NAY et div(j}on)=D°7+ﬁ”’.

Cette proposition sera démontrée plus loin.

2.6. Considérons X=C? comme un ouvert dans I'espace projectif P et
notons X la variété obtenue par la modification de [Iorigine
n : Xz = X=C". Nous noterons encore par = le morphisme n : X — P¢

Considérons les diagrammes commutatifs suivants :

pery

S
]

€

D"“’ﬂﬂl C -

oI

D(H»l)nﬂz C—

e o o o o o o o

o I

pe*vN A, C ki C—— H,

t

Avec les notations ci-dessus, nous avons :
2.6.1. LEMME 1 :

Py(Hyp)==x(@*“* PN A, (oo ... ol_, o c)* 05 (D*D)),
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2.6.2. LEMME 2 :
_x(D(l"'x) n H” (lo o,.,. o -1 oc‘)‘ 0;(D('+l)))
=e[[T2 - N Td (O7)

2.6.3. LEMME 3;
1g(4/07 0% ... 0P =e[(1—e H=1""Y N\ Td (0]

2.6.4. LeMME 4. — (1) Pour n,, ..., n, entiers positifs ou nuls la fonc-
tion T(n, T} + . .. +n,})=nombre de points a coordonnées entiéres posi-
tives ou nulles se trouvant en dessous de n,I'{ + ... +nT} coincide avec

les valeurs &'un polynéme F(ny, ..., n) dedegrédenn,, ..., n,
(2) SoitJ={1, ..., k}ete,, ..., e labase canonique de R, la valeur

. d . \ , .y .
(=D)°F (—ZjE ;¢;) est le nombre des points a coordonnées entiéres stricte-
ment positives se trouvant en dessous ou sur les faces compactes de

+
z jedJ r.i :
Nous poserons *

R (Zjelrj+)=(_l)‘F("st.rel)'

2.6.5. LEMME 5[6]). — Soit F: R* - R. On pose F,=F et pour 1 <j<k :

Fi(ny, ...,m)=F;_;(ny, ...,m)=F;_;(ny, ...,m—=1, ..., m).
Alors
F, (0,0, ...,00=F(©0)-Y_, F(—e)
+ gk F(—ei—e)+. ..+ (=1} F(—e;—e;—. .. —ey),
oue, ..., e, est la base canonique de R*.

2.6.6. LEMME 6. — Avec les notations des lemmes 3, 4 et Son a :

F(ny, ..., n)=1g(4/Q7...0»

et
F©, ....,0=—¢[[[}.,0=-))NTd(©3]

2.7. Démonstration des lemmes 3 a 6.
2.7.1. Les lemmes 5 et 6 sont obtenus par un calcul direct.

BULLETIN DE LA SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE
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2.7.2. Preuve du lemme 4. — Soit T*=n,T}+...4+nI et la
réunion des faces compactes de I'*. Posons A, I'enveloppe convexe de I'
et A, 'enveloppe convexe de I' U {0}, il suffira de remarquer que

Ir+=1ap-1@4y)

et d’appliquer la proposition 1. 5.

2.7.3. Preuve du lemme 3. — Nous appliquons le théoréme 1.4 de [10]
an:X-P L=05, D=Y,_ nD" et obtenons

%e (0D =% (05 (=X M D)= [(1—e H=1%P) N\ Td (07) ]

et nous avons ([4], Cor. 1, page 44) :
n,05=0y, R'n,05=0 pour i>0,
me (05 (=X, mD®) (C)=07 0% .. . OF

et
Rime (05 (=Xi, mDP)=0  pour i>0,

ce qui implique vu la définition de %, (voir 2. 2) que :
18 (4/QT . .- QW= [(1—e H-1"") N\ Td(05)]
et finit la preuve du lemme 3.

2.8. Preuve du lemme 1. — Remarquons que
div (f41 2 R)=D*V N A, +1,,,,

A, et les composantes de D**! sont non singuliéres, et Iintersection
H,ND**Y est transverse et est un diviseur dans A, Dans I'anneau de
Chow de H, on aura

DY N\ H=(po ... ol_,)* DD,

Les diviseurs D**V N H, et —H,, , sont linéairement équivalents au voisi-
nage de D**V' N A, et par conséquent les faisceaux 07 (D**V N A) et
(D,;'(—I‘?,+ 1) sont isomorphes au voisinage du diviseur exceptionnel.
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Par ailleurs, les suites exactes courtes :
0- 0z (—H,.,)—> 05 - 0z, -0,
0 05 — 05 D"V N A) > c? (0, DN A)-0

donnent les égalités :
x:, ((DI;,)‘X‘, (05, (-ﬂl'f 1))=X.., (0514. 1)9

Yo, (O5) =X, (O, D**V N A )
=—x D"V N A, c* (07 DV N A/))

et on en déduit que :
% (05, )=—2 D PN A, ct (07,0 PN HY)

or M, |m,, =My B,,, - H,,, est une résolution des singularités et H,, ,
est normale donc :

Xnes1 Ot ) =Py (Hysy)

ce qui finit la preuve du lemme 1 (voir aussi [10], lemme 2. 2).

Avant de passer a la démonstration du lemme 2,-voici un lemme prélimi-
naire.

2.9.1. LEMME. — Pour 0<j<t nous avons

(Co °do °©,..©° dj—l)‘ Td(@p(l'l-l) P ’;))
=[L., =" N -e ") N Td(©y.
Preuve. — La preuve se fait par récurrence sur j. Pour j=0 c’est

la formule d’adjonction. Supposons le lemme vrai pour j—1 et
prouvons-le pour j.

(CoodOO . e Odj_l)* Td(@D(l*‘l)r";])
=(coodgo . ..°dj_2)s°(d;j_1)s Td(@,,uu)n,;j)
=coodge . . . Odj_z).[(l—e"‘O""o"' . .0d;_ g% iiU))n Td(wb('+l)n';1—l)]

(par la formule d’adjonction et le fait que D*** N A est un diviseur dans
DY N A,_, et en fait D'** N\ H;=(coody° . .. od,_,)* H dans I'an-
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neau de Chow de D**V N HA,_))
=(1—e"#) N (coodoo . . . °d;_)a (Td(Ope+n o 5, _,
=(1—e M) [L2 0= N -2 N Td(O7)

par hypothése de récurrence. Or,
div(fjom)=DP+ AV
au voisinage du diviseur exceptionnel donc DY est linéairement équivalent

a —HY. Nous remplacons dans la formule précédente et finissons la
preuve du lemme.

2.9.2. Preuve du lemme 2. — Les notations sont celles de 2.6 :
x(DVNH, (polyo...ol_yoc)* Of DY)
=gfch(lpe ... oy oc)* O D“*") N Td(Ope+n o 5)]
(théoréme de Riemann-Roch)

=e[chOz (D" ") N (e - . . °l-1°c)e Td(Opt+v )]

(formule de projection)

=£[eD“H)n(Co°do° «..od;_ ) Td(Ope+v )]

(par 2.9.1)

=e® " "N ([T, =) NU-e "N Td(©Op)]
=—¢[[[[}2} 0= ]1N Td (@]

2.10. Preuves des assertions 1 et 2 de la proposition2.5. — Soit
ze(R,)% On pose m'(a)=min, rs (a, a). Dans (R,* nous définissons
la relation d’équivalence :

a~a < Vi=1, ...k,
{ael} |Ca,ad=m'(a)}={ael}|<a,a)=m(a)}
L’ensemble des clotures de classes d’équivalence des éléments ae(R, )¢
forment un éventail X! qui est une décomposition de (R, ). Le morphisme

induit 7 : X;1 — C? est I'éclatement normalisé de I'idéal Q, Q, . .. Q,, ou
Qi=®uel‘g+ nl‘cxu'
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D’autre part, soit X, I'éventail correspondant a I'éclatement normalisé
de l'idéal Q,, ! est une décomposition de X; pour i=1, ..., k. Nous
savons ([4], p. 35) qu’il existe un éventail £ plus fin que X! tel que la
variété torique X; est non singuliére et le morphisme n : Xy = X=C* est
un isomorphisme en dehors de =~ (0).

Les assertions de la proposition étant locales, soit 6 € X, o engendré par
les vecteurs a’, a2, . . ., &, alors X,=SpecC[y,, . . ., y4 et le morphisme
n: X, — X est décrit par

x=p yit Lyt

pour i=1, ..., d.
11 est clair puisque I'’éventail T est une subdivision de I’éventail Z; pour
i=1, ..., k que I'idéal Q,. Oy_ est inversible et en fait

0,.Clyy - - -» y,]=y‘;‘i""y;"“2’ . yfi""
et pour f;€Q; ayant le polyédre de Newton I';’ on aura
fiem=yreh  yme T () avec J,(0)#0.

Nous noterons par A® 'hypersurface dans X, définie par f;(y)=0. C'est
bien entendu la transformée stricte de H®” définie par f; (x)=0.

2.11. Preuve de l'assertion 3 de la proposition 2. 5.

2.11.0. DEFINITION. — X et le diviseur exceptionnel qui est une réunion
d’hyperplans de coordonnées admettent une stratification par des tores T;.
Soit Ic{1, ...,d} et

T,;={yeC’|y,=0siiel, y;#0sii¢l}.

2.11.1. LemME ([15], [9]). — T, est contenu dans le diviseur exceptionnel
si et seulement si le cone o' engendré par les vecteurs a’, jel n'est pas
contenu dans un hyperplan de coordonnées et dans ce cas I'ensemble

71.1={a€r1|<%aj>=m'(aj), Vjel}

est une face compacte de I', pour =1, . . ., k.

2.11.2. LemmE [15). — SifeClx,, ..., x;] on notera par JeC|y,,
Y25 - - - ya) Pélément tel que fom=ytr yb2 .. . yba T (y), avec J(0)#0. Soit
fi=Y 4 A, X% posons f, 11.1= 2acyy , Aa1 X" La restriction de J; au tore T,
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est un polynome en les variables y,, i¢ I et en fait
Ti I = ]; wmr

2.11.3. Remarque. — Soit a;=(1/card(1))(};_,a"), ou card(i)=car-

dinal de I’ensemble I, alors a;€ (R, —0)¢ et pour tout I=1, ..., k,
Y1, 1={ael}|{a a;)=m'(a)}.

Si la suite f}, . . ., f; est non dégénérée par rapport a leurs polyédres de
Newton I'f, ..., I alors en tout point ge(C {0})* tel que £ ,, ,(9)=0
vi=1, ..., t, la matrice
(3ﬁ. - ,(q))
0x; 1sist, 15j5d

est de rang t.
La preuve de la proposition découlera du lemme suivant :

2.11.4. LeMME. — Soit f,, . . ., f, une suite de polynémes non dégénérée
par rapport a leurs polyédres de Newton T'{, ..., TJ. Soit t=Zk,
DE T,cu 'ONA, et v, la face compacte de P, associée a T,
I=1, , t. Alors

(1) la matrice

(372. v, )

a}’j >1§zs:. 15jsd

est de rang t.

(2) Nous avons T égalité

(af.@)) =(6Z, ,...(m)
6y, jeL =1, ...t . a}’j JelI 1=1, :

En particulier, H, est lisse au point p et Tespace tangent T, A, nest contenu
dans aucune composante du diviseur exceptionnel passant par p.

(3) Remarquons que les seules composantes de n~ ' (0) qui puissent passer
par p ont pour équation y;=0 avec iel. Vie I nous aurons

Z#lel mOd(]h .. -a];—l)-
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2.11.5. Preuve du lemme. — (1) Soit p=(p;);=,, . .., + Posons:

P”=(P'j)j=1. e d

p’i=1 sijel et p';=p; sijél
Nous savons que Vi=1, ..., t:

ﬁ. I, ,°1t=M,(y)];’ v, P

ou M, (y) est un mondéme. Appliquons cette égalité & y=p”, cela entraine
que f, ,, ,((@")=0 car f; . ()=0, Vi=1, ..., t Dautre part, par
simple dérivation, on obtient :

: a(-ﬁ 11.1°“) @®") _ oM, (p") N
Viel o, =, Jim, . @)=0
et
VJ ¢ I, a_g%-_yon)(p’) =M' (p’) az' 13): (p')’
J i

ou M, (p”) #0 et pour montrer (1), il suffira donc d’établir que la matrice

(6(ﬁ. y,,.°1r)(p"))
0y; 151st, 15j5d
est de rang t. Ceci sera une conséquence de I’hypothése et de I'égalité
suivante obtenue en appliquant la régle de dérivation d’une fonction
composée :
(yla(.ﬂ. I, 1 ° n) (P”))
ayj 15isd, 151t

)

=(@) sisa. 1§1§4< )
0x; 15isd, 15151

car les points p” et 7 (p”) sont a coordonnées non nulles et la matrice (@), j
est inversible. Ceci finit la preuve de (1).

2.11.6. La preuve de (2) est immédiate a partir de 2.11.2.
2.11.7. Preuve de (3). — Supposons qu’il existe i€ I tel que

];=yl o, +Zl<: ]; R,
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alors Vj¢l:
— =y, — +) 1< bk B %hRr
, Ji o, El t]; %, Zl t o, 1
et
4.0 F0
= < R _—, v ¢ I,
ayj Zx t l(p) ayj ]
ou encore, car pe T, d'aprés (2) :
of, P
vie, Feni® _s g i Fina®
0y; 6y,_

autrement dit, le vecteur

(af._ ,,,.(p)) |
6y,- i=1, ..., d

serait une combinaison linéaire des vecteurs

(az_ ,,,,(p))
a}'j j=1, ...,d

pour /=1, ...,t—1. Ce qui est absurde d’aprés (1) et (2) et finit la

preuve de (3).

2.12. DEFINITION. — Nous dirons qu’une suite f,, . .

., [y€Q de poly-

némes ayant tous le méme polyédre de NewtonT'* (Q) est non dégénérée si

elle vérifie les conditions suivantes :

(1) pour tout t<s et toute face compacte y de I'* (Q) de dimension k>t

la matrice
——'—afl‘ Y PR _af;. 1-
x, Toax,
afl.l, e aj;y
x4 0x, i

est de rang t en tout point de (C—{0})*.
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(2) Pour toute face compacte y de T'* (Q) de dimension k <s, les polyné-
mes fy , ..., fx+1, , WONt pas de zéro commun dans (C{0})".

2.12.1. Remarque. — Vt<s la suite (f;, ..., f,) est non dégénérée
(par rapport a I'* (Q)).

2.13. Exemple. — Soit I'* un polyédre de Newton dont toutes ses faces
compactes sont des simplexes. Autrement dit, toute face compacte de
dimension k a k + 1-sommets. Une condition suffisante pour que la suite
(f1» - - -» f3) soit non dégénérée par rapport a leur polyédre de NewtonI'*
est que tout déterminant d’ordre r <d de la matrice suivante soit non nul :

(A, ... Ay,
Az, 1 Az,
Ay Ay x

ou f,=Z:‘,1A,. ;x4 1=1, ..., d Nous voyons en particulier dans cet
exemple que la condition de non dégénérescence est générique.

Preuve. — Soit t 21 et y une face compacte de I'* de dimension r—12t.
Notons a!, ..., o les sommets de y. Alors Vj=1, ...,detl=1, ..., ¢:

x,0f, _ 0

x*
X AL o —=Y"_ A, X,
ax] z;uy J A, axj Zg-l j 43, 1

ol al=(ct, ab, ..., ).
Par conséquent, on aura I’égalité de matrices

x;0f, ., (x
( ! gx ( )) =(A4;, Disise, 1515 O D1 5554, 15150
J L

Or, la matrice (o)) <54, 15:5- €St de rang r par hypothése et la matrice
(Ay, D1sisr. 15150 €St de rang t, par conséquent pour un point xe(C{0})*
la matrice (x;0f; ,(x)/0x)), ; est de rangt. La condition (1) est donc
vérifiée.

Vérifions la condition 2: pour toute face compactey de I'* de
dimension k <s, alors f} ., .. ., fy+1, , N’Ont pas de zéro commun dans

(c{o})".
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Soit

k+1 ol _ Lal (Ck+1 i_gl)
f;.1=zctyAl.cx.= i=1 Al. i X =x* i=1 Al. ix(. ¢ )

et posons z,=x'"'l, i=2, ..., k+1
Considérons les polynOmes

k+1
P =4 +),., A, %

Les k+1 polyndmes P, , en k variables n’ont pas de zéro commun car
leur résultant est non nul par hypothése. D’autre part, si 'on avait un
point ge(C—{0})* tel que f; ,(9)=0 pour I=1, ..., k+1, on aurait
P, ,(z)=0 pour un certain z ce qui est absurde.

2.14. Exemple 2. — Soient B,, . . ., B, des entiers strictement positifs
et

fi=Yi. 4, X, 4, €C, I=1,...,d

Alors la suite f;, ..., f, est non dégénérée si tous les déterminants
d’ordre t avec t <d de la matrice (4, ;) sont non nuls.
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